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Extremalprobleme in Verbanden

HANNO LEFMANN, BlELEFELD

Innerhalb der kombinatorischen Extremaltheorie sind Probleme der folgenden Art
von besonderem Interesse:

Sei ('P(n), n, U) der Potenzmengenverband einer n-elementigen Menge. Gegeben
sind

nicht negative ganze Zahlen ^oi ^ii . . . »A((-l un<^

eine Familie f C 'P(n) von Mengen, so dafi zu je zwei verschiedenen Mengen
F, F*   y eine nicht negative ganze Zahl t < t existiert mit |Fn F*| == ̂ i.

Gesucht wird die maximale Kardinalitat maxycp(n) 1^~1 derartiger Familien J~.

Sei zum Beispiel F C 77(n) eine Familie van Mengen, die paarweise disjunkt sind,
also f = 1 und p.o = 0. Dzinn ist offenbar |^~| < 1 + n, dajedes Element einer 'P(n)
zugrundeliegenden n-elementigen Menge X hochstens einmal vervvendet werden
darf. Die Familie 7 = {0} D {{.c}|. c 6 -X") zeigt, daB diese obere Schranke auch
scharf ist.

1st nun t eine beliebige nicht negative ganze Zahl and /i, = i far alle i < <, so
erhalt man

THEOREM 1 [FRANKL, WlLSON 1981]: Seien n, ( nicht negative ganze Zahlen.
Sei 7 C .P(n) eine Familie von Mengen, so dafi fur je zwei Mengen F, F*   jr mit
F^F* gilt |FnF*|«.
Dann ist

1^1 <-t^-
t=0

Die Familie ̂  == {F 6 'P(")||I7'| < t}, die aus den ersten (( + 1) Niveaus in -P(n)
besteht, zeigt gerade, dafi diese Schranke erreicht werden kann.

Daruberhinaus haben Frankl und Wilson gezeigt, dafi bei beliebigen Wertcn der
/^i fur die Kardinalitat von F die gleiche obere Schranke giiltig ist:

THEOREM 2 [FRANKL, WILSON 1981]: Seien n, < nicht negative ganze Zahlen.
Seien /^o, ^i,... ^t-i paarweise verschiedene nicht negative ganze Zahlen.
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EXTREMALPROBLEME IN VERBANDEN

?.ei .'7"_c p^"^ eine Familie von Mengen, so dafi far je zwei Mengen F, F* 6 ^ mit
F ^ F* ein i < t existiert mit |Fn F*| = /i,. Dann ist

m<-w-

Derartige Probleme sollen nun in beliebigen endlichen Verbanden (^, A, V) mit
Rangfunktion r^ : X -^ w betrachtet werden. Fur einen derartigen Verband
(X, A, V) sei das minimale Element mit 0, das maximale mit I bezeichnet. Fur
nichtnegative ganze Zahlen k und Elemente x e X sei

\~^\ :={y^X\y^xundrg(y)=k}

der (untere) ^-Schatten von x. Also ist g]^. gerade das Jb-te Niveau in (A', A, V).

0
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II. LEFMANN

Im folgenden seien alle Verbande endlich und mit Rangfunktion.

DEFINITION: Ein Verband (X, A, V) heifit homogen genau, wenn fiir jede nicht
negative ganze Zahl k und alle x, y G. X gilt

rg(x) = rg{y) impliziert

Fur homogene Verbande konnen somit verallgemeinerte BinomialkoefRzienten ver-
wendet werden, also |[^]^| = (^)^ fiirn= rg{x).
OfFenbar sind die folgenden Verbande homogen:

- Potenzmengenverbande P(n)
- lineare Verbande jC(n, g)
- affine Verbande A{n, q)
- Partitionsverbande II(n), wobei 0 die Partition 1st, die genau aus einem Block

besteht.

- Graham-Rothsdiild Verbande ̂ ^(A, n) der Parameterworte der Lange n liber
einem endlichen Alphabet A.

Die Graham-Rothschild Verbande haben als Elemente Parameterworte:

Seien k, n nicht negative ganze Zahlen und sei A eine endliche Menge. Fur Para-
meter \o, \i,... , \k-i mit An {\o, ^i, -. . , ^k-i} = 0 besteht die Menge [A](^)
der A'-Parameterworte der Lange n fiber dem Alphabet A aus alien Abbildungen
/:{0, l,..., n-l}-»AU{Ao, Ai,..., At-i}furdiegilt:
- /-1(A. ) ̂  0 fur alle i < fc,

d. h. / wirkt surjektiv auf der Menge der Parameter, and
- m2"n/~l(A;) < minf~l(\j) fur alle i <j < k,

d. h. die ersten Auftreten der Parameter sind hintereinander.

Fur Parameterworte / 6 [Aj(^) und g   [A](^) ist die Komposition f-g   [A](;)
definiert durch

/(z) falls /(i)   A(/'9XOS Bi;(7)Ms'/(, )=A,

Diese Komposition von Parameterworten induziert eine teilweise Ordnung <, auf
^=o[A](^):
Fur /   (A](^) und h   [A](^) 1st / < /i genau, wenn ein g 6 [A](^) existiert
mit f -g = h. Diese teilweise Ordnung auf U^Q(A](^) Uefert dzinn in naturlicher
Weise den Graham-Rothschild Verband Q'R.{A, n).

DEFINITION:: Sei t eine nicht negative ganze Zahl. Ein homogener Verband
(Jf, A, V) hat die t -Vandermonde Eigenschaft genau, wenn far jede Wahl von
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ganzen Zahlen O^^o </^i < ... < ^< < rg(l) fur die Determinante der verallge-
meinerten Binomialkoeffizienten gilt

det

/ f",°).. ft01
0 >X ^ 1 ^

{^}.. (^
0 ^X V 1 -/;

^-. t.. (^
\Vo/JC U/;

fuot -. \
t>X

f.*'
( >X

(^
t>X

^0.

Potenzmengenverbande P{n) haben die (-Vandermonde Eigenschaft fur jedes
t < n, wie die folgende Identitat unmittelbar zeigt:

(lto} ^. 01
VO^ \l

det

w rt")

(")

(")

1

2! . 3!..... (!
. det

1 flQ ^

^ ^t ^ ^\

Es laBt sich zeigen, dafi der Satz von Frankl und Wilson auf homogene Verbande,
welche die Vandermonde Eigenschaft erfiillen, ausgedehnt werden kann:

THEOREM 3: Sei (J(T, A, V) ein homogener Verband, der fur eine nicht negative
ganze Zahl t < rg{l) die 5-Vandermonde Eigenschaft fiir 5 == 0, 1,... , < hat. "Seien
^o, ^i, . . . , /^t-i paarweise verschiedene nicht negative ganze Zahlen.
Sei ̂  CX eine Familie, so dafi fur alle F, F* 6 7' mit F / F* ein i < t existiert
mit rg(F ^ F') = fi,.

Dann gilt

,., < i: CT,i }
i=0

Fur ̂ , = i fur alle i < t zeigen die ersten (< + 1) Niveaus U^o R]^' daB diese
Schranke angenommen werden kann.

Zum Nachweis der Vandermonde Eigenschaft von Verbanden ist das Konzept der
verallgemeinerten Stirlingzahlen 5^(a), welches van Voigt [1984] eingefuhrt wurde,
geeignet:

Seien AQ, AI, Az,... endliche Mengen mit entsprechenden Kardinalitaten
QO, QI , 02,... . Fur nicht negative ganze Zahlen k, n bezeichnet 5'^(ao, ai,... ) die
Anzahl der Worte w = (wo, Wi,... , u>n_i) der Lange n, so dafi
- w genau k Marken enthalt, etwa an den Positionen O^t'o <t'i < ... < it-i < n

und
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11. LEFMANN

- fur die weiteren Eintrage van w gilt:

{w, |0 <:i <io] C AQ

{w, \ik-i <i <n} C Ak

{w, |t, < i < ij+i} C Aj+i furj = 0, 1,.. ., <: - 2.

Nach Definition der 5^ (a) erhalt man unmittelbar

^n(ao, a,,.. )= ^ a^. a;'-0-1ay-a; ... . a
n-ik-i-1

0<to<«i<-"<«»-i<n

BEISPIELE:

5,"(1, 1, 1,.. )=(",)
^(1, ^<72,... )=(^
5?(g, g2, g3,... )=gn-t-a),
^"(1, 2, 3,... ) =5^,

Binomi alkoeffizienten

GausskoefBzienten

affine Gausskoeffizienten

Stirlingzahlen zweiter Art
5-j?(|A[, |A| + 1, |A| + 2,... ) = GR{\A\, k, n) Graham-Rothschild Zahlen

THEOREM 4: Sei a = (ao, ai,... ) eine Folge paarweise verschiedener positiver
ganzer Zahlen. Fiir positive ganze Zahlen t and ganze Zahlen O^^o < ^i <
... </!( gilt dann

det

fS^(a) ^°(a) ... 5ro (a)'

^^'(a) ^'(a) ... 5^ (a),
7^0.

Dieses Resultat zeigt, da6 Theorem 3 neben Potenzmengenverbanden 'P(n) an-
wendbar 1st auf lineare Verbande C(n, q), affine Verbande A(n, q), Partitions-
verbande II(n) and Graham-Rothschild Verbande Q7i(A, n).

Es sollen nun uniforme Familien f CX, d. h. rg{F) = rg(F*) fur alle F, F* 6 ^",
mit vorgegebenen Schnitteigenschaften behandelt werden.

DEFINITION: Ein Verband (X, A, V) 1st vollstandig homogen genau, wenn

(X, A, V) homogen 1st and
fur jede nicht negative ganze Zahl k und alle u, w, y, 2   Ar mit v <, y, w < z

und rg(v) = rg(w), rg(y) = rg(z) gilt:

1{I  [^] ly<:E<y}l=l{3:6 [^] l^<^<^i.
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0

THEOREM 5: Sei (A', A, V) ein vollstandig homogener Verband, der fur eine nicht
negative ganze Zahl ( < rg(l) die t-Vaudermonde Eigenschaft hat. Seien p.o, pi,...,
//(-i paarweise verschiedene nicht negative ganze Zahlen.
Sei y C X eine uniforme Familie, i.e. f C [^] fur eln k < rg(l), so daC fur alle
F, F* e y mit F^ F" ein i < t existiert mit rg(F A F*) = ^;. Dann gilt

^^rT))»-
x

Dieses Resultat wurde fur Potenzmengenverbande P(n) von Ray-Chaudhuri und
Wilson [1975] und fiir lineare Verbande C(n, q) von Frankl und Graham [1985]
bewiesen. Nach Theorem 4 ist es ebenso fur den Verband A(n, q) der affinen
Unterraume anwendbar.

Fur Potenzmengenverbande gaben Frankl und Wilson die folgende Verallgemeine-
rung von Theorem 5 an:
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TI. LEFMANN

THEOREM 6 [FRANKL, WILSON 1981]: Sei p eine Primzahl und seien /2o, /xi,...,
^t-i   Ip K-este modulo p. Sei ̂ " C -P(n) eine uniforme Familie van Mengen, so
daB gilt: . _.....
- Fur jede Menge F 6 ^~ und jede nicht negative ganze Zahl j < t ist

\F\^. ^j mod p, und
- Fur alle F, F* 6 ^~ mit F ^ F* existiert elne nicht negative ganze Zahl i < t

mit |FnF*| = ^i mod p.
Dann ist

m < ("}

Dieses Resultat Hefert eine interessante Anwendung in der Ramseytheorie. Die
Ramseyzahl r(fc) ist die kleinste positive ganze Zahl n, so dafi jeder Graph auf n
Punkten einen vollstandigen Subgraphen auf k Punkten oder einen leeren Subgra-
phen auf k Punkten enthalt.

Die Zahl r(k) existiert nach dem Theorem van Ramsey und als Schranken sind
bekannt

, c-. 4=-4fc
^k

Diese Resultate gehen auf Erdos [1947] und Szekeres [1935^zur^ck;/, A^ge^he211
von Konstanten gelang es, nur die obere Schranke fur r(fc) auf k~^c/lo9k . ( ^
zu verbessern (Rodl [1986], Thomason [1987]). Das genaue Wachstum von r(fc)
1st jedoch bis heute nicht bekannt. Erdos zeigte die untere Schranke fur r(fc) mit
probabiUstisdien Methoden und in der Folge bestand groBes Interesse an konstruk-
Uven guten unteren Schranken. Frankl and Wilson [1981] gaben eine derartige
superpolynomielle Schranke an:

Seien p, n positive ganze Zahlen, wobei p eine Primzahl 1st. Sei G = (V, E)
ein Graph mit

- Punktmenge V = [^]y^ und
- Kantenmenge E = {{v, v9}   [V]2||vnv*| = -1 mod p}.

Mit Theorem 6 folgt, dafi G weder einen leeren noch einen vollstandigen Subgra-
phen auf (^"^ Punkten enthalt. Fur n = p3 ergibt sich nun

-$-(^(T:O

'.(t)>"p((l+°(l»-S)
und damit eine superpolynomielle untere Schranke fur r(fc).
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