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Extremalprobleme in Verbidnden

HANNO LEFMANN, BIELEFELD

Innerhalb der kombinatorischen Extremaltheorie sind Probleme der folgenden Art

von besonderem Interesse:

Sei (P(n),N,U) der Potenzmengenverband einer n-elementigen Menge. Gegeben

sind

- nicht negative ganze Zahlen pg, p1,s - -+ Bt-1 und

—  eine Familie F C P(n) von Mengen, so daf zu je zwei verschiedenen Mengen
F,F* € F eine nicht negative ganze 7.ahl i < t existiert mit |F N F*| = pi.

Gesucht wird die maximale Kardinalitdt maxxcp(n) | F| derartiger Familien F.

Sei zum Beispiel F C P(n) eine Familie von Mengen, die paarweise disjunkt sind,
also ¢ = 1 und go = 0. Dann ist offenbar |F| €£1+n, da jedes Element einer P(n)
zugrundeliegenden n-elementigen Menge X hochstens einmal verwendet werden

darf. Die Familie F = {@} U {{z}|z € X} zeigt, daB diese obere Schranke auch
scharf ist.

Ist nun ¢ eine beliebige nicht negative ganze Zahl und p; = ¢ fir alle 2 < ¢, so
erhélt man

THEOREM 1 [FRANKL, WILSON 1981]: Seien n,t nicht negative ganze Zahlen.
Sei F C P(n) eine Familie von Mengen, so da8 fiir je zwei Mengen F, F* € F mit
F # F* gt [FNF*| <t

Dann ist

|F| < }L:o (':)

Die Familie F; = {F € P(n)||F| < t}, die aus den ersten (t + 1) Niveaus in P(n)
besteht, zeigt gerade, daB diese Schranke erreicht werden kann.

Dariiberhinaus haben Frankl und Wilson gezeigt, daB bei beliebigen Werten der
p;i fur die Kardinalitit von F die gleiche obere Schranke giiltig ist:

THEOREM 2 [FRANKL, WILSON 1981]: Seien n,1 nicht negative ganze Zahlen.
Seien po, p1, - - Ht-1 paarweise verschiedene nicht negative ganze Zahlen.
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Sei F C P(n) eine Familie von Mengen, so da8 fiir je zwei Mengen F, F* € F mit
F # F* ein 1 < t existiert mit |FN F*| = y;. Dann ist

7l < ij (’:)

=0

Derartige Probleme sollen nun in beliebigen endlichen Verbinden (X,A,V) mit
Rangfunktion rg : X — w betrachtet werden. Fiir einen derartigen Verband
(X,A,V) sei das minimale Element mit 0, das maximale mit 1 bezeichnet. Fiir
nichtnegative ganze Zahlen k und Elemente z € X sei

[i]x = {y € X|y < z und rg(y) = k}

der (untere) k-Schatten von z. Also ist [:] x gerade das k-te Niveau in (X, A, V).
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1. LEFMANN

Im folgenden seien alle Verbénde endlich und mit Rangfunktion.

DEFINITION: Ein Verband (X, A,V) heifit homogen genau, wenn fiir jede nicht
negative ganze Zahl k und alle z,y € X gilt

z 1Y

k X Lk X .

Fiir homogene Verbinde kénnen somit verallgemeinerte Binomialkoeffizienten ver-
wendet werden, also I[:]x‘ = :)X fir n = rg(z).
Offenbar sind die folgenden Verbiande homogen:

rg(z) = rg(y) impliziert

- Potenzmengenverbiande P(n)
- lineare Verbande L(n, q)
- affine Verbinde A(n,q)

_ Partitionsverbande II(n), wobei O die Partition ist, die genau aus einem Block

besteht.
_ Graham-Rothschild Verbande GR(A,n) der Parameterworte der Lénge n iber

einem endlichen Alphabet A.
Die Graham-Rothschild Verbinde haben als Elemente Parameterworte:

Seien k, n nicht negative ganze Zahlen und sei A eine endliche Menge. Fiir Para-
meter Ao, A1,..., Ak—1 mit AN {Xo, A1,.. -, Ak—1} = D besteht die Menge [A](',:)
der k-Parameterworte der Linge n iiber dem Alphabet A aus allen Abbildungen
f:{0,1,...,n—1} = AU {No, Ayeees Ax— ) filr die gilt:
- f7Y(\) # @ fiir alle 7 < k,

d. h. f wirkt surjektiv auf der Menge der Parameter, und
— minf~1(\) < minf~1();) firallei <j < k,

d. h. die ersten Auftreten der Parameter sind hintereinander.

Fiir Parameterworte f € [A]() und g € [A](}) ist die Komposition f-9€4(})
definiert durch £(6) falls £(3)
. 1) falls f(z) € A
o0 ={ 1) e 1) -
g(7) falls (i) = A;.

Diese Komposition von Parameterworten induziert eine teilweise Ordnung < auf
U::O[A]('I:)

Fir f € [A](}) und h € [4])(}) ist f < h genau, wenn ein g € [A](T) existiert

mit f-g = h. Diese teilweise Ordnung auf UT_,[A4](F) liefert dann in natiirlicher
Weise den Graham-Rothschild Verband GR(4,n).

DEFINITION:: Sei t eine nicht negative ganze Zahl. Ein homogener Verband
(X,A,V) hat die t -Vandermonde Eigenschaft genau, wenn fiir jede Wahl von
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ganzen Zahlen 0 < o < py < -++ < py < rg(1) fiir die Determinante der verallge-
meinerten Binomialkoeffizienten gilt

(@)x (x  (0)x
)

w| W x  (

X 1 #o0.

(@x Wx - (O)x
Potenzmengenverbande P(n) haben die t-Vandermonde Eigenschaft fiir jedes
t < n, wie die folgende Identitt unmittelbar zeigt:

(&) (F)- »os () . 1 po pf ... u
L A Bt vy Pwer i U S S -
t

B ) ) D ope s

det

Es 148t sich zeigen, da8 der Satz von Frankl und Wilson auf homogene Verbinde,
welche die Vandermonde Eigenschaft erfiillen, ausgedehnt werden kann:

THEOREM 3: Sei (X, A, V) ein homogener Verband, der fiir eine nicht negative
ganze Zahl t < rg(1) die s-Vandermonde Eigenschaft fiir s = 0, 1,...,¢ hat. Seien
K05 M1, - -, -1 paarweise verschiedene nicht negative ganze Zahlen.

Sei F C X eine Familie, so da8 fiir alle F, F* € F mit F # F* ein 1 < t existiert
mit rg(F A F*) = p;. '

Dann gilt

t
rg(1)
s ()
; ' x
|
Fir p; = 1 fiir alle i < ¢ zeigen die ersten (¢ + 1) Niveaus Ui—o [:]X’ dafBl diese
Schranke angenommen werden kann.
Zum Nachweis der Vandermonde Eigenschaft von Verbinden ist das Konzept der
verallgemeinerten Stirlingzahlen SJ(a), welches von Voigt (1984] eingefiihrt wurde,
geeignet:
Seien Ag, A;, Az, ... endliche Mengen mit entsprechenden Kardinalititen
ag, a1, az, ... . Fir nicht negative ganze Zahlen k,n bezeichnet St(ag,ay,...) die
Anzahl der Worte w = (wg,wy, ... yWn_1) der Lénge n, so daBl

- w genau k Marken enthélt, etwa an den Positionen 0 < 7y < < <tk <n
und
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_ fiir die weiteren Eintriage von w gilt:

w0 < i <40} € Ao
{wiltg—y <2< n} C Ax
{’w.‘lij <1< ij+1} c AJ‘+1 fur] =0,1,...,k - 2.

Nach Definition der Sf(a) erhilt man unmittelbar

n _ io iy —t0—1 ) n—tgp-1—1
Si(ao,a1,...) = E ay - a; JEPT 14 ;
OSio<i1<"‘<iﬁ_;<ﬂ

BEISPIELE:

sr(1,1,1,...) = (2) Binomialkoeffizienten
sr(1,q9,9%,...) = (:)q Gausskoeffizienten
Sr(g,4%,¢%.-.) = gnek . (:)q affine Gausskoeffizienten
Sr(1,2,3,...) =Sk Stirlingzahlen zweiter Art

Sh(|AL,|A + 1,141+ 2,...) = GR(|4],k,n)  Graham-Rothschild Zahlen

THEOREM 4: Sei a = (ao,a1,...) eine Folge paarweise verschiedener positiver
ganzer Zahlen. Fir positive ganze Zahlen t und ganze Zahlen 0 < po < p1 <
..+ < pq gilt dann

Sko(a) Sto(a) ... S¢°(a)
w| o L |0
Sk(a) Sf'(a) ... Si'(a)

| 5

Dieses Resultat zeigt, da Theorem 3 neben Potenzmengenverbianden P(n) an-
wendbar ist auf lineare Verbinde L(n,q), affine Verbande A(n,q), Partitions-
verbinde II(n) und Graham-Rothschild Verbinde GR(A,n).

Es sollen nun uniforme Familien F C X, d.h. rg(F) = rg(F*) fiir alle F, F* € F,
mit vorgegebenen Schnitteigenschaften behandelt werden.

DEFINITION: Ein Verband (X, A, V) ist vollstindig homogen genau, wenn

- (X,A,V) homogen ist und

— fiir jede nicht negative ganze 7ahl k und alle v,w,y,z € X mit v <y, w < 2
und rg(v) = rg(w),rg(y) = rg(z) gilt:

e e [i

1
IvSrSy}I=I{I€[k] lw <z < 2}
X

X

-1
O]



EXTREMALPROBLEME IN VERBANDEN

9,

THEOREM 5: Sei (X, A, V) ein vollstindig homogener Verband, der fiir eine nicht
negative ganze Zahlt < rg(1) die t-Vandermonde Eigenschaft hat. Seien pq, 4y, . . . ,
Me—1 paarweise verschiedene nicht negative ganze Zahlen.

Sei F C X eine uniforme Familie, i.e. F C [:]X fiir ein k < rg(1), so daB fiir alle

F,F* € Fmit F # F* ein i < t existiert mit rg(F A F*) = y;. Dann gilt

rggl)) |

X

171< (

Dieses Resultat wurde fiir Potenzmengenverbinde P(n) von Ray-Chaudhuri und
Wilson [1975] und fiir lineare Verbinde L(n,q) von Frankl und Graham (1985]
bewiesen. Nach Theorem 4 ist es ebenso fiir den Verband A(n,q) der affinen

Unterrdume anwendbar.
Fir Potenzmengenverbinde gaben Frankl und Wilson die folgende Verallgemeine-

rung von Theorem § an:
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THEOREM 6 [FRANKL, WILSON 1981]: Sei p eine Primzahl und seien pg, ft1, .. -,
pi—1 € Z, Reste modulo p. Sei F € P(n) eine uniforme Familie von Mengen, so
daf gilt:
~ Fiir jede Menge F € F und jede nicht negative ganze Zahl j <t ist

|F| # p; mod p, und
- Fiir alle F, F* € ¥ mit F # F* existiert eine nicht negative ganze Zahli <t

mit |[F N F*| = u; mod p.
|71 < (’t')

Dann ist

Dieses Resultat liefert eine interessante Anwendung in der Ramseytheorie. Die
Ramseyzahl r(k) ist die kleinste positive ganze Zahl n, so daB jeder Graph auf n
Punkten einen vollstindigen Subgraphen auf k Punkten oder einen leeren Subgra-
phen auf k Punkten enthalt.

Die Zahl r(k) existiert nach dem Theorem von Ramsey und als Schranken sind

bekannt o9 .
3 - » k

k- < < ~ b e
Ck22_r(k)“<k_1) ¢ \/);4

Diese Resultate gehen auf Erdés [1947] und Szekeres [1935] zurick. Abgesehen
von Konstanten gelang es, nur die obere Schranke fiir r(k) auf k=3tc/logk. (2:_—12)
zu verbessern (Rédl [1986], Thomason [1987]). Das genaue Wachstum von r(k)
ist jedoch bis heute nicht bekannt. Erdds zeigte die untere Schranke fiir r(k) mit
probabilistischen Methoden und in der Folge bestand groBes Interesse an konstruk-
tiven guten unteren Schranken. Frankl und Wilson [1981] gaben eine derartige

superpolynomielle Schranke an:

Seien p,n positive ganze Zahlen, wobei p eine Primzahl ist. Sei G = (V, E)
ein Graph mit

1

- Punktmenge V = [p=-1 und

]'p(n)
— Kantenmenge E = {{v,v*} € [V]?|[vnv*| = -1 mod p}.

Mit Theorem 6 folgt, da8 G weder einen leeren noch einen vollstindigen Subgra-
phen auf (p'_‘l) Punkten enthilt. Fiir n = p* ergibt sich nun

202
r(k) > exp ((1 +0(1)) - Iozggiozk)

und damit eine superpolynomielle untere Schranke fiir r(k).
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