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R6sum6. Les animaux diriges constituent un modfele physique actuellement tr^s en faveur en m&anique
statistique. A 1'aide de la notion d'empilement de pieces nous definissons une bijection entre les animaux

diriges et un langage ̂  trois ou quatre lettres suivant Ie type de r6seau. Par sa simplicite cette bijection
semble etre une bonne voie pour la solution combinatoire du modele des animaux diriges a trois
dimensions dont une solution analytique vient d'etre r&emment donnee par Baxter.

Abstract. This paper presents a new bijecdon for the animals problem. It uses Viennot's theory of heap of
pieces and gives an easy coding. This bijection can be extended in three dimensions in relation with the

hard hexagon problem recently solved in an analytic way by Baxter.

-- INTRODUCTION --

Les animaux diriges sont des configurations de points deux a deux voisins sur
une grille reguliere a maille can-ee ou triangulaire, la direction privilegiee donnant la
direction generale vers ou peut s'etendre 1'animal par ajout de nouveaux points voisins
des precedents. Ce modele, introduit vers 1982 (voir a ce sujet 1c livre de Temperley
[32]), appartient a la classe des modeles themiodynamiques pour les phenom^nes
critiques et de transitions de phase . Ils sont encore lies ̂  la description des polym^res
branches [25] dans un solvant en mouvement. Enfin ils modelisent les phenomenes de
percolation dirigee [28] . Le lecteur trouvera dans 1'expose de Viennot au seminaire
Bourbaki [33] une synthese de ces modelisadons et une bibliographic exhaustive.

Si 1'on remplace chaque point de 1'animal par une cellule carree de cote unitaire on

obtient un polyomino, objet geometrique abondemment etudie tant pour ses proprietes
statistiques, notamment Klamer [21, 22, 23], Bender [4] et recemment par Delest [6],

D6partement d'lnformatique, Universite de Bordeaux I, Talence, France.
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Delest et Dulucq [7] que pour les problemes de pavage par Golomb [16, 17] et Beauquier

et Nivat [2,3].

Diverses conjectures sur 1'enumeradon des animaux diriges ayant n points et les

valeurs moyennes asymptotiques des dimensions de 1'animal ont etc resolues par les

physiciens Nadal, Derrida et Vannimenus [27], Hakim et Nadal[19], Dhar [12, 13, 14].

Par des methodes relevant de la desormais classique combinatoire enumerative,

Gouyou-Beauchamps et Viennot [18], ont defini des bijections entre des families d'ani-

maux et des objets familiers a la combinatoire comme des fainilles de chemins du plan ou

des ensembles (langages ) de mots ; ils ont ramene Ie probleme de 1'enumeration des

animaux sur reseau carre a celle d'objets que les methodes, developpees en France par

Schutzenberger [30, 31] et aux Etats-Unis par Rota, permettent de resoudre. Dans un

autre article [34], X.G.Viennot resoud un probleme d'enumerarion d'animaux sur reseau

triangulaire en introduisant un nouvel outil combinatoire, les empilements de pieces, qui

constituent un modele combinatoire equivalent au mono'ide de commutation de Cartier et

Foata [5] mais dont la presentation est beaucoup plus visuelle; ce monoide est

actuellement tres utilise par les theoriciens du parallelisme en programmation et Ie cas

particulier des empilements de dominos que nous utilisons dans cet article correspond au

cas ou Ie graphe des non-commutations defini par Metivier dans [26] est une simple
chaine.

Le but de ce papier est d'exposer une nouvelle bijection pour les animaux diriges

qui, utilisant la notion d'empilement, rend compte des deux resultats precedents et qui,

grace au pouvoir evocateur de cet outil, paraitra au lecteur, nous 1'esperons, relativement

simple.

De plus, la fonction generatrice des animaux sur reseau non plus planaire mais

cubique (avec pas autonses sur les quatres diagonales), est egale a la densite du modele

des hexagones durs, modele rdcemment rdsolu par Baxter [I], a 1'aide des celebres

identites de Ramanujan. La methode que nous utilisons conduit de fa^on naturelle a un
.xlage de ces animaux par des mots dcrits sur un alphabet ̂ 18 lettres, mais Ie probleme

de caracteriser ce langage reste ouvert. II est intriguant que Ie modele des carres durs, lie

au reseau cubique centre, echappe aux methodes utilisees par Baxter pour Ie cas hexagonal

tandis que d'un point de vue combinatoire 11 semblerait plutot plus facile a resoudre.

Ce papier se decompose en cinq sections. La premiere est un bref expose des

notions elementaires de chemins et de mots pour les lecteurs non familiers avec ce

domaine. Dans la deuxieme, nous rappelons les definitions des animaux et les principaux

resuhats connus. La troisieme presente les notions de base des empilements de dominos

qui sont un cas particulier des empilements de pieces. Dans la quatrieme, on introduit les

94



operateurs qui permettent de generer les animaux et conduisent a la bijection. Enfin un
codage des animaux dans 1'espace est presente dans la section finale.

I- MOTS ET CHEMINS --

Dans la suite de cet article, nous avons besoin de quelques notions
elementaires de la theorie des langages formels. Le lecteur non famUier avec cette theorie
trouvera une introduction aux langages algebriques pour "purs combinatoriciens" dans
I'ardcle de M. Delest et X. G. Viennot [10] . Nous en rappelerons ici Ie minimum
necessaire a notre propos.

Soit X un ensemble fini non vide, appele alphabet, dont les elements sont les
lenres. Un mot est une suite finie de lettres de X et la longueur du mot est lalongueur de
la suite; on designera par I f I la longueur du mot fetpar I f| ̂ Ie nombre d'occurrences
de la lettre a dans Ie mot f. L'ensemble des mots ecrits sur 1'alphabet X est muni d'une
operation inteme appelee concat^nation:: si f = ai^a^-. aip et g = ^^.. \, ou les ̂  et
bjj sont des lettres de X, alors 1c resultat de la concatenation de f et de g, note fg, est Ie
mot de longueur p+q egal a ^ai'i-aipb^b^..bj Cette operation, associative et
possedant un element neutre. Ie mot de longueur nulle, appele Ie mot vide et note e,
conftre a 1'ensemble des mots la structure de monoi'de libre, dans laquelle 1'egalite de 2
mots ne peut etre que 1'egalite litteralle; on designe cet ensemble par X*. Le mot g est dit
facteur de f si et seulement si existent dans X* deux mots u et v tels quef=u g v. Si u
est 1c mot vide, g est ditfacteur gauche de f, ce qui s'ecrit encore g ^f. Enfin on appelle
langage toutepardede X*.

Nous utiliserons dans ce papier 1'alphabet a k+2 lettres Xk+2= {a, b, c d,... l} ou
les k lettres c,d,.. l sont dites colorees . II est alors usuel de defmir, pour tout mot,

Notation 1-1. Pour tnnr mnr fnn nntp e I'ender tel que,
e(f)=lfl, -lflb.

C'est clairement un morphisme de X^ dans N que 1'on peut egalement definir par
les relations 9 (a) = 1, 9 (b)= -1, et 6 (c) = 9 (d) = ... 9 (1)= 0.

Ce parametre nous permet alors de definir les tres classiques langages suivants,

D^fmiti<?n 1-2, On appeUe langage de Motzkin k-colore et langage des facteurs gauches
de Motzkin k-colore, les langages Mk et Fk definis par les egalites suivantes,

95



Mk= { f e
Fk ={ f e

X^l 9 (f')> 0 , V f'^f; et 9 (f) =0}
x*^^/ e (D> o , v f'<f}.

Pour k = 0, on retrouve Ie langage de Dyck restreint, souvent note D, encore appele

langage des parentheses, pour k = 1 Ie langage de Motzkin et pour k = 2 Ie langage de
Motzkin bicolore . Remarquons que Ie morphisme T de X^ dans X^ defini par i(a)=aa,

T(b)=bb, T(c) =ab, et T(d)=ba, pennet de definir une bijection \y entre les mots de MZ de

longueur n et les mots de D de longueur 2(n+l) en posant \|/ (w) = a i;(w) b.

Ces langages ont etc abondamment etudies. C'est en particulier devenu un simple

exercice d'applicadon des thdories elaborees d&s 1960 par Schiitzenberger [31] de trouver

les nombres de ces mots en fonction de leur longueur. Ce sont les coefficients de series

de Z[[x]] solutions de systemes algebriques deduits des grammaires non ambigiies qui

engendrent ces langages. Si 1'on nomme respectivement Cn (appele nombre de Catalan ),

mn et bmn les nombres des mots de longueur 2n de Dyck, de longueur n de Motzkin et de

Motzkin bicolores, et fdn , fmn et fbmn , les nombres de facteurs gauches de longueur n

de chacun de ces langages, on trouve, (voir par exemple [18]):

J?_
mn=

1 '2n'

cn=n?r k=0

fdn=

f n ^

^-1
?JJ

mbn=cn+l (1)

fmbn= (2)

V*-

Pour tenniner ces rappels ̂ non^ons Ie lemme suivant, du ̂  Chotdn et Cori [6] dans

Ie cas d'un alphabet ̂  deux lettres (et qui s'etend de fa9on immediate au cas de trois lettres

ou plus),

Lemme 1-3. (dit lemme de lafactorisation de Catalan [6]).

Tout mot f de (a, b,c) a une unique factorisation f = fizi..... fkZkfk+i telle que,
(i) fi, f2,..., fk+i sont des mots de Motzkin, 6venluellement vides,

(ii) zi,Z2,..., Zk sont les lettres a ou b,

(iii) // existe un entier p, 0<p^k, tel que pour i^p, z; = b, et pour i >p, z;= a.
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Considerons 1c plan combinatoire
TT = Z xZ munis des deux axes Ox et

Oy. On peut alors definir la notion de
chemin dans H.

Definition T-4 Un chemin w de TT est

une suite w = (so, siS2,..., Sp) de points de
TT ; SQ est Vorigine du chemin, Sp
Y extremity, et 1'entier p la longueur de w
que 1'on note I w I. Les couples (si, Si+i),
pour 0<i<p sont les pas elementaires du
chemin.

N0[ri-ii-i^ N (i+l. i+l)[Np

SO |(i-l, j-l) -s(i+lJ-l)|SE

Figure 1.

Dans la suite de ce papier nous considerons comme pas elementaires, definis a une
translation pres, uniquement les couples (x,y) formes d'un point de H et de 1'un de ses 8
voisins dont les coordonnees sont dgales b celles de x ^ un pres. Nous les noterons
comme les 8 points cardinaux de la rose des vents, en prenant 1'axe Oy comme la
direction Nord ainsi que Ie montre la figure 1.

Si 1'on prend 1c point 0 comme origine des chemins , ainsi qu'un ensemble fini de
pas elementaires distincts (a une translation pres), 11 est alors usuel d'associer a chacun
des pas elementaires une lettre disdncte d'un alphabet X et a tout chemin un mot de X*,
appeld 1c code du chemin, obtenu en concat^nant les lettres associees aux pas
elementaires dans 1'ordre ou on les rencontre a pardr de I'origine, et la correspondance est
clairement bijective. En particulier, si I'on se fixe comme pas elementaires, les pas Nord-
Est, Sud-Est et 1c pas Est, encore appele palier, et si 1'on code les pas NE, SE et les
paliers (eventuellement k-color^s), respectivement par les lettres a, b, c (eventuellement
d,e,.., 1) de Xk+2 , nous pouvons 6noncer dans la proposition suivante, de preuve
evidente, les resultats biens connus,
Proposition 1-5-

Les mots fdu langage Fk desfacteurs gauches de Motzkin k-colores codent les

chemins w du quart de plan non n6gatif de \\ allant de I'origine au point (^ par pas
NE, SE ou E eventuellement k-color6s. De plus, on a I f I = p+q, et 6(0= q.

En pardculier les mots de Motzkin de longueur m codent les chemins du quart de plan non
n^gatif allant de 1'origine au point (m, 0), et les mots de Dyck, de longueur necessairement
paire 2n, les chemins de ce quart de plan allant de 1'origine au point (2n,0), sans palier.
La figure 2 montre un mot de Motzkin et 1c chemin associe.
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aacaaabbccbbbaacbb

MSH
S0

Figure 2.

-- H ANIMAUX DIRIGES -.

La notion d'animaux diriges designe une configuration de points du plan

combinatoire H = Z x Z , se developpant dans la direcdon de la premiere bissectrice.

DefmidonII-1. Un animal dirig6 d une source Q. est un ensemble de points de FT tel que

i) 1'origine 0 = (0,0) apparrient ̂  Q. ; c'est la source de Q,

ii) tout point (x, y) de d peut etre atteint depuis la source par un chemin dont tous

les sommets sont dans Gl. et dont les pas elementau^s sont soit Est, soit Nord, soil Nord-
Est.

Si on n'utilise que les pas Nord et Est, on dit que 1'on a un animal sur reseau

carre, tandis que si 1'on autorise Ie pas diagonal Nord-Est, Ie reseau est dit triangulaire..

La direction Nord-Est est la direction privilegiee. La longueur et la largeur de 1'animal

sont les dimensions du plus petit rectangle aux cotes paralleles ^ la direcdon privilegiee

et a sa perpendiculaire, qui Ie contienne; la longeur est prise sur Ie cote parallele a la

direction privilegiee; longueur et largeur sont mesurees avec pour unite 1c demi-pas

diagonal. II est possible de gdneraliser au cas de plusieurs sources, en playant celles-ci sur

une perpendiculaire & la direction privilegiee; en particulier, un animal a k sources

compactes, est un ensemble de points que 1'on peut atteindre par des chemins ayant
comme origines les points Og de coordonnees (-s, s) pour 0 ^ s <k-l.

La figure 3 montre un animal dirige a 4 sources compactes sur reseau carre . II

possede 33 points, sa largeur est11 et sa longueur14.
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Figure 3.

problematique des physiciens.

Soient an Ie nombre d'animaux de taille n d'une certaine classe. In et Ln les
longueur et largeur moyennes des animaux de cette classe de taille n. Les physiciens
s'lnteressent a la fonction gendratrice f(t) = ^ an t" qui donne la densite
thermodynamique du modele et aux valeurs asymptotiques de an. In et Ln conjecturees
egales h

an-4"n-9. In a nvl, Ln»nv//, (3)
ou 9, v^ et v,, sont les exposants critiques et ̂  la constante de connectivite . Pour les

animaux diriges a un point source, sur reseau can-e, Dhar, Phani et Bamia d'une part,
Nadal, Derida et Vanimenus d'autre part ainsi que Hakim ont conjecture, pour des raisons
physiques, puis prouve par diverses methodes de mecanique statisdque dans les papiers
[11], [12], [13], [14], [19] et [27], les resultats suivants,

s^tB4 -'].
n21

9 =v. =?

(4)

(5)

En definissant trois operateurs dont 1'un est relativement complexe, Gouyou-
Beauchamps et Viennot dans [18] ont etablit une bijection entre des chemins du plan
codes par trois lettres et les animaux ̂  sources compactes sur reseau carre, sur lequel les
param^tres nombre de sources et largeur peuvent se lire. Ils ont ainsi prouve de maniere
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bijective les relations (4) et (5) et de plus montre que Ie nombre d'animaux carres a n points

sont comptes par 3n. Dans un article ulterieur [33] Viennot, en composant trois

bijections, etablit une correspondance entre les animaux b une source sur reseau

triangulaire et exactement la moide des mots f sur 2 lettres a et b et tels que I f I a= I f| b' et

ainsi etablit que leur nombre etait,
2n1

2
(6)

Notons que la determination de la valeur exacte du coefficient v,, dont Nadal,

Derida et Vanimenus donnent, dans [27], une estimadon voisine de n , reste encore

un probleme ouvert.

- ffl EMPILEMENT DE DOMINOS -

Dans cette section, nous rappelons la notion d'empilement de dominos, introduite

par X.G.Viennot dans Ie cadre plus general des empilements de pieces . Le lecteur
trouvera dans [ 35] une presentation formelle de cette theorie et de ses applications et

dans [33] une version simplifiee. Nous en ferons ici une presentation intermediaire,

adaptee ̂  notre propos.

Donnons en d'abord une image intuidve. Considerons dans un plan venical des

dominos rectangulaires horizontaux composes de deux carres unitaires accoles. Ils

peuvent se deplacer de faiyon individuelle verticalement, les centres des carres occupant

les sommets d'un reseau carre ^ maille unitau-e, sans s'intersecter. Un tel ensemble de

dominos est represente sur la partie gauche de la figure 4. Un empilement de dominos est

ce que 1'on obtient lorsque les dominos deviennent soudain pesants et s'empilent sur un

plancher, comme sur la partie droite de la figure 4.

Pour definir formellement cet objet, nous procederons par etapes en considerant

d'abord les systemes de p-dominos de n, puis des equivalences associees aux

translations et b d'autres transformations, et par passage au quotient, les empilements

proprements dits.
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Figure 4.

III-l.Systemes de p-dominos .

Considerons 1c plan combinatoire FT = Z xZ. On peut alors definir,
IH-1-1. Premieres definitions et vocahulau-e de base.

Un domino-plac6, ou plus brievement un p-domino, est un paire de points (i,j) et

(i+l,j)duplan TI.

Soit 6 un tel p-domino; on Ie notera 6 = <i,j>. L'entier i est son abscisse , notee abs (6)

et 1'entierj son niveau , not^ A(6). Le couple (i, i+l) de 2 sera appele ^projection
horizontale de 6 et sera notd JT (6). On note IT § 1'ensemble des p-dominos de TT.

Introduisons alors des ensembles particuliers de ces objets, les syst^me de p-

dominos , definis comme ensembles finis de p-dominos 2^2 disjoints . L'ensemble des
systemes de TIg sera not6 Z et Zn 1'ensemble des systemes de n p-dominos.

Soil /6 e £ un tel systeme. II est inscrit dans un rectangle dont les cotes sont

parall^les aux axes et definis par les droites d'equations y= ai, y = a^+l. x= h^ et x =h2,
a^ et a^, (respecdvement h^ et h^) etant les abscisses (resp. hauteurs) minimales et

maximales des domino-placds de /8; a^ sera dit \abscisse de /8 et hi son niveau.

On dit que 6 domine directement 6' si 6 et 6' sont 2 p-dominos de /8 tels que
TT (6) D TT (6') ?i 0 et h(6) > h(6') . La fermeture reflexive et transitive de cette

relation sera appelee la relation de dominance et sera notee >. Le systeme ^ sera dit

strict si pour tout couple de p-dominos distincts 6 et 6' tels que 6 ^ 6' et 7r(6)=
7T(6'), il existe un p-domino 61 tel que 6 ^ 6i> 6'etTT (6;) ̂  TT (6). Un p-domino 6

de /& sera dit maximal (respectivement minimal ) si ^ ne contient aucun autre p-

domino qui domine (resp n'est domine par) 6 . L'ensemble des p-dominos de /& que

domine 6 sera note dom (6). Un systeme n'ayant qu'un element maximal sera appele
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pyramide. Enfin on appelle demi-largeur gauche (respectivement droite ) de /8 la
difference entre 1'abscisse d'un element maximal de /& d'abscisse minimale (c'est-a-dire

Ie plus a gauche) et celle de /&, (resp. entre I'abscisse maximale d'un p-domino de /& et
1'abscisse d'un element maximal de /S d'abscisse maximale).

Exempl?. La figure 5 montre un syst^me compose de 24 p-dominos. Le p-domino <i,j>

est represente par une pedte haltere recouvrant les points de coordonnees (i,j) et (i+l,j).

Les p-dominos maximaux, en noir, sont les p-dominos de numeros 1, 3, 7, 12, 22, et les

p-dominos minimaux sont ceux de numeros 11, 21, 23 et 24. Le p-domino de numero 8

est 1'element maximal d'une sous-pyramide constituee des p-dominos 8, 9, 10, 11, 17,

20 et 21 colores en gris. Ce systeme est de demi-largeur gauche nulle et de demi-largeur
droite 1.

IH-1-2. Numerotarion canoniaue (cf f351'».

Considerons un systeme de p-domino /& , et soit 5 Ie p-domino maximal

d'abscisse minimale de /&. Soit 1 son numero. En reiterant ce procede pour 1c syteme /&^

= /&\{S }, on obdent une numerotation de tous les p-dominos de /8 par les entiers de 1

a n qui verifie la propriete suivante, (en notant nwn (5) Ie numero de 5).

Proposition III-1-1.

num. (5) < num (§') si et seulement si S domine 5' ̂ i'no/i a^ (8) < abs (5').

La figure 5 montre un exemple d'une telle numerotation

III-2. Syst^mes equivalents.
A 1'aide d'applications elementaires de FT § dans FT § nous allons definir des

relations dans £n x £n.

notations.

- Pour tout couple d'entiers relatifs (l, m), notons T^ la translation de TT 5 de
vecteur (l, m), c'est-^-dire, pour tout p-domino 6 tel que 6 = <i,j>,

rl, m (6) = < i+lj+m> .

- Soit --> une relation de£n x £n ; on note ̂ -p-^ sa fermeture reflexive,
-B-> la p i6me iteree, <--> 1'equivalence associ^e et <-- la relation inverse. Si

p -»f .-,. p . ^^.. ^^.^^^>.. ~«^. -p .». ^»^.. ".. ""-. ". p

et -» sont deux relations de £n x £n, -^ . -^-» est la relation composee notee
, --> u --^ la reunion notee plus bri^vement -^ . Enfin [/5]

. CT ' p * <T -~ --- - "~\r ~ "~~ pua' '' ""p
est la classe d'equivalence de /8 pour la relation <--> .

<3

en abrege
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Figure 5 (avec la numerotation canonique).

a) relation de translation. SoitTim la bijection de £n dans £n definie par,

Tl.m^)=5^T^(6)'
et -> la relation associee ,

^-^^' <^=^ {3 (l,m)e ZxZteIque^'=Ti^(^) };
c'est clairement une relation d'equivalence, et [,5] sera la classe des systemes t-equi-
valents d /^. Dans cette classe on disdnguera 1c systeme d'abscisse et de niveau nuls.
b} relation de d^formadon.

Au lieu de deplacer globalement les p-dominos 2 a 2 disjoints constituant un

systeme ^&, considerons de fa^on plus subtile les translations verticales d'un seul p-

domino 6 tels qu'il n'intersecte dans son deplacement aucuns des autres p-dominos de
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/S. Plus precisement, definissons pour tout p-domino § d'un systeme /8, 2 parametres,
m+ et m~, respecdvement marge sup6rieure et inferieure de 5 dans /6 par les relations,

m+(5) = jnf 1 h(S') - h(5)| -l si un tel 8'existe, sinon oo,
S' e /&,
5-> 5

m' (5) = inf \ h(5) - h(S )} -1 si un tel 8'existe, sinon oo.
5'e /fi.1
5 > 5'

La figure 6, ou les p-dominos sont places dans des rectangles de dimensions 1x2

pour materialiser leur encombrement, montre un p-domino (en noir) tel que m+ = 2 et m-
= 1.

Definition III-2-1. Etant donnes un systeme ^ contenant un p-domino 6, et un entier k
tel que - m' (5) < k < m+(5), on appelle d^formation de /S, la transformation

£)(/8, 54c) suivante,

iD(/8, 8,k)=/6 \{8 } u ro.k(5).
On notera la relation associ6e -^-^ dans Sn x Zn, c'est-a-du-e,

^ -^^'<^> ^'=P(/&, 5,k),.
C'est une relation reflexive et symetrique.

0--0

A
m+I

t

i
m-Y

0-0

c^-o

0-0

Figure 6.

c) relation de reduction.

En realite, on limitera les deformations au cas particulier ou

1) Ie p-domino pointe 5 n'est pas de niveau minimal,

ii) 1'entier k est tel que - min {h(5) - h(/8), m-(5)} < k < 0.
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Nous appelerons reduction cette transormation de Sn qui conserve Ie niveau, et la
noterons JR(/S, 5,k). La relation associee, /& -->/&', est clairement antisymetrique .

On en deduit immediatement les proprietes suivantes.
Proposiuon III-2-1.

\°. La relation commute avec les relations et
^ . ^.. ^. ^.^^. ^ ^ . ^^^. ^ ^/^. ^.

2°. 5; /& -^ /&', c'est-d-dire /8'= D(/6, 5,k), alors il existe un entier p dependant de

/&, bet k, compris entre 0 et n-1, tel que, suivant Ie signe de k, on ait,
^ /&', ou bien /& ^'.

Exemple. Soient /6 = { <1,5>, <2,3> }, ^8' = (<1,5>, <2, 1> } deux systemes de p-
dominos disjoints. On a clairement /6' = D (/&, <2, 3>,-2). Soit /&i = {<1,3>, <2, 1> };

on a alors, /^i = To.. 2 (^) et ^i=JR (^', <1,5>, -2).

Corollaire HI-2-2.

Pour tout /& dans £ on a,

1° [^]tUd= Wur.
20

- ^l,. = U . [^T], = U, [^]
r

Te U] 3-  U}.

Nous dirons que deux systemes sont equivalents s'ils appartienneni a la meme
classe [^8]tu r . Nous allons considerer un element privilegie dans chaque classe [/6]p

c'est-a-dire module la relation de reduction seulement, puis la classe module les

translations de ces elements privilegies .

Definition III-2-2. Appelons longueur d'etirement de /8, en abrege lde(/S), la somme,

pour tous les p-dominos de ̂ , de la difference de leur niveau avec Ie niveau minimal.

II estclair qu'alors
^ -^^' =?> lde(^')<lde(^).

La proposidon suivante permet de definir les empilements de p-dominos, comme sytemes

que 1'on ne peut reduire,

Proposition III-2-3. Chaque classe [/^]r contient un 6Ument irreductible unique. On

I'appellera empilement de p-dominos.

Preuve. L'existence d'un element irreductible parait intuitivement evidente comme Ie

montre la figure 4 et 1'unicite ne heurte pas 1'experience physique que 1'on peut avoir de
dominos solides.
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Pour conforter cette intuidon mettons a contribution la theorie des reladons (voir a

ce sujet 1'anicle de G. Huet [20]). La relation-- est noetherienne, (c'est-a-dire ne

possede pas de chaine infmie decroissante), car la longueur d'etirement decroit strictement

d'au moins une unite ̂  chaque reduction.

U suffit alors de verifler que la relation est

localement confluente, c'est-a-dire que Ie

schema represente sur la figure ci-contre

est verifi6, ce qui se constate aisement,

que les deux transformations s'appliquent

sur Ie meme p-domino de /8 ou non. La

theorie des relations confluentes ( [20])
nous assure I'existence d'un element

irreductible unique dans sa classe, que

1'on appellera empilement de p-dominos,

par analogie avec des dominos realises

par des barres pesantes mobiles dans un

plan vertical et empiles sur un plancher
horizontal.,

^

Figure 7.

^

On en deduit immediatement la proposidon suivante qui caracterise cette fonne canonique,

Proposition III-2-4.

Un syst^me de p-dominos de IT de niveau minimal ko est un empilement de p-

dominos si et seulement si

(i) les p-dominos sonl Id 1 dis joints,

(ii) si un p-domino 6 est au niveau k > ko, // repose sur un p-domino du

niveau k-1.

Remaraue .

On peut obtenir de fa^on analogue un autre representant dans chaque classe

d'equivalence, dit reduit vers Ie haut, en minimisant Ie critere e'(/S) defini comme la
somme, pour tout p-domino de /&, de la difference entre 1c niveau maximal et son niveau.

II verifie clairement une proposition symdtrique de la precedente.

La figure 8 suivante montre trois systemes equivalents, celui en-bas a droite est

reduit vers 1c bas, ou empiU, celui en-haut a droite est reduit vers Ie haut.
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Figure 8. Trois systemes equivalents.

III-3. Empilements.

D'apres 1c corollaire m-2-2, la classe des systemes equivalents un systeme donne
^ est egal a la reunion des classes, modulo la reduction, des systemes equivalents a ^,
module la translation, et chacune de ces classes contient un empilement de p-dominos.
Ces empilements de p-dominos sont clairement equivalents par translation. On
distinguera parmi ceux-ci Vempilement d'abscisse et de niveau nul qui sera considere
comme 1'element privilegid de la classe [^,. Par un leger abus de langage, on
ecriera, en confondant la partie et Ie tout, c'est-^-dire la classe avec 1'element privilegie,

Definition RI-3-1. On appeUe empilement de dominos tout element de £/....
'tUr "

La nodon de domino qui correspond a 1'idee intuidve de composant elementaire
d'un empilement, appar^t alors comme la "traj'ectoire" d'un p-domino d'un systeme ^
au cours des transfonnadons qui conduisent de/8 b un syst6me equivalent.
Plus fonnellement, a chaque couple (^, ^') tel que ̂  -^ ^' ou ̂  _> ^ . est

associee, par definition de ces relations, une bijection cp^^, de ̂  dans/6'. Considerons
les couples (6, /8) formes d'un p-domino et d'un systeme qui Ie contient, couples que
1'on peut aussi appeler syst^mes pointes et soit 11'ensemble des systemes pointes.
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Definissons dans X x £ la relation,

<8,^>-^ <5', /8'>
<p

^-^ ^' ou ̂ &

S'=<P... (5) .

^',

Le lemme suivant montre que chaque p-domino d'un systeme definit une classe differente

de £ pour la relation d'equivalence associee
CP

Lemme HI-3-2. Si <§, /&>

preuve:

(p
<5', ^'>et ^ = Valors 5=5'.

Supposons /S <-^> /&' et soit vp la bijection de /& dans /8 definie par

composition des bijections elementaires associees aux relations de la chaine qui va de /S a
/S. Faisons 1'hypoth^se qu'il existe deux p-dominos §1 et 62 de /& tels que 4'(5i) =
§2. L'egalite 81 = §2 resulte du fait que par definition des translations, comme des

reductions, des p-dominos de meme abscisse ont des images de meme abscisse, et 1'ordre
relatif de leurs hauteurs est conservd.

Si 1'on note [< 5, /S >]_ les classes d'equivalence, 1'ensemble des classes,

U. I <5, ^>|
S^L """J<P

contient exactement autant d'elements que Ie systeme /&; de plus il ne depend pas du

choix de /& dans sa classe ; il est en bijection avec [/&], d'ou la definition,

Definition III-3-3. On appelle domino d'un empilement [^]^^ toute classe
d'equivalence [< S, /S >]^ telle que 5 soit dans /8 .

Parmi tous les empilements, on distinguera la classe des systemes reduits a un

element, c'est-a-dire Yempilement d un domino, que 1'on designera par la lettre grecque
A.

III-4. Operations definies sur les empilements.

II est clair que les notions de demi-largeur droite et gauche, de dominance et

d'element maximal ou minimal, de numerotation, definies pour les systemes de p-

dominos, s'etendent directement aux empilements. Nous allons definir des operations

elementaires sur les empilements en les definissant d'abord sur les systemes de p-

dominos et en verifiant qu'elles donnent des resultats equivalents si les operandes sont

equivalents.

glissement d'une sous-pyramide.

Voici une autre operation qui transforme un systeme de p-dominos en un systeme

equivalent, done qui est, pour un empilement, equivalente ^ la transformation identique.
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Elle s'enonce par Ie lemme suivant, qui traduit Ie fait qu'en "baissant" la sous-pyramide
constituee par un p-domino S et tous les p-dominos qu'il domine, on obtient un systeme
equivalent.

Lemme ID 4-1. Pour tout entier positif h, pour toutp-domino S de ̂ , I 'ensemble /8'
ainsi defini,

^'= /S\dom( 5 ) U To, hdom( 5)
est un syst^me equivalent d ^ .

Preuve. II est clau- que ̂  -^-> /&' ou p est Ie nombre de p-dominos domines par 5.
D'apres Ie corollaire IH-2-2, on a done ̂  A ^ ' .

rUt

m-superposition .

On designe ainsi 1'operation qui consiste b "laisser choir" un systeme sur un autre,
ce demier ayant eventueUement etc translate horizontalement. Plus precisement,

Notation HI-4-2. Etant donnes deux systemes ̂ i et ̂ 2 ' ^1 d'abscisse ai et de niveau
minimal hj, et ,82 d'abscisse 03 et de niveau maximal h2, et un entier relatif m , on
appeUe m-superposition de , 1'operadon notee ̂ >i^m/&2 ainsi definie:

M^mM=^lU Ta2.ai+m, hi.h2-l (^2).
II est clair que 1'ensemble ^3 =^i ^ ^2est forme de p-dominos 2 a 2

disjoints. De plus on a la propriete, de preuve evidente,

Propriete IH-4-2.

Si^y^' ^et ^2 V co lors (^i ^ ^3) ^ (/s'^m ^2).

Nous sommes alors en mesure d'etendrc la definidon aux classes d'equivalence,

Definition m-4-3. La m-superposition de 2 empilements est la classe d'equivalence de
la m-superposition de 2 systemes de p-dominos pris dans chacune des classes.

On a de plus Ie lemme suivant, de demonstradon evidente:

Lemme IH-4-4. Cdit lemme de simplification).

Si 61^63=62^63^ G3^Gi=6^m Valors 61=62.
La figure 9 illustre la 1-superposition de 2 empilements, en prenant des systemes

reduits d'abscisse nulle comme representants.
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^^°}

4.0-0]
[^ffl

0-0

0-0;

r$=^-. ^

Figure 9.

D/ CODAGE DES ANIMAUX.

IV-1. Bijection animaux empilements.

Rappelons la correspondance entre empilements de dominos et animaux enoncee

dans [33] . Consid6rons un animal Cl. ; par un changement de repere nous pouvons

considerer que la direction privilegiee devient la du-ection Sud, que les points de 1'animal

ont pour coordonnees les couples (i + l/2,j), et que les pas autorises sont alors,

soit Sud-Ouest joignant les points (i+l/2,j) et (i-l/2,j-l),

soit Sud-Est joignant les points (i+l/2,j) et (i+3/2,j-l),

soit Sud (pas diagonal) joignant les points (i+l/2, j) et (i+l/2, j-2).

Les points de 1'animal sont alors sur un reseau carre de maille V2. A tout point (i+l/2, j)
de Q. associons Ie p-domino <i,j> dont il est Ie centre, n est clair que 1'ensemble de p-

dominos ainsi definis forme un systeme de p-dominos /8 car il ne peut exister dans Q.

deux points de meme ordonnee et d'abscisses qui different de 1. L'ensemble des sources

de Cl sont les p-dominos de /6, et en particulier si d n'a qu'une source, alors /^ est une

pyramide. Enfln si les pas diagonaux sont interdits. Ie systeme ^ est strict, c'est-a-dire

rappelons 1c, sans superposition de p-dominos de meme abscisse. De plus il est aise de

verifier que cette correspondance est bijective, et 1'on peut enoncer,

Theoreme IV-1-KViennot [33]). Les animaux d sources compactes d n points sont en

bijection avec les empilements dont les dominos maximaux sont d projection

consecutive et ayant n dominos .
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LS
XCnT-Tj

- l^JZC^L^l

Figure 10.

Cette correspondance est iUustree par la figure 10 ou 1'on voit une pyramide stricte
de dominos avec leur numerotation canonique, en bijecdon avec un animal a une source,
sans pas diagonaux. II est clair que par une suite de transfonnations autorisees sur tout

syst^me de p-dominos representant 1'empilement, on peut amener les centres des p-
dominos en coi'cidence avec les points de 1'animal.

numerotation de I'animal.

Par definition, 1c numero d'un point de 1'animal est Ie numero du domino associe
dans I'empilement correspondant, tel qu'il a ete defini en HI 4 2.

RemarauerV-1-2.

Un consequence importante de cette numerotation est de permettre la definition
d'une nouvelle famille d'arbres asymetriques, les arbres boiteux, en bijection avec les
animaux b une source, famille dont nous reportons 1'etude dans un autre papier.

Notons cependant que cette famille permet une representation aisee des animaux,
et un dessin en temps lineaire de ceux-ci, en les fsiisant pousser par Ie bos. De plus en
codant ces arbres par 1c parcours prefixe usuel on rctrouve un codage des animaux trouve
recemment par Betrema.

IV-2. Les operateurs de codage.

Appelons demi-largeur droite (respectivement gauche) d'un animal a direction
privilegiee Nord-Sud la difference entre 1'abscisse d'un domino d'abscisse maximale et

celle du domino associe a la source la plus ̂  droite, (resp. la difference d'abscisse entre
Ie domino associe a la source la plus a gauche et celle du domino d'abscisse minimale),
dans 1'empilement correspondant. Ainsi 1'animal de la figure 12 a 3 comme demi-largeur
droite et 4 comme demi-largeur gauche.
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La relation de dominance s'etend trivialement aux points de 1'animal; nous ne

dessinerons plus desormais les dominos sur les figures, mais 1'on devra garder present a

1'esprit que les points de 1'animal ont un "encombrement invisible" de dimension 2x1.

Nous deflnissons alors quatre operateurs qui ajoutent chacun un point a un animal

a source unique.

N

o-<-4-*- E

s

^-g>^ -^

Figure 12.

operateur a

Soit d un animal ̂  source unique ̂  n points (n^l), Ig et l^ ses demi-largeurs
gauche et droite et 6 1'empilement associe ; on definit alors, en rappelant que A designe

1'empilement ̂  un seul domino, et en utilisant 1'operadon de m-superposition introduite en
III-4,

Definidon W-2-1.
L'animal Q\. f-= o. (Q>.) est I'animal definit par I'empilement 6'= A .II'1. 1 Q .

-g

Ce qui en termes d'animal signifie que Gl. ' s'obtient en ajoutant un point au Nord-Ouest

de la source de Q., ce point devenant la nouvelle source de d', comme Ie montre la figure
12.

11 est clair qu'alors Id(Gl') = ld(Gl) +1.

operateur b

C'est un operateur definit uniquement pour les animaux qui ont une demi-largeur

droite strictement positive, soit,
Definition W-2-2.

L'animal Gi'=b (Q,) est I'animal definitpar I'empilement 6'= A ll-. i. i 6 .
g

Plus simplement, G^' s'obrient en ajoutant un point au Nord-Est de la source de Gl., ce

point devenant la nouvelle source de Gt', comme Ie montre la figure 8.

II est clair qu'alors Id(Cl') = ld(Gl) -1.
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Figure 13.

operateur c

Get operateur laisse invariant la demi-largeur gauche de 1'animal. On peut

distinguer deux cas:

a)ld(Q)=0.
II se confond alors avec 1'operateur b, c'est-a-dire ajout d'une nouvelle source au Nord-

Est de 1'ancienne, mais la demi-largeur droite reste egale ̂  zero.

b) W)>0.
II existe alors des points dont 1'abscisse depasse celle de la source d'une unite. Soil 5

celui de ces points d'ordonnee maximale et dom (5) 1'ensemble de points de 1'animal qu'il

domine. Si I'on nomme encore 6 1'empilement associe et m 1c nombre defini par,
m =max ( lg(6 \ dom (5)) , Ig (dom (8)) + l) ,

on peut d6finir I'op^rateur c de la manifere suivante (qui rend compte du cas ou la demi-
largeur droite est nulle car alors dom(8) est vide),

Definition FV-2-3.

L'animal 0. '= c (d) est I'animal definit par 1'empilement
6= A ^.m. i ( (6 \ dom(8))^i dom (5) ).

Ici encore nous pouvons decrire 1'operation c de fa^on plus imagee en ces termes:

-- enfoncer "tr6s loin vers Ie bas" Ie point maximal juste ̂  droite de la source, afin de

"recuperer" les points qu'il domine eventuellement "coinces" sous la partie gauche de

1'animal,
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-- decaler 1'ensemble de ces points d'une position vers la droite,

- laisser remonter individuellement ces points Ie plus haut possible jusqu'a ce que Ie plus

haul soit au meme niveau que 1'ancienne source,

-- "chapeauter" les deux points maximaux que constituent ce point et 1'ancienne source

par un nouveau point qui devient la nouvelle source.

Enfin il est clair que la demi-largeur droite n'a pas varie. La figure 13 decrit cette

operation.

operateur d

Get operateur est associe au pas diagonal du reseau carre. II consiste simplement a

rajouter un point exactement au dessus de 1'ancienne source; ce point devient la nouvelle

source de 1'animal. II est clair que cette operation laisse la demi-largeur droite de 1'animal

constante. En termes d'operation sur les dominos, on peut enoncer la definition suivante,

ou Igrepresente toujours la demi-largeur gauche, (voir figure 14),
Definition W-2-4.

L'animal Gl. '=d (Q. ) est 1'animal d^finitparl'empilement 6'= A 'U-i fi .
g

0

Figure 14.

Nous venons d'associer a tout animal ^ une source de taille n et a un operateur

choisi parmi les trois (respectivement quatre pour les reseaux triangulaires)

precedemment definis, avec une restriction pour I'op^rateur b, un animal unique a une

source de taille n+1. Ces operateurs pennettent d'etablir Ie resultat fondamental de ce
travail,
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Theorem? IY-2-5, Tout animal ayant une source et n+1 (n^O) points sur reseau carre
(respectivement triangulaire) s'obtient defaqon unique comme r6sultat de I'application
d'un produit de composition de n operatews pris parmi a, b, c (resp. d).

Preuve: II suffit de verifier que tout animal Q' ̂  une source et n+1 points (n> 1), est Ie
rdsultat de 1'application d'un operateur o choisi parmi a, b,c (ou d dans 1c cas de reseau
triangulaire) h un animal C[ a une source et n points et que ce couple (Q, o) soit Ie seul tel
quea'=o(Q)..

Soit Q. ' un animal a une source et n+1 points (n>l); 4 cas se presentent de fa^on
evidente, comme Ie montre la figure 15.

cas 1 cas2.1 cas 2.2

cas3 cas4

Figure 15.

"cas 1. La source de Qt' n'a qu'un voisin , et celui-ci est atteint par un pas Sud-
Quest.

"cas 2. La source de d' n'a qu'un voisin , et celui-ci est atteint par un pas Sud-Est. On
distingue alors 2 sous-cas, selon que I'animal obtenu en enlevant la source de ̂ ' a une
demi-largeur gauche stictement positive (cas 2. 1) ou nuUe (cas 2. 2).
"cas 3. La source de d' a deux voisins.
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--cas 4. (reseau triangulatre). La source de Q. ' n'a qu'un voisin atteint par un pas diagonal
Sud.

II est clair que dans les cas 1, 2. 1, 2. 2 et 4, 1'animal Gi est 1'animal obtenu en

enlevant la source de Q. ', 1'unique voisin de celle-ci devenant la nouvelle source et les

operateurs associes etant respecdvement a,b, c et d.

Pour Ie cas 3, 1'operateur associe ne peut etre que c. Appelons d 11'animal obtenu
en enlevant la source de Gt', 6] 1'empilement associe, 5 Ie domino associe a la source

droite de d i; 1'antecedent Q est alors defini par 1'empilement 6 donne par 1'expression,
G= (61 \ dom (5)) ^-i dom (5),

et comme dom (8) est determine par Q\, 1'antecedent Gl. est unique en raison du lemme

de simplification, g

Remarque IV-2-6. Les points sont ajoutes a 1'animal dans 1'ordre inverse de leur
numerotation dans 1'animal final.

Considerons alors les alphabets X3 = (a, b,c} et X4= X3 u {d}, et les ensembles
notes classiquement X^ et X^ de tous les mots possibles sur ces alphabets (cf I). On
peut alors associer a tout produit de composidon des operateurs a, b, c ou d, 1c mot forme

des lettres qui nomment ces operateurs. Ce mot, en bijection avec 1'animal engendre par

Ie produit d'operateurs correspondant applique ^ 1'animal reduit a un point, est appele
code de 1'animal.

Corollaire P/-2-7.

Tout animal d une source sur reseau carre (respectivement triangulaire) et
possedant n points a un code de longueur n-1 dans X^ (respect. X" ).

Dans Ie cas des deux reseaux carre et triangulaire dessines dans 1c plan, on peut

caracteriser Ie langage des mots codes. La proposition suivante est une generalisation

d'un rdsultat de Gouyou-Beauchamps et Viennot ([18]).
ProDOsitionVI-2-7.

Les codes des animaux ayant une une source et n points sur reseau carre (respectivement

triangulaire) sont les mots de longueur n-1 du langage desfacteurs gauches de Motzkin

(resp. bicolore) sur I'lalphabet {a,b,c} ( resp {a,b,c, d}).

De plus, un animal de demi-largeur droite h est cod^par un mot w tel que

w I , - Iwl "= h.

Preuve. Soit w = ziz2...Zp Ie mot code d'un animal Gl. de taille p+let Qi, Gt2,.., Qp+l la
suite d'animaux definie par Ie corollaire du lemme 4, c'est-a-dire telle que Q. i est 1'animal

a un sommet, Q. p+i== Gt, et Q. i+i = zi (Gl. i). Par definition des operateurs a, b, c, ou d,
lorsque i varie de p a 1, la hauteur finale i wjl -1 wil ̂  des mots wi = ziz2... zi varie
comme la demi-largeur droite de 1'animal Gli, done w est un facteur gauche de Motzkin
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(cf 1-2), bicolore si 1'animal contient un pas diagonal. Reciproquement il est clair, par
induc-tion sur la longueur, que tout mot w facteur gauche de Motzkin (respectivement
bicolore) definit une suite d'operations applicables b 1'animal reduit a un point sur reseau
carre (resp triangulaire). ,

La figure 16 decrit la construction d'un animal ̂  partir d'un mot. Les points de
1'animal qui sont deplaces par 1'operation c sont representes en gris-clair, avant et apres
application.

c a a b c a c

x ^

Figure 16.

CorollaireJY-2-8.

l.Le nombre an d'animawc d une source et n points sur reseau carre, Ie nombre
bn de ceux sur reseau triangulaire et leur distribution a^ et bn,k selon la demi-largeur
droite k sont done respectivement,
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n-1

^, 'z
kr0

n-1

m

(^

^1)

an,k=
k+l

k+2i+l

n Vk+2i+l^

b. =l '2n'

if2n 1
k+2ij^ i J' un-k--n-l, n4-k+lj

(7)

b_,. =k±l (8)

Preuve. Les deux premiers dej^ connus, sont des consequences immediates du codage;

les deux demiers, a notre connaissance nouveaux, se deduisent simplement d'une
propriete combinatoire des facteurs gauches de Dyck et de Motzkin. g

2. Les nombres an er bn verifient les r^currences swvantes, oil Cn designe Ie nombre de

Catalan, et m^ Ie nombre de mots de Motzkin de Ingueur n.

an = 2a^+ i^m^, b^ = 3 b^ + S^bpCq (9)
P.q>l,
p+q=n-l

P.q>l
p+q=n-l

Remaraue FV-2-9.

Au lieu de definu- 1'operateur b comme celui qui fait decroitre la demi-largeur

droite et c comme celui qui la laisse constante, on peut aussi regrouper les cas 2. 1 et 2.2

de la figure 15 et les coder par un seul

operateur bi realisant 1'ajout d'une

nouvelle source au Nord-Est, 1'operateur

ci realisant uniquement 1'operation du cas

3, les autres operateurs a et d restant

inchanges. La figure 17 montre un

exemple des deux codages

Si Ie mot w de (a,b,c,d)' code 1'animal

Q., Ie mot wi de (a,bi,cid) qui 1c code

se deduit aisement de w en codant les pas

^^\\

ca cb c a biasbit^a

Figure 17.

horizontaux du chemin associe a w par la
lettre ci s'ils sont de niveau strictement

positif, et par bi s'ils sont de niveau nul.
Ce nouveau langage est clairement egal a (bi (aMlbi+ e))* aF1 ou M1 et F1 sont ici

respectivement 1c langage de Motzkin et celui des facteurs gauches de Motzkin sur

1'alphabet {a,bi,ci}. Le parametre qui augmente de un avec 1'operateur a, reste constant

avec 1'operateur ci et decroit avec 1'opdrateur bi est alors 1'abscisse par rapport a la
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source courante du point initial de 1'animal. Notons enfin qu'avec ces nouveaux
opdrateurs, chaque lettre correspond ̂  une configuradon particuliere des points voisins de
la source dans 1'animal resultant, codant exactement ce qui "apparait" losqu'on enleve la
source, notion que 1'on retrouvera dans Ie codage des animaux dans 1'espace.

IV-3. Animaux a plusieurs sources compactes.

Pour les animaux a plusieurs sources compactes, nous avons une propriete de
decomposition analogue ^ la factorisadon de Catalan, valable sur reseau carre ou

triangulaire, dite decomposition de Piinade, illustree par la figure 18, et qui s'enonce, en
numerotant les sources suivant les abscisses croissantes,
LemmerV-3-1.

Tout animal Q. ayant s sources compactes 0\, 02,..., 0^se decompose de
faqon unique en un s-uplet d'animaux d une source, d 1, ^2, -As tel que
(') les Gt i, 1 ̂ i^s-1 , sont de demi-largueur droite nulle,
ii) si I'on appelle \i la demi-largueur gauche de Qa. alors

a = ai^i-i^+i 02^-13+1 ... cis-i^-1, +1 as.
Preuve. II suffit de prendre Gti = dom ( 00 \dom ( 0 i+i), l^i<s-l, Qs = dom ( Os),
pour obtenir une decomposidon. L'unicite decoule du lemme de simplificadon.

Remarquons que la demi-largeur droite de d est egale a ceUe de Cis,

Figure 18. Decomposidon de Piinade.

notations . A tout mot w de (a, b,c)* (ou (a, b,c,d)*), associons deux entiers positifs ou
nuls, la hauteur gauche, hg , et la hauteur droite, hd, par les egalites,
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hg= nun || w'j. . |w'
w'<w ( ' a b h^=hg + Iwl, - |w|^ ,

ces nombres sont aussi egaux aux entiers p et k-p de la factorisation de Catalan de w.

Appelons <fy\ la bijecdon definie par la decomposition de Punade qui associe a

1'animal Gl de taille n ayant s sources la liste ordonnee des s animaux a une source C^i de

taille nj, ((>2 la bijection deduite du codage par les 4 operatCurs a, b, c et d, qui envoient la

liste des s animaux (Gli , l^i^s) sur une liste de s mots w; de longueur n;-! dont les s-1

premiers sont de Motzkin, et 1c demier un facteur gauche de Motzkin de hauteur finale
egale a Id (G^s), et enfin ̂  la bijection deduite de la decomposidon de Catalan qui associe

a la suite des wi Ie mot w de longueur n-1 tel que,
w = (j)3 ( wi,W2,...,Ws) = wibw2b....ws. ibws;

11 est clair que ,
hg(w)=s-l et hd(w)=hd(ws)=|wsla -|w^.

Nous avons done Ie theoreme, dont la preuve est illustree par la figure 19, ci-

dessous, ou les mots sont representes par des chemins,

*1/~~X ~ {^/\, AZ\)

(() 1 ^ 1
gt- - - - -V- ^. -+. "d (^^, ^^, ^^, ^/N/)

Figure 19.

Theoreme IV-3-2.

Lafonction fy = 0io<}>20<t>3 est une bijection entre ['ensemble des animaux d sources

compactes et les mots sur un alphabet d trois lettres (quatre pour les reseaux

triangulaires). De plus, si d est un animal d n points , s sources et de demi-largeur
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droite l^ , alors w = <J>(G|. ) a pour longueur n-1, /70M/- hauteur droite Id ̂ / hauieur

gauche s-1.

Remaraue W-3-3.

Ce theoreme redonne Ie resultat de Gouyou-Beauchamps et Viennot [18] pour les

reseaux carres, etabli par une autre bijection. On retrouve ainsi Ie nombre des animaux a

sources compactes et n points sur reseau carre, An = 3"'1.
On en deduit aussi les resultats suivants pour les animaux sur reseau triangulaire,

Corollaire IV-3-4. loLe nombre d'animaux d sources compactes et n points sur reseau

triangulaire est

Bn=4"-l. (10)
2° La distribution Bn, s ^M nombre d'animaux sur reseau triangulaire enfonction du

nombre de sources compactes, clairement 6gale par sym^trie d B'n 1+1, oii B'n, i est la

distribution selon la demi-largeur droite , vaut, pour s variant de 1 d n,
^2n-l'

n.s = I n-s ; .Bn i; = (11)

Preuve. Le premier point du corollau-e est evident. Pour etablu- Ie second, il suffit de
montrer une bijection entre les mots f de {a, b,c,d}* de longueur n-1 et tels que I fl ̂ "
I fl ̂ = s-1, et les mots g de {a,b}*, de longueur 2n-l et tels que I gl g-1 glb= 2s-l.
D'apres la factorisation de Catalan rappelee en 1-3, f s'ecrit de faiyOn unique,

f= fo b fi b ... fr-i b fr a fr+i a fr+2 ... a fr+s-i,

ou r est un entier positif ou nul, et les fj, 0<i<r+s-l, des mots de MS. Posons,

u=fo b fi b ... fr-i b fr, v=a fr+i a fr+2 ... a fr+s-1.
Par Ie morphisme T tel que t(a)=aa, T(b)=bb, T(c)=ab et T(d)=ba, Ie mot V=T(v)

est un facteur gauche de Dyck tel que I V| -I V| (,=2s-2 et tv I -I V'l y>0 pout tout
facteur gauche V de V.

Definissons Ie mot w, en changeant dans Ie mot a, la demiere moitie des b de la

decomposition par des a. Selon la parite de r, w s' ̂ crit,

w= fob fi b ... fp a fp+i ... a f2p-i a f2p ,
ou

w =fob fi b ... fp a fp+i ... a f2p-i a f2p a f2p+i.
Alors I wl -I w| (,=GOU 1, eten posant W= T(w), |w| -I Wlb=0 ou 2.

Si r est pair, on posera g =W aV, et sir est impair, on posera g = W b V. ,
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V LES ANIMAUX DANS L'ESPACE

Pla^ons nous dans 1'espace combinatoire ^ trois dimensions, E = Z3, pave par
des cubes unitaires. Les notions d'animal et d'empilement de pieces s'etendent de fa^on

naturelle, et nous admettrons sans demonstration des resultats techniques analogues a

ceux du paragraphe HI.

V-l Animaux diriges 3D et empilements d'hexagones, de carres ou de

triangles.

Les physiciens considerent essentiellement deux reseaux a trois dimen-

sions, comme 1c montre la figure 20,

a) Ie reseau cubique avec comme sommets les points a coordonnees entieres de E,

comme direction privilegiee la direction (1, 1, 1) de la diagonale principale du cube
umtau-e.

b) Ie reseau cubique centre avec comme points en plus des sommets, les centres des

cubes, comme direction privilegiee 1'axe Oy de E.

B.

EZ

Figure 20.

Les projections des points sur un plan perpendiculau-e b la direction priviligiee se
f2~

font selon un reseau triangulaire de maille \f ^ pour Ie reseau cubique, et un reseau

carre de maille 1 pour Ie reseau cubique centre, comme Ie montre la figure 21.
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/^

Figure 21.

Comme dans Ie cas a deux dimensions (Definition II-1), nous pouvons definir un
animal dirige a une source comme 1'ensemble des points de E que 1'on peut atteindre a
partir d'un point distingue, la source, par des chemins dont tous les pas appartiennent a
un ensemble de pas autorises et dont tous les sommets sont dans 1'animal.

En fait nous definirons trois ensembles de pas autorises, deux pour Ie reseau
cubique, et un sur Ie reseau cubique centre, determinant trois types d'animaux.
animaux de type I (reseau cubique)

- les pas autorisds en tout point P sont les trois pas selon les aretes du cube
incidentes a P, soit (1, 0,0), (0, 1,0) et (0, 0, 1),

- eventuellement un pas diagonal (1, 1, 1) , selon la direction privilegiee, a
condition qu'il n'y en ait pas selon une arete de ce cube.
animaux de type H (reseau cubique)

- on ajoute ̂  1'ensemble precedent les pas selon les diagonales des faces incidentes
a. P , soit (0, 1, 1), (1, 0, 1) et (1, 1,0), un pas selon la diagonale d'une face etant

autorise s'il n'y en a pas selon les aretes de cette face .

animaux de type ffl (reseau cubique centre)
- Quatre pas selon les demi-diagonales joignant Ie centre du cube aux sommets de

la face voisine, perpendiculaire ̂  Oy, soit,
4. 1-^ r. l-l 1^ . -11 ^ .. /111

2' 2'' 2Jf' '. ' 2' 
~ 

2' 2 ;' ^' 2' 2' 2)'et ( 2' 2' 2 )'

- un pas diagonal eventuel, selon Oy, soit (0, 1,0), a condition qu'il n'y ait pas
deja 1'un des quatre pas precedents.

empilements de "carreaux".

On considere alors des empilements dont les elements appeles pieces , routes
identiques, ne sont plus des figures a une dimension comme les dominos du paragraphe
IV, mais des figures horizontales rdguliferes b deux dimensions, dont la projection des
contours fonne un pavage regulier du plan. Ces pieces, en forme de carreaux, sont done
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soit des hexagones, soit des carres, soit des triangles. Leurs centres se projettent en
formant un reseau regulier, triangulaire, carre, ou hexagonal. Pour les empilements
d'hexagones et de carres , on peut considerer deux sortes de contraintes de superposition
selon que deux pieces s'intersectent si et seulement si elles ont en commun un tiers ou un
quan de leur surface, ou seulement une arete en commun, comme Ie montre la figure 22,

Figure 22.
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mais ces deux falcons conduisent a des reseaux isomorphes, tandis que deux triangles
disrincts ne s'intersectent que s'ils ont un cotd en commun. Un empilement d'hexagones
est represente sur la figure 23.

II est clair que les notions de dominance, de piece maximale, de numerotation
canonique ( en numerotant dans 1'ordre la piece maximale, d'ordonnee puis d'abscisse la
plus grande), d'empilement strict (deux pieces de numeros consecutifs ne se superposent
pas exactement), s'etendent immediatement a trois dimensions. D en est de meme pour la
notion de pyramide ( empilement n'ayant qu'une piece maximale), et des operations de
glissement d'une sous pyramide, et de superposirion de deux empilements. Dans ce
demier cas, Ie parametre de 1'operation sera non plus un scalaire, comme dans Ie cas
planaire, mais un vecteur determine par deux points du reseau (triangulaire ou carre),
prdcisant la translation horizontale a effectuer sur Ie second empilement.

ri~^'^^-^. ^i^\\^_\^l ^
I , J^?.^^^^^^^^^k '[ - y: ̂  ̂ '^U^^^^i-^-i- 1

^ y". ~^'~^''~\~. A: ~^ ~ ~-"':i:": ~ -\~\ '/^ -^
^^T~\3;?~ ;y.-i ̂ \~[ ;v

Figure 23. Un empilement d'hexagones ̂  3 pieces maximales.

V.2 Codage des Animaux diriges 3D.
On a un resultat analogue au lemme W-1-1, fonde lui aussi sur la numerotation

canonique des empilements.
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Proposition V-2-1.

II y a bijection entre les animaux d une source et n points de type II

(respectivement I, HI) et les pyramides de n hexagones (resp. de n triangles, carres ).

Preuve. C'est la simple generalisation de la preuve du lemme IV-1-1. Considerons un

animal a une source de type II, et orientons la direcdon privilegiee suivant la verticale

descendante. Centrons en chaque point de 1'animal un hexagone horizontal de cote '\j ^,

ou ^ suivant Ie type de chevauchement choisi. On obtient une pyramide d'hexagones

en bijection avec 1'animal. R&iproquement on montre par recurrence sur la numerotation

que pour toute pyramide. Ie centre de tout hexagone peut etre amene en coincidence avec

les points d'un animal dont la source est 1c centre de la piece maximale.

Pour les animaux sur reseau cubique de type I, ou ceux de type III sur reseau

cubique centre, on place un triangle 6quilat6ral, de c6t6 V2 ou un carre de cote unitaire ou

-^-, selon Ie chevauchement, centre sur chaque point de 1'animal. ^

De cette bijection on deduit un codage des animaux ̂  un source.

Theoreme V-2-2.

Les animaux d un point source sont codes par des mots de longueur n-1 sur un

alphabet ayant respectivement 18 lettres pour Ie type II, 16 pour Ie type III et 8 pour Ie

trypel

. Preuve (constructive). Soit Gl. un animal ̂  n (n>l) points et un point source sur reseau

cubique. Considdrons la pyramide d'hexagones associde. Pour determiner la n-lifeme
lettre du mot code, on procede ainsi:

a) suppression de la pi^ce maximale,

b) codage de la situation defmie par les nouvelles pieces maximales,

c) reconstitution si necessaire d'une pyramide a n-1 points par une operation

standard, dependant de la situation.

Les centres des pieces hexagonales situees sous la piece maximale, dites pieces sous-

maximales , peuvent occuper 1'un des six sommets d'un hexagone et Ie centre de celui-ci

(pas diagonal). Numerotons ces positions comme indique sur la figure ci-contre, et

appelons azimuth ce numero. Un raisonnement gdometrique elementaire conduit done a

18 configurations,
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- 2 configurations a 3 pieces sous-

maximales, {ho, h2, h4) et (hi, h3, h5),
codees par les lettres al et a2,

- 6 configurations a 2 pieces sous-

maximales non diam^tralement opposees,
(hi, hi+2), ie{0, 5), codeesparbl,

b2,..., b6.

- 3 configurations b 2 pieces sous-

maximales diametralement opposees, (hi,
hj+3}, ie {0, 2}, codeesparcl , c2etc3.

Figure 24.

- 7 configurations ^ une seule pi6ce sous-maximale, h;, ie {0, 6}, codees par dl,..., d6 et
e pour la supeq5osition exacte.

La figure 25 Ulustre ces diffdrentes configuradons dans Ie cas d'un chevauchement
par aretes.

<TS i^~s

'6 wl

Figure 25.

Les opdrateurs associ^es aux lettres di,.., d^et e sont triviaux et la generalisation
immediate des operateurs a et bi du cas planaire (cf remarque IV-2-9). Pour les autres
cas, reparation qui fait passer d'un animal ̂  n points ^ un animal ^ n-1 points est une
extension de 1'operadon ci ainsi definie,

tant qu'U reste plus d'une pi6ce sous-maximale, remplacer 1'empUement 6
representant 1'animal Q. prive de la source par

e\[dom(h;)]) ^_ dom(h;),
hih.

oil hi et hj sont respectivement la pi^ce sous-maximale de plus grand et de deuxieme plus
grand azimuth, et 1'on est ainsi ramene ̂  une pyramide ayant n-1 hexagones. II est laisse
au lecteur de vdrifier que cette operadon est reversible, tout comme ci.

Le m6me demarche s'applique au cas des empilements de carres et de triangles.
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CONCLUSION

A 1'aide des empilements nous avons pu ddfmir dans Ie cas planaire des operateurs

sur les animaux et ces op rateurs ont conduit ̂  un codage par un langage classique dont
1'enumeration des mots est aisee. Ces memes m^thodes, dans Ie cas des animaux sur

reseau a trois dimensions conduisent egalement ^ un codage par des mots. Ces mots

permettent un codage compact des animaux, mais malheureusement Ie probleme de

caract^riser Ie langage qu'ils forment est encore ouvert. Or Dhar [13] de fa^on analytique,

et Viennot [33] de fa^on bijective, ont montr6 que les animaux de type II dans 1'espace

sont un module equivalent aux hexagones durs, probl^me resolu par Baxter[l] a 1'aide

des identites de Ramanujan. Cette solution suggere que 1c langage des mots codes

pourrait etre dans Ie cas des animaux de type II, comme dans 1c cas planaire, un langage

algebrique. II est clair que la meme methode permettrait de caracteriser Ie langage des

mots codant les animaux de type HI et permettrait ainsi de resoudre Ie modele des carres

durs, qui ne possede encore aucune solution.
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