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ESCALIERS EVALUES ET NOMBRES CLASSIQUES

PAR

Guo-Niu HAN

Resume. - Nous etablissons une involution sur 1'ensemble des couples com-
poses d'un escalier et d'une application sur cet escalier. En utilisant cette invo-
lution, on retrouve directement plusieurs d'identites sur les nombres classiques
et leurs variations.

1. Introduction.

Dans la theorie combinatoire des nombres de Genocchi, DUMONT [Dum]
a introdiiit la notion d1 application surjective excedante . Poiir etudier les

proprietes de symetrie trivariee des polynomes de Dumont-Foata, nous
avons prolonge dans [Han] cette notion en etudiant les proprietes geometri-
ques des escaliers evalues (ou escaliers gauches evalues). II est remarqua-
ble de voir que si on choisit d autres evaluations que ceUes qui etaient
imposees par 1'etude de ces polynomes, on retrouve un cadre geometri-
que commun pour 1 etude de plusieurs families de polynomes recemment
introdmts par DUMONT, FOATA, RANDRIANARIVONY et ZENG(C/. [DuFo],
[DuRa], [RaZe]). En particulier, les proprietes pourtant tres classiques des
nombres de Stirling de seconde espece trouvent une nouvellejouvence dans
ce contexte des escaliers evalues.

Le but de ce memoire est de presenter une etude generale de ces objets et
de donner toutes les evaluations utiles permettant de retrouver leg resultats
sur les differents polynomes derives des nombres classiques, Genocchi,
Stirling, ...

Soient n > k >0 deux entiers; un escalier de hauteur k et delongueur
n est defini comme une suite d entiers croissante

E=(E, =l, E^..., En=k)
telle que -El;+i -Ei == 0 ou. 1 pour tout i. L'ensemble des escaliers

de hauteur k et de longueur n est note E(n, fc). Un escalier peut etre

1 appele plus tard pistoles dans [DuVi].
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represente par Ie diagramme de Ferrers justifie a droite (voir 1'exemple
ci-dessous) en posant

Diag(f;) = {(i, j) \Ki<n, Kj <E,} .

Une application 2 /: [n] -> [k] est dite dans E s\ 1 <: f(i) <^ £', pour
tout i   [n]. Autrement dit, Ie diagramme {{i, f{i)) \ i   [n]} de / est
un sous-ensemble de Diag(^) tel que toute verticale contient exactement
un point du diagramme. Une application / est dite surjective sur E si
f[n} = [k}.

Par exemple, 1'escalier E = (1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 4, 4) est de hauteur fc = 4
et de longueur n = 9. Le diagramme suivant presente cet escalier et une
application surjective / dans cet escalier :

^
^
^ ^

^
^

Les escaliers precedemment definis sont aussi appeles 1-escaliers. Pour
^ = 1, 2, 3,... a partir d'un 1-escalier E1   E (n, fc), on construit, d'une
fa^on bijective, un ̂ -escalier Es   E6(n, k) par

^=(^, f;l,..., ^l, £;2, £;2,... ^2,...,..., ^, ^,..., ^n)

ou chaque Ei est repete S fois. Ce ^-escalier est encore dit de hauteur k et
de longueur n.

Fixons maintenant I'entier 6. Par abus de langage, on ne reproduira pas
cette lettre 6, bien que desormais on etudiera toujours des ^-escaliers.

On remarque qu^il y a exactement un seul element dans E(n, k), appele
escalier ordinaire et note EOn, dont la hauteur est egale a la longueur.
Dans [Han] (Lemme 3. 2), on a donne une involution dans Ie cas oil 8 = 2.
Celle-ci peut etre facilement generalisee dans Ie cas general comme smt :

THtoR EME 1. - II existe une involution $ : {E, f) ^ (El, f) sur

I ensemble

F» = {(E, f) [ E : un escalier de longueur n; f : une application dans E}

ay&nt les proprietes :

2 Ce sont les tableaux 0-1 dans [DeLe], mais on ne fait pas la meme chose.
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(Cl) siE= EOn et f est surjective, alors^{E, f) =(EJ);
(C2) sinon, alors |hauteur(£;) - hauteur(£")| =1. D

En faisant intervenir les evaluations sur Ie couple (-B, /), on retrouve
plusieurs d'identites sur les nombres classiques . les nombres de Stirling^,
tes nombres factoriels centraux, les nombres de Genocchi et d'Euler; ainsi
que leurs variations.

2. Les applications evaluees.
On fixe encore 1'entier 8 comme dans la section precedente. Soit

f\= {ai, a2,..., as, h, b2,..., b6, xi, X2,..., X6, yi, y2, ---, ys}

un alphabet ou un ensemble de variables commutatives. On pose a =
aifl2 . . -as. Un remplissage est un ensemble de mots en 1'alphabet A de la
forme

n = [&i&2.. . ^[«i"2... asYY[yiy2... y4a;i:c2 ... xs}*} = [ba*]*[yx*]

qui permet d'associer a chaque case de tout escalier une lettre de A, plus
precisement, a 1'aide de 7^, on remplit toutes les cases d'un escalier E par
les lettres de A selon les regles suivantes :

(Rl) (yxx... x) pour la dernlere ligne (celle du bas) ;
(R2) (baa... a) pour les autres lignes.
Par exemple, pour Ie 2-escalier (^= 2) E = (1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3), Ie

remplissage 7Z = [6i&2[aia2]*]*[2/i!/2[2-ia;2]*] donne Ie diagramme suivant :

7Z=

yi V2 Xl X-i

6i 62

Xl X2

ai ci2

.d 3-2

&1 &2

QI Ct2

a-i a-2

Pour un remplissage K fixe, on definit 1'evaluation ev de tout couple
(£", /) 6 Fn par la formule

(1) ev(EJ)=(-l)"-fcn7 Z^J(Q),
1=1

ou HE est la restriction du remplissage K a 1'escalier E, et k est la
hauteur de E. Dans Ie cas ou il n'y a pas de confusion, on ecrit aussi

ev(/) = ev(EJ).
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D'apres Ie theoreme 1 et la construction de 1'involution $, on verifie
facilement que la condition (C2) dans Ie theoreme 1 peut etre remplacee
par la condition plus forte suivante :

(C2/) sinon, alors ev(£;, /) = -ev(£/, //).
Ceci demontre Ie resultat suivant :

TH^OREME 2. - Avec les notations precedentes, on a :

(2) E ev(/) = ^ ev(/),
(E, f)ePn fe§n

oA S» est I'ensemble des applications surjectives dans EOn . Q

3. Interpretations algebriques.
Notons

(3) Fn(a, b, x, y)= ^ ev(/).
(E, f)eFn

Ie polynome generateur de F^. En faisant une demonstration analogue a
celle donnee dans [Han] (lemme 3. 1), on a3 :

TH£ORt;ME 3. - Les polynomes Fn(a, b, x, y) peuvent etre ca-
racUris6s par la relation de recurrence suivante :

Fi(a, b, x, y)=l;
(4) ^ ̂ n(a, b, x, y).=(6i+.ri)... (6, +^)F»_i(a, b, x+a, y)

-a-ia-2... a-^n-i(a, b, x, y). Q

D'autre pardo n definit les polynomes (^, fc), qui sont les analogues des

nombres de Stirling et des nombres factoriels centraux, par la relation de
recurrence suivante :

tn, 0 = ty^k = 0, sauf pour <o, o = 1;
(n, fc = <n-l, fc-l + *n-l, fe ]}6^(xi + (k - l)a. ) (n, ̂  > 1).

En^examinant les dernieres colonnes des escaliers, on verifie que Ie
polynome <n^ est Ie polynome generateur de 1'ensemble

Fn == {(^, f)\E ^E{n- k, k); f : une application dans E},
-Theonquement' on peut aussi demontrer ce theoreme en faisant intervenir Ie coef-

fi^ient d'un, mon6me ' en. les 45vari, ables ai, b,, x,, y., d^ne7orme^ee, 'co'mme dTns
)umJ ou plutot comme dans [DuFo]. ''"" ----,
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avec 1'evaluation ev deduite du remplissage 7?. ' == [[aa*]*[xx*j. On a done:

tn, k= E levW^)l-
(E, f)eP'^

ou encore :

6

(6) tn, k]]^yi(xi+b, )(xi+bi+ai)... (xi+bi+(k-2)ai)=^\ev{E, f)\
«=1

ou la somme est faite pour tous les couples (£", /)   Fn tels que la hauteur
de E est k. D'ou

TH^OREME 4. - Avec ^ notations precedentes, on a :

n 6

^(a, b, x, y)=^(-l)"-^{l][y. (2-. +6,)
(7) fc=l J=l

x (xi + 6, + a. )... (a-. +bi+(k- 2)a, )}. D

4. Les exemples des 1-escaliers.

Dans Ie cas ou^ = 1, ces etudes sont liees aux nombres de Stirling
et leurs variations. C'est un cas tres particulier ou il y a exactement une
seule surjection dans EOn- D'apres Ie theoreme 2, les polynomes Fn sont
simplement des monomes (cf. [DeLe] pour les travaux analogues).

4. 1. - On prend Ie remplissage 7Z = [61*]*[6l*]

7Z=

b\ 1

1

1

D'apres (5), Ie nombre tn, k n est rien d autre que Ie nombre de Stirling
Sn, k- D'ou la formule (7) s'ecrit sous une fornae bien connue:

bn = ^-l)n-kb{b +!)... (&+ fc - 1)5.,, = ^(-l)nfc!5,, fc Q).
fc=l fc=l

4. 2. - On definit un analogue des nombres de Stirling (^n, fc) par la
relation de recurrence :

{ <n, 0 = ^0, fc = 0, saiif pour <o, o = 1;
<n, fe = <n-i, fc-i + (a: +(^- - l)a)^-i, fc (n, ̂  ^ 1).
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Le remplissage correspondant est 'R. = [6a*]*[6a';l

7Z=

x x x x x

a

x

a

x

a

On a done d'apres (7) :

n

bn == ̂ (-l)"-fe6(6 + x)(b +x+a)... (b+x+{k- 2)a)^, fc.
fc=l

5. Les exennples des 2-escaliers.

Dans Ie cas des 2-escaliers (6 = 2), ces etudes sent liees aux nombres
de Genocchi, aux nombres d'Euler et nombres factoriels centraux, ainsi
qu'a leurs variations. Les exemples decrits ci-dessous ont ete etudies
originalement par GANDHI, DUMONT, FOATA, RANDRIANARIVONY et ZENG
(voir les references correspondantes).

5.1. Polynomes de Gandhi.

Ces polynomes (Fn(a;)) sont definis par la relation de recurrence [G an] :

! F, {x)=l;
Fn(x) =(X+ l^Fn^X + 1) - X2Fn_, (x).

Le rempllssage correspondant est 7^ == [11 (11)*]* [11(3-3;)*]

7Z=

1 1 x x

1 1
x x

1 1

a; a;

1 1
1 1

x x

Les nombres (ou polynomes) (<n, fc) sont des analogues des nombres
factoriels centraux, definis par la formule de recurrence :

{ tn, 0 = to, k = 0, sauf pour <o, o = 1;
tn, k = <n-l, fe-l +(a- + ^ - l)2tn-l, fc (n, k ^ 1).

On a done d'apres (7) :

n

Fn{x) = ^-\}n-k{{x + l)(a- +2).. .(a- + fc - l))2^, fc.

82

k=l



ESCALIERS EVALUES ET NOMBRES CLASSIQUES

En posant a: = 1, on retrouve la formule suivante :
n

G2n+2 = ^(-l)"-^t2T2n, 2fc,
fc=l

ou G^n+2 est Ie nombre de Genocchi, et T^n^k est Ie nombre factoriel
central (c/. par exemple [RiSt]).

5.2. Polynomes de Dumont-Foata.

Ces polynomes (Fn(x, y, z)) sent definis par la relation de recurrence
[DuFo] :

{ Fi(x, y, z)=l;
Fn(x, y, z) = (x+y){x+ z)Fn--i{x+l, y, z)-x2Fn-i(x, y, z).

Le remplissage correspondant est 'R. = [yz(ll)*}*[ll(xx)*}

7S=

1 1 I a; a;
y z
a; x

1 1

x x

y z
1 1

x x

On retrouve une formule obtenue pour la premiere fois par Carlitz[Car] :
n

F^, y, z)=^(-l)n-fc{(. r+y)(^+</+l)... ^+2/+fc-2)
fc=l x(x+z){x+Z+l)... (x+Z+k-2)Yn, k,

ou les nombres (tn. k) sont ceux definis dans Ie paragraphe precedent.
En particulier, pour a;=letz=y, ona:

2L . / \ 2

F,(l, y, y) = ^;(-l)n-fe ((y + l)(y +2)... (y + fc - 1))AT2^.
k=l

5.3. Polynomes de Dumont-Randrianarivony.

Ces polynomes (Fn(a;, y)) sont definis par la relation de recurrence
[DuFo] :

'F, (x, y)=l;
^ F^x, y) = (a- + l)(y + l)Fn-i(a- + l, y+ 1) - 2-^n-i^, y).

Le remplissage correspondant est 7?. = [ll(ll)*]*[ll(a;y)*]

7Z=

1 1 \x y

1 1

x y

1 11

x y\

1 ll
1 ll

x y\
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Les nombres (<n, fc) sont des analogues des nombres factoriels centraux,
definis par la formule de recurrence :

{ tn, 0 = to, k == 0, sauf pour <o, o = 1;
tn, k = tn-l, k-l +^X+k- l)(y +k- l)<n-i, fc (", k > 1).

On retrouve :

Fn(x, y)=^-ir-k{(x+l)(x+2)... (x+k-l)
x(2/+l)(y+2)... (y+fc-l)}<^.fc=l

5.4. Polynomes de Randrianarivony-Zeng.

Ces polynomes (Fn(a;, y)) sont definis par la relation de recurrence
[RaZe] :

{ ^(^, !/)=!;
Fn(x, y) = x(y + l)F, -i(a- +2, y + 2) - xyFn-, (x, y).

Le remplissage correspondant est K = [01(22)*]*[ll(a;?/):<

7Z=

1 1 [x y

0 1

x y

2 2

x y

0 1
2 2

x y

Les nombres (*n, fc) sont des analogues des nombres factoriels centranx,
definis par la formule de recurrence :

! <n, 0 = <0, fe = 0, sauf pour <o, o = 1;
tn, k == tn-l, k-l + (a- + 2(fc - l))(y + 2(fc - l))^-i, fc (n, & > 1).

On retrouve :
n

Fn(x, y)=^{-ir-k[x{x+2)... (x+2k-4:)
x(y+l)(y4-3)... (y+2fc-3)}<n, fc.k=l
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