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RESUM6. - Nous donnons les consequences combinatoires de la symetrie des
fonctions de Schur sur les tableaux et permutations sous-jacents.

ABSTRACT. - We indicate the combinatorial consequences of the symmetry of
Schur functions for the underlying tableaux and permutations.

Introduction

Nous avons grandement exploite dans plusleurs publications Ie lien
existant entre fonctions symetriques (plus specialement certaines fonctions
de Schur) et denombrement de permutations par nombre de reculs et indice
majeur inverse (c/. [D-F] et [D-W], entre autres). Assez curieusement,
1'une des caracteristiques des fonctions de Schur, la symetrie, n7y est pas

utilisee. Elle se traduit pourtant de maniere simple et les interpretations
bijectives se transportent sans pelne des unes aux autres. De plus, une
bijection de Gessel [G] permet de donner Ie menae type de resultat pour
les permutations de structure cyclique donnee.

1. Resultats

Soit a une permutation dans ©n. Un recul de o- est un entier z   [n - 1]
tel que a{i + 1) < o-(Q. On note rec((r) 1'ensemble des reculs de cr.

Les sous-ensembles de [n] sont en bijection avec les compositions (ou
permutations ordonnees) de n. A 1'ensemble E = {ei, e2,. .., e^}, dont
les elements sont ordonnes de fa^on croissante, on associe la composition
^ei, e2-ei,..., ek-ek-i, n-ek) den. Onidentifieraparlasuitel'ensemble
E et la composition associee. En "oubliant" 1'ordre des elements de la
composition £', on obtient une partition v(E) de n.

On dira enfin que la permutation <7 est de classe E lorsque rec(cr) C E.
Nous distinguerons la/orme ("up-down sequence") et Ie type (stucture

en cycles) d'une permutation. Soient y? une forme et A une partition de n,
ainsi que E une composition de n.

(*) Soutien par Ie P. R. C. Mathematiques et Informatique.
(**) Departement d'informatique, I.U. T. Strasbourg-III, 72, route du Rhin, F-67400 111-
kirch-Graffenstaden.
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Notons respectivement Ay(E) et B\(E) les ensembles de permutations
de classe E et de forme y ou de type A. Notons pour finir Ay(E) et B\(E)
Ie nombre respectif d'elements des deux ensembles precedents.

TH^OREME 1. - La forme y et Ie type \ etant fixes, les nombres
Ay, (£") ei B\{E) ne dependent que de la partition 7r(£I) sous-jacente a E.

La demonstration de ce resultat va etre illustree par un exemple dans
la section suivante. Les details des constructions utilisees et les justificatifs
se trouvent resumes dans [D-W].

2. Exemples

Considerons la permutation a = 623471598 de ©9. On a rec(ci-) =
{1, 5, 8}. Sa forme est representee de maniere commode en assimilant cette
permutation a un tableau de Young :

6

2347
159 .

8

Fixons-nous maintenant un sous-ensemble E C [n] contenant rec(cr) de
fa^on que a soit de classe E. Prenons E = {1, 5, 7, 8} dont la composition
associee est £ == (1, 4, 2, 1, 1). Pour illustrer Ie theoreme, nous allons
montrer comment construire une permutation a' de meme forme et dont la
classe E' = (1, 2, 4, 1, 1) s'obtient en permutant deux elements consecutifs
de E.

A partir de £' == (ei, e2,..., fifc) on construit la suite s constituee
de ei fois k, 63 fois k - 1, ..., ek fois 1, en ordre decroissant. Ici,
^=(5, 4, 4, 4, 4, 3, 3, 2, 1).

Reportons ces valeurs dans 1'ordre dans Ie tableau de Young associe
a <7 :

3

4443
541 .

2

On obtient ainsi un tableau semi-standard dont les elements sont stric-
tement d^croissants dans les colonnes et decroissants au sens large dans
les lignes. Ce sont precisement ces tableaux qui interviennent dans les
fonctions de Schur.

II s'agit maintenant de permuter convenablement les 3 et les 4 de
ce tableau. Les groupes constitues de ces deux nombres superposes sont
laisses inchanges; dans une meme ligne, les 4 et les 3 restants sont permutes
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puis reordonnes. Le tableau semi-standard ainsi obtenu est :

3

4433
531 "

2

Enfin, on renormallse en numerotant par ordre decroissant et de gauche
a droite :

4

2356
179 .

8

La permutation associee a' = 423561798 a la meme forme que o-; elle est
biendeclasse£'=(l, 2, 4, l, l)={l, 3, 7, 8}, puisquerec((7')-{l, 3, 8}.

L'argument utilise id est la proposition 2 de [D-W] (c/. [M]), et la
symetrie des fonctions de Schur.

En utilisant la bijection de Gessel (c/. [G] et proposition 8 de [D-W]),
on obtient une construction analogue qui preserve Ie type.

Reprenons la permutation a plus haut. Sa decomposition en cycles est :

a=(16)(2)(3)(4)(57)(89).
Recrivons ces cycles en commengant par leur plus grand element et par

ordre croissant de celui-ci : 2 3461 75 98. Cette ecrlture permet de recons-
tituer cr : les debuts de cycles ne sont autres que les elements saillants du
mot. Utilisons maintenant la meme suite s = (5, 4, 4, 4, 4, 3, 3, 2, 1) definie
par la composition E que nous pla^ons dans Ie mot precedent dans 1 ordre
indique par celui-ci :

44 4 35 34 12.

Nous obtenons ainsi un mot dont la factorisation de Lyndon (c/. [L] et
[D-W]) correspond au type cyclique de a.

Permutons maintenant les 3 et les 4 dans chacun des facteurs :

3 3 345 43 12.

Apres permutation circulaire eventuelle des facteurs et leur reordonnement
de maniere a obtenir de nouveau une factorisation de Lyndon :

45 343 3 3 12,

puis normalisation dont la methode est indiquee dans [D-W] :

21 435 6 7 98.

On obtient ainsi la decomposition en cycles d'une permutation a =
(12)(34)(5)(6)(7)(89)dont la suite des valeurs est a" == 214356798. Cette
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permutation a bien entendu meme type que a. On peut, de plus, montrer
que sa classe est E' = {1, 3, 7, 8} comme pour CT'. Ici, rec(<7") = {1, 3, 8}.

Dans un cas comme dans 1'autre, la construction sommairement decrite
est evidemment une bijection.

En fait, les nombres Ay{E} et B\(E) sont les coefficients des monomes
x ̂ lxy ... x i, k dans la fonction de Schur Sy et dans la fonction symetrique
de colliers L\ respectivement. La symetrie de ces fonctions est bien
evidemment equivalente au theoreme 1. Dans Ie premier cas, ce coefficient
est, bien connu.

TH^OREME 2. - Le nombre Ay(E) est egal au nombre de Kostka
Ky{Tr(E')), coefficient de la fonction monomiale m^(E) dans Sy.
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