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RiassuntO. Siespone il conlenulo di alcuni lavori dell' autore e in collaborazione con R. Cori. apropo-

sito della nozione di "parole senza quadrati parzialmente abeliani" ; in particolare d si sofferma sul risulta-

to ottenuto sulla crescita polinomialc di tail parole quando I'alfabeto ha tre lettere.

1. Parole infinite senza quadrati parzialmente abeliani.

* .,
Sia A" il monoide libero generato dall'alfabeto A , A la parola vuota di A* . Una parola w di

A e un quadrato se esiste una parola u ^ A tale che w=u. u =u2 . La parola we" senza

quadrati" se non esiste una fattorizzazione w=wiu2W2, con u ^ A . Si estende tale definizione

alle parole infinite su A, cioe alle applicazioni w : N -> A . Una parola infinita w e "senza

quadrati" se ogni suo prefisso finito Wn = w(l)w(2)... w(n) lo e .

E' noto che la minima cardinalita dell' alfabeto A per costruire una parola infinita senza

quadrati e 3. Parole infinite senza quadrati su tre lettere sono state costruite con van metodi. Per

esempio la parola m di Thue-Morse ottenuta mediante iterazione del morfismo (p : {a,b,c}*->

{a,b,c}*, definite da (p (a) = abc, (p (b)= ac, (p (c) = be una parola infinita senza quadrati ([ 8 ],

[ 14 ] ), mentre la parola di Arson e un altro esempio, che pero non e generabile mediante

1'iterazione di un morfismo, come ha mostrato J.Berstel ([ 1 ], [ 4 ]).

(*) Testo di un intervento su invito al " Seminaire Lotharingien de Combinatoire", settembre 1990, Salzburg,

Austria.

101



Nell'insieme delle regolarita "evitabili" (1) 6 nota la nozione di quadrato abeliano, cio^ di una

parola che si fattorizza come u.p(u), essendo p(u) una qualsiasi permutazione di u. Una parola

senza quadrad abeliani e anche senza quadrati, mentre ovviamente il viceversa non e vero. Per

esempio cabcacba e senza quadrad ma ha il quadrato abeliano abc.acb. La cardinalit^ minima di un

alfabeto A perche esista una parola infinita su A senza quadrati abeliani e 5, come ha dimostrato

P.Pleasants, costruendone una mediante 1'iterazione di un morfismo "abelian square-free", che ha,

cioe, la proprieta di conservare 1'assenza di quadrad abeliani ([ 16]).

Una congettura di P. Erdos a tal proposito asserisce che e possibile costruire una parola infinita

senza quadrati abeliani su un alfabeto di 4 lettere ([ 10]), mentre P. Pleasants in [ 16 ] propone di

udlizzare, anche in questo caso, 1' iterazione di un morfismo. Risultati connessi a questa congettura

di P. Erdos sono contenuti in [6], [7], [ 11 ], dove viene introdotta la nozione di quadrato

parzialmente abeliano, intermedia tra la nozione di quadrato e quella di quadrato abeliano, e che si

mostra essere un' altra regolarita evitabile, quando 1' alfabeto ha cardinalita IAI S 3 .

La nozione di quadrato parzialmente abeliano si pone naturalmente nell'ambito della teoria dei

monoidi liberi parzialmente commutativi, strutture algebriche pardcolarmente interessanti dal punto

di vista combinatorio, estensivamente studiate da Cartier e Foata [ 5 ] . In seguito ai lavori di mold

studiosi di modelli matematici della computazione parallela, e cresciuta la popolarit^ di tale teoria,

anche tra gli informatici teorici : [ 2 ], [ 8 ], [ 9 ], [ 13 ], [ 15] e molti altri. Piu diffuso e il nome

di traccia, per il generico elemento di un monoide libero parzialmente commutativo, e suoi

sottoinsiemi sono i cosiddetti linguaggi di tracce.

(1) Una parola ue A* si dice una regolarita "evitabile", se il linguaggio A* \A* u A* e infinito ([ 14 ]).
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Se A 6 un alfabeto e 9 una relazione binaria simmetrica e irriflessiva (1' insieme delle

commutazioni "parziali" ), 11 monoide libero parzialmente commutativo M(A, 6) e il monoide

quoziente A*/ ̂ Q , essendo ~9 la congruenza minima in A* generata da 6 . Se f e g sono due

parole di A* che individuano la stessa traccia in M (A, 9), [f] ~Q = [g] ~@ , la parola fg di A* si

dira un quadrato parzialmente abeliano (Q) o 9- quadrato, mentre 11 prodotto [f]^Q[g]~Q e un

quadrato in M(A, 6). Sia A la parola vuota di A* ; allora e possibile dare 1c seguend definizioni

([ 6 ], [ 11]):

DEFINIZIONE 1. Un 9- quadrato in A* e una parola fg tale chef~9 g ef^A ̂  g.

DEFINIZIONE 2. Una parola f di A* e senza 6 - quadrad se, per ogni fattorizzazione

f = gff'h , con f~9 f", risulta f = A = f".

Ad esempio, sia A= (a, b, c}, 0= {(a,c), (c,a)}. La parola bca.bac e un 6-quadrato, ma

non e un quadrato, mentre e un quadrato abeliano. E' ovvio che una parola quadrato b un

9-quadrato, per ogni commutazione parziale 6, ed e anche un quadrato abeliano. La sequenza di

P.Pleasants t una parola infinita, su di un alfabeto di 5 lettere, senza 9-quadrati, per ogni 6, e

quindi senza quadrad . E' dunque naturale chiedersi quale sia la cardinalita minima di un alfabeto A

perche esista una parola infinita su A senza 9-quadrati, con 9^0.

A questa domanda si e risposto dimostrando che la parola m di Thue-Morse fornisce un

esempio di parola infinita sull' alfabeto A ={a, b, c} senza Q-quadrati, dove 6 ={(a,c), (c, a)}, per

cui la risposta e3( [6], [ 11 ] ). SeO' e una qualsiasi commutazione parziale contenente

propriamente 9, una parola senza 9'- quadrati ha al piu lunghezza 15 [ 6 ], sempre per IAI = 3.

Nel caso IAI = 4 si 6 dimostrato in [ 6 ] che esistono parole infinite su A senza 6-quadrati,

dove 9 e la commutazione parziale rappresentata dal seguente grafo:
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In esso i vertici sono gli elementi di A = {a, b, c, d), ed i lati sono 1c coppie di lettere che

commutano, cioe 1c relazioni 6 nella presentazione M(A, 6); questo, finora e il migliore risultato

noto sulla citata congettura di P. Erdos.

2. Numero delle parole senza 9 - quadrati per |A| = 3

Sia 1^(9) il linguaggio delle parole in {a, b,c}* senza 9- quadrati. Nel caso in cui 6 = 0 esso

coincide con il linguaggio delle parole senza quadrati ordinari, L^, che e un insieme infinito, dal

momento che esistono parole infinite su tre lettere senza quadrad. Nel caso 9 = {(a,c), (c, a)},

L2(9) ̂  ancora un insieme infinito, ma la sua funzione di crescita e polinomiale ([ 7 ]), mentre

quella di L^ 6 esponenziale, da un noto risultato di F. Branderburg [ 3 ], il quale dimostra che il

numero delle parole di {a,b,c} * di lunghezza n e una funzione esponenziale di n.

Diamo ora una caratterizzazione di un 6- quadrato, udlizzando la nozione di "proiezione" di un

elemento f di A* sul sottoalfabeto Bdi A : 713(0 el' elemento di B* che si ottiene da f

cancellando ogni lettera x che non appartiene a B. Se f e un elemento di (A \ B)*, risulta K^(f)

= A. Le seguend proposizioni sono utili conseguenze della 1. 1 in [ 8 ].

PROPOSIZIONE 1. La parola f.g e un 6- quadrato se, e soltanto se, 1c seguenti condizioni (i) e

(ii) sono soddisfatte :

0) If'x =lglx Vxe A.

(ii) "x,y(f)="x,y(g) v(x'y) 6©
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PROPOSIZIONE 2. Le parole f e g e {a,b,c}* sono tail che f ~e g se, e soltanto se, esistono

fattorizzazioni di f e g:

f=fibf2b... fpbfp^, g=glbg2b... gpbgp^

soddisfacenti

Vi=l... p+l fi, g, e{a, c}* e Ifi la= Igi'a Jfi'c = I Si'c .

Con 1' ausilio delle precedenti proposizioni si prova in [11] che una parola senza 6-quadrad

non pub contenere come fattori "intemi" i fattori bacb ne bcab, la cut presenza darebbe

immediatamente luogo ad un quadrato ordinario oppure ad un 9-quadrato. Analizzando ancora la

struttura di una parola w su tre lettere senza 6- quadrati e possibile facilmente riconoscere altri

fattori "proibid", come Ie parole aba e cbc, la cut assenza ci permettera di collegare tali w alle

parole su due lettere senza "overlapping factors", e di utilizzare cosi un risultato di A. Restivo e di

S. Salemi del 1983, nonche il piu recente di Y. Kobayashi ([ 7 ], [ 17], [ 12]).

Sia M^ il sottoinsieme di A* cosdtuito dalle parole senza quadrad che non hanno aba n6 cbc

come fatten, cio^ M^ = L^ \ A* {aba, cbc} A*. Siano a e P il numero delle parole di

lunghezza n rispettivamente di 1^(6) e di M^. Le relazioni tra queste due cardinalita contenute nella

proposizione seguente sono il punto cruciale per la dimostrazione del risultato principale.

PROPOSIZIONE 3. 1 numeri a^ e ?" verificano:

(i) (3n ^ 4a^ Vn>3

(ii) o^ > 9(3^.4 Vn^7

La dimostrazione si trova in [ 7 ], ma qui ne diamo lo schema, che si ardcola sui Lemmi 1

e 2 che seguono.
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LEMMA 1. Se f euna parola di M^ , dilunghezza I ft ̂  2, e se g e tale che f = xgy , con x,

y e A, allora g e L2(9).

LEMMA 2. Se f 6 una parola di L^(Q), di lunghezza I fl S7, e se g e tale che f = ugv , con

u,v   A2, allora g e M2.

Entrambi questi due lemmi esprimono sostanzialmente il fatto, conseguenza della Proposi-

zione 2, che parole senza quadrati su {a, b,c} e che non contengono i fattori aba ne cbc, sono

niente altro, a meno di "bordi" piccoli, che parole senza 9- quadrati; viceversa, parole senza

6- quadrati abbastanza lunghe non contengono, come fattori "intemi". Ie parole aba nd cbc.

DIMOSTRAZIONE della Proposizione 3 .

(i) : sia xgy e A2A*, con x,y e A. Se xgy e M^, dal Lemma 1 e g e L^(Q) e ci sono 9

diverse parole xgy , al variare dei bordi x, y in A, che hanno lo stesso fattore "centrale" g in A* ;

se perb xgy e N3 , x non puo essere la prima lettera di g, ed anche y non puo essere 1' ultima

Allora Ie parole distinte xgy e MznA" tali che g ein 1^(9) n A"-2 sono al piu 4.

(ii): sia ugv e A4A*, con u,v   A2. Se ge Mzed 6 di lunghezza Igl >3, 1c possibili coppie

(u,v) tali che ugv e 1^(9) sono al piu 9 : ci6 si dimostra osservando che L^(Q) c L^, e che per

ogniparola f senza quadrati, di lunghezza lfl>2 esistono al piu tre parole u e Aztaliche uf e

ancora in 1^. Infatti, se f = xyg , conx, ye A, ese z e una lettera di A disdnta sia da x che da

y, allora lerelazioni u', u"e A, u'u"fe L^ implicano u'u" e {xz, yz, zy}. Dunque ogni parola

g di M2 di lunghezza n-4 si puo prolungare in al piu 9 parole disdnte ugv e L2 di lunghezza

n, e si perviene cosi' alia diseguaglianza contenuta nella (ii).

la

;ezza
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N.3 Dai 6 - quadrati ai fattori overlapping.

In questo numero si collegheranno Ie parole senza 6- quadrati su tre lettere alle parole senza

"overlapping" factors su due lettere, e lo faremo utilizzando 11 morfismo 5 : {a,b,c}* -^ {0, 1}*,

cost' deflnito: 5(a) = Oil, 6(b) = 01, S(c) = 0. Allora si ha la seguente Proposizione:

PROPOSIZIONE 4. Se f e una parola di M.-^, 5 (f) e una parola senza "overlapping" factors.

Inversamente, se w e {0,1}*, Iwl >6, 6 una parola che inizia con 0, senza "overlapping" factors,

allora esiste un unico elemento g di M^ elettere x, y e {a,b,c} taliche 5(xgy)=w.

La dimostrazione della Proposizione 4 e contenuta in [ 7 ], ed e ottenuta con una "reductio ad

absurdum" utilizzando la definizione di 5 e i risultati sulla struttura delle parole di M^.

Finalmente,come corollario della 4, la seguente Proposizione 5 stabilisce due utili

disuguaglianze che permettono, come gia detto, di applicare il seguente risultato di Y. Kobayashi

" Esistono costanti Cj e c-^, tali che i numeri y^ di parole senza "overlaps" su due lettere verificano:

GI n 1. 155 <$ 7n < C2n 1.587 ([ 12], [ 17 ]).

PROPOSIZIONE 5. 1 numeri (3 di parole di M2 di lunghezza n, e y^ di parole senza "overlaps"

di lunghezza n, verificano :

(i)Vn 3k e (2n-l, 2n, 2n+l}, taleche|3n^3/2Y^

(ii) Y2n^2p^.2

Conseguenze delle precedenti proposizioni sono essenzialmente due risultati che sembrano

non avere alcuna relazione tra di loro, ma che mvece scaturiscono entrambi dall' analisi dell' albero

delle parole su tre lettere senza quadrari e del suo sottoalbero delle parole senza 9- quadrad, i quali

hanno due funzioni di crescita diverse, esponenziale e polinomiale, rispettivamente.Essi sono:
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i) Un risultato enumeradvo sul numero delle parole su tre lettere senza 6- quadrad.

2 ) Un teorema di non esistenza per morfismi non elementari liberi da 9- quadrati.

TEOREMA 1. Ilnumero a^ delle parole senza 9-quadrati di lunghezza n verifica :

Cinl. 155 ^ a^ C2nl. 587 ;

Per la dimostrazione basta applicare il risultato di Kobayashi per y^, cd inoltre Ie Prop. 3 e 5.

TEOREMA 2. Ogni morfismo senza 9-quadrati di {a, b, c}*in se fe elementare.

Ripordamo qui la definizione di morfismo senza 9- quadrati, che e un morfismo che, applicato

ad una parola senza 6- quadrad, d^ per risultato ancora una parola senza 9- quadrad. Esempi sono

1'identita e 11 morfismo (p cosi definite : (p (b)= b, (p (a) = c, (p (c) = a, che chiameremo elementari.

DIMOSTRAZIONE del Teorema 2.

Sia (p un morfismo senza 6- quadrati e sia f e L^C\ A5. Ma Ie parole di lunghezza 5 senza

quadrati sono anche senza 9- quadrad, quindi f e L2 (9) H A5, e per 1' ipotesi su (p, (p(f) e 1^(6)

il che assicura, per una caratterizzazione dovuta a Crochemore, che (p e un morfismo senza quadrati

OSSERVAZIONE 1. Sia (p tale che due lettere in {a, b, c} hanno immagini di lunghezza maggiore

di 1. Allora, se f e 1^(9), ne aba ne cbc possono essere fattori di (p(f). Infatd, sia f una

parola di lunghezza 2 tale che (p(f) ha aba oppure cbc come fattore: f = xy , con x + y, ze {a,b,c},

z + x, z+ y. La parola g = yzxyzy e senza quadrati, per ogni scelta siffatta di x, y, z e {a, b, c}.

Risulta : u = (p(g) = (p(y)(p(z)(p(x)(p(y)(p(z)(p(y) = u'aba u" , con lu'l ̂  3, lu"l S3 , che, per il Lem-

ma 2, contiene un 6- quadrato. Contraddizione.

OSSERVAZIONE 2. Se due lettere x, y hanno immagini di lunghezza 1, x'e y', allora (p non ^

un morfismo senza quadrati, oppure (p e elementare. Siano infatti (p(x) = x', (p(y) = y'; allora,

essendo (p non elementare, l(p(z)l > 1, il che implica che (p(z) = z'u'z', con u' e (x',y'}*.

Consideriamo allora la parola senza quadrati uz, u e {x,y}, tale che (p(u) = u'. Risulta (p(uz) =
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u'z'u'z', che e un quadrato. Dunque, un morfismo senza 6- quadrati non elementare porta L^ in

M^ e do e in contraddizione con il risultato di Brandenburg ([ 3 ]) e con 11 Teorema 1 ([ 7 ]).
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