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Ein wesentlicher Schritt zur Konstruktion endlicher auflosbarer Gruppen
ist nach [3] die Bestimmung der Konjugiertenklassen von p/-Untergruppen
in GL(n, p). Man kann sich nach [3] dabei aufeinige kleinere Untergruppen
von GL(n, p) beschranken. Hier betrachten wir die monomiale Gruppe
Mn = ^p-l ( Sn und Untergruppen der Ordnung g, wobei 2 7^ g |^-1 gilt.

1. Reprasentantensysteme

Sei GF(p)* = (z). Dann hai x == z^ die Ordnung g. Zu geeigneter
Basis hat ein u G GL(n, p) der Ordnung q die Matrixdarstellung u =
diag (xel,... , a;en). Die Abbildung

log^. (Bn)q -^ V(n, g): diag(xel,... ,. cen) ̂  (ei,... , e^)

ist dann ein Homomorphismus der g-Sylowgruppe (Bn)q der Basisgruppe
Bn von Mn in V(n, g), der die Operation von Sr, libertragt. 1st GF(q)*~=
(y}, so ist

logy: V(n, q) -^ [-l, g - 2]n: (ei,... , en) ̂  (ai,..., an)

mit ai = -1 falls e^ = 0 und a, = c falls e^ = i/c eine Abbildung, die die
Operation van Sn ubertragt.

Erzeuger von Untergruppen der Ordnung q von Bn transformieren wir
durch beide Abbildungen, um durch die lexikographisch kleinsten
(ai,..., an) die Konjugiertenklassen von Untergruppen von Bn einfach be-
schreiben zu konnen.

Reprasentanten (ai,..., an), die ein a^ = -1 enthalten, ergeben sich aus
den Reprasentanten fiir TO - 1 durch Voranstellen einer -1. Fur die Tupel
(ai,..., an) ohne -1 konnen wir mit Permutationen 0<ai <a2 ̂  ... <
an erreichen. Potenzieren in Bn geht uber in die Addition einer Konstan-
ten aus Zq--^ zu jedem aj. Die lexikographisch kleinsten Reprasentanten
der Sn x ^g-i Bahnen besitzen mindestens einen 0-Eintrag und lassen sich
durch keine Subtraktion eines festen a, von alien aj und zyklisches Vertau-
schen der i-ten Position an die erste Stelle auf ein lexikographisch kleineres
Tupel transformieren. Das ergibt fiir kleine n folgende Reprasentantensy-
steme:
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ii=l: {(0)}. n = 2: {(-1, 0)} U {(0, z) \0<i<^}.
n=3: {(-l, i, j) | (i, j) Reprasentant fur n = 2}0

{(0, 0, j)|0<j^^1-}
{(O^J)\0^i<^-, 2i<j<q-l-i},
zusatzlich (o, ̂ 1, 2^3-) falls q = \mod 3.

n=4: {(-l, i, j, k) [ (i, j, k) Reprasentant fur n = 3}U
{0, 0, 0, fc) I 0 ^k<q-2}U {(0, 0, j, j) | 1 <j < ^-}U
{(0, 0, j, A;) \Kj <k<q-2}U
{(0, iJ, k) \Ki< ^-, 2i<j< k, u <, k ^ q-2-i, wobei

u=i+j falls j <, ̂ J- und -u = z+J"+ 1 sonst},
zusatzlich (0, ^-, 2 . ̂ 1-, 3. ̂ -) falls g = 1 mod 4.

Diese Darstellung 1st unabhangig von p. Durch Bestimmen primitiver Ele-
mente und Potenzieren erhalt man daraus die Losung des Ausgangspro-
blems. Insbesondere erhalt man leicht alle Isomorphietypen von Grup-
pen (Zp)nZg fiir n < 4. Fiirn== 4 und GF(pY = (z), b = ZET' und
GF(qY = (y) 1st die (01, 02, 03, 04) entsprechende Gruppe

G = (.ci, a?2, ^3, a'4, a'5| Fur 1 <?^^' ^ 4ist

xp, = 1, [xi, Xj] = 1, a. j= 1 und ̂ 5 = ^ct)
wobei

c,-
.
bvai

falls ai = -1
sonst

fiir 1 <? < 4.

Fiir n = 2 wurden die Gruppen implizit van 0. Holder [2] beschrieben, und
A. Rottlander [4] zeigte, dafi ̂  dieser Gruppen den gleichen Untergrup-
penverband besitzen.

2. Anzahlen.

Satz: Sei k(U, GL(n, p)) die Anzahl der Konjugiertenklassen zu U isomor-
pher Untergruppen von GL(n, p). Dann gilt im Falle U ^ Zq, q\p-l,
g 7- 2 die Rekursionsformel

k(Z,, GL(l^p))=^

k(Z^ GL(n, p)) = k(Z,, GL(n - 1, ^))

+
q-1 E v(d)

d\ggT(n, q-l)

Ml
7i)T
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wobei [r]s = r(r +1) ... (r+ s - 1) die steigenden Faktoriellen bezeichnet.

Beweis des Satzes. Wie bei den Reprasentantenmengen reicht es hier,
nur Tupel (ei,.. . , 6n) zu betrachten, bei denen jedes e, 7^ -1 1st. Um die
Bahnen von Zg-i zu zahlen, die auf der Menge der Bahnen von Sn auf
der Menge der n-Tupel mit Eintragen aus Zq-\ existieren, wenden wir
das Lemma von Cauchy-Frobenius an. Zu a 6 'Zi q-v ist (ei,... , en) n ein

Fixpunkt, wenn die e^ eine Multimenge der Machtigkeit n bilden, bei der
zu jedem a-Zyklus einer Lange I stets I gleiche Elemente auftreten. Nun
besitzt a fiir d = ggT(a, q - 1) genau d Zyklen der Lange sj]-. Wir haben
also nur dann Fixpunkte, wenn d \ n gilt, und dann ist die Anzahl gleich
der Anzahl der Bahnen von S^ auf {0, 1,... , g - l}^1'-"'^^ also gleich
^. [^ij^siehe [1, 8. 75].
Da zu festen d \ ggT(n, q - 1) genau (p(d) Elemente a mit dieser Bahnen-
zerlegung existieren, folgt die Formel.
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