SUL TEOREMA DI SHIRSHOV E SUI SEMIGRUPPI RIPETITIVI

Giuseppe Pirillo

1. Teorema di Shirshov.

In [16], recentemente apparso negli Atti del Séminaire Lotharingien de
Combinatoire, con riferimento a [17] e [18] & presentato sinteticamente il
contenuto di [13] e di [14]; in particolare & richiamato il seguente risultato.

Teorema 1. Siano A un alfabeto finito e totalmente ordinato ed s una
parola infinita su A. Allora esiste una parola bi-infinita t tale che i fattori di t
sono fattoridi s e t & periodica oppure w-divisa.

Questo teorema dice solo che, data una parola infinita, da essa si pud
estrarre un'altra parola con certe proprieta.

Uno degli scopi di questa nota & di annunciare il seguente teorema che
invece fornisce informazioni su ogni parola infinita a destra anche senza fare
l'ipotesi di finitezza sull'alfabeto.

Teorema 2. Siano A un alfabeto, R un ordine totale su A, R-1 I'ordine
inverso, L(R) ed L(R-l) gli ordini lessicografici indotti sul monoide libero
A¥ dagli ordini R ed R-1 rispettivamente. Allora ogni parola infinita a destra

su A ¢
ultimamente periodica
oppure
ultimamente -divisa per 'ordine L(R)
oppure
ultimamente -divisa per l'ordine L(R'l).

Osservazione. La dimostrazione di questo teorema richiede I'uso del
teorema di Ramsey.

2. Semigruppi ripetitivi.

La nozione di semigruppo ripetitivo ¢ stata introdotta da Justin che I'ha
studiata in [3-10] ed in collaborazione con l'autore di questa nota in [11,12].
Si veda anche [2].

Usando il teorema di van der Waerden sulle progressioni aritmetiche,
Justin in particolare ha dimostrato che il gruppo additivo degli interi &
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ripetitivo e pertanto la ripetitivitd non ¢ condizione di finitezza per semigruppi
finitamente generati [8].

Alcune condizioni piu forti della ripetitivitd (“forte ripetitivitd” [12] e
“uniforme ripetitivita” [15], per esempio) assicurano invece la finitezza di un
semigruppo finitamente generato.

Un altro scopo di questa nota ¢ di annunciare i seguenti risultati.

Teorema 3. Siano S e T due semigruppi finitamente generati e sia
ripetitivo il prodotto diretto S X T.Allora almeno uno dei due semigruppi S e
T ¢& finito.

Teorema 4. Sia S un semigruppo finitamente generato. Le condizioni
seguenti sono equivalenti:

1) S ¢ finito;

2) il prodotto diretto S X S & ripetitivo.

Osservazione. I Teoremi 3 e 4 sono dimostrati usando un risultato di [1].
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