
Die Rendezvous-Zahl eines endlichen, zusamnenhangenden Graphen

Wolf, Salzburg

Im Jahr 1964 entdeckte 0. Gross folgendes erstaunliche geo-

metrische Resultat:

Theorem (0. Gross)

Sei (X, d) ein kompakter, zusammenhangender, metrischer

Raum. Dann gibt es genau eine positive reelle Zahl r(X)

mit der folgenden Eigenschaft: Zu jeder naturlichen Zahl

n 6 IN und zu beliebigen Punkten (nicht unbedingt ver-

schieden) x,, x_,..., x in X, gibt es ein x e X, sodaB
12 n

gilt:

1 7d(x., x) = r(X).
1=^1

Beweis: Siehe [2] oder [5].

Definition 1 Die In diesem Theorem eindeutig bestimmte positive

reelle Zahl r(X) heiBt die Rendezvous-Zahl des kom-

pakten, zusammenhangenden, metrischen Raumes X. Der Aus-

druck m(X) := ^Y^ heiBt Magic-number des kompakten,

metrischen Raumes X, wobei D(X) den Durchmesser van X be-

zeichnet.

Dazu folgende

Bemerkung 1 a) Aus dem Mini-Max Theorem (siehe [1]) folgt:

r(X) = inf
n, x^,.

max
, x_ X ";^ n

n y6A 1=1
n

1 yd (x,, y) =

sup ^ min ;- ) d(x,, y) .
n, x^... x^X ;^ n ^, -K"i'J

Zum Beweis siehe [5].

b) Es gilt:

^ < m(X) < 1.
Zum Beweis siehe Theorem 2 in [2].
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Sei nun G = (V, E) ein endlicher, zusammenhangender Graph, ausge-

stattet mit seiner naturlichen Metrik d: Seien x, y zwei Ecken van

G: d(x, y) := Minimum aller Weglangen von x nach y, wobei

d(x, y) = 1 < > x benachbart zu y.

(G, d) stellt einen kompakten, metrischen Raum dar und in Anlehnung

an Bemerkung l. a. ) wahlen wir folgende

Definition 2 Sei G = (V, E) ein endlicher, zusanunenhangender

Graph, ausgestattet mit seiner naturlichen Metrik d.

D(G) bezeichnet den Durchmesser von G. Der Ausdruck

r(G) := , inf
:>xl""xkfev y V

1 ^
max, ^ . [d(xi-y)

\=1

hei6t die Rendezvous-Zahl van G.

m(G) := ^T^Y hei6t die Magic-number van G.

Bernerkung 2

Sei V = <x , x ,..., x } die Eckenmenge van G. Aus dem Mini-Max
Theorem (siehe [1]) und da 0 in IR dicht liegt, folgt:

n

r(G)=^min^^ max );a, d(x,, y)=
al'-"an2u y V 1^1 4 l

n

^
°«, max. -" ;^ , [«,d<x,. '"-

n

J,-1
Bemerkung 3 Es gilt:

^ ̂  m(G) ^ 1 - ^ (n = |V|).
n

Beweis: Seien x^, y^ e V so, daB: D(G) = d(x_, y_).

0>/0

d(xo'yo) ^ d(xo'y) + d(yo'y)
0"0'

V y 6 V.

D1G) < «ln d(xo'y)td(yo'y) , ""
y V

(nach Bemerkung 2)

m(G) £ ^ .
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Weiters gilt:

r(G) ^ max 
i yd (x., y) ^ n^1- D(G)

y6V n 1L1 l" n
(nach Bemerkung 2)

m(G)

1=1

'4

Es stellt sich nun die Frage, ob mit r(G) elne metrische Eigen-

schaft van G verbunden 1st. (Ahnlich wie r(X) mit X im anfangs ge-

nannten Theorem von 0. Gross). Da G diskreter Natur ist, erhalten

wir eines der Aussage dieses Theorems verwandte Eigenschaft von G:

Proposition 1

Zu je endllch vielen Ecken x,, x^,..., x   V (nicht unbedingt

verschieden) gibt es eine Ecke y 6 V mit:

^ [d(x^, y) - r(G)
1^1

sk

Beweis: siehe [4]

Das nachste Ergebnis beschaftlgt sich mit der Berechnung der

Magic-number einiger bekannter Graphen:

Proposition 2 Es gilt:

a) m(K) =1 -r, n   (N.
n n

b) m(C-'-{
1/2 n gerade

c) m(K ) =

(l/2). n^l n ungerade
3nm-4n-4m+4

n, m/ 2n(m-2)+2m(n-2)
V n, m > 2

und

m(K_ _) ^ ^
n,m

V n, m e N.

d) m(T) = ^ , T Baum.
Wobei K den vollstandigen Graphen mit n Ecken,

n

K den vollstandigen bipartiten Graphen mit n+m
n,m

Ecken und C den Kreis mit n Ecken bezeichnet.
n

Bewels: siehe [4]
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Das folgende Resultat studiert das Anderungsverhalten der Magic-

number, wenn man an eine Ecke van G endlich viele Ecken (welche

beliebig verbunden werden konnen) anhangt:

k e IN

Es gilt:

Proposition 3 r(G) ^ r(G ) ^ r(G) + 1 , V k   IN.

Beweis: siehe [4]

Zu dieser Proposition folgendes

Korollar 1 a) m(G ) 2: m(G), wenn D(G )
b) m(G ) s m(G), wenn D(G )

k

D(G)

D(G) + 1,

Beweis: siehe [4]

Definieren wir fUr zwei endliche, zusammenhangende Graphen G, und
G_ ihr herkommliches Prodiikt G x G :

1 2

(x, y) ~ (x', y/)

dann gilt folgende Beziehung:

Proposition 4 Es gilt:

x = x/ und y ~ y/

ode r

x ~ x/ und y = y/ ,

r(G, x GJ = r(G, ) + r(Gj

Beweis: siehe [4]

Zu jeder rationalen Zahl a e (D mit ^s a < 1 gibt
Als Folgerung dazu erhalten wir das

Korollar 2

es einen endlichen, zusammenhangenden Graphen G
mit: m(G) = a.

(Dies ist eine Art "rationales Analogon" fur
Graphen zur Proposition auf Seite 277 in [3]).

Beweis: siehe [4]
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AbschlieBend m6chte ich noch die Frage aufwerfen. ob sich die Ab-

schatzung m(G) ^ 1 - ^ (n = |V|) nicht vielleicht in folgender
Weise verbessern laBt:

m(G) ^ 1 - s+1 '
wobei s den maximalen Eckengrad von G

bezeichnet.

Zu dieser Frage fand ich vor kurzem folgendes Gegenbeispiel:
Betrachten wir den Moore-Graphen vom Typ (7, 2), d. h. dieser Graph
hat Durchmesser 2 und 1st regular vom Grad 7 und fur die Eckenan-

zahl gilt folgende Formel:
;2-1

n(G) = 1 +7 . '-^- (slehe Seite 114 in
[6]).

Daraus folgt n(G) = 50. Da dieser Graph regular 1st und Durch-
messer 2 hat, folgt:

50

I55 I d('t>'x) - 7. 1+(50-7-1). 2 _ 91
-50- 50'

fur alle Ecken x, wobel x^, ^..... ^o
die Ecken dleses Moore-Graphen

bezeichnen.

Daraus folgt nun, da6 die Magic-number dieses Moore-Graphen 91/100

betragt, wobel 91/100 > 7/8 1st.
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