Die Rendezvous-Zahl eines endlichen, zusammenhingenden Graphen

Wolf, Salzburg

Im Jahr 1964 entdeckte 0. Gross folgendes erstaunliche geo-

metrische Resultat:

Theorem (0. Gross)
Sei (X,d) ein kompakter, zusammenhdngender, metrischer
Raum. Dann gibt es genau eine positive reelle Zahl r(X)
mit der folgenden Eigenschaft: Zu jeder natiirlichen Zahl
n € N und zu beliebigen Punkten (nicht unbedingt ver-
schieden) X Xs oo n X in X, gibt es ein x € X, sodaB

gilt:

1 n
= Zd(xi,x) = r(X).
i=1

Beweis: Siehe [2] oder [5].

Definition 1 Die in diesem Theorem eindeutig bestimmte positive

reelle Zahl r(X) heiBt die Rendezvous-Zahl des kom-

pakten, zusammenhdngenden, metrischen Raumes X. Der Aus-

druck m(X) := %%;% heiBt Magic-number des kompakten,

metrischen Raumes X, wobei D(X) den Durchmesser von X be-
zeichnet.

Dazu folgende

Bemerkung 1 a) Aus dem Mini-Max Theorem (siehe [1]) folgt:

. 1 ¢ -
r(x) = n’inf'”x ex Max = Z d(xi,y) =
1 n yeX 1;1

. . 1
S xR gex WO o z d(xi,y)
1 n yeX i=1

Zum Beweis siehe [5].

b) Es gilt:
%Sm(x) < 1.

Zum Beweis siehe Theorem 2 in [2].
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Sei nun G = (V,E) ein endlicher, zusammenhingender Graph, ausge-
stattet mit seiner natirlichen Metrik d: Seien x,y zwei Ecken von
G d(x,y) := Minimum aller Weglingen von x nach vy, wobei
d(x,y) =1 <= x benachbart zu y.

(G,d) stellt einen kompakten, metrischen Raum dar und in Anlehnung

an Bemerkung 1.a.) wdhlen wir folgende

Definition 2 Sei G = (V,E) ein endlicher, zusammenhingender

Graph, ausgestattet mit seiner natiirlichen Metrik d.

D(G) bezeichnet den Durchmesser von G. Der Ausdruck
K

c 1
rlE) o= k,in{.”x ev MX z d(xi,y)
1 k yeV i=1
heiBt die Rendezvous-Zahl von G.
r(G) : . .
m(G) heiBt die Magic-number von G.
D(G)
Bemerkung 2
Sei V = {xl,xz,...,xn} die Eckenmenge von G. Aus dem Mini-Max

Theorem (siehe [1]) und da @ in R dicht liegt, folgt:
n

T?p « max z ald(xi,y) =

1 n yeV  i=1

r(G)

n
min Z ad(x ,y).
i i
yeV i1=1

]
=
-
X

Bemerkung 3 Es gilt:
Lsm@ s1-1 = V).
n

2
Beweis: Seien X s, € V so, daB: D(G) = d(xo,yo)
- d(xo,yo) = d(xo,y) + d(yo,y) YVyelV.
D(G) . d(xo,y)+d(yo,y)
— —>— = nmin = r(G)
yEV 2

‘(nach Bemerkung 2)

N =

= m(G) =
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Weiters gilt:

n
r(G) = max 1 z d(x ,y) = n=d D(G) (nach Bemerkung 2)
yeV " i=1 ! n

Sl

= m(G) =1 -

Es stellt sich nun die Frage, ob mit r(G) eine metrische Eigen-
schaft von G verbunden ist. (Ahnlich wie r(X) mit X im anfangs ge-
nannten Theorem von O. Gross). Da G diskreter Natur ist, erhalten

wir eines der Aussage dieses Theorems verwandte Eigenschaft von G:

Proposition 1

Zu je endlich vielen Ecken S € V (nicht unbedingt

2
verschieden) gibt es eine Ecke y € V mit:
Kk
1
| = z d(x‘.y) r(G) | =

1
k 2"
i=1

Beweis: siehe [4]
Das nichste Ergebnis beschidftigt sich mit der Berechnung der

Magic-number einiger bekannter Graphen:

Proposition 2 Es gilt:

a) m(K) =1 - l, neN
n n
172 n gerade
b) m(C ) = { -
n (1/2).—;;— n ungerade
_ 3nm-4n-4m+4
c) m(Kn,m) ~ 2n(m-2)+2m(n-2) ¥ m,m > 2
und
3
m(K ) == V n,m € N.
n, 4
d) m(T) = % , T Baum.

Wobei Kn den vollstdndigen Graphen mit n Ecken,

Kn = den vollstindigen bipartiten Graphen mit n+m

Ecken und Cn den Kreis mit n Ecken bezeichnet.

Beweis: siehe [4]

163



Das folgende Resultat studiert das Anderungsverhalten der Magic-
number, wenn man an eine Ecke von G endlich viele Ecken (welche

beliebig verbunden werden kdnnen) anhingt:

z
1
e G : z k € N
k 2
z
Kk
Es gilt:
Proposition 3 r(G) = r(Gk) = r(G) + % , V k € N.
Beweis: siehe [4]
Zu dieser Proposition folgendes
Korollar 1 a) m(Gk) =z m(G), wenn D(Gk) = D(G)
b) m(Gk) = m(G), wenn D(Gk) = D(G) + 1.

Beweis: siehe [4]

Definieren wir fiir zwei endliche, zusammenhdngende Graphen G1 und
G2 ihr herkémmliches Produkt G1 x G2:

(x,y) ~ (x',¥y') &= x=x'und y ~ y’
oder
X ~x"und y =y ,

dann gilt folgende Beziehung:

Proposition 4 Es gilt:
r(G1 x Gz) = r(Gl) + r(Gz)

Beweis: siehe [4]

Als Folgerung dazu erhalten wir das

Korollar 2 Zu jeder rationalen Zahl o« € Q mit % =a <1 gibt
es einen endlichen, zusammenhingenden Graphen G
mit: m(G) = «.
(Dies ist eine Art ‘“rationales Analogon" fiir

Graphen zur Proposition auf Seite 277 in [3]).

Beweis: siehe [4]
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AbschlieBend moéchte ich noch die Frage aufwerfen, ob sich die Ab-
schitzung m(G) =1 - % (n = |V|) nicht vielleicht in folgender

Weise verbessern l&aBt:

m(G) =1 wobei s den maximalen Eckengrad von G

-1
s+1 °’
bezeichnet.

Zu dieser Frage fand ich vor kurzem folgendes Gegenbeispiel:
Betrachten wir den Moore-Graphen vom Typ (7,2), d.h. dieser Graph
hat Durchmesser 2 und ist reguldr vom Grad 7 und fir die Eckenan-
zahl gilt folgende Formel:

& -

51 (siehe Seite 114 in

[61).
Daraus folgt n(G) = 50. Da dieser Graph reguldr ist und Durch-

n(G) =1+ 7.

messer 2 hat, folgt:

50
1 _ 7.1+(50-7-1).2 _ %N
50 12-:1 it = 50 = 50°
fiir alle Ecken x, wobei x , X_,...,X
1 2 50

die Ecken dieses Moore-Graphen

bezeichnen.

Daraus folgt nun, daB die Magic-number dieses Moore-Graphen 91/100

betrigt, wobei 91/100 > 7/8 ist.

165



Literaturverzeichnis

[1] Burger, E.: Einfitlhrung in die Theorie der Spiele
Walter de Gruyter & Co. Berlin 1966.

[2] Gross, 0.: The Rendezvous Value of a Metric Space.
Advances in game theory, 49-53 (Annals of Mathematics
Studies, 52. Princeton Univ. Press, Princeton, New
Jersey, 1964).

[3] Stadje, W.: A property of compact connected spaces. Arch.
Math. Vol. 36 (1981) Birkhiuser Verlag, Basel.

[4] Wolf, R.: Die Rendezvous-Zahl eines kompakten, zusammen-
hédngenden, metrischen Raumes. Dissertation (Salzburg,
1990).

[S] Yost, D.: Average Distances in Compact Connected Spaces.
Bull. Austr. Math. Soc. Vol. 26 (1982), 331-342.

[6] Walther,H./H.-J. Voss: Uber Kreise in Graphen
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin 1974.

Reinhard Wolf

Institut fir Mathematik
Universitdt Salzburg
Hellbrunnerstrasse 34
A-5020 Salzburg / Austria

166



