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ABSTRACT
For any graph with edges weighted by formal variables, we consider the following "linear

evolution" problem. For each n (time) and for x and y (vertices of the graph), H(n, x,y) is, at time 0 the
unity value on x, and at time n+1 the sum of the H(n, x,z) weighted by the variables associated to the
edges (z,y) going in y. There are two different forms of the unique solution of this problem, leading to
an identity closely related to the underlying graph. The first form is usual and comes from linear algebra.
The second fonn, very different and using continued fractions of Dyck, is obtained by a totally new
approach issued from evolution problems. A particular case of this problem in the case of graph Z,
gives the well known three terms recuirence.

An application in the combinatorics of maps is then proposed, using as underlying graph, the
infinite tree, associated to the family of rooted planar maps (well labeled trees), weighted by
appropriately chosen formal variables. We then establish a set of functional relations for rooted planar
maps and well labeled trees, one of them links the generating series of rooted planar maps with the
generating series of Dyck words.

RESUME
Etant donne un graphe quelconque dont les arcs sont values par des variables formelles,

on considere Ie problfeme d' "evolution lineaire" suivant : determiner pour tout n (temps), x et y
(sommets du graphs), H(n,x,y), sachant qu'^ 1'instant 0, H(0,x,y) est la valeur unite en x, et qu'^
1'instant n+1, H(n+l,x,y) est la somme des H(n,x,z) ponder6s par les variables associees aux arcs (z,y)
entrant en y. On peut donner deux formes diffdrentes de la soludon unique de ce probleme, d'ou une
identity intimement associee au graphe sous-jacent au probl^me. La premifere fonne est classique et issue
de 1'algebre lineaire. La seconde forme, totalement differente et impliquant 1'apparition de fracrions
continues de Dyck est obtenue par une approche totalement nouvelle issue des problemes d'evolution.
Un cas pardculier de ce probleme est 1c cas oil 1c graphe est Z, celui de la recurrence ̂  trois temies.

Une application dans 1c cadre de la combinatoire des cartes est alors proposde, utilisant comme
graphs, 1'arbre infini sous-jacent ̂  la famille des cartes planaires pointdes (arbres bien dtiquetds), value
par des variables formelles convenablement choisies. On en deduit un ensemble de relations
fonctionnelles sur les cartes planaires point6es et les arbres bien ^tiquetds, dont 1'une lie la serie
generatrice des cartes planaires point^es ̂  lj serie generatrice des mots de Dyck.

INTRODUCTION

De nombreux problemes en math^matiques concement des phenomenes d'evolution, c'est-a-dire

dependant du temps. D'une certaine fa^on. Ie probleme resolu dans cet ardcle, peut etrc vu comme celui

d'une equation d'evolution, traitee sous un aspect calcul formel, totalement discr^tis^ et combinatoire.

La technique udlisee dans cet article peut egalement £tre rapprochee de la classique methode des elements

finis utilisee en analyse num6rique pour modeliser un tel probleme d'^voludon. La difference 6tant que
1'analyse numerique realisera des calculs sur des valeurs concretes alors que les resultats obtenus ici sont
realises au niveau da calcul formel.

Une autre fa?on d'interpreter les objets combinatoires et les resultats presentes dans cet article est

issue de 1'algebre linCaire. On verra en particulier, que la serie formelle W(t, x,y) definie ci-dessous est Ie
terme general de 1'inverse d'une matrice.
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Cependant, cet aspect n'est pas celui qui a guidd 1'obtention des r^sultats de cet article qui
presente les resultats suivants :

Au Paragraphe I., une idendt^ nouvelle, inrimement associee b tout graphe quelconque est
d'abord etablie. Precisement, etant donne un graphe quelconque dont les arcs sont values par des lettres

d'un alphabet Qt, on considere Ie problfeme d' "evolution lineaire" ainsi defini:
Detenniner pour tout n (ender representant Ie temps), x et y (sommets de G), H(n, x,y) dans

N[[C^]], sachant qu'^ 1'instant 0, H(0, x,y) est la valeur unite en x, c'est-^-dire H (0, x,y) = ll<x} (y)
et sachant qu'^ 1'instant n+1, H (n+l, x,y) est la somme des H(n, x,z) pond6res par les variables

associees aux arcs (z,y) entrant en y.

II s'avere que 1'on peut donner deux formes differentes de la solution (^ I'^vidence unique)

de ce probleme d'evolution, d'ou une idendt^ inrimement associee au graphe sous-jacent au problfeme :
La premiere forme, que 1'on trouvera par exemple dans [CF69] ou [Vi85], est trfes classique et

issue de 1'algebre lindaire. H(n,x,y) est dans ce cadre la somme pour tous les chemins delongueur n

allant de x ^ y dans Ie graphe G, des monomes associds ̂  ces chemins (ce monome est 1c produit des
valuadons des arcs consdtuant Ie chemin consid^r^).

La seconde forme, totalement differente et impliquant 1'apparition de fracdons continues de Dyck

est obtenue par une approche totalement nouvelle issue des problemes devolution. Ainsi 1'interpretation
des termes qui consdtuent cette seconde fonne sera de nature "markovienne" (c'est-^-dire que la

valuation d'un arc Ie long d'un chemin sera fonction de 1'arc qui 1c precede dans Ie chemin)

par opposition ̂  la situadon de 1'algfebre lin^aire ou la valuation d'un chemin est Ie produit des valuations

de ses arcs (situation de nature "ind^pendante").

Un cas pardculier de ce problfeme est 1c cas ou 1c graphe sous-jacent est Z, celui de la bien

connue rtcurrence ̂  trois termes : l'idendt6, dans ce cas particulier, se d6duit essendellement de 1'identit^
entre la fracdon continue et son d6veloppement sous fonne d'une s6ne fonnelle.

Les applications de cette 6quadon sont potentiellement nombreuses. On peut songer ̂  des

applicadons a des reseaux de neurones lindaircs par exemple.

Au Paragraphe H., est pr6sent6e une application dans 1c cadre de la combinatoire des cartes :
on determine, dans ec paragraphe, l'idendt6 prdcitde de ce problfeme d'dvolution associ6 ̂  1'arbre infini

(cf [Ar85]) sous-jacent ̂  la famille des canes planaires pointdes (arbres bien edquet6s) (cf [CV81],
[Ar86]), valu6 par des variables formelles convenablement choisies. On en ddduit un ensemble de

nouvelles relations foncdonnelles sur les cartes planau-es pointees et les arbres bien etiquet^s, dont la
premifcre lie la sdrie gdndratrice des cartes planaircs point^es h la serie g6n6ratrice des mots de Dyck.

Les m^thodes usuelles dans l'6tude des cartes planaires pointdes concement la definition de

transformadons topologiques sur les cartes ̂  partir desquelleS on ddduit des dquations sur les series
gen^ratrices. Cette approche, initide par W. T. Tutte, a donnd la premiere dquadon (cf [Tu68]).
Une seconde equation totalement diff^rente dans sa forme mais dgalement obtenue par des techniques

topologiques a et6 obtenue par D. Arqufes (cf [Ar85]). La troisi^me equation obtenue ici pour la serie

g^n^ratrice des cartes planaires est totalement nouvelle dans sa technique d'obtendon et dans sa forme.



I. UN PROBLEME D'EVOLUTION

1.1. Fonction d'evolution associee h un graphe

DEFINFTION : Graphe muni d'une valuation formelle (G, a).

l. On se donne un multigraphe non orient^ G = (X,U) quelconque (^ventuellement infini),

ou 1'on rappelle que :

* X represente 1'ensemble des sommets du graphe G,

* U represente 1'ensemble des arcs du graphe G (les arcs multiples et les boucles sont autorises).

G etant non oriente, tout arc i de U admet un arc oppose, notd -i dans la suite.

2 . On associe & chaque arc i de G une variable formelle a(i).

On note Cl 1'alphabet constitu6 par les lettres a(i) codant les arcs de G.

REMARQUES

i. Dans Ie cadre d'applications, les variables a(i) peuvent formellement representer Ie

coefficient de transmission ̂ lectrique si Ie graphe est un rdseau de neurones, Ie flux autoris^ par 1'arc

dans un probleme de transport ou une variable d'une serie gen^ratrice intervenant dans un probleme

d'enumeration naturellement lie au graphe. C'est dans ce demier cadre que les r^sultats seront appliqu^s
au Paragraphe II.

2 . Le casd'un multigraphe orient^ est inclus dans cette etude. En effet, si i est un arc du graphe
G et si -i n'est pas arc de G, il suffit de prendre a(-i) = 0.

DEFINFTION : Fonction devolution H assocUe d (G, a).

On consid^re les fonctions : ye X-> H(n, x, y) e H[Q(]

ou : n e N estle temps,

x est un sommet (donn6 au d6pan) du graphe G,
y est un sommet g^nerique du graphe G,

N[Cl] est 1'ensemble des polynomes formels en les variables commutadves de Ct ̂  coefficients entiers.
y2 =T(i2) yi=T(ji)

H 6tant defmie par (cf Figure 1):

(I)

ou:

H(0, x, y)=fl{, )(y)

H (n+1, x, y) = ^ a (-j) H (n, x, T(j)) , nS 0
JeA(y)

A (s) est 1'ensemble des arcs issus de s dans G,

T (j) est l'extr6mit6 terminale de 1'arc j.

'Jl

yk=T(ik)

Figure 1

ll (y) (notee dgalement ll{y . i}) est la valeur prise en y de la fonction indicatrice de 1'ensemble I :
lli(y)= 1 siy s I et fli (y) =0siy ̂  I

Intuitivement, H (n, x,s) correspond ^ la sorde en s ^ 1'instant n, lorsqu'^ 1'instant 0, on a inject^ la
valeur 1 en x dans Ie graphe G.



PROBLEME D'EVOLUTION : II s'agit de detenniner H.

ASPECT EQUATION FONCTIONNELLE DE CE PROBLEME D'EVOLUTION
Selon une technique classique en combinatoire, on ramene (I) ̂  une equation fonctionnelle en

faisant intervenir la variable t dont 1'exposant donne Ie temps n.

On pose : W (t, x, y) = ^ H (n, x, y) t"
n20

On en deduit facilement 1'equivalent du systfeme (I) sous forme d'une reladon fonctionnelle :

(II) %(t, x, y)=fl(, )(y)+t ^ a(-j)%'(t, x, T(j))
j e A(y)

THEOREME1

La relation fonctionnelle (II) admet une soludon unique <H>(t, x,y) dans N[Gl] \[tQ (ensemble des
series formelles en la variable commutadve t ^ coefficients dans N[Cl]).

DEMONSTRATION

Evidente : %(t, x,y) est 1c point fixe unique d'une applicadon contractante dans 1'espace metrique

complet N[Q] [[t]] muni de la distance ultram^trique classique d^finie sur les series.

REMARQUES

l. Le problfeme a 6t6 pos6 dans Ie cadre d'un probleme d'evolution, cadre qui a guide sa
resolution, en paniculier dans la "Situadon 2" (cf Paragraphe 1.3. ci-dessous).

Dans 1c cadre de I'alg&bre lin^aire, une autre definition classique de <H> (t, x,y) aurait pu etre

donnee : si 1'on associe ̂  tout chemin orientd Cdex ̂  y, Ie monome consdtue par la multiplication des
valuations formelles t.a(i) de ses arcs i, %(t,x,y) n'est autre que la s6rie somme de tous ces monomes

(c'est la "Situation 1" d^crite au Paragraphe 1.3. ci-dessous). Par ailleurs, si ̂ est la matrice d'adjacence

formelle du multigraphe G (1c terane a,.y de ̂ est la somme des valuadons des arcs allant de x ^ y) alors
la matrice (W (t, x,y))^,y n'est autre que (Id - t A)-1. On en d6duit 1'expression bien classique
% (t, x,y) = V I det (Id -1 ̂ ), oil N,,y est 1c mineur pour (x,y) de la matrice (cf [CF69], [Vi85]).

2 . Cette reprtsentadon matricielle n'est cependant pas adapt6e ^ la "Situation 2" definie

Paragraphe 1.3., d'ou ce choix de prdsentadon du probleme.

L2. Resolution dans Ie cas particulier du graphe infini G = Z

Dans ce cas particulier, la relation (I) est une rdcurrence ^ trois termes, dont la solution est

classiquement donnee par une fraction continue.

DESCRIPTION DU PROBLEME

* On considfere 1c cas ou a+ et a. 6tant des variables donntes, "^ Jx-
¥ arc (y, y+1), y e Z : a(y, y+l) = a+ et a(y+l, y) = a-

sont ind6pendantes de y.

* U y a alors invariance par transladon :

0 y y+i

Figure 2

Y xet y e Z <H>(t, x, y) = < (t, 0,y - x)



SOLUTION DE CE PROBLEME SUR Z

THEOREME 2 : Determination de %.

Si 1'on note d la serie generatrice des mots de Dyck, solution de 1'equation d(z) = 1 + zd2(z), et :
X+ = X (a+, a. ) = t. a+.d(t. cc+. t. a.) = tC4

1 - f- a. a+

1 - t^ a. a+

A.. = ^. (a., a+) = t. a..d(t. a+.t. a.) ta.

1- t2 a+ a.

1- tA a+ a.

On a: l

^ =a. A^. =a+X.

% (t, 0, 0) =
l-2^it

2. Yi>0 W (t, 0, i) = ^ % (t, 0, 0)

% (t, 0, -i) = A. ' % (t, 0, 0)

DEMONSTRATION

2. Comme rappel6 ii la remarque pr6c6dente, %(t,0,i), i>0 (demonstration analogue pour i<0),
est la somme sur tous les chemins allant deO iti sur Z, des monome consritu6s pour chacun de ces
chemins de la multiplication des valuations formelles t.a+ (resp. t.a.) de ses arcs montants

(resp. descendants). Par d^composirion en fonction des demiers passages aux niveaux 0, I, ..., i-1,

on (^compose un tel chemin en un chcmin allant de 0 en 0 (terme g^ndrique dc W(t,0,0)), puis en une
montde (la demi^re de 0 en 1 (terme t.a+) suivi d'un chemin allant de 1 en 1 sans jamais passer en

dessous dii niveau 1 (c'est un mot dc Dyck dont les pas montants et descendants sont respectivement
cod^s par t.0t+ et t.OL, done Ie termc g6n6rique de d(t.04 . t.<x.)) et ainsi de suite jusqu'au niveau i, d'ou

lafomaule : % (t, 0, i) = <H> (t, 0, 0) . (104. d (t2 a. aj)1 = K (t, 0. 0) ^
l. Pour i = 0, 1c rtsultat se d&iuit de 2. et de 1'dquadon:

W (t. 0, 0) = 1 +t a+W (t, 0, -1) +1 a. 'H» (t, 0, 1)

REMARQUE : L'6quation <H> (t, 0, i) =xt % (t, 0, 0) W(t, 0,0) ^ ^ ^ ^
est un cas pardculier dans Z de 1'idcndt^ g6ndrale annoncte
dans I'introducdon (cf § 1. 3. ) : 1c membre de gauche est la
somme classiquc sur tous lcs chemins allant de 0 ^ i, issue

de I'alg&bre lindaire, alors que Ie mcmbre de droite peut etrc
interpr t6 autrement. Consid^rons la valuation de type
markovicnne suivante : un arc d'un chcmin donnd est valud

^+ ou '>.. (resp. 0) s'il est montant ou descendant et pr6c666,

\
I i-l

Valuanon
maricovienne

\^ \.
/^~s

^o o e

Figure 3

dans ce chemin, par un arc allant dans 1c meme sens (resp. dans 1c sens contraire). Le premier arc du
chemin issu de 0 sera valud par W (t,0,0) et 1c demier arc du chemin par A.+ ou \. suivant qu'il est
montant ou descendant. On constate alors (pour i > 0 par exemple) que Ie seul chemin ayant une

contribution non nulle pour cette valuadon est Ie chemin qui monte directement de 0 & i sans jamais faire
de retour arrifere, et cette contribudon est Ie membre de droite de 1'^quarion interprftfe. D s'av^re que ce

type de formule peut etre g6n6ra^s6e au cas d'un mulographe valu6 quelconque:



1.3. Resolution dans Ie cas general

Generalisant les valuations markoviennes d^crites dans Ie cas de Z dans la remarque prdcedente,
on a les notations suivantes :

NOTATIONS
Les series definies ci-dessous, sont formelles en les variables commutadves : t, a (i), i e U.

i. On note Eij une s^rie formelle appel6e coefficient de transmission de 1'arc i a 1'arc j.
2. On note v(x), une serie formelle appelee ordre de x, associ^e ̂  tout sommet x du graphe G.

On note ̂ (i), une s6rie formelle associ^e ̂  tout arc i du graphe G.
3 . x et y etant deux sommets du graphe G, on note V (x,y), 1'ensemble des chemins orientds

de x ^ y dans G, delongueur n S 1.

On notera : C = (xo=x, Xi, ..., x» = y) un chemin dans G (x,y), constitue des arcs :

i; = (XQ, Xi), ..., in = (Xn.i, Xn ) OU !", dcmier arc de C, sera not6 f(C).

On associe alors sl un tel chemin C, la sdrie e, , . "" ~ i,

formelle de transmission 1c long de C:

S(C)=lln=i+ll^2F[ £|,, 1,.,

Vln. l^

1= 1 l/v(x)

5(C) n'est autre que Ie produit des

coefficients de transmission Ie long des arcs Figure 4
de C joignant x ^ y dans Ie graphe G.

4. La soludon sur Z (cf § 1.2.) "pour 1'arc i" du graphe G, c'est-^-dire avec :
a+ = a (i) et a. = a (-i) sera not6e: X+ = ^. (a (i), a (-i)) = X, (t).
On a alors : ^ = X.; (t) (evident).

THEOREME 3 : La soludon unique du problfeme d'dvoludon (11) est:
<K> (t)x'y) = v^cTl1 1{X} (y) + ^ 8 (c) . * (f (c)) I

CeG(x,y)

Cette formule etant prise dans I'une ou 1'autre des deux Situadons I et 2 :

SITUATION 1

(alg^bre lin6aire)

SITUATION 2

(markovienne)

v (x) = 1
Eij = t. a (i)
£i,j = 0

<t> (i) =t. a (i)
si i est pr&idcesseur de j dans G

sinon

v(x)=l- ^ a(.j). t. ^j
J A(X)

ei,j=a(i)(l-?Li^i)^^=<o(i)

<i>(i)=a(i)(l-XiX,)
v(T(i))

si i est predecesseur dej etj ?i -i

£i,j = a (i) (1 - ^ \. [] _^, ^ -^. i = <t> (i) -^i si i est pred^cesseur dej etj = -i
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REMARQUES

i. Dans la Situation 1, on a la situation classique de 1'algebre Uneaire, 1'expression de %(t, x, y)
donnee par 1c second membre du Theoreme 3 6tant alors la classique serie somme des monomes
(obtenus par multiplication des variables t. a(i) associees aux arcs i du chemin) associes aux chemins
orientes de x a y.

2 . Dans la Situation 2, Ie monome 6(C). <t>(f(C)) associe au chemin C, n'est pas multiplicadf
comme dans la Situation 1, mais de type markovien, la quantite eij associee ̂  1'arcj dependant de son
predecesseur i dans Ie chemin C. Ce n'est plus la situadon classique de 1'algebre lineaue.

3 . S'il existe i s G/a(i) eta (-i) sont diffdrents de 0 alors \ et ̂ . i sont diffdrents de 0 dans la
Situation 2, et done les deux expressions de e, j dans les Situations 1 et 2 sont effectivement
profondement differentes. Par suite, ces deux situations conduisent, par Ie Thdoreme 3, a deux
expressions differentes de la meme fonctionnelle 'H>.

On en deduit done une relation fonctionnelle nouvelle associee au graphe G.
4 . Dans 1c cas particulier du Paragraphe 1. 2. ou G = Z, <H»(t, 0,0) apparait comme la fraction

continue associee ̂  une rdcurrence b trois tennes particuliere. Le Theoreme 3 peut done etre vu comme
une generalisation h un graphe quelconque de l'6galit6 entre une fraction continue (expression de
%(t, x,y) dans la Situation 2) et son developpement en sdrie formelle (expression de *H>(t, x,y) dans la
Situadon 1).

Pour prouver 1c Theoreme 3, 1c lemme technique ci-dessous sera necessaire:

LEMME : D6composition de chemins
Soient x et y deux sommets de G.

Alors 1'ensemble des chemins dex ̂  yest: ll{x) (y) + ^ (x, y)
ou C (x,y), ensemble des chemins orientds de x ^ y, de longueur S 1, se d^compose en :

^ (x.y) = S Il(x} (Yj) (-J) + E ^ (x, yj ) . (-j)
J6A(y) J A(y)

avec : j 1'arc g6n6nqw (y, yj = T 0")) issu de y, A(y) 1'ensemble des arcs issus de y dans G,

'. " 1'operation de concatenadon des chemins et S 1'union ensembliste disjointe.
DEMONSTRATION DU LEMME

Evidente (1c premier terme du second membre de cette dquadon donne les chemins de longueur 1
et Ie second tenne ceux de longueur > 2).

DEMONSTRATION DU THEOREME 3

SITUATION 1. Cette situation est evidente et classique : laissee au lecteur.
SITUATION!. On garde la notation du lemme precedent: j arc generique (y, yj = T (j)) issu de y.

Montrons que 1'equation (ID est v^rifiee quand on remplace % par sa valeur donnee par 1c Theoreme 3
dans la Situation 2. La quandte:

0= fl(x}(y)+t ^ a (-j) % (t, x, yj =T (j)) estegale, parleTheoreme3^:
J6A(y)

^= fl(x>(y)+t ^ a(-j)^[fl{, )(yj)+ ^ 5(Cj). 4>(f(Cj))1
,
a<-j)7fe[ll<x'<y'>+,

j6A(y) '-[ Cj6G(x, yj)

11



Or, par definition de 4> et du coefficient de transmission e, ona : <(> (f (Cj)) = Ef (q), -j + ll(j) (f (Cj)). \
Done, en notant C = Cj. (-j), ou Cj e C (x, yj ): 8 (Cj) . <t> (f (Cj)) =5 (C) + fl (j, (f (Cj)). S (Cj). ^

De plus. Ie dernier terme de 1'^quation pr^cedente n'est non nul que si : f (Cj) = j, c'est-^-dire si
Cj = d.j, avec d un chemin de x ^ y.

Done, si 1'on note C, = d.j dans ce demier terme, on a, en exprimant §(Cj) en fonction de 5(d),
en distinguant les cas ou la longueur] d | du chemin d est > 1 (et done : d appartient ^ S (x, y)) ou nulle :

8 (Cj). <fr (f(Cj)) = 5 (C) + llc, =d. j, |d|si 8(d)£f(d), j. ̂ j + llq=j ^

Done: CT = fl<, } (y) + t ^ a (-j) ̂ . ....
J 6 A (y)

. |Il(x}(yj)+ Z 8(C)+ ^ llq=d. j, |d|si§(d)£f(d). j. ^j+ S llc, =jA.j1
Cj 6 G (x. yj ) C; 6 C (x.y,) C, e C (x.y,)

Or, par 1c lemme de decomposition de chemins, les deux premiers termes du crochet ci-dessus,
se rdecrivent, compte tenu de la definidon de 5 :

I a(-j)[ll{, }(yj)+ ^ S(C)~|=^ ^ a (f(C)) 5(C)v(x) . ^.. "'VJ/|~<?l}w-l/' _ ^. "'""|-v1
J6A(y) [ C, 6C(x.yj) J " ^ Ce G (x,y)

Par ailleurs, dire que Cj dans G (x, yj ) est de la forme d.j avec |d| S 1, est dquivalent ^ dire que

d appanient ̂  C (x, y), ce qui permet de r^crire Ie troisieme terme du crochet:

1 S S a(-J)^5(d)ef(d), jXj
jeA(y)d6 C(x, y)

Enfm, dans 1c quatri&me terme du crochet, q dans_G (x, yj) est egal ^j=(y, y) si et seulement si x = y.

Ce quatrieme tenne se r66cnt done : flf,, (y). t V. a f-i) } , X,
JeA(y)

On deduit de ces remarques :

<^= fl(x)(y)+t S a(f(C))^§(C)+t S I "(-J)^8(d)£f(d, j^
CeC(x,y) ' w J6A(y) d6C(x,y)

+fl(x}(y)t ^ a(-j)^Xj
JeA(y)

En redcrivant Ie demier terme & 1'aide de la ddfinidon de v(x) et en rempla^ant la notadon d par C dans 1c
troisieme terme, on a :

S t. 5(C)fa (f(C))+ ^ a(-j)£f(c). ^j'
C G(x, y) L JeA(y)

v(y)

<7=fl{x}(y)+fl{x}(y). l-^)+
v (x) v (x)

Or: <t>(f(C))=a(f(C))(l-^(o^(C))^, soit: t= <t> (f(C)) -
'a(f(C))(l-A. f(c)^f(o)

, d'ou :

^=^<x)(y)+^ I 8(C). <t>(f(0).
/CeC(x,y)

v(x)"(x)v/rv(x)-, ^- - ^. fa(f(C)) + ^ a(-j) Ef(c),j ^
a(f(C))(l-^f(c)X. f(c))'["""// '-^ ̂  " ^)'} '"}

qui sera bien egale ̂  1'expression donnant <H> (t, x,y) au Theoreme 3, Situation 2 si 1'on verifie 1'egaUte:

v(y)(*) ^. |a(f(C))+ S cx(-j)£f(c), ^j1=l
a(f(C))tl-^. f(C)^f(C)J [ je7(y)

12



e.e^e. L^^.,. ^^,^
Or T (f (C)) = y (extr^mite terminale de f(C)), done:

ef(c), j=a(f(C))(l-^f(c)X. f(c))
v(y)

sij^-f(C)

Ef (oj = a (f (C)) (1 - 5if (c) X.f (o) ̂  - Xf (c) si j = -f (C)
f(C)Donc^sereecrit: l-^-f(c)=l+f £ a (-j)(l - Xf(c)X.f(C))^^-^(C)^-f

\J e A (y)

Le demier temie etant issu du terme en - \f (G) de 6f (G), j dans Ie cas ouj =- f (C).

Donc(*)sesimplifieen: 
!' ^(c^"f(c) =(l-^(0 ^-f(C))fl + I a(-j)^X/

JeA(y)

Soit;-^-=l+ ^ a (-j)-^-^j, d'ou : 1 =v (y) + ^, a (-j). t. ̂ .j, exactpar definition de v.
w J6A(y) v^) j6A(y)

CQFD.
REMARQUE
La demonstration presentee ici, montre que les deux situations proposees sont bien solutions du

probleme. fl est bien evident que trouver la fonne explicite de ces deux solutions (en pardculier, celle de
la Situation 2) n'est pas Ie fruit du hasard, mais a necessity une autre approche dans laquelle la forme de

la solution <H» est exprim6e b 1'aide de series inconnues intervenant dans des produits de convolution lies

aux noeuds du graphe. Cette approche, semble nouvelle dans Ie cadre du calcul fonnel (cf [AJ91]).

II. UN ENSEMBLE DE RELATIONS FONCTIONNELLES SUR LES CARTES

11. 1. Definitions et resultats relatifs aux cartes planaires pointees

On va maintenant etudier Ie problfeme d'evolution pr^sente au Paragraphe I., avec pour
graphe G, 1'arbre infmi I naturellement associ6 aux cartes planaires pointees (cf Figure 5).

Nous rappelons d'abord quelques definidons et resultats:

Une carte planaire est une partition de la sphfere de E3 en trois ensembles finis de cellules :
les sommets qui sont represents par des points, les aretes qui sont representees par des arcs de Jordan
ouverts, simples, deux b deux disjoints et dont les extrdmites (confondues ou non) sont des sommets,

les faces qui sont des domaines simplement connexes dont les frontiercs sont constituees d'aretes et de

sommets. On choisit sur cette carte un arc (ou brin) appele brin distingue. Deux telles cartes planaires
munies d'un brin distingue sont dites equivalentes s'il existe un homeomorphisme de la sphere,

preservant son orientation qui echange sommets, aretes, faces et brins distingues des deux cartes.
On appellera alors carte planaire pointee une telle classe d'dquivalence de cartes planaires munies
d'un brin distingu6.

On notera Ro(z) la serie generatrice du nombre de cartes planaires pointees dans laquelle Ie degre

de z ddcompte Ie nombre d'aretes de la carte planaire point^e.
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Un arbre i-bien etiquete est un arbre

plonge dans Ie plan dont les sommets sont

etiquetes par des entiers naturels, dont la racine est

edquetee i (i > 0) et dont deux sommets adjacents
ont des edquettes qui different au plus d'une unitd

(Dans la suite, on appellera arbre bien

etiquete, un arbre 0-bien 6tiquete).

L'arbre infini I associe a la famille

des arbres bien etiquetes est 1'arborescence

infinie plongee dans Ie plan, de racine r etiquette
0, dont tout sommet ddquete 0 a exactement deux

fils gauche et droit respectivement 6tiquetes 0 et 1,

et dont tout sommet 6tiquet6 i > 1 a exactement

trois fils etiquetes i-1, i, i+1 dans cet ordre de

gauche ̂  droite.

On a les rtsultats suivants (cf [Ar85], [Ar86] et

[CV81]) iUustres par la Figure 5 :
THEOREME 4 : Les trois ensembles

suivants sont en bijection (bijections laissant

invariant Ie nombre d'arcs dans la carte, 1'arbre et

1c circuit associes):

- 1'ensemble des cartes planaires pointdes,

- 1'ensemble des arbres bien edquet^s et
- 1'ensemble des circuits allant de la racine & la

racine sur 1'arbre infini I.

Carte planaire point6e

] Arbre bien fitiquctf assocK k cette carte planaire pointtfc

Arbre bien 6tiquet6 A

Circuit . stocit t cet ubre bien <tiqucK sur I'trbre infmi I
associt»It funille det canes plmaires pomvtes

vrinuEicu foni»UN
.urlMuu

Circuit C sur
1'Arbre InHni I

Figure 5

DEMONSTRATION ; Se reporter ̂  [Ar85], [Ar86], [CV81].
Nous rappelons seulement ici 1'algorithme de passage d'un circuit C ^ un arbre A ;

Lors du parcours du circuit C issu de la racine de I:

* lorsque 1'on descend Ie long d'un arc a de 1'arbre infini I, on cree dans 1'arbre bien ̂ tiquete A
en construction ^ partir de la posidon courante, un nouvel arc a', dont I'extremite finale est une feuille

d'eriquette celle de I'extremite finale de a dans I,

* lorsque 1'on remonte 1c long d'un arc a de 1'arbre infmi I, on remonte dans A Ie long de 1'arc a'
qui lui a et6 associ^ lors de la pr6c6dente descente de a dans I.

11. 2. Fonction W associ^e & 1'arbre infini I

Afin d'appliquer les rdsultats da Paragraphe I. au graphe constitu6 par 1'arbre infini I, on associe
(cf Figure 5) ̂  tout arc descendant (resp. montant) i de I, la valuation a (i) = z (resp. 1).

On imposera par ailleurs dans la suite t = 1 dans 1'expression de la fonction <H>.
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La serie generatrice <>t(l,r,r) (cf Remarque en fin de Paragraphe 1. 1. et Situation 1 du

Paragraphe 1. 3. ) est la serie somme pour tous les circuits C allant de la racine r ^ la racine r dans I,

des monomes multiplicatifs m(C) (m(C) est la multiplication des etiquettes associees ̂  chaque arc

de C). De par la valuation choisie sur I, m(C) compte (variable z) Ie nombre d'arcs descendants de C,

c'est-a-dire Ie nombre d'aretes de I'arbre bien etiquete et de la carte associee par les bijections du
Theoreme 4. Done:

PROPOSITION 1 : r etant la racine de 1'arbre I et Ro(z) la serie generatrice des cartes

planaires pointees decomptees en foncdon du nombre d'aretes, on a : % (l, r, r) = Ro (z)

EXEMPLE

Monome associe au circuit Figure 5 : m(C) = z. z. z.z. l. z. l. l. z. z. z. l. l. z.z. l. z. l. z. l. l. z. l. 1. 1. 1 = z13

Le degre de z donne Ie nombre d'aretes dans 1'arbre bien ̂ tiquetd et dans la carte associes.

11. 3. Un ensemble de nouvelles relations fonctionnelles sur les cartes

planaires pointees

En utilisant 1'expression de % dans la Situadon 2, on va ddduire de la Proposition 1 precedente,

une nouvelle expression pour RQ. Cette nouvelle expression de W necessite de d^terminer les
expressions de v et des coefficients de transmission e:

11. 3. 1. Determination de v et Eij pour I'arbre infini I
La simplification des formules donnant v et e,j CLemnies 2 et 3) utilise Ie Lemme 1 (evident) suivant:

LEMME 1: Avec t = 1, on ddduit du Theoreme 2 (cf § 1. 2. ) les fonnules sur A.+ = X. (<x+, a.)

i. ^=-a- et
1 - aA+

2. X(l, a+ a.) = d(a+ a.), ou d est la serie gdn^ratrice des mots de Dyck (d(z)=l + z d2)

^- ̂ . (a+. a.) = ^- ̂ . (a., a^) = ^). (a+ a.. 1) = X (1, a. a.)
'+ <A-

LEMME 2 : Expression de v(s).

On distingue 3 situations pour Ie scmmet s dans 1'arbre infini I (cf Figures 5 et 6) donnant des
expressions differentes pour v(s) = 1 - ^ a(-j) ̂ j, (d est la s6rie gen6ratrice des mots de Dyck):

jeA(s)

a. Racine r = 0.

^(r)=l-2^(z, l)=l-2zd

b. Sommet (non racine) £tiquet£ 0

fils deO oul.
Ooul

as Oil

^b(s) = 1 - 3)^(z, l) = 1 - 3zd

c. Sommet 6tiqueU i > 1, fits de j

(j=i-l QttJ=tQltj=i+ 1).
J

">3

Ti

1. 1 I 1+1

v^(s) = 1-4^(z, l) =l-4zd

Figure 6

DEMONSTRATION : Evidente a partir du Lemme 1.
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LEMME 3 : Soit un circuit C associ^ ̂  un arbre bien etiquete A. On donne ci-dessous les differentes
situations possibles dans I pour les arcs successifs i et j, donnant des valeurs diff^rentes pour les
coefficients e, j et creant des sommets de naturesjdifferentes dans A par 1'algorithme du Theoreme 4 :

Cas l. L'arc i remonte en la racine r depuis k(k=0 oijk= 1)
1.1

r=0

^z

;.'
k

£i.. i=0 =» §(C)=0
Creation dans A d'un nouveau fils
b la racine d'6tiquette dgale b celle
de son frfere gauche. Un arbre bien
6tiquet6 ayant deux fils successifs
de la racine de meme 6tiquette aura
une contribution 0 dans %(l, r, r).

Creation dans A d'un nouveau fils
a la racine d'6tiquette difKrente de
celle de son fir6re gauche.
On note p la variable comptant Ie
nombre de fils S la racine dans A.

Cas 2. L'arc i remonte en un sommet 0 (fils de 0 ou 1, done non racine) depuis k(k= 0 Q],tk= 1)
e;., =8i-j=t-i^:
Creation dans A d'un fils d'un
sommet non racine 6tiquet6 0, fils
qui est soil fils gauche, soil de
firferc & gauche d'driquette difKrcnte.
On note SQ la variable qui
d6compte Ie nombre de ces
sommets dans A.

e,. .i =
"'-1 ~ 1 - 3zd
Creation dans A d'un fils d'un
sommet non racine 6tiquet6 0, fils
dont Ie frfere ̂  gauche a la meme
6tiquette (0 ou 1). Un tel sommet
sera appel6 sommet dupliquf.
On note CTQ la variable qui
d6compte Ie nombre de ces
sommets dans A,

Cas 3. L'arc i remonte en un sommet k^l depuis l(l=k-lQul=kQul=k+ 1)
3.1

It. 1 k k+I

e,, ==l-zd2
ll>J-l-.4zd
Creation dans A d'un fils d'un
sommet 6tiquet6 kSl, fils qui est
soil fils gauche, soil de frfere b
gauche d'6dquette diffdrcnte.
On note 5i la variable qui
d6compte Ie nombre de ces
sommets dans A.

u e,, =^lL
ll-;l-l-4zd
Creation dans A d'un sommet
dupliqu6, fils d'un sommet 6tiquet6
k>l.
On note CTI la variable qui
d6compte Ie nombre de ces
sommets dans A.

Cas 4. L'arc i descend en un sommet 0 depuis 0 ou 1.
(1-zd2)4.1

Ooul

. !l
8=0

.//

8I-J= l:3zd;
Crdation dans A d'un sommet
6tiquet6 0 (non racine et non
feuiUe).
On note (DO la variable qui
d6compte Ie nombre de ces
sommets dans A.

4.2

Ooul

1=6

6i, -i =7 1 -3zd
Creation dans A d'une feuille
6dquet6e 0.
On note (po la variable qui
d6compte Ie nombre de ces
sommet dans A.

Cas s. L'arc i descend en un sommet k S 1 depuis I ^ 0
5.1

s. kll

k-'l k k+I

(1-zd2)
eij= L4zd
Creation dans A d'un sommet
6dquet6 k>l (non feuille).
On note co i la variable qui
ddcompte Ie nombre de ces
sommets dans A.

53

I

:. 
1

k-1
?' . ^.
k k+1

^2gs
Crdation dans A d'une feuille

6tiquet6ekSl.
On note (pi la variable qui
d6compte Ie nombre de ces
sommets dans A.

Figure 7
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DEMONSTRATION

On verifie facilement que tous les cas possibles ont etc envisages dans Ie calcul des coefficients

de transmission. II est facile de controler les series formelles donnant ces Eij. II reste a justifier (^ 1'aide

de I'algorithme du Theoreme 4) 1'association ^ chaque situation d'un parametre combinatoire dans

1'arbre A. Montrons par exemple, que Ie nombre de couples (i,j) d'arcs successifs de C appartenant au

cas 2. 2 est bien 6gal au nombre de sommets dupliqu^s, fils d'un sonunet etiquete 0 non racine, dansA

(c'est-^-dire au degre de la variable (To). Les autres cas ont un traitement analogue.

Par la bijection entre circuit et arbre bien dtiquetd, permettant de construire A b partir de C,

un nouveau sommet s est cree dans 1'arbre, lorsque 1'on descend Ie long d'un arc j = (a, P) de I avec

P=a- l, aoua+ 1). Son dtiquette sera 1'etiquette P du sonimet atteint dans I par cette descente.

Par ailleurs, ce nouveau sommet cred dans A, sera fr&re d'un sommet t etiquete f de A, si 1'arc i

precedent j dans C, est un arc remontant dans I (depuis 1c sommet etiquet^ Y) (evident par 1'algorithme

construisant A a partir de C).
Des lors, s sera un sommet dupliqu6 6tiquet6 0 (resp. 1) (avec P = y =0 (resp. P=y = 1)) si il

est associe aux arcs successifs i et j avec i montant depuis 0 (resp. 1) dans I et j redescendant en 0

(resp. 1), c'est-a-dire i = -j (car i et j sont successeurs dans I). Par ailleurs, s sera fils d'un sommet non

racine etiquete 0 si Ie sommet final de i (et initial de j) est ̂ tiquete 0 et est different de la racine r de I.
Le cas 2.2 du Lemme 3 est exactement celui sadsfaisant ces conditions.

REMARQUE : Nouveaux pciramStres dans I'Stude combinatoire des arbres bien ̂ tiquet^s

Le Lemme 3 a montr  que les diffCrentes situations possibles pour deux arcs successifs i, j dans Ie
circuit C sur 1'arbre infini I, se regroupent par paquets donnant des expressions idendques pour Ey,
et correspondant b la creation d'un type pr^cis de parametres combinatoires caract^risant 1'arbre bien
etiquete (feuilles ̂ tiquetdes 0,...) associe ̂  C par 1'algorithme du theoreme 4. Par ailleurs. Ie cas 1.1

du Lemme 3 montre que les seuls arbres bien edquetds (bijecdvement associes aux cu-cuits dans I)ayant
une contribution non nulle dans %(l, r,r), sont ceux dont deux fils successifs de la racine sent

d'edquettes differentes. On note FQ la sous-famille de ces arbres bien etiquet6s.

11. 3. 2. Une relation fonctionnelle liant la serie generatrice des

cartes planaires pointees et celle des mots de Dyck

F, etant la sous-famille des arbres bien 6tiquet6s dont deux fils successifs de la racine

(dans 1'ordre ou on les rencontre de gauche ̂  droite) n'ont pas la meme 6dquette, on lui associe sa serie

generatrice © (p, CTO. CTI, <po, <pi> 5o> 5i> u>o> <BIJ> somme des monomes (en les variables, definies

Figure 7 : p, CTQ, CTI, (po, (pi, 5o, §1, coo. u>i) associes aux arbres de FQ.

EXEMPLE

Monome dans © associ6 b 1'arbre de la Figure 8
m = p3 Oo1 Oi2 (po3 (pi7 So2 8i4 coo10)11 i181a1<10/1818/18101

». »> »i V. .. »« »> », »,

Figure 8 : Edquettes associees aux sommets.
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REMARQUE
Le monome m(A) associ^ ^ un arbre A de Fo a pour degre total, la somme des degres des

sommets de A.

Ceci est evident si 1'on remarque que:

d°8o + d°(0o + d°CTo = Somme des degr6s des sommets edquetes 0 (non racine et non feuiUe) = SQ
d°8i + d° o)i + d°CTi = Somme des degr6s des sommets edquetes S 1 (non feuille) = si

D'ou : d°p + d°CTo + d°0i + d°(po + d°(pi + do5o + do5i + d°(0o + d°coi = dop + (d°(po + d°(pi) +(so + si)
= Degre racine + Somme degres des feuilles + Somme degrds des sommets (non racine et non feuille)
= Somme des degr^s des sommets de A = Nombre de brins de A.

THEOREME 5 : Lien entre les series g6n6ratrices des cartes planaires point^es Ry etdeDyck
Ro, 0 et d sont liees par l'6quadon:

. Q (l-zd2 zd2 2zd2 z2d2 2z2d2 l. zd2 1 - z d2 z(l-zd2)^ z(l-zd2)1Ro (z) = r~^zd ® ll ~i^' TZ3zd' ^z&' 1-^' lz4zd' l-t^' 1-^> 1 - 3zd 
' l-4^d

DEMONSTRATION

Par la Proposition 1 : Ro(z) = % (l, r, r).
Par ailleurs, par la formule du Thdortme 3 : W (t, x,y) = ^-fl ljx) (y) + S 5 (C). <t> (f (C)) |.

vw[ ' ' ' C6'G'(x. y)

On en d^duit, en appliquant Ie Lemme 2 dans la Situadon 2:

<H> (l, r,r) = [ll(, )(r)+ I 5(C). 4>(f(C))1=j-[l+ S 5(C). «>(f(C))
CeC(r, r) J <raL CeG(rj)

On deduit alors directement du Lemme 3 en exprimant 5(C). ()>(f(C)) en fonction des coefficients de

transmission et des parametres ddfmis Figure 7:

<H>(l-r-r)=rtz d(l+ .s
Arbres de Fo

non r&iuits ^ la racine

l\-zd2\
ll-2zdJ

d°p L^_
h - 3zdJ

d°0b 2zd2
\1 - 4zdJ

d°0i

j z2 d2 \d^ /2z2d^d°(PI /l-zd21
If^SzdJ \l-4zdl U-3zd

, 1 . zd2^081(z(l-zd2)^fz(l-zd2)
ll-4zd/ ^ l-3zd / ^ l-4zd

d°8o

d°(0i

^1-zd2 zd2 2zd2 z2d2 2z2d2 1-zd2 1-zd2. zd-zd2)^ z(l-zd2)|
~* 1 - ^7.d' l - 4zd' 1 - 3zd' I - 4zd' 1 - 3zd' 1 - 4zd' 1 - 3zd ' 1 - 4zdI^2zd " VF^2zd' 1 - 3zd' 1 - 4zd' I -3zd' 1 - 4zd' 1 - 3zd

On remarquera que Ie tenne fl-zd21
\l-2zdl
|2

d°p
est Ie produit de 1-zd2

\l-2zdl

d°p-l
, tenne de 5 (C) issus du

cas 1.2 dans 1c circuit C, par \ ~ ^, terme ̂ gal ̂  <t>(f(C)) (evident).
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11. 3.3. Relations fonctionnelles liant © et la serie generatrice des
arbres bien etiquetes

On note B^CTO, CTI, (po, (pi, 5o, 81, coo, coij la s6rie g^ndratrice des arbres i-bien etiquetes
enumeres en fonction des parametres ddfinis Figure 7 (avec la difference que (To decompte Ie nombre de
fils d'un sommet etiquete 0 (y compris la racine) dont 1c frere a gauche a la meme edquette.

Les Theorfemes 6 et 7 suivants expriment la serie generatrice © de la famille Fo en fonction des
series generatrices des arbres i-bien dtiquet^s. Ainsi Ie Th^oreme 7 peut etre considere comme une
reciproque du Theoreme 5 puisque la famille des arbres bien etiquetes est en bijecdon avec celle des
cartes planau^s pointees.

THEOREME 6

Q[p, CTO, CTI, (po, (pi, 5o, §i, coo. coi) et Bi(ao, CTI, <po, (pi, 5o, 5i, coo, oii) (pour is N),
notes © et B; ci-dessous, sadsfont les equations:

1. ©=.
1- pBo pBi

1+pBo 1+pBi

Bo= (po- (QO + coo

1- Xo Yo

X°=T^
- CTO

Bi=(pi-o)i+
1-

SiBj.i
vi=r^Bi-7

1+Xo 1+Yo

YQ =. 50 BL
l-OoBT

Oil
X; _ Y,

i+Xi I+Y, r^zr

SiBj
ll~l-CTiBi

poiir i >. 1

Sl Bj+iZi=
1-CTiBi+i

DEMONSTRATION

i. Equation i.

0 est la s6ne gdn^ratrice des arbres bien ̂tiquetds de la famille Fo, c'est-^-dire de racine edquet^e
0 et dont deux ffls successifs de la racine n'ont pas la meme etiquette.
Done :©= 1 + pBo+pBi + pBo pBi + pBi pBo + pBo pBi pBo + pBi pBo pBi +...

ou B, est la serie gendratrice des arbres i-bien

etiquetes enumeres en fonction des variables

<?o, CTI, (po, (pi, 5o, 5i, coo, mi et Ie degre de p
donne Ie degre de la racine.

Posons : x = PB(
Alors, on a:

et y=pBi Figure 9

Arbre g^nerique du stxieme terme :
pBo pBi pBo dans 1'expansion de 0.
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Q=l+x+y+xy+yx+ xyx + yxy + ...+x+y+xy+yx+ xyx + yxy + ...
= 1 +x(l +yx+(yx)2+... )+y(l +xy+(xy)2+... )+xy(l + xy+(xy)2+... ) + yx(l + yx+(yx)2+...)

©=1+ xy yx
1 - yx 1 - xy I - xy I - yx

On obtient done 1'dquadon l. recherchde.

1+ x +y+xy
1 -xy 1-

1 +x 1 +y

ii. Equations 2. et 3.

Pour obtenir 1'arbre gdnerique de la fainille des arbres 0-bien ̂ dquetes, il suffit de remplacer
dans 1'arbre g^ndrique de la famille FQ, tout sous-arbre fils de la racine dans la famille des arbres

0- (resp. 1-) bien edquetds par une suite finie de sous-arbres fils de la fainille des arbres 0- (resp. 1-)
bien etiquetes, la premifere arete fille 6tant driquet^e §0 (resp. 81) et les suivantes etiquetees CTO

(resp. oi).

Cette opdration se traduit au niveau sdrie

gdndratrice par Ie remplacement, dans 1c calcul
de 1'dquadon l. de :

et

x=pBo

y=pBi

par Xo: 5pBo
1 - (To BO

Par Yo=7A^
- CTO^I

La s6rie g^n^ratrice de ces arbres 0-bien
6dquet6s est done : -7-^

r+xo'r^
avec XQ et YQ ddfinies par les dquadons 3.
Si 1'on etiquette la racine des arbrcs 0-bien

ddquetfs par (DO. leur s6ne gdn&atrice devient:
(Do

1 Xo YO
1 + XQ 1 + Yo

Figure 10
Remplacement d'un sous-arbrc de la famille

des arbres 0-bien 6tiquet6s (resp. 1-bien 6dquet6s)

par une suite de tels sous-arbres.

On obtient alors I'^quation 2. recherch^e en tenant compte du fait que lorsque I'arbre 0-bien
6tiquet6 consid6r6 est celui r6duit b un sommet (c'est alors une feuille), son ̂ dquette n'est pas (DO
mais (po. Ainsi on obtient finalement:

(co, Oi, (po. (pi, 5o, 5i, coo, coi) =

iii. Equations 4. et s.
Meme raisonnement

(00 - (DO + <Po

1+Xo 1+Yo

CQFD.

Les equations rdcurrentes du Thdortme 6 peuvent etre remplac6es par une ̂ quadon unique,
donn6e par Ie Theoreme 7 et exprimant © en foncdon de BQ.
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NOTATIONS

* On note: Q pour ©(p, CTO, CTI, <po, <Pi, §o, 5i, (DO, (Oi)
BI pour Bi(cTo, cri, (po, (pi, 5o, 5i, coo, coi) (pour ieN)

* On pose : a. Ao = §1 Xi + §1

b. So = 61 Xi + CTI

c. no = co; Xi + coi

d. <)>o = fi)i Xi + <pi

avec: Xi = , 51 BCL
I - CTI BO

*0nnote: BI pour Bi(Zo, Oi, 0o. <Pi, AO, §1. QO, coi) (pourieN)

Alors 1c syst^me d'dquations du Theoreme 6 donn6 prec6demment est dquivalent aux equadons
du Theoreme 7 suivant:

THEOREME 7

0 (p, CTO, CTI, (po. <pi, 5o, 5i, coo, coi) et 8; (oo, Oi, (po, (pi. So, 5i. coo, coi) (pour i s N)
satisfont les ̂ quadons:

1. ©=.

1

±

pBo pBo

1 + pBo i + pgo

BO = (po- MO+ 0)0

So Bo Sp BQ
1 1 - CTO BO 1 - CTO Bo

l+-5oJBfi_ i+_8o_Bo.
1 - CTO BO

Bi = Bi-1 pour i S 1

1 - CTO BO

4 . Bo =(po + Co Bo2 + (BO + Bo) (coo 5o - (po CTo)
+Bo2Bo(5o2-(Jo2)
+ Bo Bo [oo + (5o - oo) (2 coo 5o - (po CTO - So (po)]

REMARQUES

* L'equation 2. (et sa reecriture 4.) du Theoreme 7 est une dquadon r^cursive sur BQ, admettant
Bocomme unique solution et n'invoquant que BQ et les variables CTO, CTI, (po, <pi, 5o, 81, coo, (Oi.

* Les equations i. et 2. du Th^or^me 7 suffisent ̂  d^terminer totalement 0 et BQ.
* On peut remarquer que les parametres p, CTQ, CTI, (po, (pi, So. §1, coo, C0i introduits pour

1'adaptation ̂  1-arbre infini I de la Situation 2, passent au niveau relation fonctionnelle, permettant
d'obtenir des relations closes. Cela prouve que ces paramfetres ne sont pas factices mais ont
probablement des liens (et des inteipretadons) importants (qui restent ̂  detenniner) dans Ie cadre des
cartes planaires point6es.
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DEMONSTRATION

i. Formule preliminaire a Bi = BQ

D'apres 1'equation 4. du Theoreme 6, on a :

(*) Bi=(pi-0)i+ J?L
SiBi §lB2_

avec: Xi =^^
I - CTI BO

1 + xl 1 -CTiBi +5i Bi 1 -CTi B2 +81 Bz
Posons : a. Ao = 81 Xi + §i = 5i (1 + Xi)

alors, en reduisant au meme denominateur:
(l - Oi Bi + 81 Bi)(l - Oi 82 + 5i Bz)

(*) Bi=(pi-Q)i+coi(l +Xi)j(l - CTI BI +§l BI -AoBi)(l - Oi BZ+SI 82-Ao B2)-Ao Bi AQ 82
Posons : b. So = §1 Xi + CTI (= AQ - 5i + CTi)
(*) se reecrit alors sous la forme :

r^ T, . - ". _ ". ̂ /,.. t^V. \ (l-2oBi+AoBi)(l-ZoB2+AoB2)
(*) BI = (pl - COi +0)i[l +

(l-£oBi)(l-ZoB2)-AoBiAoB2
Posons : c. Qo = oil Xi + 0)1 et d. <{)o = u>i Xi +<pi( =><)>o- ̂ o = (pi - (Oi)

alors, (*) se reecrit :

(. ) B, ^-"«^(1, ;Z'B1+, AOB->(_1;IOB1+.AOB21
(l-£oBi)(l-£oB2)-AoBiAoB2

Cette formule est ̂  rapprocher de I'^quadon 2. du Th6or&me 6 donnant BO, et que 1'on peut
reecnre:

^~^-^. ^^\x^^
Soit:

(-) Bo=<po-(Oo4. (oo(l-CT°B°+SOBo^l-CTOBl+so_Bl)
(l-CToBo)(l-OoBi)-8oBo5oBi

On constate que 1'on aura : Bi = Bo, si 1'on a : B; = Bi.

En fait, toutes les equations B; = Bi. i sont li&s (pour i > 1), et sont prouvees par rtcurrence:

ii. Preuve des equations 3. du Theoreme 7 : B(= Bf- \ pour i > 1
DEFINITIONS ET NOTATIONS

* On appelle degre d'un monome de B,, Ie degr6 cumule par rappon a toutes les variables

oo, CTI> (po, <pi, So, 81, Q)o, (Oi du monome consid^re.

(Exemple : Le monome CTO (pl coo a pour degr6 7.)

* Deux series formelles S et T en les variables CTO, CTI, <Po, <pi, 5o, 5i, coo, "1 sont egales a
(k)

1'ordre k : S = T , si les restricdons de S et T aux monomes de degre ̂  k sont identiques.
(k)

k est appeld ordre de I'egalite S = T.

On va prouver par recurrence que:
(k) ^

VkSO. ona: (HJ ViSl Bi = Bi.i
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k = 0: Vi>l
(0) _. (0)

B; = B,. i = 0
Evident par les equations du Theoreme 6.

(k)
B; = B;.i* On suppose que pour k donne: V i S 1

* On prouve que CHk +1) est vraie.

(H,)

Bi=(pi-coi+

a. Soil i > 2 :

"1

1- X,
1 + X; 1 + Yi 1 + Zi

et B;. i =<pi - 0)1 +

(k)

(Pl

1 xi - 1 Yj. Zj.i
1+Xi. i 1+Yi. i 1+Zi.i

81 BL-2 =Xi.i

(k+1)
Zi = Zi.i

i > 2 done i- 1 > 1, done, par(Hit): B;. i = Bi. 2

(k+1)
Done: Xi=, 61_B1, 1 v=

1-CTlBi. i l-CTiBi.2

(k+1)
De meme: Y{ = Y;. i et

(k+2)
Done : B; = Bi. i, 1'ordre de 1'dgalitd dtant augmentee d'une unit6 par rapport a (k + 1)

a cause de la presence de coi dans les formules donnant Biet Bi. i.
(k+2)

On a done prouv6 que : V i S 2 B; = B; -1

b. Soil i == 1 :
(k) ,. (k)

(H, ) =^ Bi = Bo et 82 = Bi

Or Oo> So et Ao sont de valuation (degr^ minimum d'un monome) superieure ou egale a 1.
On deduit done des expressions de Bo et B[ donndes dans les &[uadons (*) et (**) que:

(k+2)
Bl - BO

(k+2)
On a done prouve: ViSl B; = B;. ! (HK+,)

Ceci conclut la preuve des dquations 3. du Th^oreme 7: Vi>l Bi=Bi.i

iii. Preuve de I'equation 2. du Theoreme 7 :

Bo= (po- MO + --"-:-^- Ceci est evident ̂  pardr des equations 2.
So Bo __5o^^ gt 3 du Thdoreme 6 et de 1'equation 3. du

^ _ 1-OoBo ^ 1 - °o Bo Theoreme 7 : Bi =BO prouv6e au point ii ci-
1+AB^- 1+-80B^- dessus.

1 - CTO BO ' 1 - (?oBo
iv. Preuve de I'equation i. du Theoreme 7 :

Ceci est evident b pardr de 1'equation i. du Theoreme 6 et de©= J_

1- pBo pBo
1'equation 3. du Theorfeme 7 : Bi =Bo prouvee au point ii ci-dessus.

1 + pBo
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v . Preuve de {'equation 4. du Theoreme 7 :

Bo = (po + <?o Bo2 + (BO + Bo) (coo 5o - (po oo)
+ Bo2 Bo (5o2 - oo2) + Bo Bo [oo + (§0 - CTo) (2 coo So- <PoCTo - So (po).

Ceci se deduit de 1'equadon 2. du Theorfeme 7, par simplification immediate.

CONCLUSION

L'equation du Theoreme 5 est la premiere du genre faisant apparaltre la serie g6n6ratrice Ro des
cartes planaires pointees comme composee de la serie generatrice © d'une sous-famille de la famille des
arbres bien etiquetes (elle-meme exprimable en fonction de RQ par l'6quation l. du Theoreme 7) et de
fonctions rationnelles de la serie gen^ratrice des mots de Dyck.

A cette occasion, sont apparus de nouveaux parametres sur les arbres bien edquetes. II serait
interessant de voir leur interpretation sur les cartes planaires pointees.

Inversement, cette serie g6n6ratrice 0 (p, Oo, CTI> <Po, <PI> So, 5i, coo, t0i) de la famille FQ a pu
etre exprimee en foncdon de BQ.

Ces resultats, relativement techniques, montrent que tout n'est pas encore totalement compris
dans Ie domaine pourtant bien 6tudi6 des cartes planaires pointtes.
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