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Résumé. Pour tout entier n > 0, soit [n] = {1,2,...,n} sin > 0 et [0] = 0. Soit 8 une permutation
de [n]. Dans cet article, nous calculons, de maniére explicite (sous forme close) le nombre de graphes
(simples) connexes sur [n] laissés fixes par 8.

Abstract.  For any integer n > 0, let [n] = {1,2,...,n} if n > 0 and [0] = 0. Let 8 be any
permutation of [n]. In this paper, we compute explicitely (obtaining a closed formula) the number of
connected (simple) graphs on [n] fixed by 3.

§ 0. Introduction

L’énumération des graphes connexes n’est pas un probléme nouveau.
Plusieurs auteurs y ont apporté leur contribution. Habituellement, pour y
parvenir, on utilise soit les séries génératrices et le logarithme formel, soit
une récurrence qui tient au fait qu’en pointant un graphe, on pointe en méme
temps une composante connexe du graphe.

L’étude de ces deux méthodes peut se ramener a celle de 1’équation
combinatoire d’espéces de structures [voir 14] suivante:

Grs = Ezp(Grz), (1)

ou Grs est I'espece des graphes (simples) et Grz la sous-espéce des graphes
(simples) connexes. En effet, la premiére méthode (de 2 Riddell — voir
[8,18]), peut étre retrouvée simplement en passant aux cardinalités des deux
membres de (1). Pour la scconde (die a Gilbert [7]), il s’agit (en termes
d’especes) d’abord de pointer les deux membres de (1), puis de passer ensuite
aux cardinalités des expressions obtenues. Aprés quelques manipulations
€lémentaires, on trouve aisément la récurrence de Gilbert.

L’idée d’utiliser le logarithme formel pour lier les graphes a leurs com-
posantes connexes s’étend, comme 1’a montré Robinson dans [18] , au niveau
des polynomes (et séries) indicateurs de cycles. En effet, Robinson parvient, a
’aide d’une formule dGe & Cadogan [1], & exprimer les polyndmes indicateurs
de cycles des graphes simples connexes en termes de ceux des graphes simples.

Le travail de Robinson a été généralisé par G. Labelle [11] qui calcule,
pour foute espece A telle que, pour une certaine espéce B, A = Ezp(B), la
série indicatrice de cycles Zp de I’espéce B en termes de celle de A. Plus
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précisément, G.Labelle obtient, analytiguement, la formule suivante:
k
ZB = Z # lOg ZA(mkyszrmyc’ e ) )
k>1
ou, pour toute espéce F, la série indicatrice de F' est définie comme suit:
B, Ba

:El :BZ DRI
181811262351 ...’

ZF:ZF(:Bl,iliz,...)z Z fizF(ﬂhﬂZw")

Br+2By+++ <00

les coefficients fizp(B1,0Bz,...) étant les nombres de F-structures sur [n]
laissées fixes par une permutation de [n] ayant, pour tout i, B; cycles de
longueur 1.

Tous les résultats que nous venons de présenter concernant I’énumération
de graphes connexes dépendent et se raménent plus ou moins directement
A 1’équation combinatoire (1). Dans le présent article nous abordons cette
énumération d’un tout autre point de vue.

Nous trouvons une formule close du nombre de graphes connexes (simples)
laissés fixes par une permutation B de [n] (arbitraire) en construisant ces
derniers graphes. Pour y parvenir, nous utilisons une méthode que nous
avons appelée 1’auto-similarité dont nous donnons un apergu dans la section
1. Cette formule explicite est basée sur un algorithme qui permet de générer
tous les graphes connexes sur un ensemble fini arbitraire. Nous présentons
cet algorithme 2 la section 2. La section 3 est consacrée au calcul final de
la formule.

§ 1. Le principe d’auto-similarité

Ce que nous avons désigné par auto-similarité est une méthode générale
servant A dénombrer des structures combinatoires laissées fixes par une permu-
tation donnée de I’ensemble sous-jacent a ces structures.

Désignons par Rel I’espéce des relations binaires. Pour tout ensemble
fini U, on a que Rel[U] = {s|s C U x U}. De plus si U et V sont des
ensembles finis, f : U — V une bijection et s € Rel[U] alors la bijection
Rel[f] : RellU] — Rel[V] est définie, pour tout s dans Rel[U], par la régle
suivante:

(f(:cl),f(:ng)) € Rel[f](.s) = (ml,zg) € s. 2)
Cette régle est appelée le transport des Rel — structures le long de f.
Lorsque U = V, le groupe symétrique sur U, dénoté E(U ), agit sur Rel[U]
par transport de structures. Pour toute 8 € ¥ (U), on désigne par Fiz Rel(B)
I’ensemble des Rel—structures laissées fixes par 8. On pose aussi fizrei(8) =
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|F'izper(B)]. 11 est facile de montrer que fizpei(B) ne dépend que du type
cyclique (31,82, . ..) de la permutation 8. Notons que tout ce que nous venons
d’énoncer au sujet de I’espece Rel s’applique a toute sous-espece F' de Rel,
F C Rel.

Soitn > 0 et B une permutation de [n]. Dénotons par C(8) I’ensemble des
cycles sous-jacents a 3. Toute relation s € Rel[n] induit une relation quotient
s/B sur C(B) définie par la regle suivante: VY(c,d) € C(B) x C(8),

(c,d)es/Be Iz ec,Iyed tels que (z,y) € s. 3)

En général, la relation s/ obtenue de cette maniére présente peu d’intérét. Par
contre, des que la structure s est un membre de Fiz Rei(B), la relation s/4 se
“régularise” et, ce qui est remarquable, hérite alors de certaines propriétés de s.

On a, par exemple, pour toute permutation 3 et toute relation s fixée par 3:

s symétrique = s/ symétrique;

s fonctionnelle = s/3 fonctionnelle;

s arborescente = s/3 arborescente;

s est une permutation = s/ est une permutation;
s connexe = s/[3 connexe;

6. ...et ainsi de suite.

AP B B e

Pour toute espece F' C Rel, on dénote par Q¢(8) I’ensemble des structures
quotients obtenues de Fizp(B) par la régle donnée en (3) et par ¥pg :
Fizp(B) — Qr(B) la surjection définie, pour toute s dans Fizp(3), par
Yrg(s) =s/B. Sion dénote par Sym, End, Con, Per, respectivement les
espéces Relations Symétriques, Endofonctions, Arborescences, Permutations,
on peut réécrire les 4 premieres implications de la liste précédente en termes
d’espéces de structures pour obtenir:

L. Qsym(B) C Sym|[C(B));
2. QEnd(0) C End[C(B));
3. Qcon(B) C Con[C(B));
4. Qper(B) C Per[C(B)).

Cette “auto-similarit€” entre les structures s fixées par 3 et les structures
quotients correspondantes s/3 s’explique en partie par le fait que, pour toute
structure s € Fizp.(B) et pour entier k, on a

(z.9) €2 = (B4(2), () € 5. @

En effet, cette derniére implication entraine que la premiére coupe de s
suivant z, < z|s >= {z : (z,2) € s} (la coupe en premiere composante),
détermine enti¢rement la premiére coupe de s suivant chaque point du cycle de
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8 qui contient z. Une relation fixée par une permutation 3 est donc entierement
déterminée quand, pour tout cycle ¢ de C(/3) la premiére coupe d'un seul point
de c a été déterminée.

Soit F C Rel. En général, plusieurs structures sy, sy, ..., dans Fiz r(B)
peuvent induire la méme structure quotient ¢ = ¥pg(s1) = Yrg(s2) = ...
La régularité intrinseque de ces structures fait qu’il est possible toutes de les
retrouver (de méme que leur nombre) 2 partir de g en ajoutant de I'information
pertinente. Ainsi pour calculer fizp(8), on peut procéder d’abord en constru-
isant I’ensemble Q p(3) puis en sommant ensuite les cardinalités des fibres de
¥rg. On obtient la formule suivante:

fier(B) = Y |¥Fh(a)]- )
9€Qr(B)

Le paragraphe précédent donne I’essentiel de notre méthode de
dénombrement. Nous 1’avons appelée “auto-similarité” parce que la grande
majorité des espeéces F' que nous avons traitées jusqu’a maintenant sont telles
que Qr(B) C F[C(B)), comme on a pu en voir quelques exemples plus haut.
On peut tenter de formuler, en termes d’espéces, un principe un peu plus
rigoureux:

1.1 Principe d’autosimilarité. Soit F' une sous-espéce de l’espece Rel des
relations. Nous disons que F' est auto-similaire ssi pour tout entier n > 0 et
toute permutation 3 de [n], il existe un ensemble de couples (6, A) que I'on
dénote Sim(F, (), tel que:

1. 1l existe une bijection ®p 5 de Fizp(8) & Sim(F,B),
®pg: Fizp(B) & Sim(F,B) ;

2. Si®pg(s) = (6,4) alors

a. 6=V Fﬂ(s) 5

b. § € F[C(B));

c. A est une construction sur § qui permet de retrouver la structure
s sans ambiguité.

Pour calculer fizp(B) il suffit donc de construire Sim(F,3) et d’en trouver
la cardinalité. C’est ce en quoi consiste le principe.

Remarquons maintenant qu’il y a de nombreux contre-exemples d’especes
qui ne sont pas telles que Qr(B8) C F[C(B)], c’est-a-dire qui ne remplissent
pas la condition 2.b du principe que nous venons d’énoncer. En termes de
relations, cela signifie que la relation quotient s/3 n’hérite pas, en général, de
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toutes les propriétés de s. Par exemple si s est une involution sans point fixe
laissée fixe par 3 alors s/@ est, en général une involution (qui peut avoir des
points fixes). Dans le méme ordre d’idées, une relation symétrique anti-réflexive
g sur [n] (un graphe simple) fixée par 3 peut induire une relation quotient g/
symétrique et réflexive (graphes simples avec boucles). Nous dénoterons cette
derniere espéce des graphes simples avec boucles par Grb.

1.2 Exemple.Nous illustrons maintenant les vertus énumératives de cette auto-
similarité avec I’exemple de I’espece Per des permutations.

Soit 3 une permutation de [n] de type (B1,B2,...,Bs). 1l est bien connu
que le nombre de permutations o sur [n] invariantes par conjugaison avec f3,
c’est-a-dire qui sont telles que o = BoB~! (la conjugaison correspond ici au
transport le long de 3, donné par la régle en (2)) est donné par I’expression
suivante:

fizper(B) = [[ 7% 85 . (6)

7=1

Montrons d’abord que si ¢ € Fiz Per(B) alors o/B doit non seulement
€tre une permutation de C(B) mais que, pour tout i, la restriction de o/l
aux cycles de longueur i, doit aussi en étre une. Supposons z € ¢ € c(p),
yedeCB),et(z,y)€ce Fizpe,(B). Pour que o soit une endofonction
de [n], c’est-a-dire que pour tout z € [n], la premiere coupe de o suivant z
soit un singleton (| < z|o > | = 1), il est clair, en se servant de 4), que |c|
doit diviser |d|. Sinon, forcément, on a | < z|c > | # 1. Si on exige en plus
que o soit une permutation de [n], alors, de maniére analogue, on doit aussi
avoir que |d| divise |c|.

Ainsi la permutation quotient /8 ne permute entre eux que des cycles
de méme longueur. De plus, si (c,d) est un couple de /@, alors il suffit
de connaitre 1'image par o d’un seul point de ¢ pour connaitre entiérement
la restriction de o au cycle c. Il suffit, par exemple, de spécifier ’ensemble
{o(min(c))lc € C(B)} pour connaitre entiérement .

Réciproquement si on donne sur C(8) une permutation § qui ne permute
que des cycles de méme longueur et une fonction A : C(B) — [n], telle
que, pour tout ¢ € C(B), A(c) € §(c), alors, on peut retrouver, de maniére
évidente, une permutation laissée fixe par 8 qui est associée au couple (8, A).
En dénotant Sim(Per;3) I’ensemble des couples (6, A) que nous venons de
décrire, on a démontré la proposition suivante:

Proposition 1. Pour tout entier n > 0 et toute permutation 5 de [n], on a
’isomorphisme suivant:

Fizper(B) ~ Sim(Per, ).
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Il est maintenant aisé de retrouver (6) a partir de I’ensemble Sim(Per,3).

1.3 Indications “historiques”. Le principe d’auto-similarit€¢ a, en quelque
sorte, ses prédécesseurs. En effet, pour énumérer les tournois laissés fixes par
une permutation 8 donnée, Moon [17] commence par construire les tournois sur
les cycles de C(B), avec I’aide de (3) (ajustée aux tournois). Il en déduit ensuite
le nombre de tournois fixes en ajoutant I’information (les choix) nécessaire. De
méme, Lovdsz [16], pour trouver le nombre d’arbres (sur un nombre impair de
points) laissés fixes par 3, se donne d’abord un arbre sur les cycles de C(8) et
termine son calcul a I’aide du théoréme connu sous le nom de “Matrix-tree”.
On peut aussi citer Hanlon [10] qui, sans aller jusqu’a énumérer les partitions
(d’ensembles) fixées par 3, n’en induit pas moins une partition de C(3) a partir
de la méme régle (3) pour construire les partitions de Fiz pgriition(8)-

Comme on peut le voir, les calculs particuliers de chacun de ces
prédécesseurs s’est toujours réalisé lors de 1’étude d’une espéce bien
déterminée.

§ 2. Une construction des graphes connexes sur [n].

Pour pouvoir construire les graphes connexes sur [n] laissés fixe par
une permutation 8 donnée (mais arbitraire) de [n] on doit d’abord pouvoir
construire tous les graphes connexes sur [n]. En effet lorsque 8 = 1), on
a Fizgy-(B8) = Grz[n]. Cette section est consacrée a la description d’un
algorithme qui construit tous ces graphes connexes et qui permet d’en donner
le nombre, sous forme close.

Cette construction repose essentiellement sur la notion usuelle de distance
dans un graphe simple. Si g est un tel graphe et si et v sont deux sommets
de g alors la distance de u 2 v, dénotée d(u,v), est la longueur de la plus petite
chaine qui va de u a v.

Soit n > 1 un entier, 7 = ([n],A) € Grz[n] et ug fixé dans [n]. La
notion de distance que nous venons d’introduire induit des partitions de [n] et
de A relativement 4 ug. En premier lieu, si on désigne par Dy(uo), k > 0,
’ensemble de sommets de g qui sont 2 distance k de ug alors on obtient la

réunion disjointe suivante:
[n] = | Di(wo) -
k>0

Nous dénotons cette partition ordonnée de [n] par m(g,uo).

Si a; = {u1,v1} et ag = {ug,v2} sont deux arétes de A, alors on définit
une relation d’équivalence =,, sur A en posant a; =y, a2 <
{d(ug,u;) < d(uo,v;),% = 1,2;d(uo,u1) = d(uo,u2),d(uo,v1) = d(wo,v2)}-
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Les membres de la partition A/ =,, peuvent étre regroupées en deux classes
disjointes. En effet, si a = {u,v} € 4, d(ug,u) < d(uo,v), alors on a soit,
pour une certain entier 7 > 0,

1. d(uo,u) = d(ug,v) = j et on écrit a € Q;(g,uo),
soit, (les deux cas s’excluant mutuellement),

2. d(wo,u) = j, d(uo,v) = j+1 et on écrit plutdt a € T;(g,ug). On
dira aussi que T;(g,uo) est la j-iéme saturation de g relativement

N

a ug.

Bien sir, les Q;(g,uo) sont deux a deux disjoints, de méme que les T;(g,u0).
On pose (g, u0) = Uj»085(g,u0) et T(g,uo) = Uj>0Lj(g,u0). Alors on a:

A=Q(g,u0) U Y(g,u0) -

L’ensemble T(g,up) ne peut étre vide que si |[n]| = 1. Si |[n]| > 1 alors
le sommet uq est connecté & au moins un autre sommet du graphe g et ainsi
T1(g,u0) # 0. Remarquons aussi que si, pour un certain indice jp, on a
T;,(g,u0) = 0 alors, pour tout indice j > jo, on a Y;(g,up) = 0. On définit
U'amplitude, relativement a ug, du graphe g, a,,(g), comme étant le plus grand
indice jmqz pour lequel ;. (g,u0) # 0.

Sik > 0 etz est un sommet de Dy q(uo), alors z est adjacent a au
moins un sommet de Dg(ug), sinon z n’est pas a distance k de ug. Ainsi
pour 0 < k < a(g) — 1, le sous-graphe de g obtenu en prenant la réunion
Dy(uo) U Dp41(up) comme sommets et Yj(g,up) comme ensemble d’arétes
est une relation (symétrique) qui sature Dy 1(up). Cela méne a la définition
suivante:

Définition 2. Soient V et W des ensembles finis disjoints. L’ensemble des
graphes simples g sur V U W dont les arétes {z,y} ont un sommet dans V et
autre dans W et, qui, de plus, saturent W, ¢’est-a-dire que pour tout sommet w
dans W, il y a au moins une aréte {v,w} dans g, est I’ensemble des saturations
de V dans W que I’on dénote Sat(V,W).

En fait la décomposition d’un graphe connexe que nous venons de décrire
peut se ramener aux définitions et a la proposition suivantes.

Définitions 3. Soient U un ensemble fini, [U| > 1, ug € U et j > 0.

1. L’ensemble des partitions ordonnées = = (Up,Un,...,U;) de U
en j + 1 classes (non-vides) telles que Uy = {ug} est dénoté
Parj(U, 'U()).
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Pour toute © = (Up, Un,...,U;) € Parj(U,ug), on pose
2. Gra(r) = {(90,91,---,9;) : Vi,gi € Grs[U]} et

3. Sat(r) = {(s0,51,..-,8j-1) : V4,8 € Sat(U;,Uit1)}-
On définit alors I’ensemble Decomp;(U;ug) comme I’ensemble des triplets
(r,G,S) ot © € Parj(U,w), G € Gra(r), S € Sat(r). Finalement on
pose:
Decomp(U;up) = U Decomp;(U;uo).
0<5<|U|-1

Proposition 4. Pour tout ensemble fini U et tout up € U on a:

Grz|U] ~ Decomp(U;uq).

Preuve: La preuve est évidente. Le lecteur peut s’en convaincre a l'aide
de la figure 1. Lorsqu’il y en a, on a indiqué les arétes des graphes g; par
des traits gras.

@ @

g0 S0 €1 54 g2 S €3 s3 84 sq4 &5

Figure 1



Corollaire 5. Soit n > 1. Alors le nombre de graphes connexes sur [n] est
donné par 1’expression suivante:

|Gra[n) |~Z Z (tl )Hz(‘f)H(zt,_ BT

k=1 (t1.ty) =1
t; >1
Preuve. Le centre ¢ d’un graphe en forme d’étoile sur n points, disons E est
tel que ac(E) = 1. De plus, si u est un des deux sommets pendants d’une
chaine C' sur [n] alors ay(C) = n — 1. Ainsi, I'amplitude k de tout graphe
connexe g varie de 1 3 n — 1. Une fois I’amplitude k fixée, on doit choisir les
k familles, toutes non-vides, de points qui formeront les D;, 1 <1 < k. Cela
explique la seconde sommation et le coefficient multinomial de la formule. On
construit ensuite k graphes simples, 1 pour chacun des D;, 1 <1 < k, ce qui

se fait, évidlemment de H 2(7) maniéres. Les saturations sont dénombrées
=1
par le dernier produit de la formule.

§ 3. Le calcul de fizg,.(B).

3.1 Introduction. Soit A une permutation de [n]. Si le graphe simple g sur
[n] est connexe alors le graphe induit g/8 sur C(B) est lui aussi connexe (en
général, bien que cela n’ait aucun effet sur la connexité de g/B, ce dernier
est un graphe “simple” avec boucles permises, i.e une relation symétrique). A
fortiori, il en va de méme si g € Fizg,,(8). Ici, appliquer le principe d’auto-
similarité consiste donc 2 construire tous les graphes connexes sur C(B) et
ajouter ensuite I’ “information” nécessaire (perdue en passant aux structures
quotients) pour retrouver tous les graphes de Fizg,,(83).

Cependant, bien que nous suivions essentiellement cette derniére méthode,
elle ne suffira pas a résoudre enti¢rement le probléme. On doit aussi procéder
par inclusion-exclusion. La difficulté tient au fait que nous n’avons pas trouvé
de moyen “heureux” (en existe-t-il un?) d’ajouter de I’information aux graphes
quotients (connexes) sans éviter d’obtenir des graphes disconnexes. En fait,
pour obtenir le résultat final, on commence par construire tous les graphes
connexes sur C(83), on ajoute 1’information nécessaire pour retrouver tous les
graphes connexes laissés fixes par la permutation 8 et on soustrait de cette
construction les cas qui ménent a des graphes disconnexes. Cette soustraction,
ensembliste, méne directement au principe d’inclusion-exclusion quand vient
le temps d’en dénombrer les membres.

3.2 Le calcul de fizg,,(B). Comme on I’a vu dans la section précédente, les
graphes simples interviennent naturellement dans la construction des graphes
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connexes: si le graphe g est d’amplitude k relativement 2 un de ses sommets
ug alors on associe a g un triplet (7, G, S) ou G = (g1, ... ,gk) est précisément
un n-uplet de k graphes simples. Si le graphe g est laissé fixe par 3 alors
chaque graphe simple g; dans G est lui aussi laissé fixe par 8. Il importe donc
de pouvoir calculer, pour toute permutation 3, les coefficients fizg,s(8).

Nous reprenons ici ce dernier calcul, bien connu [6], ce qui permettra de
voir clairement la nature I’information perdue lorsqu’on passe au quotient d’un
graphe simple défini par la régle (2).

Proposition 6. Soit 3 une permutation de [n], de type (B1,...,Bx). Alors
le nombre de graphes simples laissés invariants 3 est donné par 1’expression
suivante:

S BuBpscdwa)ty u(F) 3 Aulu/2)
fizgrs(8) = 216550 S8 @

Preuve. Supposons d’abord que la permutation 8 soit constituée d’un seul
cycle C de longueur u. Manifestement, le graphe trivial (sans aréte) sur [u]
est fixé par 3. Fixons a = {3,5}, 4,7 € [u], une aréte quelconque. Si I'aréte
a fait partie d’un graphe g laissé fixe par 3 alors I’ensemble d’arétes suivant
{B(a) = {B*(),8%(5)} : k > 0}, que nous dénotons Og(a) et que nous
appelons la B — orbite de a, doit aussi paire partie de I’ensemble des arétes
de g.

Remarquons maintenant que le fait que 8 soit constituée d’un seul cycle
n’intervient pas vraiment dans ce que nous venons de dire. C’est-a-dire que
sii,j € [n],s € C € C(B),j €DeC(B), C# D, alors on peut définir la
B—orbite de {i,5}, ©5({s,7}), de la méme maniere et le méme phénomene
se produit: si {1,7} est dans g € Fizg,,(8) alors ©g({%,7}) doit aussi y étre.

On voit donc que ce qui tient lieu d’aréte dans un graphe fixé par une
permutation donnée est “équivalent” & une orbite compléte d’arétes. En effet,
toute aréte détermine une et une seule orbite et, réciproquement, toute aréte
dans une orbite donnée peut servir de représentant a cette derniere.

Ainsi, lorsque nous passons au graphe quotient g/83 (g € Fizgry(08)),
I’information perdue est précisément un certain ensembles d’orbites. Les arétes
présentes dans le graphe g/ indiquent entre quelles paires de cycles {C, D}
on trouve un choix non-vide d’orbites que 1’on doit ajouter a g/3 pour obtenir
le graphe g d’origine. On comprend maintenant pourquoi on peut retrouver,
en général, des boucles sur le graphe quotient. En effet, pour tout cycle C
dans C(B), si i € C, alors la seule orbite qu’il est impossible d’obtenir est
celle définie par ©g({1,1}), car c’est la seule qui ménerait a des boucles dans
le graphe g d’origine. Toutes les autres orbites (elles existent des que |C| > 1)
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dans C peuvent toutes intervenir et elles meénent toutes & une boucle sur le
cycle C dans le graphe quotient g/f.

Supposons maintenant que, dans un graphe quotient A sur C'(3), nous ayons
obtenu une aréte {C, D}. Combien existe-t-il d’orbites distinctes qui peuvent
induirent cette aréte?

Examinons d’abord le cas ot |C| =¢,|D| =d,C # D. On peut former, a
partir des points de C et D, un total de ¢ x d arétes {z, y} telles que z € C et
y € D. Fixons-en une, disons {zg,yo}. Il est clair que la cardinalité de I’ orbite
Op({z0,y0}) est égale au ppcm(c,d), par définition méme de ppcm. Puisque
deux orbites distinctes ont une intersection vide on obtient que le cardinal de
I’ensemble des orbites qui peuvent induire 1’aréte {C, D}, dénoté ©g({C, D}),
est de (¢ x d)/ppem(c, d) = pged(c, d). Ainsi on obtient opged(cd) _ 1 choix de
sous-ensembles non-vides d’orbites qui pourront induire 1’aréte {C, D} dans
le graphe quotient h.

Par un raisonnement analogue, il est aisé de voir, dans le cas ot C = D
qu’ily a 2le/2] _ 1 choix de sous-ensembles d’orbites qui pourront induire la
boucle {C,C} = {C} dans un graphe quotient A.

Posons maintenant

Sim(Grs; B) = {(§, A)16 € Gro[C(B)], A : 6 — Uic,pyeo0” (08({C, D})},

ou A est une fonction qui assigne a chaque aréte {C, D} (avec, possiblement,
C = D) de § une partie non-vide (p*) de ’ensemble Og({C,D})}. Nous
avons donc obtenu, pour toute permutation 3, une bijection I'g,

FB : F”:a’Grs()G) - Sim(Gr‘S;IB)’

9= (8, 44),

ou 6 = g/B et ou A, = A(g) est I’ensembles des orbites de g “perdues” en
passant au quotient. Il est mainienant aisé de retrouver (8). En effet, construire
un membre de Sim(Grs;B) revient d’abord, pour tout C, D € C(8) et toute
aréte {C,D}, ,C # D a choisir ou non cette aréte et, advenant le cas ol
elle est choisie, de lui assigner un membre de p*(©3({C, D}). Puisque, pour
tout z, la permutation 3 est constituée de 3; cycles de longueur z, il y a bien

Y BuBa(up )+¥ u(%)

2 1En<iEn manieres de faire ces choix. Ensuite, on compléte
la formule avec un traitement analogue pour les boucles que ’on choisit ou

non sur chaque cycle C de C(8).

3.3 Disconnexité. Jusqu’a maintenant nous avons obtenu un algorithme qui
construit tous les graphes connexes sur un ensemble fini arbitraire et nous
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connaissons aussi la nature de I'information perdue quand on passe au graphe-
quotient d’un graphe simple g laissé fixe par une permutation 3 donnée. Cette
information est bien entendu de méme nature si on demande en plus que
le graphe g soit connexe. D’autre part, le quotient d’un graphe connexe
est toujours connexe. Ainsi, il semble a priori possible que l'on puisse
retrouver tous les membres de Fizg,.(3), et uniquement ces derniers, en
se restreignant au sous-ensemble, dénoté Dis(1,3) (pour des raisons qui
apparaitrons plus tard), des couples (8, A) € Sim(Grs,B) qui sont tels que
6 soit un graphe connexe sur C(8) (c’est—a—dire qu’il semble possible que
I'on ait Fizg,-(8) = I ~Y(Dis(1,B)). '

Malheureusement, ce n’est pas le cas en général. En fait, cela dépend de
la nature de la permutation 8. En effet, on aura Fizg,.(3) = [ ~}(Dis(1,8))
si, et seulement si le pged de toutes les longueurs de cycles présents dans 3,
ce que nous dénoterons pged(f3), est égal a 1. Des que pged(B) # 1, on peut
toujours trouver un couple (8, A) € Dis(1,3) tel que le graphe T'~}(8, A) soit
disconnexe, comme 1’illustre 1’exemple suivant.

Exemple Soient [n] = [4], 8 = {A, B} ou A et B sont les transpositions
A =(1,4) et B = (2,3). Considérons le couple (o, Do) € Fizgrs(B3) 0 bo
est le graphe connexe sur C(3) constitué de I’unique aréte {A, B}:

A. ‘B

Figure 2. Le graphe 8y, connexe.

et ol Ao({4, B}) = 05({1,2}) = {{1,2},{3,4}}. Alors I "}(&o, Ag) est bien
disconnexe:

1 @ o 2

4 @ ® 3
Figure 3. Le graphe I'"}(&o, Ao).

Puisque Fia:c,,(ﬂ) C Dis(1,B), il suffit, pour trouver fizg,s(8), de
trouver la cardinalité de I’ensemble Dis(1,3) et de lui soustraire le nombre de
ses membres (8, A) qui sont tels que I'~1(§, A) soit disconnexe. Puisque nous
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savons construire (et dénombrer) Dis(1,3), il ne reste plus qu’a caractériser
le sous-ensemble de ses éléments disconnexes.

Soit (6, A) € Dis(1,3). Nous dénotons 1’ensemble des composantes con-
nexes de T =1(8, A) par CC(§, A) et la cardinalité de ce dernier par NCC (86, A).
Pour toute permutation 3 et tout (§, A) € Sim(Grs,3) la permutation 3 induit
une permutation 3' de CC(§, A) définie, pour toutes composantes C, D dans
CC(6,A), par la régle suivante:

B'(C)=D & 3z € C,B(x) € D. 9)

La permutation S'est circulaire lorsque (8, A) € Dis(1,8).

Le nombre NCC(6,A) de composantes connexes de I'"1(§, A) dépend,
en général, de pged(B), § et A. Pour le déterminer , il suffit de connaitre,
pour toute aréte {A, B} du graphe §, le nombre de composantes du graphe
I‘“l(él{A,B}, A|4,B}) et de calculer ensuite le pged des nombres obtenus. C’est
I’objet des proposition et corollaire suivants.

Proposition 7. Soit S une permutation de [n] constituée de deux cycles A, B
respectivement de longueur a et b ol A = (ro,71,72,...), B = (s0, 81, 82, ..)-
Supposons que (§, A) soit dans Sim(Grs, 8) et que § soit le graphe simple con-
stitué de I'unique aréte {A, B}. Supposons aussi que 1’image de A contienne
au moins ’orbite @g({ro,s0}) et peut-étre d’autres orbites {Og({ro, s, }) :
1 <7 < u}. Alors on a:

(i) NCC(6,A) = pgcd(a,b,c1,ca,...,c).

(i) La permutation B induit une permutation circulaire 8' de CC(§,A)
définie par (9).

Preuve. La preuve, par récurrence sur le nombre d’orbites contenues dans
I'image de A, dénoté |A|, est distincte selon que A # B ou non.

1.a) Examinons d’abord le cas ou |A| =1 et A # B. Soit k = pgcd(a, b).
Il est bien connu que la congruence gz = w(mod h), ou g, h, w sont des
entiers fixés, n’a de solution (entiére) que si, et seulement si, pged(g, k) divise
w. Si, dans cette derniére congruence, on pose g =a, h =betw =t -k, ¢
étant ici un entier naturel quelconque, on obtient alors la congruence suivante

az =t- k(mod b) (10)

qui admet, quelque soit ¢, une solution =z > 0.
Puisque A(é) = ©g({ro,s0}), on a pour tous entiers j,m > 0, que

{Tjk+ma.(mod a)1 8 jk+ma(mod b)} = {rjk(mod a)» 8jk+ma(mod b)} € ©({ro, s0}).
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Ainsi, par (10), pour tout j tel que 0 < jk < a — 1, les seules arétes
issues de rj sont les arétes {rjx,su},0 < tk < b— 1. De méme, pour
tout 7, 0 < 1 < k — 1, les seules arétes issues de r;,4; sont les arétes
{rik+irstk+i},0 < th < b — L.

Les ensembles d’arétes, {{rjk4i,Stk+i}:0 < jk<a—1,0 <tk <b-1},
0 <4 < k — 1, constituent les k composantes connexes du graphe I'"1(, A).

Bien entendu, si, au lieu de prendre ©g({ro, so}) comme orbite on avait
plutdt choisi ©g({ro,s;}), pour un certain s; dans B on aurait aussi obtenu
k composantes connexes dans I'"1(§,A). Remarquons aussi que l’orbite
déterminée par {ro, s0},05({ro, s0}), est la méme que celle déterminée par
{ro, s}, pour tout s € B qui se trouve dans la méme composante connexe
que 7g.

Notons finalement, pour terminer ce premier cas, que la relation (9) définit
bien une permutation circulaire 8’ des k composantes que 1’on vient d’obtenir.
De plus, en prenant ’ensemble R = {ro,71,...,7k—1} comme ensemble
de représentants de ces composantes, on peut tout aussi bien considérer la
permutation 8' comme une permutation circulaire de R.

1.b) Toujours avec |A| = 1, considérons maintenant le cas ol A = B.
Choisissons une orbite @g({ro,r;}) ol 7 # 0, pour éviter les boucles dans
I'-1(6,A). Alors le plus petit indice k tel que k > Oet pour lequel 1'aréte
{ro, 7} est dans Og({ro,ri}) est précisément k = pgcd(a,1). Ainsi, pour tout
j, 0 < j <k, I’ensemble d’arétes {{(j4mk)mod a»T(j+(m+1)k)modat : M = 0}
constitue une composante connexe de I'"*(§,A). Ici encore la permutation §'
est bien définie par (9).

La proposition est donc démontrée dans le cas ol [A| = 1. Par hypotheése de
récurrence, supposons la vraie pour |A| = u > 1. Nous voulons la démontrer
pour |A| = u + 1.

2. Supposons que A(§) soit constitué des u + 1 orbites (distinctes)
Os({ro, 50}) U{Oa(fro,sn,}) : 1 < j < u} et que Al(8)= A(6) —
©s({ro,s1,}). Par hypothese de récurrence, on a que NCC(S, Al =
pgcd(a, b, hy, ha,. .., h(y_1)) et on obtient aussi la permutation 3’ de CC(§, A")
décrite par (9).

L’idée maintenant est de se ramener au cas 1.b traité plus haut dans cette
preuve. En effet, soient K(rg), K(bs,) € CC(6, A") définis par les relations
d’appartenance ro € K(rg) et by, € K(bp,). A Iorbite ©g({ro,ss,}) que
I’on ajoute 2 A' pour obtenir A il correspond de maniére évidente une orbite
Op({K(ro), K(bn,)}) relativement 2 B' qui est constituée de composantes de
CC(6,A'). On est alors précisément dans la situation traitée par le cas 1.b
ob le cycle est maintenant la permutation 3' et ol l'orbite est donnée par

eﬁ’({K(TO )’ K(bhu )}) PUisque K(bhu) = K(bh, mod(pgcd(a,bhy hzyhu—1 )))
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on obtient bien la suite d’identités suivante:
NCC(8,A) = NCC’((&, AU @ﬁ{ro,shu})
= pgcd(NC’C(é, A') ,humod(pgcd(a,b, hy, ha,. .., hy_1 )))
= pgcd(pgcd(a,b, hy, b, ..., hy_1), hymod(pgcd(a,b, hi,hs,. .., hy_1)))
= pgcd(a, b, hy, ha, ..., hy_1,hymod(pgcd(a,b, hi,hs, ..., hy_1)))
= pgcd(a,b, by, hy, ... hy—1,hy).

Il est clair que la permutation B' de CC(§,A') induit, toujours avec (9), une
permutation circulaire 3" de CC(8,A). Cela compléte la récurrence et la
preuve est terminée.

Corollaire 8. Pour tout (6, A) dans Dis(1,8) on a
NCC(8,A) = PGCDy4 Byes (NCC (814,85} Aj4,B}))-

De plus (pour procéder par récurrence) la permutation S induit une permutation
(circulaire) B' de CC(6,A) ol B' est définie par (9).

Preuve. On procéde par récurrence sur le nombre k d’arétes de §. Pour
k = 1, la démonstration fait I’objet de la proposition précédente. Supposons
la proposition vraie pour k& > 1 et supposons aussi que § ait k + 1 arétes.
Choisissons une aréte arbitraire {A, B} dans § ot A = (ao,a1,az,...) €t
B = (bo, b1, by,...). On examine deux cas distincts pour établir la récurrence:
1. aréte {A, B} est un isthme (c’est-a-dire que soustraire 1’aréte {4, B} 4 §
déconnecte ce dernier) et 2. ce n’en est pas un.

1. Lorsque {A, B} est un isthme dans § et qu’on soustrait {4, B} a §, on
obtient deux sous-graphes §' et §" (connexes) de § ol A est, disons, un sommet
de &' et B un sommet de §". Par hypothése de récurrence, la permutation
B induit des permutations circulaires 8' et 8" de CC(§',A') et CC(8",A")
respectivement. Les diverses orbites constituant 1’image A({A4, B}), disons
{©s({ao,bs,}) : 1 < j < u}, induisent un nouvel ensemble d’orbites (dont les
arétes ont pour sommets les composantes de CC(§', A') d’une part et celles
de CC(8",A") de Iautre) bien déterminé entre les deux nouveaux cycles G’
et 8". En effet, en considérant les arétes de {©g({ao,bs,}) : 1 < j < u}
“réduites” modulo NCC(§",A") et en identifiant les diverses composantes
de CC(8",A") aux NCC(8", A") premiers point du cycle B, c’est-a-dire au
cycle (bo,b1,...,bncc(s,amy—1), On voit bien comment obtenir ces orbites
induites. Pour simplifier la notation, posons, pour tout 5, 1 < j < u,h;' =
h; mod(NCC(&",A")).

On se retrouve alors dans le cas 1.a de la proposition (7), avec des cycles de
longueurs NCC(§', A') et NCC(8", A") ainsi qu’avec un ensemble d’orbites
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déterminé par A({4, B}). On obtient alors que

NCC(5,8) = pged(NCC (8, '), NCC(&", A", pged (hy, . hu) )
—pgcd(NC'C(5' A') NC’C(5" A") pged(hi, ... By ))
= pgcd(NCC’( ) NCC(&" A") pgcd(a, b, hy, ..., hy ))
— pged(NCC(6',A'), NCC(8", A"), NCC (64,8}, A a.B)))-

Par hypothése de récurrence, le corollaire (8) est démontré lorsque {A, B} est
un isthme.

2. Si l’aréte {4, B} n’est pas un isthme on procéde essentiellement de la
méme manigre qu’en 1, la seule différence (d’une certaine importance) étant
qu’on doit maintenant considérer le cas 1.b de la proposition (7). C’est-a-dire
qu’on obtient qu’un seul cycle CC(§', A') induit apres avoir enlevé I'aréte
{A, B}. Le détail de cette partie est laissé au lecteur.

Supposons maintenant (§,A) € Dis(1,03) tel que NCC(§,A) = ¢ > 1.
Alors, évidemment, on a que g divise pged(83). Convenons de dire, lorsque
q divise NCC(§,A), que (8, A) est g-déconnecté et, de plus, posons, pour
toute permutation 3 de [n] et tout entier ¢ > 0,

Dis(q,8) = {(6,2) € Sim(Grs; ) : § est connexe , g/ NCC(5,A)}.

Ainsi, on a Dis(1,8) = {(6,A) € Sim(Grs;B) : § est conneze}. Posons
aussi, pour tout g, dis(q,8) = |Dis(q,B)|.

Maintenant, si (§, A) € Dis(g, ) et si p est un nombre premier qui divise
g, alors, par définition, (8, A) est aussi p—déconnecté. Alors, clairement, on a

Sim(Grz,8) = Dis(1,8) — U Dis(q, 8)

qlwcd(ﬁ)

= Dis(1,8) — U Dis(p,B).

plpgcd(B)

p premier

La réunion qui intervient dans la derniére équation n’est pas disjointe en
général. Par exemple, si p; et p; sont deux premiers distincts et si
(6,A) est (p1pz)—déconnecté alors (§,A) est & la fois (p1)—déconnecté et
(p2)—déconnecté. Ainsi apparait I'inclusion-exclusion annoncée plus haut:

|Sim(Grz, B)| = dis(1,8) — Y dis(p,B)+

plpgcd(8)
p premier
E dis(p1p2,B) — E , dis(p1p2p3, B) +
Py P2 lpacd(B) p1p2p3 lpgcd(B)
P1p2 premieras distincts P1.P2,P3 pPremiers distincts

(11)

40



Théoréeme 9. Pour tout entier n > 1 et toute permutation 3 de [n], on a

fizgr(B) = D n(d) dis(d,B), (12)

dlpgcd(B)

ou u est la fonction de Mobius usuelle.

Preuve. Avec (11), puisque Fizgr(8) ~ Sim(grz,B3), le résultat est
immédiat. ’

Pour trouver fizgr-(8) il suffit donc, par (12), de calculer, pour toute
permutation A et tout diviseur d de pged(3), les diverses expressions dis(d, 3).
C’est ce que nous calculons dans le lemme 10 et la proposition 11.

Lemme 10. Soit 8 une permutation de [n] constituée des cycles A et B ol
|A| = a,|B| = b, A= (a1,as,...) et B = (by,by,...). Supposons que § soit
le graphe simple sur C((3) constitué de la seule aréte {A4, B} et soit ¢ > 0 un
entier divisant pgcd(a,b) = k. Alors il y a

q(zpycd(avb)/q _ 1)

et, respectivement,

ole/2a] _ 4

maniéres de définir A(8) pour faire en sorte que (8, A) soit g-déconnecté
lorsque A # B et, respectivement, A = B.

Preuve. Considérons d’abord le cas ou A # B. Supposons que ©g({ao, bo})
soit dans A(§), déterminant ainsi pgcd(a,b) composantes connexes dans
I'~1(A,8). Bien sir, si on ne prend que cette orbite, le couple (A,8) est
g—déconnecté. Il en va de méme si A(§) est constituée d’un sous—ensemble
non-vide arbitraire de I’ensemble {©g({a0,bsq}) : 0 < s < k/q}. De plus,
si on ajoute toute autre orbite Og({ao,b:}) & A(S) telle que Op({ao, b:}) ¢
{Oa({ao,bsq}) : 0 < s < k/q}, alors (A, §) n’est pas g—déconnecté.

On a donc, en choisissant les orbites dans {©g({ao,bsq}) : 0 < s < k/q}
, 2p9cd(a.b)/a _ 1 maniéres de déterminer A(8) qui g—déconnectent (6, A).

Ce raisonnement étant valide a translation prés (c’est-a-dire que pour tout
1 fixé, 0 <4 < g, on choisit maintenant les orbites dans {©g({ag, bsg+i) : 0 <
s < k/q}) on obtient bien, au total, g(2P9°4(2:)/a _ 1) manigres de déterminer
A(6) pouvant g—déconnecter (6, A).
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On peut aussi voir cette “translation” comme le choix d’une point initial
dans B. C’est-a-dire qu’on a essentiellement q choix de déterminer un premier
point b € B (déterminant lui-méme 1’orbite initiale ®g{ao, b}) les autres choix
d’orbites étant faits relativement a ce choix initial.

Lorsque A = B, en raisonnant sensiblement de la méme fagon, on trouve
facilement un total de 21¢/24] —1 maniéres de choisir A(§) qui g—déconnectent
(6,A) (il n’y a pas de “translation” ici).

Par la proposition (7) et le corollaire (8), on a que le couple (§,A) est
d—déconnecté pour un certain entier d > 0 ssi, pour toute aréte {A, B} dans §
le couple (64,8}, A|{ 4,B}) est d—déconnecté. On est maintenant en mesure
de calculer les expressions dis(d,3).

Proposition 11. Soit 8 une permutation de [n] de type 181282 ... nf~. Sup-
posons que I’élément “1" de [n] soit dans le cycle Cp et que |Cp| = c. Soit 8* la
permutation induite de 3 en lui ayant soustrait le cycle Co, c’est-a-dire que B* =
B\ Cy. Supposons de méme que la permutation 3* soit de type 15255 ... nf
ol Bf = B; — 1, si i = cet Bf = B;, autrement. Soit K =|C(B)|. Alors, pour
tout entier d > 1 tel que d divise pgcd(B), on a:

K-1 n B
dis(d, B) = dX~12l</21 % N TT ( A )

k=1 [a,,]a:]_ a1.37a2,3,...’ak’,
k-1 z": (ma)] Q(t4+1),
i o T as,m pged(m,s)/d

ity (7

s=1 o e

fI 2, o actan) 3 (mm(:a'"'ﬁﬂu/zdl)
X 21_<.“<"Sn o

t=1

(13)

ol la seconde somme est indicée par la matrice [ay,), 1 <t <k, 1 <s<m,

k n
qui est telle que , pour tout s, on ait > ay, = B et, pour tout ¢, > ats > 0.
t=1 =1
Preuve. Un membre de Dis(d, ) est un couple (§,A) ou § est un graphe
connexe sur C(B) et od A assigne 2 chaque aréte {A, B} de 6 un ensemble
d’orbites choisies dans ©g({4, B}), de maniére 2 ce que, pour toute aréte
{A, B}, (é){4,B}>2{4,B}) soit d—déconnecté.
Nous construisons d’abord les graphes connexes § = (m, G, S) sur C(B).
Prenons Cy € C(B) pour jouer le role du point ug dans la proposition 4.
Si K = 1 alors 1’amplitude est nulle, la permutation 3 n’est constituée que
de ’unique cycle Co. Par la proposition 10, il y a alors 2le/2d] graphes simples
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qui sont laissés fixes par 3 et dont le nombre de composantes est divisible par d
(il ne faut pas oublier le cas du graphe trivial qui n’est pas inclu dans I’analyse
de la proposition 10). La proposition est démontrée dans ce cas.
Si K > 1, alors I’amplitude & peut varier de 1 a K — 1. Fixons k. On
choisit une partition ordonnée = de C(8*) en k parts non-vides.
Ce choix doit tenir compte de la taille des cycles puisque, par la proposition
10, le nombre de maniéres d’obtenir des graphes d—déconnectés dépend de la
taille des cycles avec lesquels on les construit. En fait, pour tout ¢, 1 <t¢ < k,
et tout s, 1 < s < n, on choisit [ays] cycles de longueur s pour constituer la
-t—iéme part de la partition 7. On voit alors pourquoi le terme

it *
H < ﬁs )
Q1,5,82,8y...,0k g

s=1
apparait dans (12) et, d¢ méme, pourquoi la seconde somme est indicée par
la matrice [oys.

Une fois la partition = = (Up, Uy,...,Ur) de C(B) déterminée, il reste
pour obtenir un membre de Dis(d,3), a se donner d’abord un vecteur o de
k saturations o = (09, 01,...,0%_1), V2,05 € Sat(U;,U;+1), un vecteur g de

k + 1 graphes simples (avec boucles) g = (g0, 91,---,9;), Vi, 9i € Grb[U;], ce
qui donne un graphe connexe G = (w,0,g) sur C(8), et, ensuite, & choisir
pour chaque aréte e dans G, un ensemble d—déconnecté d’orbites A(e).

Commengons par énumérer le nombre de fagon que 1’on a de construire les
saturations o € Sat(w) ainsi que A(e), pour toute e dans o. On choisit d’abord
les orbites initiales (au sens de la proposition 10). Puisqu’on veut obtenir un
graphe d—déconnecté, il y a évidemment dX—1 maniéres de le faire. Soit
EeCB)lll =sotelque { €eU;, 1 <j<k Sij=1alorsily a, par
la proposition 10

(2?96‘1(6180 )d _ 1)

manieres d’obtenir A({¢, Cp}). Pour les mémes raisons, si j > 1, alors on a

n Z a;jm pged(m,so)/d

II {2~ —

s=1

choix possibles de déterminer {A({{,C}) : C € Uj—1}. Ce qui donne un
grand total de

Q(t+1),8

S aum pged(m,s)/d

ﬁ (2?9“(Cv’>/d . 1)“"’ X ﬁ p ~1

=1 t=1 s=1



fagons de construire des saturations d—disconnectées une fois la partition
de C(B*) déterminée.

En se référant 2 la proposition 6, on voit facilement, toujours a ’aide de
la proposition 10 que I'on a

k [+ 4 "a."poc 2.0 + 3 b a"‘-l +|_‘ll./2d_l
ole/2d] o HMEQ ‘ : E( 2 )

t=1

facon de construire la famille G de graphes simples d—disconnectés. Le choix
des saturations étant indépendants du choix des graphes simples, 1a proposition
11 est démontrée.

Dans [11], p. 200, Gilbert Labelle donne la formule suivante: siMeN
sont des espeéces telles que M = exp(N) alors on a

k
Zn(z1,22,23,...) = Z %—) log ZM(zk,:zzzk,:c:;k,...).
k>1

Par (1), on obtient donc

k
ZG'r:(zl, T2,T3,.. ) = Z u(k ) log ZGn(‘ck) Tok) T3k, - - )
k>1

D’autre part, par (12) et par définition de série indicatrice on a

B
ZGrz(ml, 2,23, . ) = Z ( Z ﬂ(d) d‘I.S(d,ﬂ) au):(ﬁ))

B \dlpgcd(B) (14)

(k)
Z ; k dis(k,B)——= t(ﬂ)

k>1
- k|pgcd(B)

n

od xB =P e ... 2f" et aut(B) = ]| #%4;! . On peut donc faire la conjecture
2

suivante: '

log Zgrs(Tk, Taks T3k, ---) = Z k dis(k,B) —— t(ﬂ)
klncd(ﬂ)
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