
Sur Ie nombre de graphes connexes fixes
par 1'action d?une permutation donnee.

Ivan Constandneau

IMMD1, Universitat Erlangen-Numberg.

Resume. Pour tout entier n > 0, soit [n] = {1, 2, ..., n} si n > 0 et [0] = 0. Soit /3 une permutation
de [n]. Dans cet article, nous calculons, de maniere explicite (sous forme close) Ie nombre de graphes
(simples) connexes sur [n] laisses fixes par 0.

Abstract. For any integer n > 0, let [n] = {l, 2,..., n} if n > 0 and [0] = 0. Let 0 be any
permutation of [n]. In this paper, we compute explicitely (obtaining a closed formula) the number of
connected (simple) graphs on [nj fixed by 0.

§ 0. Introduction

L'enumeration des graphes connexes n'est pas un probleme nouveau.
Plusieurs auteurs y ont appong leur contribution. Habituellement, pour y
parvenir, on utilise soit les series generatrices et Ie logarithme formel, soit
une r^currence qui tient au fait qu'en pointant un graphe, on pointe en meme
temps une composante connexe du graphe.

L'etude de ces deux methodes peut se ramener ^ celle de 1'equation
combinatoire d'especes de structures [voir 14] suivante:

Grs = Exp(Grx), (D

ou Grs est 1'espece des graphes (simples) et Grx la sous-espece des graphes
(simples) connexes. En effet, la premi&re mgthode (due ^ Riddell - voir
[8, 18]), peut etre retrouvee simplement en passant aux cardinalites des deux
membres de (1). Pour la seconde (due ^ Gilbert [7]), il s'agit (en termes
d'especes) d'abord de pointer les deux membres de (1), puts de passer ensuite
aux cardinalitgs des expressions obtenues. Apr6s quelques manipulations
elementaires, on trouve aisement la recurrence de Gilben.

L idee d'utiliser Ie logarithme formel pour lier les graphes a leurs com-
posantes connexes s'etend, comme 1'a montre Robinson dans [18] , au niveau
des polynomes (et series) indicateurs de cycles. En effet, Robinson parvient, a
1 aide d'une form ule due ^ Cadogan [I], ^ exprimer les polynomes indicateurs
de cycles des graphes simples connexes en termes de ceux des graphes simples.

Le travail de Robinson a ete generalise par G. Labelle [11] qui calcule,
pour toute espece A telle que, pour une certaine espece 5, A = Exp(B), la
serie indicatrice de cycles ZB de 1'espece B en termes de celle de A. Plus
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pr6cis6ment, G. Labelle obtient, analytiquement, la formule suivante:

Z5 = S ̂ ^ ̂  ZA(a'fe, .C2fc, a;3fc,.. .) ,
A>1

ou, pour toute espfece F, la s6rie indicatrice de F est d6finie comme suit:

Zp=ZF(x^x-i,...)= ^ /ta;F(A, ^2,... )^
/3i+2A+-<oo

x^x^
1A^!2A/32!

les coefficients fixp^i, ^,... } 6tant les nombres de F-structures sur [n]
laissees fixes par une pennutation de [n] ayant, pour tout i, (3i cycles de
longueur z.

Tous les r6sultats que nous venons de presenter concemant l'6num6ration
de graphes connexes dependent et se ram^nent plus ou moins directement
a 1'equation combinatoire (1). Dans Ie present article nous abordons cette
enumeration d'un tout autre point de vue.

Nous trouvons une formule close du nombre de graphes connexes (simples)
laisses fixes par une permutarion ^ de [n] (arbitraire) en construisant ces
demiers graphes. Pour y parvenir, nous utUisons une methode que nous
avons appelee 1'auto-similarite dont nous donnons un aper?u dans la section
1. Cette formule expUcite est basee sur un algorithme qui permet de generer
tous les graphes connexes sur un ensemble fini arbitraire. Nous presentons
cet algonthme a la section 2. La section 3 est consacree au calcul final de
la formule.

§ 1. Le principe d'auto-similarit6

Ce que nous avons designe par auto-similarite est une methode generale
servant ^ ddnombrer des structures combinatoires laiss6es fixes par une permu-
tation donnee de 1'ensemble sous-jacent ̂  ces stmcmres.

Designons par Rel 1'espece des relations binaires. Pour tout ensemble
fini U, on a que Rel[U] = {s\s CU x U}. De plus si U et V sont des
ensembles finis, f :U ^V une. bijection et 5 6 Rel[U} alors la bijection
Rel[f] : Rel[U} -^ Rel[V} est definie, pour tout s dans Rel[U], par la regle
suivante:

(/(. "l)J(^)) e Ae![/](5)^ ^1^2) 6 ^. (2)
Cette regle est. appelee Ie transport des Rel - structures Ie long de f.
Lorsque £7 = V, Ie groupe symetrique sur U, denote S([7), agit sur Rel[u}
par transport de structures. Pour toute /3 e S(C7), on designe par FixpeiW
I'ensemble des J?eZ-structures laissees fixes par ̂ . On pose aussi fixRei{f3) =
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\FixRei{0)\. II est facile de montrer que fixRei{/3) ne depend que du type
cyclique (/3i, /32,... ) de la permutation /3. Notons que tout ce que nous venons
d'enoncer au suj'et de l'esp6ce Rel s'applique ^ toute sous-esp^ce F de Rel,
F C Rel.

Soit n > 0 et/3. une pennuration de [nj. Ddnotons par C{/3) 1'ensemble des
cycles sous-jacents a /3. Toute relation s e Rel[n] induit une relation quotient
slf3 sur C{{3) definie par la regle suivante: V(c, d)   C{f3} x Cl (/3),

(c, d) G s/f3 <^3a; 6 c, 3y   rf tels quo {x, y) G 5. (3)

En general, la relation s/0 obtenue de cette maniere presente peu d'interet. Par
contre, des que la structure s est un membre de FzxpelW, la relation s//3 se
'rggularise" et, ce qui est remarquable, herite alors de cenaines proprietes de s.

On a, par exemple, pour toute permutation ̂  et toute relation s fix6e par /3:
1. s sym6trique =^ s/(3 symgtrique;
2. s foncdonnelle =^ 5//3 fonctionnelle;
3. s arborescente ̂  s//3 arborescente;
4. s est une permutation =^ s//3 est une permutation;
5. s connexe =» s//3 connexe;
6. ...et ainsi de suite.

Pour toute espece F C Rel, on denote par QpW 1'ensemble des structures
quotiems obtenues de Fixp^} par la r^gle donnge en (3) et par ^p^ :
FixF{(3] -^ QpW la surjection definie, pour toute s dans Fi.c^(/3), par
9F, (3(. s) = s 10. Si on denote par 5'ym, End, Con, Per, respectivement les
especes Relations Symetriques, Endofonctions, Arborescences, Permutations,
on peut TCCcnie, les 4 premieres implications de la liste pr6c6dente en termes
d especes de structures pour obtentr:

1. QsymW C Sym[Cm,
2. QpndW C £;n^[(7(/3)];
3. QconW C Can[C{/3)};
4. QperW C Per[C(0)].

Cette "auto-similarit^" entre les structures s fix6es par /3 et les structures
quonents correspondantes 5//3 s'expUque en panie par Ie fait que, pour toute
structure s e FixRei{0) et pour enrier k, on a

(x, y)es^^k{x), /3k(y))es. (4)

En effet, cette demiere implication entraine que la premiere coupe de s
suivant x, < x\s >= [z : {x, z} e s} (la coupe en premiere composante),
determine entierement la premiere coupe de s suivant chaque point du cycle de
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f3 qui contient x. Une relation fix6e par une permutation f3 est done entierement
determinee quand, pour tout cycle c de C((3) la premiere coupe d'un seul point
de c a et6 d6termin6e.

Soit F C Rel. En general, plusieurs structures si, s2, --., dans Fixp{/3}
peuvent induire la meme structure quotient q = ^F^{si) = ^F, 0{S2) = ...
La r6gularit6 intrins^que de ces structures fait qu'U est possible toutes de les
ren-ouver (de meme que leur nombre) a partir de q en ajoutam de I'informaiion
pertineme. Ainsi pour calculer fixp(0), on peut proc^der d'abord en constru-
isant 1'ensemble QpW puis en sommant ensuite les cardinalites des fibres de
^F,0- On obtient la formule suivante:

fixpW= ^ |^^(g)
q^QpW

(5)

Le paragraphe pr6c6dent donne 1'essentiel de notre m6lhode de
denombrement. Nous I'avons appelee "auto-similarite" parce que la grande
majorite des esp^ces F que nous avons trait6es jusqu'^ maintenant sont relies
que QpW C F[C{f3)}, comme on a pa en voir quelques exemples plus haut.
On peut tenter de formuler, en termes d'espfeces, un principe un pea plus
ngoureux:

1. 1 Principe d'autosimilarit6. Soit F une sous-espfece de l'esp6ce Rel des
relations. Nous disons que F est auto-similaire ssi pour tout entier n > 0 et
toute permutation f3 de [n], il existe un ensemble de couples (^, A) que 1'on
denote Sim{F, f3), tel que:

1. II existe une bijection ^p, 0 de FixpdS) a Sim{F, f3),

^F,0 .. FixpW ̂  Sim(F, f3) ;

2. Si ̂ F,0(s) == (^, A) alors

8 = ^F,0{s} ;a.

b. 8 e F[C(f3)};
c. A est une construction sur S qui permet de retrouver la structure

s sans ambiguite.

Pour calculer fixpW il suffit done de construire 5im(F, /3) et d'en trouver
la cardinalite. C'est ce en quoi consiste Ie principe.

Remarquons maintenant qu'il y a de nombreux contre-exemples d'especes
qui ne son: pas telles que QpW C F[C{/3)}, c'est-^-dire qui ne remplissem
pas la condition 2. b da principe que nous venons d'enoncer. En termes de
relations, cela signifie que la relation quodent 5//3 n'herite pas, en general, de
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toutes les propri6t6s de s. Par exemple si s est une involution sans point fixe
laissee fixe par 0 alors s//3 est, en general une involution (qui peut avoirdes
points fixes). Dans Ie meme ordre d'iddes, une relation sym6trique anti-reflexive
g sur [n] (un graphe simple) fixee par /3 peut induire une relation quotient g/f3
sym6trique et reflexive (graphes simples avec boucles). Nous denoterons ce'tte
derniere espece des graphes simples avec boucles par Grb.

1.2 Exemple. Nous illustrons maintenant les vertus enumeratives de cette auto-
similarite avec 1'exemple de 1'espece Per des permutations.

Soit /3 une permutation de [n] de type (A, ^2,. .. , ^n). 11 est bien connu
que Ie nombre de permutations o- sur [n] invariantes par conjugaison avec /3,
c'est-a-dire qui sont telles que a- = /?<r/3-1 (la conjugaison correspond id au
transpon Ie long de ̂ , donne par la regle en (2)) est donne par 1'expression
suivante:

fixperW=]^J0'/3,\ (6)
3=1

Montrons d'abord que si o- e Fixper(/3) alors o-/(3 doit non seulement
etre une permutation de C(/3) mais que, pour tout i, la restriction de a//3
aux cycles de longueur i, doit aussi en etre une. Supposons a; 6 c   C(/3),
y £ (^ S C{f3), et (a;, y) 6 a e Fixper{/3). Pour que o- soit une endofonction
de [n], c'est-a-dire que pour tout x 6 [n], la premiere coupe de o- suivant x
soit un singleton (| <a;|o- > | = 1), 11 est clair, en se servant de (4), que |c|
doit diviser \d\. Sinon, forcement, ona | <a;|<7> | ^l. Si on exige en plus
que a- soit une permutation de [n], alors, de mani^re analogue, on doit aussi
avoir que \d\ divise |c|.

Ainsi la permutation quorient o-//? ne permute entre eux que des cycles
de meme longueur. De plus, si (c, d) est un couple de o-//3, ~alors 11 suffit
de connaitre 1'image par o- d'un seal point de c pour connaftre entierement
la restriction de a- au cycle c. II suffit, par exemple, de specifier 1'ensemble
{o-(mm(c))|c e C'(/?)} pour connaitre entierement a.

Reciproquement si on donne sur C{f3) une permutation S qui ne permute
que des cycles de meme longueur et une fonction A : (7(/3) -> [n], telle
que, pour tout c £ C>(/3), A(c) £ <?(c), alors, on peut retrouver, de maniere
^vidente, une permutation laissee fixe par ̂  qui est associee au couple (^, A).
En d6notant Sim(Per;0) 1'ensemble des couples (<?, A) que nousvenons de
decrire, on a demontre la proposition suivante:

Proposition 1. Pour tout entier n > 0 et toute permutation f3 de [n], on a
1'isomorphisme suivant:

Fixper(/3) ^ Sim(Per, /3).
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II est maintenant ais6 de retrouver (6) ^ panir de 1'ensemble Sim{Per, f3).

1.3 Indications "historiques". Le principe d'auto-similarit^ a, en quelque
sone, ses predecesseurs. En effet, pour enumerer les tournois laisses fixes par
une permutanon f3 donn6e. Moon [17] commence par construu-e les tournois sur
les cycles de (7(/3), avec 1'aide de (3) (ajustee aux toumois). II en deduit ensuite
Ie nombre de tournois fixes en ajoutant 1'information (les choix) necessaire. De
meme, Lovasz [16], pour trouver Ie nombre d'arbres (sur un nombre impair de
points) laisses fixes par ̂ , se donne d'abord un arbre sur les cycles de C(f3) et
termine son calcul a 1'aide du theoreme connu sous Ie nom de "Matrix-tree".

On peut aussi citer Hanlon [10] qui, sans allerjusqu'a enumerer les partitions
(d'ensembles) fixees par /3, n'en induit pas moins une partition de C(/3) a partir
de la meme regle (3) pour construire les partitions de Fixpartition{0).

Comme on peut Ie voir, les calculs particuliers de chacun de ces
predecesseurs s'est toujours realise lors de 1'etude d'une espece bien
d6termin6e.

§ 2. Une construction des graphes connexes sur [n].

Pour pouvou- construire les graphes connexes sur [n] laisses dxe par
one permutadon /3 donnee (mais arbitraire) de [n] on doit d'abord pouvoir
construtre tous les graphes connexes sur [n]. En effet lorsque /3 = !["], on
a FixcrxW = Grx[n\. Cette section est consacree a la description d'un
algorithme qui constmit tous ces graphes connexes et qui permet d'en donner
Ie nombre, sous forme close.

Cette construction repose essentiellement sur la notion usuelle de distance
dans un graphe simple. Si g est un tel graphe et si u et v sont deux sommets
de g alors la distance de u a .u, denotee d(u, v), est la longueur de la plus perite
chaine qui va de u ^ v.

Soit 7i ^ 1 un entier, g = ([n], A)   Gra;[n] et uo fixe dans \n}. La
notion de distance que nous venons d'introduire induit des partitions de [n] et
de A relativement a uo. En premier lieu, si on designe par Dk{uo}, k > 0 ,
1'ensemble de sommets de g qui sont ^ distance k de UQ alors on obtient la
reunion disjointe suivante:

[n] = |J D, (uo) .
k>0

Nous denotons cette partition ordonnee de [n\ par v{g, uo).
Si ai = {u\, Vi} et 03 = {u2, U2} sont deux aretes de A, alors on definit

une relation d'equivalence =uo sur A en posant ai =uo 02 <^
{d(uo, ui} < d{uo, vi), i = l, 2;d(uQ, u^) = d{uo, U2), d{uo, vi) = d(uo, v-i)}.
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Les membres de la partition A/ =uo peuvent etre regrouptes en deux classes
disjointes. En effet, si a = {u, v} £ A, d(uo, u) < d(uo, v), alors on a soit,
pour une certain entier j > 0,

1. d{uo, u) = d{uo, v) = j et on ecrit a £ ^(5r, uo),

soit, (les deux cas s'excluant mutueilement),

2. d{uo, u) = j, c<(uo, v) = j+1 et on ecrit plutot a e T, (fir, uo). On
dira aussi que Tj{g, uo) est la j-ieme saturation de g relativement
a UQ.

Bien sur, les ̂ . i[g, uo) sont deux ̂  deux disjoints, de meme que les Tj(g, uo).
On pose fl, {g, uo) = U^>o^(g, -uo) et T(g, uo) = U, >oT, (5r, 'uo). Alors on a:

A=n(5, uo)IJY(5, "o).

L'ensemble T(g, uo) ne peut etre vide que si |[n]| = 1. Si |[n]| > 1 alors
Ie sommet UQ est connecte a au moins un autre sommet du graphe g et ainsi
^i(5r, '"o) 7^ 0- Remarquons aussi que si, pour un certain indice jo, on a
^jo{9, uo) = 0 alors, pour tout indice j > jo, on a Tj{g, uo) = 0. On definit
Vamplitude, reladvement ^ uo> du graphe g, a^(g'), comme 6tant Ie plus grand
indice jmax pour lequel Tj^g, uo) + 0.

Si/s > Oet a; est un sommet de Dk+i{uo), alors x est adjacent a au
mains un sommet de Dk(,uo), sinon x n'est pas ^ distance k de UQ. Ainsi
pour 0 < k ^ a(g) - 1, Ie sous-graphe de g obtenu en prenant la reunion
Dk(uo} U Dk+i(uo') comme sommets et Tk(g, uo) comme ensemble d'aretes
est une relation (symetrique) qui sature Dk+i(uo). Cela mene a la definition
suivante:

Definition 2. Soient V et W des ensembles finis disjoints. L'ensemble des
graphes simples g surVUW dont les aretes {x, y} ont un sommet dans V et
1 autre dans W et, qui, de plus, saturent W, c'est-^-dire que pour tout sommet w
dans W/, il y a au mains une arete {v, w} dans g, est 1'ensemble des saturations
de V dans W que 1'on denote Sat{V, W).

En fait la decomposition d'un graphe connexe que nous venons de decrire
peut se ramener aux definitions et a la proposition suivantes.

Definitions 3. Soient U un ensemble fini, \U\ >1, UQ eU etj >^ 0.

1. L'ensemble des partitions ordonnees TT = {UQ, U\,..., Uj) de U
en ;' + 1 classes (non-vides) telles que UQ = {uy} est d6not6
Parj{U, uo).
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Pour toute TT = (^0, ^1,..., Uj) £ Parj(U, uo), on pose

2. Gra(Tr) = {(ffo, 5l>... , ffj) : ^, 5* £ Gr^^]} et

3. 5'a((7r) - {(5o^i,..., 5j-i) :Vz, s, G 5af(£/,, C/,+i)}.
On d6finit alors 1'ensemble Decompj{U;uo) comme 1'ensemble des triplets
(7T, G, 5) ou TT e Par, ([7, uo), G 6 Gra{v), S 6 5'at(7T). Finalement on
pose:

Decomp(U;uo} = (J Decompj{U;UQ).
0<3<\U\-1

Proposition 4. Pour tout ensemble fini U et tout uo   t/ on a:

Grx[U} ̂  Decomp{U;uo).

Preuve: La preuve est evidente. Le lecteur peut s'en convaincre ^ I'aide
de la figure 1. Lorsqu'il y en a, on a indique les aretes des graphes gi par
des traits gras.

§3 S3 §4 S4 §5

Figure 1
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CoroIIaire 5. Soit n > 1. Alors Ie nombre de graphes connexes sur [n] est
donne par 1'expression suivante:

|G-[»]1=E, E, (t;, :ltJll2 "'II(2--l)'-+l. (7)
fc=l (<l,...,. t) ^-1) ... '.'"/ J=l , =1

'. Sl

Preuve. Le centre c d'un graphe en fonne d'etoUe sur n points, disons E est
tel que ac(E) = 1. De plus, si u est un des deux sommets pendants d'une
chaine C sur [n] alors Q:u(Cr) = n - 1. Ainsi, 1'ampUtude A; de tout graphe
connexe g varie de 1 an- 1. Une fois 1'amplitude k fixee, on doit choisir les
k families, toutes non-vides, de points qui formeront les £>;, \<i<k. Cela
explique la seconde sommation et Ie coefficient multinomial de la formule. On
construit ensuite k graphes simples, 1 pour chacun des £>" 1 ^i<k, ce qui
se fait, evidemment de fl 2('2') manieres. Les saturations sont denombrees

^1
par Ie dernier produit de la formule.

§ 3. Le calcul de fixcr^}.

3. 1 Introduction. Soit /3 une permutation de [n]. Si Ie graphe simple g sur
[n] est connexe alors Ie graphe induit g//3 sur C{/3) est lui aussi connexe (en
general, bien que cela n'ait aucun effet sur la connexite de ̂ //3, ce dernier
est un graphe "simple" avec boucles permises, i.e une relation symetrique). A
fortiori, il en va de meme si g ^ FixcrxW- Ici, appliquer Ie principe d'auto-
similarite consiste done a construire tous les graphes connexes sur C'(/?) et
ajouter ensuite 1' "information" necessaire (perdue en passant aux structures
quotiems) pour retrouver tous les graphes de FixcrxW.

Cependant, bien que nous suivions essentiellement cette demiere methode,
elle ne suffira pas a resoudre entierement Ie probleme. On doit aussi proceder
par inclusion-exclusion. La difficulte tient au fait que nous n'avons pas trouve
de moyen "heureux" (en existe-t-il un?) d'ajouter de 1'informarion aux graphes
quotients (connexes) sans eviter d'obtenir des graphes disconnexes. En fait,
pour obtenir Ie r6sultat final, on commence par construire tous les graphes
connexes sur C(/3), on ajoute 1'information necessaire pour retrouver tous les
graphes connexes laiss6s fixes par la pemiutation ^ et on soustrait de cette
construction les cas qui menent ^ des graphes disconnexes. Cette soustraction,
ensembliste, m&ne drrectement au principe d'inclusion-exclusion quand vient
Ie temps d'en denombrer les membres.

3. 2 Le calcul de fixcrsW. Comme on 1'a vu dans la section precedente, les
graphes simples interviennent naturellement dans la construction des graphes
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connexes: si Ie graphe g est d'amplitude k relativement ^ un de ses sommets
uo alors on associe a g un triplet (TT, G, S) ouG = (gi,... , gk) est precisement
un n-uplet de k graphes simples. Si Ie graphe g est laiss6 fixe par f3 alors
chaque graphe simple gi dans G est lui aussi laisse fixe par /3. II importe done
de pouvoir calculer, pour toute permutation /3, les coefficients fixorsW-

Nous reprenons ici ce demier calcul, bien connu [6], ce qui permettra de
voir clairement la nature 1'information perdue lorsqu'on passe au quotient d'un
graphe simple defini par la regle (2).

Proposition 6. Soit /3 une permutation de [n], de type (/3i,... , /3n). Alors
Ie nombre de graphes simples laissds invariants f3 est donne par 1'expression
suivante:

^ 0^pgcd(u, v)+^u(^) ^/3. L"/2J
fixGrsW = 2 ^~<^» u=l x 2 »=1 (8)

Preuve. Supposons d'abord que la permutation 0 soit constituee d'un seul
cycle C de longueur u. Manifestement, Ie graphe trivial (sans arete) sur [u]
est fixe par /3. Fixons a = {ij}, i, j £ [u], une arete quelconque. Si 1'arete
a fait partie d'un graphe g laiss6 fixe par /3 alors 1'ensemble d'argtes suivant
{f3k{a) = {/3fc(t), /3fe(j)} : A > 0}, que nous denotons ©,3(0:) et que nous
appelons la /3 - orbite de a, doit aussi paire partie de 1'ensemble des aretes
de g.

Remarquons maintenant que Ie fait que /3 soit constituee d'un seul cycle
n'intervient pas vraiment dans ce que nous venons de dire. C'est-a-dire que
si i, j   [n], i eC C C{/3), j   £> e C{0), C ^ D, alors on peut definir la
f^ -orbite de {i, j}, ©/3({i,j}), de la meme maniere et Ie meme phenomene
se produit: si {i, j} est dans g £ FixcrsW alors 6/3 ({i, J'}) doit aussi y etre.

On voit done que ce qui tient lieu d'arete dans un graphe fixe par une
permutarion donnee est "equivalent" ^ une orbite complete d'aretes. En effet,
toute arete determine une et une seule orbite et, r^ciproquement, toute arete
dans une orbite donnee peut servir de representant ^ cette derniere.

Ainsi, lorsque nous passons au graphe quotient gl^ (g £ FixcrsW^
1'information perdue est precisement un certain ensembles d'orbites. Les aretes
pr6sentes dans Ie graphe g 10 indiquent entre quelles paires de cycles {C, D}
on trouve un choix non-vide d'orbites que 1'on doit ajouter a g//3 pour obtenir
Ie graphe g d'origine. On comprend maintenant pourquoi on peut retrouver,
en general, des boucles sur Ie graphe quotient. En effet, pour tout cycle C
dans C(0), sii ̂  C, alors la seule orbite qu'il est impossible d'obtenir est
celle definie par 0^({z, i}), car c'est la seule qui menerait ̂  des boucles dans
Ie graphe g d'origine. Toutes les autres orbites (elles existent des que |C'| > 1)
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dans C peuvent toutes intervenir et elles m^nent toutes ^ une boucle sur Ie
cycle C dans Ie graphe quorient g//3.

Supposons maintenant que, dans un graphe quotient h sur C'(/3), nous ayons
obtenu une arete {C, D}. Combien existe-t-il d'orbites distinctes qui peuvent
induirent cette arete?

Examinons d'abord Ie cas ou |C'| = c, \D\ = d, C ^ D. On peut former, ^
partir des points de C et £>, un total de c x (f aretes {a;, y} telles que a; £ C' et
y E D. Fixons-en une, disons {XQ, VQ}. II est clair que la cardinalit6 de 1'orbite
©/3({a;o, yo}) est egale au ppcm{c, d), par definition meme de ppcm. Puisque
deux orbites distinctes ont une intersection vide on obtient que Ie cardinal de
1'ensemble des orbites qui peuvent induire 1'arete {C, D}, denote ©/3{{C, D}),
est de (c x d)/ppcm{c, d) = pgcd(c, d). Ainsi on obtient <yacd(c, d) _ ^ ^^^ ^
sous-ensembles non-vides d'orbites qui pourront induu-e 1'arete {C, D} dans
Ie graphe quotient h.

Par un raisonnement analogue, il est ais6 de voir, dans lecas ou C' = £>
qu'il y a 2l-c'/2-l - 1 choix de sous-ensembles d'orbites qui pourront induire la
boucle {C, C} = {C} dans un graphe quotient h.

Posons maintenant

Sim{Grs;^ = {{8^}\8 G Grb[CW, A : 8-^ ̂ c. D}^^W, D}}},

ou A est une fonction qui assigne a chaque arete {C, D} (avec, possiblement,
C = D)de S une partie non-vide (p*) de 1'ensemble Q/}{{C, D})}. Nous
avons done obtenu, pour toute permutation /3, une bijection Tg,

F/3 : FixGr, {/3) -^ Sim(Grs;/3),

5^(^, Ag),

ou 6g = g//3 et ou Ay = A(g) est 1'ensembles des orbites de g "perdues" en
passant au quotient. II est mainienant ais6 de retrouver (8). En effet, construire
un membre de Sim(Grs;0) revient d'abord, pour tout C, D G. C(, f3) et toute
arete {C, D}, , C ^ D ^. choisir ou non cette arete et, advenant Ie cas ou
elle est choisie, de lui assignor un membre de p*(Q^({C', D}). Puisque, pour
tout i, la permutadon /3 est constituee de 0i cycles de longueur z, il y a bien

Y, 0^(u,v)+^u{^)
2 i<u<v<n u=i manieres de faire ces choix. Ensuite, on complete
la formule avec un traitement analogue pour les boucles que 1'on choisit ou
non sur chaque cycle C de C'(^).

3.3 Disconnexite. Jusqu'a maintenant nous avons obtenu un algorithme qui
construit tous les graphes connexes sur un ensemble fini arbitraire et nous
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connaissons aussi la nature de 1'infonnation perdue quand on passe au graphe-
quotient d'un graphe simple g laisse fixe par une perm. utation /3 donnee. Cette
information est bien entendu de meme nature si on demande en plus que

Ie graphe g soil connexe. D'autre part, Ie quotient d'un graphe connexe
est toujours connexe. Ainsi, il semble a priori possible que 1'on puisse
retrouver tous les membres de FixcrxW, et uniquement ces derniers, en
se restreignant au sous-ensemble, d6not6 Dis(l, /3) (pour des raisons qui
apparaitrons plus tard), des couples (<?, A) £ Sim{Grs, /3) qui sont tels que
S soil un graphe connexe sur C(f3) (c'est-a-dire qu'il semble possible que
1'on alt FixcrsW = T-\Dis{l, 0)).

Malheureusement, ce n'est pas Ie cas en general. En fait, cela depend de
la nature de la pennutation /3. En effet, on aura FixcrxW = T~l{Dis(l, {3))
si, et seulement si Ie pgcd de toutes les longueurs de cycles presents dans /3,
ce que nous d6noterons pgcd{/3}, est 6gal b 1. Dfes que pgcd{f3) i- 1, on peut
toujours trouver un couple (5, A) e -D^(l, /3) tel que Ie graphe r-l(i?, A) soit
disconnexe, comme 1'illustre I'exemple suivant.

Exemple Soient [n] = [4], /3 = {A, B} ou A et B sont les transpositions
A = (1, 4) et B = (2, 3). Considerons Ie couple (<?o, Ao) £ FixcrsW ou 5o
est Ie graphe connexe sur C{/3) constitue de 1'unique arete {A, B}:

A B

Figure 2. Le graphe So, connexe.

etouAo({A, 5})=0,
disconnexe:

^, 2}) = {{1, 2}, {3, 4}}. Alors F-l(^o, Ao) est bien

1

4 . <3

Figure 3. Le graphe r-l(^o, Ao).

Puisque FixcrsW c Dis{l, f3), il suffit, pour trouver fixcrsW. de
trouver la cardinalite de 1'ensemble Dis(l, (3) et de lui soustrau-e Ie nombre de
ses membres (<?, A) qui sont tels que r-l(5, A) soit disconnexe. Puisque nous
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savons construire (et d6nombrer) Dis(l, /3), il ne reste plus qu'^ caractgriser
Ie sous-ensemble de ses elements disconnexes.

Soit (<^, A)   £>M(I, ^). Nous denotons 1'ensemble des composantes con-
nexes de r-l(<?, A) par CC{8, A) et la cardinalit6 de ce demier par NCC(S, A).
Pour toute pennutation 0 et tout (<^, A) £ Sim(Grs, /3) la permutation /3 induit
une permutation (3' de CC(S, ^) d6finie, pour toutes composantes C, D dans
CC{S, /\), par la regle suivante:

f3'(C) =D^3xe C, /3{x) E D. (9)

La permutation /3'est circulaire lorsque (^, A) G £>M(I, ^).
Le nombre NCC{S, ^) de composantes connexes de r-l(i?, A) ddpend,

en general, de pgcd{(3), S et A. Pour Ie detemiiner , il suffit de connaitre,
pour toute arete {A, B} du graphe S, Ie nombre de composantes du graphe
^ ^\{A, B}>^\{A, B}} etdecalculerensuitelepffc<fdesnombresobtenus. C'est
1'objet des proposition et corollaire suivants.

Proposition 7. Soit /3 une permutation de [n] constitute de deux cycles A, B
respecdvement de longueur a et 6 ou A = (ro, n, 7-2>... ), B = (50, 51, 52,... ).
Supposons que (8, A) soit dans Sim(Grs, f3) et que S soit Ie graphe simple con-
stitue de 1'unique arete {A, B}. Supposons aussi que 1'image de A contienne
au moins 1'orbite ©,3 ({ro, so}) et peut-etre d'autres orbites {Q/3({ro, 5c, }) :
^ ^ j </u}. Alors on a:

(i) NCC{6, ^} = pg^(a, 6, ci, C2,..., ^).
(ii) La permutation /3 induit une permutation ctrculaire /3' de CC{8, /\)

definie par (9).

Preuve. La preuve, par recurrence sur Ie nombre d'orbites contenues dans
1'image de A, denote |A|, est distincte selon que A / 5 ou non.

l. a) Examinons d'abord lecas ou |A| = 1 etA^ B. Soit k = pgcd(a, b).
n est bien connu que la congruence gx = w(mod h), ou g, h, w sont des
entiers fix6s, n'a de solution (endure) que si, et seulement si, pgcd(g, h) divise
w. Si, dans cette derniere congruence, on pose g = a, h=betw=t-k,t
6tant ici un entier naturel quelconque, on obrient alors la congruence suivante

ax=t- k{mod b] (10)

qui admet, quelque soit t, une solution a; > 0.

Puisque A(<?) = ©/3({ro, -so}), on a pour tous enriers j, m > 0, que

{rjk+ma(moda), Sjk+ma{modb)} = {rjk{mod a)'sjk+ma(mod b}} S ©/3({^0, -So}).
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Ainsi, par (10), pour tout j telqwO < jk < a-1, les seules aretes
issues de rjk sont les aretes {rjk, Sfk}, 0 < tk < b-l. De meme, pour
tout i, 0 <i < k-l, \es seules aretes issues de r^+i sent les aretes
{rjk+i, Stk+i}, 0 <tk<b-l.

Les ensembles d'aretes, {{rjk+i, Stk+i} -. 0 < jk<a-l, 0 <tk < b-1},
0 <i <k -1, constituent les k composantes connexes du graphe r-l(^, A).

Bien entendu, si, au lieu de prendre 0/3({ro, 5o}) comme orbite on avait
plut6t choisi Qff{{ro, sj}), pour un certain sj dans B on aurait aussi obtenu
k composantes connexes dans r-l(i?, A). Remarquons aussi que 1'orbite
d6termin6e par {ro, ^o}>©/3({T'o, ^o})> est la meme que celle d6termin6e par
{ro, ^}, pour tout s e B qui se trouve dans la meme composante connexe
que ro.

Notons finalement, pour terminer ce premier cas, que la relation (9) definit
bien une permutation circulaire /3' des k composantes que 1'on vient d'obtenir.
De plus, en prenant 1'ensemble R = {ro, r\,... , rk-i} comme ensemble
de representants de ces composantes, on peat tout aussi bien considerer la
permutation /3' comme une permutation ctrculaire de R.

l. b) Toujours avec |A| = 1, considerons maintenant Ie cas ou A = B.
Choisissons une orbite ©^({T-O,^}) ou i ^ 0, pour eviter les boucles dans
F-1 (5, A). Alors Ie plus petit indice k tel que k > Oet pour lequel 1'arete
{ro, rk} est dans 0^({ro, rz}) est pr^cisement k = pgcd{a, i). Ainsi, pour tout
;', 0<j <k, I'ensemble d'aretes {{r(j+mk)moda, T(j+{m+i)k)moda} : m > 0}
constime une composante connexe de r-l(5, A). Ici encore la permutation /3'
est bien d6finie par (9).

La proposition est done demontree dans lecas ou |A| = 1. Par hypothese de
recurrence, supposons la vraie pour |A| =u > 1. Nous voulons la demontrer
pour |A| = u + 1.

2. Supposons que A(^) soit constitue des u + 1 orbites (distinctes)
©0{{ro^QW{Q0{{ro,sh, }) -. 1 < 3 <u}et que A'(<?)= A(<^) -

[ro, -s/^}). Par hypothese de recurrence, on a que NCC{S, ^') =
pgcd(a, b, ht, h-i,..., /i(u_i)) et on obtient aussi la permutation ̂ ' de CC{8, A')
decrite par (9).

L'id6e maintenant est de se ramener au cas l. b trait6 plus haut dans cette
preuve. En effet, soient K{ro), K{bhJ £ CC{S, ^'} definis par les relations
d'appanenance ro G Ar (ro) et h^ S ^(^)- A 1'orbite 0^({r-o, 5^}) que

1'on ajoute a A' pour obtenir A il correspond de maniere evidente une orbite
Q/3'{{K(ro), K(bhJ}) relativement ^ ^' qui est constitute de composantes de
CC(S, ^'). On est alors precisement dans la situation traitee par Ie cas l.b
ou Ie cycle est maintenant la pennutation /3' et ou 1'orbite est donn6e par
Q/3'{{K(ro), K{bhJ}). Puisque K(bhJ = K{b^ mod(pgcd(a, bM,h2....,h.-i)^
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on obtient bien la suite d'identit^s suivante;

NCC(S^) = ^(7((^, A') |j©/3{^,^J)
= pgcd{NCC{S, A'), hnmod(pgcd{a, b, hi, h-i,..., /i^_i)))
= pgcd(pgcd(a, b, hi, h2,..., /iu-i), h^mod^pgcd^a, b, h-i, h^,..., /iu-i)))
= pgcd{a, b, hi, h-2,..., h^-1, humod(pgcd(a, 6, Ai, /i2,..., A.u-1)))
= pgcd(a, 6, /ii, /i2,..., /iu-i, h'u}-

II est clair que la pennutation f3' de CC(S, ^') induit, toujours avec (9), une
permutarion circulaire 0" de CC(S, /\'). Cela complete la recurrence et la
preuve est lerminee.

Corollaire 8. Pour tout (^, A) dans Dis(l, f3) on a

NCC{6^)=PGCD^}^{NCC{6^B}, ^\{A, B}))-
De plus (pour proceder par recurrence) la permutation ̂  induit une permutarion
(circulaire) f3' de CC(S, ^) ou /3' est d6finie par (9).

Preuve. On precede par recurrence sur Ie nombre k d'aretes de S. Pour
fc = 1, la demonstration fait 1'objet de la proposition precedeme. Supposons
la proposition vraie pour fc > 1 et supposons aussi que 6 &it k+ 1 aretes.
Choisissons une arete arbitraire {A, B} dans S ou A = (00, 01, 02,... ) et
5 = (6o, &i, &2, . . . ). On examine deux cas distincts pour etablir la recunrence:
1. 1'arete {A, B} est un isthme (c'est-a-dire que soustratre 1'arete {A, J5} a S
deconnecte ce dernier) et 2. ce n'en est pas un.

1. Lorsque {A, B} est un isthme dans 6 et qu'on soustrait {A, B} ^ S, on
obtient deux sous-graphes S' et S" (connexes) de ̂  ou A est, disons, un sommet
de 6' et B un sommet de S". Par hypoth^se de rdcurrence, la permutation
,3 induit des permutations cu-culaires ff et ff' de CC[6', ^} et CC{6", ^"}
respectivement. Les diverses orbites constituant 1'image A({A, B}), disons
{0^({ao, 6/i, }) .. l < j <u}, induisent un nouvel ensemble d'orbites (dont les
aretes ont pour sommets les composantes de CC(S', ^') d'une pan et celles
de CC{S", ^") de 1'autre) bien determine entre les deux nouveaux cycles /3'
et /3". En effet, en considerant les aretes de {©^({ao, &/i, }) : 1 <j <u}
"reduites" module NCC(S", ^") et en identifiant les diverses composantes
de CC{8", ^"} aux NCC{S", ^") premiers point du cycle B, c'est-a-dire au
cycle (6o, &i,..., ^cc((5", A")-i)> on voit bien comment obtenir ces orbites
induites. Pour simplifier la notation, posons, pour tout j, 1 < j <u, hj' =
h, mod(NCC(S", A")).

On se retrouve alors dans Ie cas l. a de la proposition (7), avec des cycles de
longueurs NCC(S', ^') et NCC{S", ^") ainsi qu'avec un ensemble d'orbites
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d6termin6 par A({A, 5}). On obtient alors que

NCC(S, ^=pgcd(NCC{S', ^), NCC{S", ^"}, pgcd(h[,..., h^)
= pgcd{NCC{S', A'), JV(7C'(5", A"), pgcd{h^,... , ̂ ))
=pgcd{NCC{S', ^), NCC{S", ^"), pgcd{a, b, h^..., hn))
= pgcd{NCC{S', A'), NCC{6", A"), NCC{8^, B}, A|{A,B}) ) .

Par hypothese de recurrence, Ie corollaire (8) est demontre lorsque {A, B} est
un isthme.

2. Si 1'arete {A, B} n'est pas un isthme on procede essentiellement de la
meme maniere qu'en 1, la seule difference (d'une certaine importance) etant
qu'on doit maintenant considerer Ie cas l. b de la proposition (7). C'est-a-dire
qu'on obtient qu'un seul cycle CC{8'^'} induit apres avoir enleve 1'arete
{A, J3}. Le detail de cette partie est laisse au lecteur.

Supposons maintenant (^, A)   £>M(1, /3) tel que NCC(S, ^) = g > 1.
Alors, evidemment, on a que q divise pgcd{0). Convenons de dire, lorsque
q divise NCC{S, A), que (S, A) est q-deconnecte et, de plus, posons, pour
toute permutation /3 de [n] et tout entier g > 0,

Dis(q, l3) = {(<?, A) 6 Sim{Grs;0) : S est ccmnexe , q\NCC{6, ^}.

Ainsi, on a Dis{l, f3) = {{S, /^) E Sim(Grs;/3) : S est connexe}. Posons
aussi, pour tout q, dis(q, /3) = \Dis{q, f3)\.

Maintenant, si (<?, A)   Dis{q, /3) et si p est un nombre premier qui divise
q, alors, par definition, ^, A) est aussi p-deconnecte. Alors, clairement, on a

Sim{Grx, 0)=Dis{l, /3}- |j Dis{q, 0)
, |pBC<l(^)

a>l

=Dis(l, f3)~ IJ Dis{p,^
p\pfcd(0)
p premier

La reunion qui intervient dans la derniere equation n'est pas disjointe en
general. Par exemple, si pi et pz sont deux premiers distincts et si
(^, A) est (pip2 )-deconnecte alors (<?, A) est a la fois (pi)-deconnecte et

(p2 )-deconnecte. Ainsi apparait 1'inclusion-exclusion annoncee plus haut:

\Sim{Grx, /3)\=dis{l, l3)- ^ dis(p, ft)+
p\pac^3)
p premter

E ^"(P1P2, ^) - E dis{p-ip-ip3, 0) +
PlPi\pa<:iW)

PI »P2 PTcm.ier» dittincta
»lP2P3 |p»<:d<l9)

PltP2'p3 PTernter9 diftinct*

(11)
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Theoreme 9. Pour tout enrier n > 1 et toute permutation 13 de [n], on a

fixcr^/3)= ^ fi(d)dis(d, (3), (12)
d\pgcdW

ou p, est la fonction de MQbius usuelle.

Preuve. Avec (11), puisque Fixgrx(0) ^ Sim(grx, f3), Ie resultat est
immediat.

Pour trouver fixgrx{/3) il suffit done, par (12), de calculer, pour toute
permutation /3 et tout diviseur d de pgcd{ft), les diverses expressions dis{d, {3}.
C'est ce que nous calculons dans Ie lemme 10 et la proposition 11.

Lemme 10. Soit f3 une permutation de [n] constitute des cycles A et -B ou
|A| = a, |B| = 6, A = (01, 02,... ) et B == (fci. fcz,... ). Supposons que S soit
Ie graphe simple sur C{(3) constitu6 de la seule arete {A, B} et soit g > 0 un
entier divisant pgcd{a, b) = k. Alors U y a

et, respecavement,

q^P9cd(a, b)/q __ ^

2la/29J - 1

manieres de definir A(^) pour faire en sorte que (^, A) soit q-deconnecte
lorsque A ^ B et, respectivement, A = B.

Preuve. Considerons d'abord Ie cas ou A 7^ B. Supposons que ©^({ao, 60})
soit dans A(i^), detenninant ainsi pgcd{a, b) composantes connexes dans
r-l(A, ^). Bien sur, si on ne prend que cette orbite, Ie couple (A, ^) est
g-deconnecte. II en va de meme si A(^) est consdtuee d'un sous-ensemble
non-vide arbitraire de 1'ensemble {©/3({ao, &.,g}) .. 0 < s < k/q}. De plus,
si on ajoute toute autre orbite Q^({ao, 6(}) ^ A((?) telle que 0^({ao, ^(}) ^
{©/3({ao, 6,g}) :0 < s < k/q}, alors (A, <?) n'est pas g-deconnecte.

On a done, en choisissant les orbites dans {©/3({ao, ^g}) :0 < 5 < kfq}
, 
y9 cd(a, b)/q 

_ ^ manieres de determiner A((?) qui g-deconnectent (^, A).
Ce raisonnement etant valide a translation pres (c'est-a-dire que pour tout

i fix6, 0 <i < q, on choisit maintenant les orbites dans {©^({00, 6^+1) : 0 <
s < k/q}) on obtient bien, au total, q(yscd(a,, b)/q __ ̂  manieres de determiner
A(^) pouvant g-deconnecter {S, A).
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On peut aussi voir cette "translation" comme Ie chouc d'une point initial
dans B. C'est-a-dire qu'on a essentiellement q chouc de determiner un premier
point & £ B (determinant lui-meme 1'orbite initiale 0^{ao, &}) les autres choix
d'orbites etant fails relativement ^ ce choix initial.

Lorsque A = B, en raisonnant sensiblement de la mgme fa^on, on trouve
facilement un total de 2l-a/2sJ -1 manieres de choisir A(<?) qui g-deconnectent
(5, A) (il n'y a pas de "translation" ici).

Par la proposition (7) et Ie corollaire (8), on a que Ie couple (S, A) est
d-deconnecte pour un certain entier d>0 ssi, pour toute arete {A, B} dans S
Ie couple (<?|{A, B}>A|{A, J3}) est d-deconnecte. On est maintenant en mesure
de calculer les expressions dis{d, /3).

Proposition 11. Soit 0 une permutation de [n] de type lA2A . . . n/3n. Sup-
posons que 1'element "1" de [n] soit dans Ie cycle Co et que |C'o| = c. Soit /3* la
pennutation induite de 0 en lui ayant soustrait Ie cycle CQ, c'est-^-du-e que /3* =
0\Co. Supposons de meme que la pennutation /3* soit de type 1^'2/32*. . . n/3»
oti/3^ =/3, -1, sii = c et/3,+ = A, autrement. Soit A" = |C'(/3)|. Alors, pour
tout entier d > 1 tel que d divise pgcd{0), on a:

asw} = ^-i2^j ̂  ̂  n f^ ^s
~"/ ~ ~ ^[ti^^l'3'a2-a'---'afc-s/

\ "(t+1),.

_"_ / ..... NQI.. t^^/ ^ o'f.m Pflcd(m, s)/d
^ JJ ̂ c-a)/<i - l)al" x n n 12^-'"""v"' -1

3=1 t=l a=l

k ^ a,»a,.£^^+S ('"".utt -l-l)+L"/2dj)
^l$u<»<» u=l

t=l (13)
ou la seconde somme est indic^e par la matrice [o:t, ], 1 <t < k, 1 <: s <n,

A JL
qui est teUe que , pour tout 3, on alt ̂  ai,, = ^ et, pour tout (, ^ af,s > 0.

t=l 9=1

Preuve. Un membre de Dis{d, /3) est un couple (^, A) ou 6 est un graphe
connexe sur C(/3) et ou A assigne ^ chaque argte {A, B} de S m ensemble
d'orbites choisies dans Qg({A, B}}, de maniere ^ ce que, pour toute arete
{A, B}, (S^B}, ^\{A, B}) soit rf-d6connect6.

Nous conso-uisons d'abord les graphes connexes 8 = (v, G, S) sur C{/3).
Prenons Co   C{/3) pour jouer Ie r61e du point UQ dans la proposition 4.

Si A: = 1 alors 1'amplitude est nuUe, la permutauon ft n'est constituee que
de I'unique cycle Co. Par la proposidon 10, il y a alors 2LC /2dJ graphes simples

42



qui sont laiss^s fixes par /3 et dont Ie nombre de composantes est divisible par d
(il ne faut pas oublier Ie cas du graphe trivial qui n'est pas inclu dans 1'analyse
de la proposition 10). La proposition est d6montr6e dans ce cas.

Si X > 1, alors 1'amplitude k peut varier del a K -1. Fixons k. On
choisit une panirion ordonn6e TT de C'(/3*) en k parts non-vides.

Ce choix doit tenir compte de la taille des cycles puisque, par la proposition
10, Ie nombre de manieres d'obtenir des graphes rf-deconnectes depend de la
taille des cycles avec lesquels on les construit. En fait, pour tout (, 1 <t < k,
et tout s, 1 <s <n, on choisit [ais] cycles de longueur s pour constituer la
t-ieme. part de la partition TT. On voit alors pourquoi Ie terme

n (". ". ''.'
^ \0il, 3, 0t2, 3,..., 0lk, 3.

apparait dans (12) et, de meme, pourquoi la seconde somme est indicee par
la matrice [a^j.

Une fois la partition TT = (UQ, U\,.. . , Uk) de (7(/3) determinee, il reste
pour obtenir un membre de Dis(d, f3), ^ se donner d'abord un vecteur a- de
k saturations a- = (0-0, 0-1,... , o-(;_i), Vz, £T, G Sat{Ui, Ui+i), un vecteur 5 de
k + 1 graphes simples (avec boucles) g = (go, g\,. .. , gj), ^i, gi   Grb[Ui], ce
qui donne un graphe connexe G = (^, 0-, ^) sur C{f3~), et, ensuite, a choisir
pour chaque arete 6 dans G, un ensemble ̂ -deconnecte d'orbites A(e).

Commen^ons par enumerer Ie nombre de fa^on que 1'on a de construire les
saturations a- £ Sat^ir} ainsi que A(e), pour toute e dans a. On choisit d'abord
les orbites initiales (au sens de la proposition 10). Puisqu'on veut obtenir un
graphe d - deconnecte, il y a evidemment dK-l manieres de Ie fatre. Soit
^ G C'(/3), |^| = 5o tel que ^   Uy, 1 < j ^ k. Si j = 1 alors U y a, par
la proposition 10

fyg cd(c, ao]/d _ ^

manieres d'obtenir A({^, C'o}). Pour les memes raisons, si j > 1, alors on a

_"_

n. ( Y^, aj, m pgcd{m, so )/d
ni2 "^ -1\

choix possibles de determiner {A({^, Cf}) : C 6 Uj-\}. Ce qui donne un
grand total de

., t^ ^ / S at. m P9cd(m, 3)/d
_"_

jj^c-s)/d-i)al"xnf[[2"s
3=1 (=1 1=1

Q:(t+l),«

-1
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fa^ons de construire des saturations d -- disconnect6es une fois la partition TT
de C{/3*) determinee.

En se r6f6rant ^ la proposition 6, on voit facilement, toujours b 1'aide de
la proposition 10 que 1'on a

j^_ s °.^... p2T;l+sf*at'(.a.t'u~l)+LU /2dJ^
^\cl'2d\ ^ "|~[ 2i^»7. <» »=i

t=l

fa^on de construire la famille G de graphes simples d-disconnectes. Le choix
des saturations 6tant ind6pendants du choix des graphes simples, la proposition
11 est d6montr6e.

Dans [II], p. 200, Gilbert Labelle donne la formule suivante: si M et N
sont des esp^ces telles que M = exp(^V) alors on a

Zjv(a;i ,a;2, a;3,... ) = ^ /-^-z log ̂M(a;fe, a?2Jk, a;3Jfc,. . .).
k>l

Par (1), on obtient done

ZG^(a;i, a;2, Z3,... )=^/-^-z log^Gr<(asjk, a;2fc, ®3fc, -. -)-
fc>l

D'autre part, par (12) et par definition de s6rie indicatrice on a

^
ZGrx(^, x^, x-i,...)=^\ ^ ft{d)dis(d,i

0 \d\pgcd(0)
'aut{l3)

=£'f| £ kdi'w
fc>1 " \. l^)

^

aut{l3)

(14)

oil x0 =xfxf ... x^n et auW = Y[ ift/9, ! . On peut done faire la conjecture
i=l

suivante:

log ZGr, {xk, x^, X3k, ... )={ ^ kdis{k, f3)
.,3

0

. fclpo'dCa)

aut(f3)
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