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Introduction

Les precedes d'elimination se retrouvent en algebre dans de nombreuses structures
difference s. Eliminer un generateur a-n, c'est typiquement ecrire, pour une structure

STRUCT (selon une formulation a la ZEILBERGER [Z]):

STRUCT < .n, ^,... a-, >^ NICE <x^x^... Xn>o STRUCT^ <x^x, --- x^^ >

oil NICE et STRUCTi designent des structures algebriques engendrees par les generateurs
a:,. Le losange, selon les cas, est un produit tensoriel, un produit semi-direct ou une simple
factorisati^on^ On peut ainsi ecrire pour Ie groupe symetrique Gn et Ie groupe des tresses
pures Pr, [Bi]:

©n^Z/nZo6^_i et Pn^F^oP^
dans la premiere de ces factorisations 1c losange est un simple produit et la decomposition
iteree peut servir a montrer que Ie groupe symetrique est un groupe de Coxeter ou bien
^ donner une base^du groupe symetrique particulierement bien adaptee au developpement
du projecteur de DYNKIN [Dl], dans la seconde c'est un produit semi-direct et F^_\ est Ie
groupe libre sur n - 1 generateurs.

Les structures libres se pretent bien a 1'elimination de generateurs. Par exemple, la
formule ̂ 1, ^2, . . . Xn] ̂  k[Xi] ®fc k[X^ .. . Xn} qui est si utile en algebre commutative,
provient de 1'elimination de Xi dans Ie monoide libre commutatif N^l'x2 '-x"}. De meme.

lorsqu'on partage un alphabet donne AenA== B +Z on peut ecrire, pour Ie monoide
libre, Ie groupe libre et 1'algebre de Lie libre:

A#=(B*Z)*5* F(A)^F(F(B)Z)oF(B) ^(A) ̂  L((5*Z)) oL(B)

Les deux derniers losanges sont des produits semi-directs et constituent 1'elimination
de M. LAZARD [Laz] a proprement parler. Ces decompositions sont etendues aii cas
partiellement commutatif et nous devons maintenant en dire quelques mots.
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Les structures partiellement commutatives sont intermediaires entre les structures
commutatives et non commutatives libres. On a, par exemple, pour un alphabet donne
A, Ie tableau:

commutatif non commutatif

monoide

groupe

k - alg. deLie
k - alg. assoc.
(polynomes)

N(A)
z<A)
fc(A)
k[A}

A*
F(A)
Lk{A)

k < A>

La premiere structure partiellement commutative presentee comme telle est certaine-
ment Ie monoide de rearrangements que P. CARTIER et D. FOATA ont defini en 1969 a des
fins combinatoires, statistiques et probabilistes [CF].

Depuis, 1'histoire de ces structures est a lire pEirallelement sur les trois pistes que sont

1'algebre, la comblnatoire (algebrique et enumerative) et la theorie des langages.
Pour ce qui est de la combinatoire, signalons que Ie mono'ide partiellement commutatif

libre a re^u une representation geometrique suggestive en termes d'empilements [Vi] qui se
prete bien a 1'adjonction de structures supplementaires sur 1'alphabet des indeterminees.
Cette representation, essentiellement equivalente a la notion de monoi'de partiellement
commutatif ([Vi] prop 4.5), a deja fait ses preuves daiis la resolution de plusieurs problemes
combinatoires tels que les hexagones durs de BAXTER, les polynomes orthogonaux et
1'enumeration des tresses simples.

En theorie des langages, Ie monoide partieUement commutatif a ete essentiellement
employe comme modele du parallellisme. En efFet, de meme qu'une suite d actions
ai, a2, ---, an peut se representer par Ie mot w = 0102 ... an et la juxtaposition (dans
Ie temps) de deux telles suites, par leur concatenation dans Ie monoide libre, de meme
des actions dont certaines se traitent "en parallele" ou "independamment" peuvent etre
representees par des elements du mono'i'de partiellement commutatif (ou "traces") et
leur composition. Get te theorie des langages, toute jeune, s'interesse done a ce qui est
parfois appelle "langage trace". On peut citer les travaux fondateurs de ARNOLD , CORI,
MAZURKIEWICZ , PERRIN , METIVIER, OCHANSKI et ZlELONKA [Du][CP][HK].
/ Dans une note a T. C. S., JEAN-YVES THIBON [T] montre que 1'algebre des polynomes

partiellement commutatifs (c'est a dire 1'algebre du monoi'de partiellement commutatif)
est integre des que 1'anneau des coefficients 1'est. Ce fait est relie a la propriete que
k < A, i9> est 1'algebre enveloppante de L/c(A, i9); mats la liberte deA: < A, i9 > (c'est a
dire 1'existence de bases) n'implique nullement celle de L/<(A, i9) ni la construction de bases
combinatoires de celle-ci. La resolution de cette question d'apparence purement esthetique
devait d'ailleurs (en 1990) avoir quelque utillte en theorie des langages [DK2] et [Va]. En
fait, c'est une version partiellement commutative du precede d'elimination de M. LAZARD
qui permet une demonstration constructive de 1'existence des bases (i).

(1) J'avais donne quelque temps avant une preuve de 1'existence de bases [D2]. Mais cette preuve a deux defauts:

d'abord elle n'est pas constructive et ensuite elle ne peut etre generalisee telle quelle a d'autre presentations,

meme par des mots de Lie, car celles-ci peuvent introduire de la torsion (cf Remarque III.5).
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Nous devons maintenant dire quelques mots du procede lui-meme dans Ie cas partielle-
ment commutatif et, bien qu'il soit apparu pour la premiere fois (par la necessite combi-
natoire du probleme) pour 1'algebre de Lie il est plus suggestif de Ie voir dans Ie mono'i'de.

On se souvient de la factorisation A* = (B*Z)*5* (ou A ^ 5+Z) qui consiste a dire
que, Z ^tant un sous alphabet de A, tout mot de A* est "rythme" par des lettres de Z et
done doit s'ecrire de fa^on unique: w = u>i 21^22-2 . . . w^ZnWn^ ou w; e 5* et z, G Z . On
observe alors facilement que les elements w, 2-, forment un code [Lo][BP]. La factorisation
de M(A, i9) par elimination est 1'analogue parfait de ce qui precede, moyennant quelques
precautions techniques necessaires. D'ailleurs 1'elimination est toujours possible et fournit
une methode de descente dans les structures partiellement commutatives (2).

Ceci permet aussitot de montrer que Ie monoide pratiellement commutatif libre admet
une factorisation en monoi'des libres et done une factorisation complete [DK3][DK5]. Les
codes de ces mono'ides sont les analogues de (-BZ)*, ils sont aperiodiques [D3], et dans Ie
cas d'un alphabet ordonne, 1'elimination successive des lettres de polds croissant permet de
montrer que la forme normale lexicographique est une section rationnelle. Ces codes seront
appelles "codes Z". Par exemple pour 1'alphabet A = {a, &, c, d}, 1'ordre a <b <c<d, et
Ie graphe de commutation a _ b _ c _ d on. a. :

A* = {{d*by(cc*^+dd^a)\d*byc *d*

L algebre de Lie (partiellement commutative) admet une decomposition homogene (pour
1'^valuation) en somme directe d'algebres de Lie libres dont les codes sont precisement les
codes Z, cette decomposition permet alors de montrer la liberte de ̂ (A, ?9) pour tous les
anneaux de coefficients, de donner des algorithmes de calcul des bases et est compatibles
avec toutes les bases multihomogenes, comme par excemple la base de Lyndon partiellement
commutative (cf [La]) (3). Ces bases sont "universelles" (c'est a dire independantes de
1'anneau des coefficients) de 1'algebre de Lie partiellement commutative libre. Des cas
particuliers d'elimination et de calcul de Witt [DKl] avaient d'ailleurs ete traites quelque
temps avant par DOROVIC (cf [Dol] et [Do2]).

I. Preliminaires

Au cours de ce texte, nous ferons appel a la notion de structure presentee pour les quatre
categories suivantes: monoides (Man), groupes (Grp), k-algebres de Lie Libre (k-Lie Alg)
et k-algebres associatives avec element unite (k-AIg).

Soit X un ensemble (un alphabet) et X* Ie monoide libre, F(X) Ie groupe libre, Lk(X)
1'alg^bre de Lie libre, k <X > 1'algebre libre c'est a dire les structures Hbrement engendrees
par X dans les categories precedentes. Chacun de ces objets, de fac;on evidente sera note
Libj(X) ou j 6 { Man, Grp, k-Lie Alg, k-AIg }. AppeUons relateur une famille de
couples R = (u,, Vi);gi e (Libj(X) x Libj(X))1, on peut alors se poser la question de la
factorisation des morphismes qui comcident sur les elements de R. Plus precisement:

(2) Pour une mise en scene des methodes d'elimination partiellement commutatives on pourra se reporter a leur
expose sous forme d'une piece de theatre dans [K].
(3) La decomposition de 1'algebre de Lie correspondant a. la suite centrale descendante de ?" [Ca] en algebres
de Lie libres est une image de 1'elimination partiellement commutative que nous construisons en III.3.
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Existe-t-il un couple (a, A) avec A G Ob(j) et a   Aforj(£t'6^(X), ^4) qui verifie les
conditions suivantes ?

SP1) (Vz 6 J)(a(u. ) = a(v. ))
SP2) Pour tout $ £ Morj{Libj(X), Y) tel que (Vt   J)(^(u, ) = $(v, )) il existe

$ £ Mor^(^4, y) tel que Ie diagramme suivant soit commutatif:

Libj{X)
*

A

$

/^.l

La reponse est positive dans chacune des categories considerees, on a:

Proposition 1. 1: Pour chacune des categories j   { Man, Grp, k-Lie AIg, k-Alg }
et relateur R, il existe un ob jet < X; R >j, unique a un isomorphisme pres, qui resout Ie
probleme precedent.

Preuve: Ces resultats sont classiques.
Dans Ie cas des mono'i'des on montre que < X;R >Mon= X*/ SR ou =R est la

congruence la plus fine telle que (Vt   I)(ui = v, ).
Pour les groupes c'est F(X)/H-R. qui resout la question, ou Jfp est Ie sous- groupe

distingue (normal) engendre par la famille (UtU,-l)i6/-
Dans Ie cas des algebres (resp. algebres de Lie) c'est k< X > /'3 (resp. Lk{X)/3) ou

3 est 1'ideal bilatere (resp. l'ideal de Lie) engendre par les differences (u, - Vi~)i^i qui est
solution du probleme. Q

Remarques I.2:i) Un morphisme qui verifie la condition (SP2) ((Vz G J)(^>(ui) =
$(t;t))) est dit compatible avec Ie relateur R ou qu'il respecte les relations de R.

2) Soit (f) une application X - > M ou M est un objet donne de la categorie Cj
et $ : Libj{X) - > M son extension a Libj(X). Si $ respecte les relateurs de R et
que $ :< X;R >j->. M est un isomorphisme. On dira que M admet la presentation
<(^)). 6X;R>j.

II. Exemples d'eliminatlon

1. Mots et autres structures libres

A) MONOIDE LIBRE
Soit A, un alphabet, Z, un sous-alphabetde A, et B

factoriser de fagon unique:
== A - Z. Tout w   A, peut se

W = Wi2-iW22-2 . . . WnZnWn+i
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avec WiCBetziCZ. Ce qui revient a ecrire:

A* = (B*Z)*B* (11. 1. 1)

B) GROUPE ET ALGEBRE DE LIE
Pour Ie groupe libre sur A, on a un analogue de (II. 1. 1);

F(A) ^ F(FB)Z) x F(B)

Et pour 1'algebre de Lie:
L(A) ^ L(B"Z) x L{B}

Les deux eliminations precedentes sont dues a M. LAZARD [Laz].
C) GROUPE SYMETRIQUE
Si c designe n'importe quel cycle de longueur maximale dans Ie groupe symetrique ©"

on :

©n = < C > .©"_!

o{i < c > d^signe Ie sous-groupe (d'ordre n) engendre par c. Ce fait est pratiquement evident
mais nous Ie mentionnons parce qu'il ne s'agit pas d'un produit semi-direct. L'egalite
pr^cedente montre que, si on se donne des cycles {ck)ke{2, -n} chacun de longueur k tel
que supp(ck) ^ supp^Ck+i) ("supports emboites") tout element a G ©n s'ecrit de fa^on
unique:

.Q'2(7 = C avec a, < i

ceci^foumit une base de 1'algebre Q[©^] bien adaptee au developpement de 1'idempotent
de DYNKIN [Dl] qui est donne par la formule:

nD{xiX^X3---Xn) = [... [[xi, X2]x3}---Xn]

2. Tresses pures

Le groupe des tresses a n brins Bn a ete introduit par E.Artin [Ar] en 1925 dans une
construction topologique. En fait, Ie groupe de tresses a n brins, Bn{M} d'une variete
connexe M. est tout simplement Ie groupe fondamental de la variete des parties de M a n
points distincts (cf [Ca]). Le groupe des tresses classiques est Bn(R2). On peut representer
graphiquement une tresse par un diagramme plan forme de n chemins reguliers joignant
n points A^---An sur une meme verticale a n autres points Bi, ---Bn aussi afignes
verticalement et a droite des A, , les points A, et B. etant sur une meme horizontale, pour
chaque i. Les chemins se coupent transversalement en des points distincts et, a chaque
croisement on doit indiquer Ie brin qui est "au-dessus" et celui qui est "en-dessous" [fig. 2].
Deux tresses se composent par juxtaposition et "oubli" des points intermediaires [fig. 3 .
Deux tresses sont equivalentes si 1'on peut passer de 1'une a 1'autre par des operations qui
reproduisent, par projection les isotopies de 1'espace [fig. 4]. Les intuitions que 1'on peut
avoir sur ce genre de diagramme sont en general confirmees par Ie calcul (4) .

(4) On en verra un exemple en avec 1'elimination dans Ie groupe des tresses pares [cf fig. 5].
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Bn est engendre par les tresses elementaires (^i)i<, <n-i ou ti designe la tresse obtenue
en joignant par des segments de drolte les points Aj a Bj pour j ^ {?, i + 1} ainsi que A; a
5,+iet A,+i a B, ce dernier brin passant sous Ie precedent [fig. 2]. Ces generateurs verifient
Ie systeme (S) suivant, qui constitue, comme 1'a montre E. ARTIN une presentation de Bn
[Ar].

(Ss) tit j = tjti pour \i-j\>:2
titi+iti = ti+ititi+i pour i ^ n- 2

De meme on peut montrer que Ie groupe symetrique Gn admet la presentation

(Se)
CT, (Tj-

O'tO'i+lO't
a?

a-jo-i pour \i - j\ > 2
(7i+i(7, <7,+i pour i <^ n -2

1 pour tout i

ou, pour i <^ n-1, cr, est la transposition (i, t + 1). Le fait que la famille (cr, ) verifie
(Ss) entraine, 1'existence d'un morphisme <f>: Bn - * ©n tel que (Vz 6 I)((f>(<7i) = <»). Ce
morphisme a un sens geometrique tres simple:

dans une tresse r, Ie cheimn qui part du point A} ' aboutit a un point A^) ou TT £ ©n
est justement la permutation <f>(r).

Le noyau de <^> est done fonne des tresses qui partent et aboutissent aux points de meme
indice, on Ie notera Pn. C'est Ie groupe des tresses pures.

Comme la presentation de ©n s'obtient a partir de celle de Pn en ajoutant les relateurs
[t] = 1), Pn est Ie sous-groupe distingue engendre par les {t]~). On se convainc assez
facilement geometriquement que Pn est engendre par les tresses suivantes [cf fig. 6]:

t-l ^-1 »2+-1
9ij = tj^tj^ . . . *^,~_\ . . . ^-i avec i < j

Proposition 11. 1: i) Pn =< gij >, <j<n et plus precisement
ii) ?" =< g. " >, <" x < gij >j<n-i Ie produit etant semi-direct. Le premier facteur

(< 9i, n >i<n) est isomorphe a Fn-i et Ie second (< fir,, j >j<n_i) a Pn_i
Preuve: Ces resultats sont classiques et on en trouvera une demonstration topologique

dans [Bir]. Un demonstration combinatoire peut se faire par une methode analogue a celle
de prop. III.15 ("recomposition semi-directe ).

i): On montre les formules:

t7 9r, ^i = 9r, s siii[r-\, s-\, s}
^l-l9r, str-l == 9r, s9r-l, 397,s

l-l
*r-li7r, s^r-l == 5rr-l,s

t-1
*3-l^r, s<7-l = fifr,s-l

<7^l9r, a^7-l = 9s-l, s9r, s-l99-l,a
>-1
ts 9r, s^s = ffr, s+l

ts9r, 3ts = 9s, s+l9r, s+iga, a+l
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ce qui prouve (i)
2). Les formules precedentes permettent de definir une action de F(gij, i < j < n)

sur -^rz-i = F{9in-, i < n) c'est a dire un homomorphisme Q! : F(g, j, i < j < n)
Aut(F(gi^, i < n). On verifie que cet homomorphisme est compatible avec les relateurs de
p"71. ̂ cf Remal'ques L2. 2) et on a done ainsi une action de Pn_i sur Fn-i. Ceci permet de
d6finir Ie produit semi-direct Fn_i x P^_i puis de montrer qu'il est isomorphe a ?" grace
a, la presentation de celui-ci [MKSj. [|

III. Elimination dans Ie cas partiellement commutatif

1. L'algfebre de Lie partiellement commutative

La notion d'algebre de Lie est historiquement liee a celle de derivation.

Definition III. 1: soit k un anneau et A, une ̂ -algebre (non necessairement associative
[Bo2]). Une derivation est un element D   Endk(A)venfia. nt identiquement:

D(xy) = D{x)y + xD{y}

Remarques III.2: i) La composee de de deux derivations n'est en general pas une
derivation.

2) Par centre Ie crochet (de Lie) de deux derivations

[D^D^\=D^D^-D^D^

est une derivation. L'ensemble des derivations de A est done une sous-algebre de Lie de
Endk(A) qui sera notee S)er(^l).

3) Dans un anneau (ou une algebre associative) 1'application: x - ^ ax - xa= ada(x)
estune denvation pour les operations . et [ , ]. Cette derniere (Ie crochet de Lie) etant
definie par la formule [x, y] = xy - yx. On a done, dans ce cas, les identites:

(JAC) [xAv^}} -- [^, y]^]+[y, [^, ^]

{ALT} [x, x] = 0

4) La premiere de ces identites s'appelle identite de Jacobi et la seconde exprime que
1'application bilineaire definie par [ , ] est alternee (5) Ceci conduit a la definition suivante:

Definition III.3: On appelle k-algebre de Lie une k-algebre qui verifie identic
(JAC) et (ALT).

II resulte des travaux de HALL WlTT et MAGNUS [Bol][Lo] que 1'algebre de Lie libre
peut se realiser comme une algebre de Lie de polynomes non commutatifs.

(5) Contrairement a ce que 1'on pourrait croire, cette identite est essentielle. On pourra consulter par exemple
[Cu] pour ce rendre compte de ce qui advient lorsqu'on la, supprime.
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Proposition III.4: Soit A, un alphabet et k un a^ineau. On considere k < A >
(= k[A*}) muni de sa structure d'algebre de Lie pour [P, Q} = PQ - QP. Alors:

La sous-algebre de Lie Lk(A) de k < A> engendree par A est libre en tant qu'algebre
de Lie. C'est a dire que toute application $ : A -> g (ou g est une algebre de Lie) se
prolonge a Lfe(A) de fa^on que Ie diagrainme suivant soit commutatif:

nat

^(A)

,^.7

Conformement a la preuve de prop. 1. 1, on peut realiser une algebre de Lie presentee
< A;R >Lie comme un quotient de 1'algebre de Lie libre. Comme cas particulier on a

£jt;(A, i9) =< A; ([a, 6] = 0)(a, i)g^ >L»ei 1'algebre de Lie partiellement commutative
libre associee a un alphabet a commutation (A, i9). On peut alors se poser les questions
suivantes:

QUESTION 1: L'algebre de Ue Lz(A, i9) est-elle libre (en tant que Z-module) ?
QUESTION 2: Si "oui" comment en construire des bases ?
QUESTION 3: Quelle est 1'utilite de resoudre Ql et Q2 ?
REPONSE 3: Le groupe partiellement commutatif libre est

F(A, i9) d=/< A; a& = &a)(a, 6) ^ >Gr

Si £. z(A, i?) est sans torsion, F'(A, i9) est ordonnable (cf [DK2]) ce qui permet de montrer
la decidabilite de 1'equivalence des series partiellement commutatives rationnelles (cf [Va]).

Remarques III.5: i) Certains relateurs, meme composes uniquement de mots de Lie,
introduisent de la torsion. Par exemple:

(R.)
[[[a:i,.E2], a;3], a-3] = 0
[[[a;i, a;3],. i"3],. r2] = 0
[a;i, [[a;2, a-3],. C3]]] = 0

En effet, on montre que, dans 1'algebre de Lie < a;i, a;2) 3;3; K, >z-Lie Alg on a
P = [[a-i, a-3], [a-2,. C3]] ^0 mais 2P = 0.
La solution de Q2 (et done de Ql) s'obtient grace a une adaptation da procede

d'elimination de M. LAZARD au cas partiellement commutatif.

2. Elimination dans A^f(A, i9)
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Soit A, un alphabet, on a muni A d'un graphe i9, irreflexifet symetrique (i? C A2 - AA
et i9 = i9-1), un tel couple (A, i9) sera appelle alphabet a commutations. On pose:

M(A, i9) dl/ <A;(xz/=^)(^, )g^ >^o^

M(A, t9) est Ie monoide partiellement commutatif librement engendre par (A, i9), ses
d^ments seront appelles "mots", "monomes" ou "traces". On note =^, la congru-
ence^(sur A*) engendree par Ie relateur (xy = yx\^^)^. Par exemple, pour ^ -
{(a, &), (6, a), (c, c?), (rf, c)} ( soit graphiquement a _ 6 c__d) on a cabacd =^ ca2bdc.
De meme que les tresses, les mots partiellement commutatifs admettent une representa-
tl.on_ SraPhi(lue <lui permet des intuitions justes, ce sent les empilements developpes par
G. X. VIENNOT et son ecole [Vi].

L'elimination dans M(A, i9) est 1'analogue de la formule (II. 1. 1) et fait appel a la notion
de sous-alphabet non-commutatif, et d'alphabet terminal.

Definition III.6 :i) On dira que Z C A est un sous-alphabet non-commutatif si

(.z>, y)ez2 ==^(a;, y)^i9

ii) Soit w 6 M(A, i9), Ie sous-alphabet: AT(w) = { a   A/w e M(A, i9)a} sera appelle
alphabet terminal de w.

1") Soit Z un sous-alphabet non-commutatif de A et B telle que BnZ = 0. On appelle
code "Z" la partie: Cz(B) = {wz /w £< B >, ^   Z e<AT(w2) = {z} }

On a alors la decomposition suivante de M(A, i9).
Th^oreme III.7: Si A= B+ Z, et que Z est une partie non-commutative de A, tout

mot w C M(A, i9) s'ecrit de fagon unique:

W = Wi^iW22-2---U'n2-nWn+i

avec w. ^<B > pour 1 ^i^n+1 et w. ^-;   Cz(B).
Preuve: On peut la trouver, par exemple dans [DK3] ou [DK5J.
Remarques III.8:i): On voit facilement que pour toute partie BCAona < 5 >^

M{B^B) OVL-OB designe Ie sous-graphe t9 n B2.
2): Le theoreme precedent entraine 1'egalite M(A, i9) = C'z(B)* < B > ce qui, compte

tenu de la remarque precedente, revient a M(A, i9) = C'z(B)*M(5, ^5). Nous sommes
done dans Ie cadre de la formulation de 1'introduction avec STRUCT = STRUCTi.

3): En considerant une partition chromatique (Z, ), e/ de A (c'est a dire en parties non-
commutatives) on voit que, dans Ie cas ou I est fini, (ce qui est toujours possible si A 1'est)
on a:

M(A, ^) = C'z., (B. J*C'^(B. J*... Cz, j5, J*
avecl = {!i, t2---Zn} et B;, = |j, >fc ^,.

3. Application a 1'algebre de Lie £fe(A, i9)

lere Etape: Soit (A, t?), un alphabet a commutations et Z une partie non-commutative
de A (on posera B = A- Z).
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Si wz 6 Cz{B} on verifie que, pour toute ecriture wz = b\b-i---bpZ, Ie mot de Lie
[&i, . . . [&p-i, [&p, ^]]] a la meme valeur dans £fe(A, i9). Ce mot sera note oc(wz).

On a done une factorisation de a:

CzW Lk{A^)

nat a

Lk{CzW)

/i<?.8

2eme Etape: L'application naturelle f3 : B - > Lk(A^) respecte les commutations de ^3
d'ou une factorisation:

^(A, ^)

nat

Lk(B^a)

ft

fig.Q

3eme Etape: (Action de Lk^B^s) sur Lk{A, -Q)).

On definit des derivations par les formules suivantes.

9(, (a{wz)) = a(bwz) si bwz -^- wzb
= 0 sinon.

L'application 9b s'etend en une derivatlon de Lk{Cz{B}) qui verifie:

(&, &/) e {)=^Q, Q,, =9yQ,

et, a cause de la presentation de Lk(B, i^s) (qui est donnee par < B; ([6, b'] == 0)(b, b')e^a >i
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on a une factorisation:

B £)et(£, (^(B)))

not

Lk(B^B)

fig. 10

4eme Etape: On definit alors sur 3 = Lk(Cz(B)) © L^B^a} Ie crochet suivant (6)
(produit semi-direct):

[P+Q. P'+QI]=[P, P'}+9Q(PI)-9Q, (P)+[Q, Q'}

Theoreme HI'9 [DK1^:. L'aPPlication 7:0-^ Lk(A^) definie par ̂ (P + Q) =
a(P) + f3(Q) est un isomorphisme d'algebres de Lie.

Preuye : On pourra trouver, dans [DKl], une preuve qui consiste a examiner Ie noyau

da morphisme nature! £(A) -^ Lk(A, i9), et une autre dans [DK4] proche dans son esprit
de celle qui est evoquee a la proposition 11. 1.

4. Quelques consequences

.

corollaire_ III'10: pour tout anneau &, £fc(A, i9) se plonge naturellement dans
k[M(A, i})]= k < A, i} > (polynomes partieUement commutatifs), et s'identifie a la sous-

algebre de Lie engendree par les lettres.

Remarque III.ll: £fc(A, t9) est graduee. En effet, si on pose:

WA^) = Lk(A^) H kv < A, -0 >

pour tout v   N(A) on a facilement que:

Jm(d) = ©,6a<pA(^)£^(A, i9)

Zm(/9) = ®^»/pA(.) ^(A, i9)
ceci permet^de construire facilement des bases de ̂ <k(A, i9), par eliminations successives
puisque Jm(d) est libre et que Jrm(/3) ^ Lk^B^g).

Corollaire III.12: F(A, t9) =< A;(ab = ba\^)^ >, Ie groupe partiellement commu-
tatif libre, est ordonnable (?) .

(6) Cette formule est, comme en theorie des groupes, une imitation des egalites que 1'on obtient lorsque 1'on a un
produit semi-direct inteme c'est a dire queg = ^ ©0'ou () est un ideal de Q.

(7) C'est a dire peut etre muni d'un ordre total compatible avec sa loi [Bo3] [Mu][Neu]
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Preuve: On forme la suite centrale descendante definie par

Fi=F et F»+i=(Fn, F)

ou (H, K) designe Ie sous-groupe engendre par les commutateurs {hkh~lk~~l~)(ti, k)eH-xK-
Le Z-module gradue Gr{F) = ©n>i Fn/Fn+i peut etre muni d'un crochet de Lie qui
"linearise" 1'operation commutateur [MKS] et on peut montrer qu'on a un isomorphisme
d'algebres de Lie graduees Gr{F) S £z(A, t9) . Ce qui prouve que les quotients Fn/Fn+i
sont des groupes abeliens libres (done ordonnables). On en dedult alors que F(A, i9) est
ordonnable comme dans [Neu].

Remarque III.13: On peut ordonner F(A, i?) par une methode plus directe [DT].
On a dim(kv < A, i9 >) = |Ml'(A, i9)|. II resulte done du travail de P. CARTIER et

D. FOATA [CF] que la serie de Hilbert de 1'algebre graduee fc< A, i9 > = ®^gN(A) kv <
A, i9 > s'exprime simplement:

^ dim(kv < A^ >)TV = ( ^ (-1)IW IT^
-1

i/ N(A) w C<(«?)

Ou T = (Ta)agA) designe une famille d'indeterminees commutatives, C^(i9) est 1 ensemble
des mots completement commutatifs sans multiplicite soit:

CW = {ai, 02, .. -an   M(A, i9)/z < ;. ===^ (a;, a, )   ̂ }

et T
k-alg.

aiar ai xa2 Tan. D'autre part, on a 1'isomorphisme gradue fc < A, i9 >

S" ^(£fc(A, i9)) et done grace au theoreme de POINCARE-BIRKHOFF-WITT [Bol] aussi
k-mod.

1'isomorphisme gradue A; < A, i9 > ^ 5'((£'fc(A, '(9)). On en deduit:

Corollaire III.14:(Rangs) Soit l(v) = dim^L^A^)), pour tout i/   N<A). Alors:

^ dim(kv < A^ >)TU = ( ^ (-l)WTu, )-1 = n(l-Tl')-((t/)
i/6N(A) w C<(i9) i/9i0

Preuve: cf [DK1]
On deduit de ce qui precede des formiiles poiir Ie calcul des rangs qui generalisent celles

de Wit t.

4. Le groupe partiellement commutatif libre

A) ELIMINATION
On a, la aussi, une fonnule d'elimination dans F'(A, i9) =< A; (a6 = &a)(a, 6)ei) >Gr-

Soit, comme en III.2, Z C A un sous-alphabet non-commutatif et B une partie disjointe
de Z. On notera Dz{B) 1'orbite {wzw~l}^e. <B> de Z par les conjugaisons de B.

Proposition III.15: i) F(A, i9) =< Dz{B) > x <B >, le produit etant semi-dlrect.
ii) < Dz{B) >^ F{Dz{B}} et<B>^ F{B^B >.
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Preuve: La demonstration est analogue a celle de 1'algebre de Lie libre en rempla^ant
les derivations par des automorphismes interieurs.

Remarque III.16: Avec les notations de 11. 2, si 1'on considere 1'alphabet a commuta-
tions A = (gij)i<j<^n et Ie sous-alphabet Z = (p, n)i<n on voit que 1'elimination dans Ie
groupe des tresse pures est une image de celle qui precede.

b) TRANSFORMATION DE MAGNUS
On peut definir Valgebre large du monoi'de partiellement commutatif libre puisque pour

tout w   M(A, i9) 1'ensemble des solutions de w = uv est fini [Bo2]. Elle a pour support Ie
module /;M(A>1)) et son produit est:

/*g(w)= ^ /(u)g(t;)
uv=w

Notons k « A, i9 » cette algebre. Pour un anneau de coefl&cients k donne ("series
formelles partiellement commutatives") et SDTfe « A, i5 » 1'ideal {S ^k « A, ^ »
/5'(1)) = 0}. L'application a -» 1+a prend ses valeurs dans Ie groupe l+3J?fe « A, t9 »
des series de terme constant 1, cette application respecte les relateurs de F(A, i9) si bien
qu on a une factorisation:

1+Wfe «A, i9 »

nat

F(A, ^)

P-.

fig.n

On peut montrer que ̂  est injective. C'est la transformation de Magnus. On dira qu'une
congruence = sur A est compatible avec la transfonnation de Magnus ssi:

u ^ v /^(u) ̂ k ̂ (v)
ou ^ est la transformation de Magnus de A* (^(ai<Z2 ... an = (1 + ai)(l +a2)- . . (! + On))
et =k 1 extension par linearite de= a, k < A>. On peut alors preciser les congruences qui,
en caracteristique zero, sont compatibles avec la transformation de Magnus.

Proposition III.17(Duchamp 1991): Soit k, un anneau de caracteristique zero, A un
alphabet et = une congruence sur A*. Les conditions suiuvantes sont equivalentes:

i) = est compatible avec la transformation de Magnus.
ii) = est engendree par des differences du type a-b ou. ab-ba on a et b sont des lettres.
Preuve: Remarquons d'abord qu'on se ramene aussitot a fc == Z puisque les images de

la transformation de Magnus sont des polynomes a coefficients dans Z. lfc. Montrons alors
Ie sens:
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compatible ->. relateurs du type (a, = &, ) et (aj6j = bjaj)
(la reciproque etant une simple verification) et pla^ons nous sous 1'hypothese ou = est

compatible avec la transformation de Magnus.
La demonstration comprend 6 etapes.
i): La congruence = est homogene.
En efFet, si u = u alors p, k(u) = ^fc(u) et done 7T^(/^fc(u)) = 7r^(^fc(v)) et, en specialisant

tous les mots de A*/ = en lz, 2lul = 1\v\ c'est a dire |u| = \v\.
La congruence etant homogene on notara =" la relation d'equivalence induite sur A"

et =^" la congruence engendree par les relations u = v pour |u|, \v\ <, n.
2): Reduction du probleme
Considerons un sous-alphabet 5 C A qui soit une section de la relation d equivalence

=1 on a alors un isomorphisme naturel S* / =5-> A*/ = ( =5 designe la congruence
induite sur 5'*) et on verifie facilement que ̂ 5 est aussi compatible avec la transformation
de Magnus. Le resultat sera done prouve si on demontre que =5 est une congruence
partiellement commutative.

3): =s est multihomogene.
En effet /^z(u) = 1 + Eae5 lula a + Sfermes <;?e longueur > 2 ou | |a designe Ie degre

partiel en la lettre a. La comparaison avec p.z(v) montre que Saes lula a = Sa S lvl°a ce

qui, en raison de 1'independajice lineaire des lettres entraine, la propriete:

u =s v (Va   A)(|u|a = |y|a)

une telle congruence est dite multihomogene.
Dans la suite on notera = au lieu de =5.
4): = est simplifiable.
En fait, on a la propriete plus forte que 5*/ s se plonge dans un groupe, puisque Ie fait

que = soit compatible avec la transformation de Magnus entraine que S* / = se plonge, via
cette transformation dans Ie groupe des elements / de son algebre large tels que /(I) = 1.

5); Contradiction
II suffit maintenant de montrer que ===^2. Supposons que ce ne soit pas Ie cas, on

aurait alors un contrexemple de longueur mimmale u = v tel que 1'on ait pas u =<-2 v et
done |u| ^ 3. On peut ecrire u = uiu;n avec an  Aet v = vianW avec an ^ AJp/i(w) .
On ne peut avoir w = 1 sans quoi, comme = est simplifiable, ceci entralnerait ui = vi
puis ui =^2 vi en raison de la minimalite du contrexemple et enfin u =<:2 v, contredisant
1'hypothese. En (6) on va montrer qu'on peut toujoiirs se ramener a ce cas, ce qui entrainera
1'impossibilite d'un contrexemple minimal, demontrant ainsi la proposition.

6) an commute avec w.
Posons d = |u|an = |u|an et W = WiW2 . . . Wfc . Pour toute lettre w,, Ie monome On Wi

qui figure dans fJ,(v) figure aussi dans fJ. (u). On a done, en raison de la multihomogeneite,
On W, = art<l~3WiartJ et J >^1 0, C&VLSC de la forme de u. Ceci entraine w, anj = anjw,.
En prenant les logarithmes des transformes dans 1 + 97t(Q[[5'*/ s]], on en dedult que
W. On = CtnW, Q

Conclusion
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Les structures partiellement commutatives sont etroitement liees les unes aux autres.
Par exemple on a:

fc < A, i9 >= fc[M(A, i9)] SZ/(^(A, t9))
cela tient a ce que les commutations partielles sont a la fois des relations monoidales
(ab = ba) et des relations de Lie ([a, 6] = 0) et, d'une certaine fagon, en caracteristique
z6ro, ce sont les seules. En fait, on a Ie theoreme suivant:

Theoreme de limitation [DK3][DK4]: Soit A, un alphabet et k un anneau de
caracteristique zero (s). On suppose qu'im ideal bilatere J est engendre (en tant qu'ideal
bilatere) par des polynomes de Lie et aussi par des differences de mots. Alors il existe deux
families doubles de lettres (a., ;). )^^ et (aj, b, )^j tel que 3 soit aussi engendre par'les
polynomes (a, - 6.. ), gj et (ajbj - 6j-ay)jgj.'

Ceciimplique que A-< A > /3 est une algebre de polynomes partiellement commutatlfs
et montre Ie caractere tres particulier de ces algebres.

(8) Le theoreme ne vaut plus en caracteristique p

61



BIBLIOGRAPHIE

[Ar] ARTIN, E., Theorie der Zopfe in Collected papers (Ed. S. Lang et J.Tate), Addison-
Wesley (1965).

[BP] BERSTEL, J., PERRIN, D., Theory of codes. Acad. Press. (1985).
[Bir] BIRMAN, S. J., Recent developpements in Braid and link theory. The Mathematical
Jntelligencer Nov. 1991.

[Bol] BOURBAKI, N., Groupes et algebres de Lie ch. 2 et 3, CCLS 1972.
[Bo2] BOURBAKI, N., Algebre ch 1 a 3 HERMANN 1970.
[Bo3] BOURBAKI, N., Algebre ch 6. 1 MASSON 1981.
[Ca] CARTIER, P., Developpement recents sur les groupes de tresses applications d la
topologie et a I'algebre. Sem. BOURBAKI 42eme annee, 1989-90 716.
[CF] CARTIER, P., FOATA, D., Problemes combinaioires de permutaiions et rearrange-
ments, L.N. in Math., 85, Springer Verlag, Berlin (1969).
[CP] CORI,R., PERRIN,D., Automates et commutations partielles, RAIRO Inform. Th.,
19, 21-32, 1985.

[Cu] CUVIER,C., Homologie des algebres de Leibnitz. These Univ. de Strasboiirg 12 Jan.
1991.

[Dol] DOROVIC, D. Z., A ^enera^zation of WWs formulae. Jour. of Alg. Ill, 262-278
(1987).
[Do2] DOROVIC, D. Z., On some inner Derivations of Free Lie Algebras over Commutative
Rings, Joiir. of Alg. 119, 233-245 (1988).
[Du] DUBOC, C., Commutations dans les monoides libres. Univ. de Rouen (These 1986).
[Dl] DUCHAMP G., Orthogonal projection onto the free Lie Algebra, Theor. Comp. Sci. 79
(1991), 227-239.
[D2] DUCHAMP G., On the partially commutative free Lie algebra, Rapport LITP 89. 74.
[D3] DUCHAMP G., Factorisations partiellement commutatives et aperiodicit^ rapport
LITP 91. 08 et actes des journees Montoises 1990 , 42-48.

[DK1] DUCHAMP G. et KROB D., The Free Partially commutative Lie Algebra: Bases
and Ranks, rapport LITP 89. 93 (a paraitre dans Advances in Mathematics).
[DK2] DUCHAMP G. et KROB D., The lower central series of the Free Partially
Commutative Group, Rapport LITP 90. 32.

[DK3] DUCHAMP G. et KROB D., Factorisations dans Ie monoide partiellement commu-
tatiflibre, C. R. Acad. Sci. Paris, t. 312, serie I (1991), 189-192.
[DK4] DUCHAMP G., KROB D., Free partially commutative structures, Rapports LITP
90. 65 et LIR, a paraitre au Journal of Algebra.

[DK5] DUCHAMP G. et KROB D., Lazard's factorisations of the free partially commuia-
five monoids, rapport LITP 90. 90 et ICALP 1991, MADRID.

[DT] DUCHAMP, G. THIBON, J-Y. Decidable orderings for free groups, manuscrit, 1991.

62



[HK] HARJU,. T, KARHUMAKI.J, Decidability of the multiplicity equivalence of multitape
finite automata, T. C. S (1990).

[K] KROB D., L'algebre de Lie partiellement commutative Libre, rapport LITP 90. 74.
[Laz] LAZARD,M., Groupes, anneaux de Lie et probleme de Burnside. Inst. Math. dell.
Univ. ROMA (1960).

[Lo] LOTHAIRE, M. Combinatorics on words ADDISON-WESLEY (1983)
[La] LALONDE, P., Contribution a I'etude des empilements, Publications du LACIM 4.
UQAM Montreal. ' ' ------->

[MKS] MAGNUS, W., KARRASS, A, SOLITAR, D., Combinatorial group theory. DOVER
1976.

[Mu] MURA, R. B., RHEMTULLA, A., Orderable groups, MARCEL DEKKER (1977).
S?fu!. NEUMANN'B-H-' on ordered division rings, Trans. Amer. Math. Soc., 66, 202-252,
(1949).

[T] THIBON, J.Y, Integrite des algebres de series formelles sur un alphabet partiellement
commutatif, T. C. S (1985), North-Holland.

[Va] VARRICCHIO,S., On the decidability of the equivalence problem for partially commu-
tative rational power series, rapport LITP 90-97.
[Vi] yiENNOT, G.X., Heaps of pieces, I: basic definitions and combinatorial lemmas, in

Combinatoire enumerative. Proc., Montreal, Quebec 1985, LN in Math 1234, SPRINGER.
1?^ ZEILBERGER, D,. Identities in search of identities, Proc. Cong. "Series Formelles et
Combinatoire Algebrique". Bordeaux, 1991.

63



03
^

T^
r~,

^

Ul

y
n

^
7>
ip

^
0

z

>.
?

-0
CS.

Ss'
tO

%̂
n>

-<Y
T^.

T^
(^,

^
u<
».

n

0

3
T»
0
t»

0

?

f?


