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Wir gehen in diesem Artikel der Fragestellung nach, welche codierungstheoretischen
Eigenschaften Spechtmoduln als lineare Codes besitzen. Erste Arbeiten auf diesem Ge-
biet gehen auf Wong und Liebler zuriick.n Wahrend Wong (6] zeigen konnte, da jeder
Spechtmodul tiber dem Koérper GF(2), der zu einer Partition in genau zwei Teile gehort,
vollstandig Majoritatslogik-decodierbar ist, behandelt Liebler [5] dieses Problem fiir den all-
gemeinen Fall. Jedoch fihrt seine mit Hilfe von Flaggen vorgenommene Formalisierung zu
einer recht komplizierten Darstellung des Problems. Wir werden Lieblers Ansatz weiteren-
twickeln, bedienen uns jedoch eines ganzlich anderen Aufbaus der Darstellungstheorie der
symmetrischen Gruppe. Dieser griindet sich auf der Operation der symmetrischen Gruppe S,
auf der Produktordnung von IN™. Im ersten Abschnitt werden wir diese Operation genauer
skizzieren. Im zweiten Abschnitt wenden wir uns dann der Untersuchung codierungstheo-
retischer Eigenschaften von Spechtmoduln zu.

1 Grundlagen

Im folgenden sei n stets eine natirliche Zahl. Im Text verwendete grundlegende Begriffe
wie Partition oder Tableau schlage man bei James, Kerber [3] oder Kerber [4] nach; eine
Zusammenstellung der im Text benutzten Abkiirzungen bzw. Konventionen befindet sich am
Ende des Artikels.

1. Die Produktordnung <, auf IN" ist fur alle (4y,...,2,), (j1,--.,7,) € IN™ wie folgt

definiert:

(g e vr580) L (igarendn) 1= Y0 4, < 4.
Die halbgeordnete Menge (IN™, <) definiert einen Verband (IN",M,U) mit den Ope-
rationen

d Hj = (min{ilvjl }7" s !nlill{inajn}) und ¢ Uj = (max{il’jl}’ s ’max{inajn})

fur alle ¢ = (2,...,2,), 7 = (J1,---+Jn) € IN". Das kleinste Element (1,...,1) des
Verbandes bezeichnen wir auch mit 0.
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2. Die symmetrische Gruppe S, operiert auf IN" von rechts durch ”Platz-Permutation”
wie folgt:
(i]’ St eis iy 7"n)ﬂ. = (iﬂ(l)’ s &gy zr(n))

fir alle (¢1,...,7,) € IN" und 7 € S,,. Jeder S,-Orbit S,(¢) = {ir|r € S, }, € IN",
dieser Operation ist endlich. Fassen wir i € IN" als eine Funktion f : n — IN auf, also
f(p) =1, fiir alle p € n, dann konnen wir setzen:

a(d) := (I~ WL @) )-

Somit ist a(z) eine uneigentliche Partition von n; in Zeichen: «(z) = n.

3. Die Abbildung ¢ : S,(¢) — «a(7), ¢ € IN", definiert eine Bijektion von der Menge der
S,.-Orbits der Operation von S, auf IN" auf die Menge der uneigentlichen Partitionen
von n. '

Schretbweise: Fir A = n und ¢ € IN" mit a(z) = X schreiben wir kurz ¢ € A; man sagt
dann auch, ”z hat den Inhalt A”.

4. Aus den Definitionen folgt sofort die Beziehung
15, S=ar S, m

fir alle 7,7 € IN", 7 € S,. Man sagt, S, operiert als eine Automorphismengruppe
auf (IN", <,) bzw. (IN",M,U). Ferner bestatigt man leicht die Giltigkeit der beiden
folgenden Aussagen:

(Nj)r=4rNjm und (tUJ)T =rUjm
fir alle ¢,5 € IN",m € S,,.

5. Es sei nun K ein Korper und A = (A, A,,...) E n. Wir definieren zunachst den fir
die Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe wichtigen K-Vektorraum

M> = @ Ki.

1€

Die lineare Fortsetzung der Operation von S, auf dem S,-Orbit, der gema8 3. A zuge-
ordnet ist, macht M* zu einem K'S,-Rechtsmodul. Da S, transitiv auf der Basis von
M?* operiert, ist M = i\'S,, fir jedes i € A\. Somit ist M* ein transitiver Permuta-
tionsmodul.

Ist 2 € A das bezliglich der lexikographischen Anordnung der n-Tupel vom Inhalt A
kleinste Element (hierbei seien die Ziffern wie folgt angeordnet: 1 <2 < 3 < ---), dann



ist die kanonische Young-Untergruppe S, der Stabilisator von ¢. Auf diese Weise erhalt
man eine Bijektion zwischen den n-Tupeln vom Inhalt A und den Rechtsnebenklassen

von Sy nach S,. Somit ist klar, daB dimyx M* = n!/(]], A,!) ist.
Ein Skalarprodukt <,> auf A* ist gegeben durch

&g = {1 falls 7 = k,

0 sonst.
Demnach bildet die Menge der n-Tupel vom Inhalt A eine ON-Basis von M*. Weiterhin
ist <, > sogar S,-invariant, d.h.esgilt < jm, kr > =< 5,k > firalle j,k € M*, 7 € §,.

. Es sei nun A F n. Die Abbildung, die jedem A-Tableau T ein n-Tupel ir vom Inhalt A
derart zuordnet, dafl an der p-ten Stelle von i1 die Zeilennummer derjenigen Zeile von
T steht, in der die Zahl p vorkommt, ist surjektiv; hierbei werden die Zeilen von oben
nach unten mit 1 beginnend durchnumeriert. Es ist klar, daf8 :7 den Inhalt XA besitzt.
Zum Beispiel wird dem (3, 2)-Tableau ’

1 2 4
3 5

das Tupel 17 = 11212 zugeordnet; solange keine Verwechslungen zu befirchten sind,
schreiben wir die Elemente von IN" ohne Kommas und Klammern. Fir jedes A\-Tableau
T bezeichnen wir mit

T =

V(T):={7€S,|Yp€n: pund n(p) gehoren zur selben Spalte von T' }

die vertikale Gruppe von T. V(T) ist eine Untergruppe von S,,. Nunmehr 148t sich zu
jedem A-Tableau T ein sogenanntes ” A-Polytabloid” definieren:

pri=ir( 3 sgn(o)o).
o€V(T)

Fir das obige (3,2)-Tableau T ist V(T') = {(1),(13),(25),(13)(25) } und somit pr =
11212 — 21112 — 12211 + 22111.
Der K-Vektorraum

9% g Z Kpr

T x-Tableau

ist ein linearer Unterraum von M?* und heifit der Spechtmodul zur Partition A. Wir
erwiahnen noch zwei Eigenschaften von Spechtmoduln, die wir jedoch im folgenden
nicht weiter benotigen:

(a) S*ist ein K S,-Rechtsmodul.

(b) Die Menge { pr | T Standard A-Tableau } ist eine K-Basis, die sog. Standardbasis
von S*.
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-2 Codierungstheoretische Eigenschaften von Spechtmo-
duln

Da S* ein linearer Teilraum von M ist, kénnen wir S* als einen linearen Code mit Blocklange
dim M* auffassen. Wenn wir im folgenden vom Hamming-Gewicht eines Codewortes oder
von der Minimaldistanz von S* sprechen, beziehen wir uns immer auf die ON-Basis {7]|i €
A} von M?. Das Hamming-Gewicht von ¢ = ) ..\ ki € M* (k; € K) ist die Anzahl
seiner von Null verschiedenen Koeflizienten. Weil S* ein linearer Teilraum ist, so ist die Mi-
nimaldistanz von S* gleich dem minimalen Hamming-Gewicht, genommen tiber alle von Null
verschiedenen Codeworte. Die im folgenden verwendeten codierungstheoretischen Begriffe
findet man in jedem Standardwerk iber Codierungstheorie.

Lemma 1 Es seien A\,v F n. Die Abbildung

N ny MY 31— Z j € M

JEXILp]
ist ein K S, -Homomorphismus. Ist A # v, dann ist imn¥ C (S)L.

Beweis: Mit Hilfe von 1.5 folgt sofort, da8 n¥ ein KS,-Homomorphismus ist. Es sei nun
l € v und T ein A-Tableau. Der Beweis der zweiten Aussage erfolgt in drei Schritten:

1. Wir zeigen zuerst, daf aus [(3,cy 7y sgn(0)o) # 0 stets A B v folgt.
Seien a,b € n mit [, = l,. Dann folgt I((1) — (ab)) = | — 1 = 0. Somit ist (a,b) ¢
V(T). Anderfalls konnte man eine Transversale {oy,...,0;} der Rechtsnebenklassen
von < (a,b) > in V(T') wahlen, sodaf} gilt:

k

1Y sen()e) = 1(1) = (a,5))(Y_ sen(o,)os) = 0.

UGV(T{ s=1

Bezeichnet nun 7" ein v-Tableau mit iy, = [, dann folgt aus dem eben Bewiesenen, da8
jedes Paar a,b von Ziffern, das in 7" in derselben Zeile vorkommt, in verschiedenen
Spalten von T auftritt. M.a.W. miissen die Elemente der ersten Zeile von 7" in ver-
schiedenen Spalten von T liegen, d.h. A; > v;; ferner miissen die Elemente der zweiten
Zeile von T" in verschiedenen Spalten von T liegen, d.h. A\; + A\, > v; + vy; es folgt
schliefflich A B v.

2. Sei nun A Pv. Dann gilt:

<n¥(),pr > = <y Z sgn(o)o,ir > da <,> S,-invariant,
oeV(T) \
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= <! Z sgn(o)o),i7 > da n¥ KS,-Homomorphismus,
c€V(T)
= 0 wegen Teil 1.

Somit gilt im Falle A v stets imn¥ C (5*)*.

3. SchlieBlich sei A > v. Wenn 7% # 0, dann gibt es n-Tupel j € Aund l € v mit [ <, 5.
Aus der Definition von <, und ® folgt dann sogar » B> A. Also impliziert A b v stets
n% = 0. Damit ist die Aussage bewiesen. O

Ferner sei noch bemerkt, daf das obige Lemma auch im Falle v |= n giiltig ist.
Fir A En und 4,7 € IN" mit ¢ <, j definieren wir

H/\(i,j):={k€)\|kl—|j=i}

und damit
It (z,7) Z k.
kenA(’v])
Dann gilt:
{keXi<, kY= ] M(Lj) (1)
l€[i,j]

Der Beweis der Aussage folgt sofort aus der fiir alle k£ € A geltenden Beziehung:
1<, k= 1<, kNj <, 5
Die Disjunktheit der Vereinigung ist klar, da M eine Funktion ist.
Satz 1 Es seien A n und ¢, € IN" mit1 <, 5. Dann gilt:
1. n30) = Ly THCLI).
2. It (z,5) = Zzep A, 1)7]\ J(1), wobei p die Mobius-Funktion bezeichne.
3. Wenn j € A, dann ist IIT(1,5) — u(l,7)j € (S*)*.

Die erste Aussage folgt sofort aus der Gleichung (1). Die zweite Aussage ergibt sich aus der
ersten durch Anwendung der Mobius Inversion. Die dritte Aussage ist eine unmittelbare
Folge der zweiten und von Lemma 1.
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Satz 2 FEs set A\Fn und j € A\. Die Menge
Py(5) =A{15(1,5) = u(l,5)i | 1 € [0,5), p(1,5) # 0, 1(1,5) # 0 }

ist eine Menge von Paritychecksummen von S* fir die Koordinate j — m.a.W. gilt:

1. Jedes Element von P)(j) gehort zu (S*)+ (siehe Satz 1.3).

2. j kommt in jedem Element von Py\(j) mit einem von Null verschiedenen Koeffizienten
vor.

3. Jedes k € A mit k # j kommt in hichstens einem Element von Py(j) mit nicht ver-
schwindendem Koeffizienten vor (siehe Gl. (1)).

Es ist niitzlich, die Paritychecksummen von P,(j) in der Form
P(l,5) =7 = pu(l,5)7 5 (1, §) (2)
zu schreiben. Zum Beispiel besitzt dann das Element j = 322111 des Spechtmoduls S(3:21)
die Paritychecksummen
Py(211111,5) = 322111 + 211123 + 211132 + 211213 + 211231 + 211312 + 211321,
P\(212113,5) = 322111 — 212113 — 212131 — 212311 — 213112 — 213121 — 213211,
Py(221111,5) = 322111 — 221113 — 221131 — 221311 — 231112 — 231121 — 231211,
Py(311111,5) = 322111 — 311122 — 311212 — 311221,
Py (222111,5) = 322111 + 223111 + 232111,
Py(312111,5) = 322111 + 312112 + 312121 + 312211,
Py(321111,5) = 322111 + 321112 + 321121 + 321211.

Aus diesem Satz ergeben sich einige wichtige codierungstheoretische Folgerungen.
Folgerung 1 Die Minimaldistanz von S* betrdgt mindestens |Py(j)| + 1.

Beweis: Wir setzen d = |P,(j)|. Da S, eine Automorphismengruppe von (IN", <,) ist, S,
transitiv auf S, (j) operiert und (S*)+ eine K S,-Rechtsmodul ist, so gibt es zu jedem k € )
eine Menge von d Paritychecksummen fiir k. Sei ¢ = Yuer kil € S (k; € K) ein von Null
verschiedenes Codewort. Dann gibt es ein j € A mit k; # 0. Schreiben wir die Paritycheck-
summen von P,(j) in der Form j+ P, (p = 1,...,d), so folgt aus < ¢, + P, > =0 und der
Disjunktheit der Mengen I, (1, j) fiir verschiedene [ € [0, j] (siehe Gl. (1)), daB ¢ mindestens
das Hamming-Gewicht d + 1 besitzt. O

Aus dem oben Gesagten folgt, daf S(321) ist ein linearer Code ist mit Blocklange 60, Di-
mension 16 und Minimaldistanz > 8. Basierend auf dem Beweis vom Folgerung 1 138t sich
eine Decodierungsprozedur fiir den Code S* realisieren; man sagt dann, S* ist (bis zu einem
gewissen Grad) Majoritats-logik decodierbar — weitere Details lese man etwa bei Blahut (1]
nach.
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Folgerung 2 Es sei N die zu A assoziierte Partition. Dann gilt fir die Anzahl d der im
Satz 2 definierten Paritychecksummen Py(3):

d<[n -1 (3)

Gleichheit gilt genau dann, wenn X entweder (n) oder eine Partition in genau zwei Teile ist.

Beweis: Fir jedes A-Tableau T' gilt:
VD= [Ix = s = llodll

dabei kann j € X beliebig gewahlt werden, weil S, als Automorphismengruppe auf (IN", <,)
operiert. Da das Hamming-Gewicht eines " A-Polytabloids” pr stets |V (T')| ist, so ergibt sich
mittels Folgerung 1 fiir die Minimaldistanz dist(S*) von S* die Beziehung

[T > dist(S*) > d+ 1.

s

Es ist klar, daB im Falle A = (n) die Gleichheit in (3) gilt. Ist nun A eine Partition in zwei
Teile, dann ist fiir jedes j € A das Intervall [0, 5] ein Boole’scher Verband. Somit ergibt sich
u(l,§) = £1 fir alle [ € [0, j]. Ferner bestatigt man leicht, daB ITy({,7) # 0 fiir alle [ € [0, ].
Folglich ist d = |[0,5)| = [[, \! - L.

SchlieBlich sei A = (A,...,A,,) eine Partition von n in m > 2 Teile. Dann ist

i=1...12..m..mm-2<,1...12..m..mm—-1<,1...12...m..mm =
eine <,-Kette der Lange 2. Aus der Definition der Mébius-Funktion folgt sofort u(z,7) = 0.
Also ist d < |[0,7)| = [], ! — 1. Damit ist auch die zweite Aussage bewiesen. O

Folgerung 3 Es sei A b n eine Partition in hochstens zwei Teile. Dann ist S* vollstindig
(Ein-Schritt) majoritdtslogik-decodierbar, d.h. die Minimaldistanz von S* ist d + 1, wobei d
die Anzahl der im Satz 2 definierten Paritychecksummen Py(j) bezeichnet.

Die Standardbasis von S* sowie die in Satz 2 definierten Paritychecksummen sind in einem
von Uli Eidt [2] implementierten Programm realisiert worden.
Eine kleine Liste von Spechtmoduln sowie deren codierungstheoretische Parameter zeigt
Tabelle I. Zum Abschlufl geben wir noch einige Beispiele an.
Beispiel 1 1. Es sei A = (3,2). Die Standardbasis von Sy ist wie folgt gegeben:

b, = 11122 —12121 — 21112 + 22111,

b, = 11212 —12211 — 21112 4 22111,

by = 11221 —12211 — 21121 + 22111,

by = 12112 — 12211 — 21112 4 21211,

b = 12121 — 12211 — 21121 + 21211.
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Partition | Blocklange | Dimension | Minimaldistanz
(2,1) 3 2 2
(3,1) 4 3 2
(2,2) 6 2 4
(4,1) 5 4 2
(3,2) 10 5 4
(5,1) 6 5 2
(4,2) 15 9 4
(3,3) 20 5 8
(5,2) 21 14 4
(4,3) 35 14 8
(6,2) 28 20 4
(5,3) 56 28 8
(4,4) 70 14 16
(7,2) 36 27 4
(6,3) 84 48 8
(5,4) 126 42 16
(8,2) 45 35 4
(7,3) 120 75 8
(6,4) 210 90 16
(5,5) 252 42 32

Table I: Eine Liste von Codes S,.
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Die Paritychecksummen fir die Koordinate j = 11221 sind gemdf (2) wie folgt gegeben:

P,(11211,11221) = 11221 + 11212 + 12211 + 21211,
Py (11121,11221) = 11221 +11122 + 12121 4 21121,
P, (11111,11221) = 11221 —12112 — 21112 — 22111.

Folglich ist Sy i ein (10,5)-Code mit Minimaldistanz 4. Zum Beispiel erhalten wir die
Paritychecksummen fir 3 = 11212 aus den obigen durch Anwendung der Transposition
n = (45) (siehe den Beweis von Folgerung 1):

Py(11211,11212) = 11212 411221 4 12211 + 21211,
P, (11112,11212) = 11212 411122 4+ 12112 + 21112,
P,(11111,11212) = 11212 —12121 — 21121 — 22111.

. Im Falle A = (3,3) hat der Spechtmodul S, i die Basis:

b, = 111222 — 112221 — 121212 4+ 122211 — 211122 + 212121 + 221112 — 222111,

b, = 112122 — 112221 — 122112 + 122211 — 211122 + 211221 + 221112 — 221211,
by = 112212 — 112221 — 122112 + 122121 — 211212 + 211221 + 221112 — 221121,
b, = 121122 — 121221 — 122112 4+ 122211 — 211122 + 211221 + 212112 — 212211,

bs = 121212 — 121221 — 122112 + 122121 — 211212 + 211221 + 212112 — 212121.
Die Paritychecksummen fir j = 112122 sind gemdf (2) wie folgt gegeben:

Py(112121,5) = 112122 + 112221 + 122121 + 212121,
P(112112,5) = 112122 + 112212 + 122112 + 212112,
P,(111122,5) = 112122 + 111222 + 121122 + 211122,

( )
( )
( )
Py(112111,5) = 112122 — 122211 — 212211 — 222111,
( )
( )
( )

"o

\(111121,5) = 112122 — 121221 — 211221 — 221121,
P, (111112, 112122 — 121212 — 211212 — 221112,
Py (111111, 112122 + 221211.

Also ist S* ein (20,5)-Code mit Minimaldistanz 8.
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Im Text verwendete Abkirzungen:

n {l,...,n}

< ”kleiner gleich”-Relation auf IV
F  eigentliche Partition

= uneigentliche Partition

>  Dominanzrelation
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