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MATRICES ET TABLEAUX SEMI-STANDARD

HENRI GAUDIER

Universite de Valenciennes

On sait calculer une base des representations irreductibles du groupe general lineaire
avec Ie determinant (ou bideterminant) de tableaux semi-standard. On presente ici ime
variante de cette methode dans laquelle les tableaux semi-standard sont remplaces par des
matrices qui sont appelees semi-standard.

L'algebre de Schur.
Dans tout ce qui smt k est un corps de caracteristique 0, on se donne un entier n,

et on s interesse aux represententations polynomiales du groupe lineaire GLn(k). Une
telle repr6sentationest done la donnee d'un k-esp&ce vectoriel et d'un homomorphisme
de groupe : p . GLn(k) ̂  GL{V) polynomial, c'est a dire que si a: = (xij) e GLn(k), la
matrice de p{x) a pour coefilcients des polynomes en les Xij. II est clair que p se prolonge
en un homomorphisme de monoide multiplicatif Mn(k) i-> End(V) note egalement p.

Si 1'on considere maintenant 1'espace vectoriel produit kMnw et 1'application
i: Mn(k) ̂  kMnffl>>

definie par t{(xij)) = (Y[^ x^3) a^M^W)' il est clair que toute aPPlication polynomiale p
se factorise de fa^on unique en p = p't, ou />' est une application Jfc-lineaire (un polynome
est une combinaison lineaire de monomes!), et on a de plus

Proposition. II existe sur A;M"(N) une unique multiplication k-lineaire telle que i soit un
homorphisme pour la multiplication, et si p est un homomorphisme pour la multiplication,
aJors p est un bomorphisme de k-algebre.

On notera kMn 1'algebre ainsi obtenue, et (ea)aeMn(N) sa base (topologique) canonique.
On a done . ((^,,, )) = Za^W Tlij=i...n^ .

Selon les methodes classiques de la theorie des groupes algebriques, la determination de
la multiplication peut se faire de la fagon suivante : on considere 1'algebre k[Tij} avec la
comultiplication ̂ Tij) = ELi T., fc ®Tk,j. Si 1'on designe par £c = II.,j=i... »^; la base
des monomes dans k[Tij] soit A(a, b, c) les entiers tels que

7(£c)= ^ A(a, 6, c)£a®£fr.
a, 6 Mn(N)

On a alors

57



Proposition. L'algebre kMn est I'algebre duale de la cogebre k[Ti, j}; sa multiplication
est done donnee par :

ea. e<>= ^ A(a, 6, c)ec,
c Mn(N)

. Cl

ou les coe&cients A(a, b, c) sont donnes par :

A(a, 6, c)=yn(, ct-k
-, -, -, Z^ll^^^.. ^^^v i,k

avec Jes v = (^t", j, Jfc)   N" assujettis awe conditions :

n

S vi, }, k = C,, fc
J=l

n

E vi, J. k = Oi.j
fc=l

n

E vij, k = ^', fc
1=1

L'unite de kMn est t(In) == ̂  diagonale ed-

C|,k

°iJ

J.k

... bj,k

(1)

(2)

FIG. 1.

On peut visualiser (Fig. 1) les relations (1) et (2) dans R3 : les coefficients i/i j k sont
disposes dans un cube, et lorsque 1'on somme ces coefficients suivant les directions des axes
ii j^k on obtient respectivement les matrices (at, j), (bj^k} et (c,, j(;). Le produit Ca . eft se
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calcule alors de la fa^on suivante : on cherche tous les v qui admettent les matrices a et 6
comme sommes selon les directions k et i, et pour chaque v ainsi obtenu, la somme suivant
la direction j donne une matrice c avec Ie coefficient H , ( c'-k

Lt>K '-".. I, *, -.., '/;, », it/"
par exemple Ie produit 6^01^6^20^. II n'y a que deux v au dessus des

V2,3/, v2 2.
a et b donnees, ils sent representes dans la figure 2.

/

^

2.

>^~7
/̂

^

2

^~^

FIG. 2.

Le coefficient de e(i o^ est alors Ie produit (;)(;)(?)© = 3 et celui de e^oi^ est
(o) (o) (2) (o) = 6- par consequent :

e(Qi\e(-2o\ =3e^io\+6e/oi\.
. 23^ \12) \32) ^41

L'algebre A;Mn est egalement appelee algebre de Schur [2], on trouvera dans [3] une
autre fa^on de calculer Ie prodmt.

Representations irreductibles de GLn.
On a une action canonique de kMn sw:k[Tij] definie par ei, ( c) = Ea ̂ (", ̂ c)£a ; on a

ainsi une representation polynomiale de GLn.
Rappelons alors quelques resultats fondamentaux de la theorie des representations du

groupe lineaire (cf. [2]).

Th^oreme. Soit k un corps de caracteristique 0,
i-~T existe une bvection entre 1'ensemble des representations polynomiales irreductibles

de GLn de degrer, et 1'ensemble P(r, n) des partitions de r en au plus n parts;
2-L'espace S(nr)despolyn6mes homogenes et de degre r en les n2 variables Tij muni

de Faction naturelle de GLn contient toutes les representations irreductibles de GLn de
degre r.

3- la representation irreductible Dx associee a la partition \= (\i, \^,... , An) avec
Ai ̂ AZ ̂  ... >An >0a pour Amension Je nombre de tableaux semi-standarddefonne

On salt ([1] ou [2]) que I'on peut construire une base de Dx en associant un polynome
a chaque tableau semi-standard de forme \.
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Si T est un tableau semi-standard de forme A, T = (<,, j) avec 1 < ? < n, j ^ A,,
<;,/  [l, n], ti, j < (, j+i et tij < ti+ij, on considere Ie bitableau (TO|T) ou T0 est Ie
tableau de meme forme que T et defini par (,, j = i. Le polynome associe au tableau T est
alors Ie bideterminant du bitableau (T°|T).

L'objectif de ce qiii suit est de remplacer ce calcul portant sur les tableaux semi-standard
par un calcul dans lequel n'interviendront que des matrices de Mn(N).
Matrices semi-standard.

Definition. Une matrice a = (a,, j)   Mn(N) est dite semi-standard si elle verifie les
conditions suivantes :

- a est triangulaire superieure, i. e. a,, y =0 sii> 3,
- pour 0 <k <n- 2, on a les inegsdites :

^ ai, l+( ̂  ^ a2,2+f > ... > ^ an_fc, n_fc+(.
(=0 (=0 1=0

En particulier on a, pour k ==0 et, k=l :

ai, i > "2,2 > .

0-1, 1 + Ol, 2 ^ "2,2 + d2, 3 ^ . .

et on termine pour k == n -2 avec :

.. > <ln, n,

. > an_l,n-l + Gn-l,n,

dl, l + .. . + ai,n-l >. "2,2 + . - . + "2, n.

Exemple. La matrice a = est semi-standard.

Considerons alors un tableau T ayant au plus n lignes, rempli par des entiers de [l, nj
et associons lui la matrice a7 telle que a^,- soit Ie nombre d'occurrences de 1'entier j dans
la ieme ligne de T. On a alors de fa^on immediate :

Lemme. Le tableau T est semi-stasidard si et seulement si la matrice ar est semi-
standard, et on a ainsi une bijection entre les tableaux semistandard et les matrices semi-
standard.

4

Le tableau associe a la matrice semi-standard ci-dessus est 2334-
1123

On voit facilement que si A = (Ai,... , \n) est la forme du tableau, alors A, = ^, ^ a«, j.
On dira que la partition X est Ie poids en ligne de la matrice aij.

Definition. On dit qu'une matrice semi-standard est elementaire si son poids en ligne est
(1,..., 1, 0,..., 0).
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Proposition. Toute matrice semi-standard est somme de matrice semi-standard elemen-
taires

Soit a une matrice semi-standard, et soit Ra la matrice obtenue en diminuant de 1 Ie
coefficient non nul situe Ie plus a gauche dans chacune des lignes de a. II est facile de voir
que Ra est aussi semi-standard et a - ^a est semi-standard elementaire, et on conclut par
une recurrence sur Ie poids total de la matrice.

Exemple. Decomposons la matrice a = on obtient successivement

d'ou 1'on tire :

que nous ecrirons, piiisque la matrice a represente Ie monome £<,

L'algorithme de calcul du determinant d'un bitableau peut alors se transcrire pas a pas
pour les matrices semi-standard :

Algorithnae. Soit a une matrice semi-standard,
,, 1 ~DecomPoser a selon la methode precedente en somme de matrices semi-standard
elementaires :

a i-> ai ®ai (g) . .. 00'ji;,

2 - Remplacer chaque matrice semi-standard elementaire par la somme formelle :

Q"-> ̂  sign(<7)o-(a),
<y ©r

ou r est Ie nombre de 1 dans la matrice a, et ou Gr agit sur a en permutajit ses r premieres
lignes,
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3 - Developper 1 expression obtenue en utilisant la distributivite de ® par rapport a la
somme formelle,

r^ <2>- . . ®a-^ par la matrice somme (au sens
+ a^, on obtient alors une somnie formelle

4 - Remplacer ensuite chaque produit a[
usuel de la somme de matrices) a\ + o'z + .
de matrices a coefficients dans Z,

5 - Dans cette somine remplacer chaque matrice m = (mij) par Ie inonome Cm =
n', j r^i, ] . ^n a a^ors ̂ e poiynome ciiercAe.

Exemple. Prenons a ==

L'etape 1 donne :

a

2 1 1
0 1 1
001

100
0 1 0
001

0
100
0 0 I
000

<8
0 1 0
000
000

001
000
000

L'etape 2 donne

L'etape 3 donne d abord
1 0 0
010

001
+

0 0 1
1 0 0

0 1 0
+

0 1 0
001

1 0 0

1 0 0
0 0 1
000

0 1 0
1 0 0
0 0 1

0 1 0
000

.
000

®

100
001

0 1 0

0 0 I
000
000

0 0 1
0 1 0
100

0 0 1
100

000
(8)

0 1 0
000
000

0 0 1
000
000

L'etape 4 donne alors
2 1 1
0 1 1
001

Et 1'etape 5 donne Ie polynome

P, ,, ) = T^T^T^T^T^T^-T^T^T^T^T^-T^T^T^T^T^T^
+T^T^T^T^T^ - T^T^T^T^T^T^ + IT^T^T^T^T^T^

-'Tl, iri. 2ri2.3r2,2T2. 3T3, l +ri22Ti23T22lT3, 3 -ri22Ti2, 3T2, lT2,3T3, l -Tl,2Tl3, 3T22, lT3,2

+Tl, 2Ti,3^2, lT2, 2'r3, l.
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