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MOMENTS DES g-POLYNOMES DE LAGUERRE ET
LA BUECTION DE FOATA-ZEILBERGER

par Anne de Medicis*
et Xavier G. Viennotf

1. INTRODUCTION

Toute famille de polynomes orthogonaux unitaires Pn{x) peut etre definie a 1'aide
d'une recurrence lineaire a trois termes de la forme

Pn+M ={X- b^Pn{x) - \r, Pn^(x), (1. 1)

lorsque n > 1, avec Po{x) =1 et P\(x) =x - bo, ou {bn}n>o et {\n}n>i sont deux suites
a valeurs dans un anneau K.

1. 1. Polynomes de Laguerre et g-analogue. Les polynomes de Laguerre classiques,
notes L',i'{x), satisfont une telle recurrence pour les coefficients

^a+l)=2fc+a+l et X^+l)=k{k+a-).

Ils ont pour moments ̂  1'expression suivante:

^a+l)=(Q+l)n=(Q+l)(Q+2)... (Q+n).

(1. 2)

(1. 3)

En particulier, lorsque a =0, on a p,^' = n\.
Un ^-analogue naturel des polynomes de Laguerre (pour o; = 0) est de considerer la

famille de polynomes orthogonaux do nt les moments sont

». (1) = fn1J
''n, q ~~ l"'J<?-) (1. 4)

si n = 0,ou ["], =(,»-!)/(, -1) et M. '={^p),... ^ :L:n=
* Partiellement soutenue par Ie CRSNG et Ie FCAR.
f Partiellement soutenu par Ie PRC "Mathematique et Informatique".
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ou plus generalement, pour /3=a+l variable formelle, la famille de polynomes orthogo-
naux dont les moments sont donnes par

ic8 ) 
= \n:

['h, q - L"'l ]. '.

ou nous notons

[n;^=/3+q+q2 +... +qn~\

et[n;/3]q!==[l;/3]<, [2;^... [n;^]g.

(1. 5)

(1. 6)
(1. 7)

Remarquons que lorsque ̂  = 1, ona [n; l]q = [n]g. Dans la suite, nous identifierons
toujours /3 et o: + 1.

L'objet principal de cet article est de demontrer de manierebiJective'aye c les chemins

de Motzkin values '(cf Fran^on et Viennot [FrVi], Flajolet [Fla], Viennot [Vil]), que la classe
de polynomes cherchee, notee L%~1)(3;), satisfait la recurrence lineaire a trois termes (1. 1)
pour les coef&cients

^ = 9fc(M. + [fc+ 1;/3], ) et Ag = 92fc-lM. [^/3].. (1. 8)

Remarquons que cette classe de polynomes n'est pas Ie g-analogue des polynomes de
Laguerre que les analystes considerent habituellement. Ils apparaissent cependant dans la
litt^rature comme cas particulier des polynomes "little q-Jacobf pn {x, a, b;q) (cf Gasper

et Rahman [GR]), pour les valeurs b = 0 et 1^- = /3. Ces polynomes sont definis en
termes de series hypergeometriques basiques par

pn {x, a, b;q) =2^1
'q-n, abqn+l

aq
q;qx

^

FIGURE 1: un chemin de Motzkin colore.

1. 2. Chemin de Motzkin colore. Un chemin de Motzkin colore w = (5o, si,... , 5n)
de longueur \w\ == n est un chemin dans Ie plan N x N partant du sommet so = (0, 0), se
terminant au sommet Sn = (n, 0), et dont les pas elementaires ont 1'un des_quatre types
suivant: Nord-Est (s,, 5,+i) = ((z, j), (i +1J+ 1)), Est bleu (en pomtiUe dans la figure
1) ou Est rouge (s,, 5, +i)='((t, j), (t+l, j)), ou Sud-Est (5,, s,+i)= ((^j), (^ + 1, J - 1)).
On dira d'unpas elementaire (s^Si+i) qu'il part du niveau j si s, = (i, j).
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Etant donnees quatre suites {afc}fc>o, {b'k}k~^o, {^}fc>o et {ck}k>^l, a valeurs dans
un anneau K, on definit la valuation d'un pas elementaire {si, Si+i) = ((i, j), (i+ 1, J/))
partant du niveau j, de la maniere suivante:

aj si (sz, 5,+i) Nord-Est,
b'j si (sz, 5, 4. 1) Est bleu,

v^si+l) = \ b'j si (5,, s,+i) Est rouge,
Cj si (sz, 5z+i) Sud-Est;

et la valuation (ou ponderation) d'un chemin w == (so, si,..., 5n) par

(1. 9)

n-1

V(w) = JJv(5,, 5i+l). (1. 10)
i=0

Par exemple, Ie chemin de Motzkin w de la figure 1 a la ponderation v(w) = aob[aib/{c'2b{ci.
P. Flajolet [Fla] et X. G. Viennot [Vil] ont demontre que si 1'on definissait les suites

[ak}k>o, {b'k}k>o, {b'k}k>o et {cfc}fc>i de telle sorte que pour tout k>0,

et pour tout k > 1,

bk = b'k + b'k,

Afc = afc-iCfc,

(1. 11)

(1. 12)
alors Ie lien entre les suites {bk}k>o, {^k}k>i des coefficients de la recurrence lineaire a
trois termes d'une classe de polynomes orthogonaux, et leurs moments /^n, est donne par

Atn = ^ V(W), (1. 13)

ou w parcourt 1'ensemble des chemins de Motzkin colores de longueur n.
Pour les polynomes de Laguerre classiques L^~ /{x), on choisit habituellement

aw=^+/3, bw'==k, b^"=k+0 et .(/?) _=k, (1. 14)

comme suites associees a la valuation (1. 9) des chemins de Motzkin colores. Nous noterons
la valuation (1. 10) correspondante . u^^(w).

Le choix de ces quatre valuations, satisfaisant b^) + ^ = 2k+ ,3 et afc_iC^ =
k{k + ,3 - 1), provient de la notion d'histoires de Laguerre et de la construction d'une
bijection entre celles-ci et les permutations.

1.3. Histoire de Laguerre et bijection Franson-Viennot. Plus precisement, une
histoire de Laguerre h de longueur \h\ = n est la donnee d'un couple (w; (pi,... , pn )), dans

lequel w = (so, Si,... , 5n) est un chemin de Motzkin colore de longueur n, et (pi,... , pn)
est une suite d'entiers tels que si (Si-i, Si) est un pas elementaire partant du niveau k, Ie
i-ieme choix pi est dans 1'intervalle suivant:

O^Pi^
k si (si -i, 5z) N-E ou E rouge,

k - 1 si (si_i, 5z) S-E ou E bleu. (1. 15)
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Pour /3 == 1, la valuation v^ (w) d'un chemin de Motzkin colore w est egale au nombre
d'histoires de Laguerre h == (u;; (pi,... , pn )). Dans ce cas, la preuve combinatoire que les

moments ^n des polynomes de Laguerre L^n {x} sont egaux a n!, revient a trouver une
bijection entre les permutations dans Gn et les histoires de Laguerre de longueur n. Une
telle bijection fut donnee par J. Fran^on et X. G. Viennot dans 1'article [FrVi]. Elle a
ete utilisee dans divers problemes combinatoires et est devenue classique (voir Goulden et
Jackson [GJ]).

Plus generalement, la bijection Fran^on-Viennot, que nous noterons ^!FV, permet de
demontrer combinatoirement que les moments des polynomes de Laguerre Ly~ '{x) sont
donnes par 1'expression ^ ; = /3(/3+1)... (/3+n-l), c'est-a-dire Ie polynome enumerateur
des permutations cr   ©n selon Ie nombre d'elements saillants inferieurs gauches (i. e.
elements cr(i) tels que o-(i) < a{j) pour 1 <j < t). Pour ce faire, 11 suffit de ponderer les
histoires de Laguerre /i = (w; (pi,... , pn)) par la valuation

va(v.} = <! ̂  si pz =0 et (5z-i, sQ N-E ou E rouge,

Jii' ~ \ 1 sinon;

et

vpw =riv/3(p*), (1. 17)
z=l

et de montrer que si u^(A) = /3l, alors h correspond a une permutation ^^v(/i) ayant I
elements saillants.

Remarquons que selon les notations introduites precedemment,

vW{w)= ^ v^h),
/t=(u;;(pl,..., pn))

(1. 18)

ou v^ designe la valuation des chemins de Motzkin associee aux suites (1. 14), et la somme
parcourt les histoires de Laguerre ayant w comme chemin de Motzkin associe.

En fait, en donnant d'autres ponderations aux histoires de Laguerre, ou en restreignant
les choix possibles pi dans la bijection Fran^on-Viennot, il est possible (voir Viennot [Vil])
de retrouver combinatoirement les moments des cinq classes de polynomes orthogonaux de
Sheffer (c'est-a-dire Hermite, Laguerre, Charlier, Meixner et Meixner-Pollaczek (appeles
aussi Meixner de premiere et seconde espece dans Ie livre de T. S. Chihara [Chi])).

1.4. g-Comptage des histoires de Laguerre. Dans cet article, nous aliens introduire
un g-comptage des histoires de Laguerre. Notons d'abord v^ ) (w) la valuation des chemins
de Motzkin colores w (telle que definie en (1. 9) et (1. 10)) associee aux suites

^)==9fc^+l;/3]., bw, '=gk[k},, b^"=gk[k+l;ffl, et c% = gfc[^. (1. 19)
Puis, pour une histoire de Laguerre h = (w; (pi, ... , pn )), nous notons successivement:

azre(w} == ̂  niv(w, i), (1. 20)
z=l
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dans lequel niv(w, i) designe Ie niveau de depart du z-ieme pas elementaire (fiz-i, Sz) de w,

5om(som{h) == ̂  p,,
1=1

et lag{h) == aire(w) + som(h).

(1. 21)

(1. 22)

Avec ces notations, en vertu des resultats de P. Flajolet [Fla] et X. G. Viennot [Vil],
pour demontrer que la classe des polynomes orthogonaux L^q ' {x) definie par les moments
(1. 5) satisfait la recurrence lineaire a trois termes (1. 1) avec les coefficients b^ et A^
donnes en (1. 8), il suffit de montrer que

[n;l3\, \=^v^h}qla^h\ (1. 23)

ou h parcourt 1'ensemble des histoires de Laguerre de longueur n.
Pour ,3=1, cette egalite revient a dire que la distribution lag(h) est une distribution

M'ahonienne, c'est-a-dire qu'elle a meme distribution que Ie parametre nombre d'inversions
des permutations. En utilisant la bijection Fran^on-Viennot, la statistique lag{h') conduit a
une nouvelle statistique (Mahonienne) sur les permutations, qui ne semble pas directement
pouvoir etre reliee aux statistiques classiques nombre d'inversions ou indice majeur (cf
Foata [Fo]).

1. 5. La bijection Foata-Zeilberger. En fait, nous utilisons une autre bijection entre
les permutations et les histoires de Laguerre, introduite par D. Foata et D. Zeilberger
[FoZe]. Nous apportons quelques modifications et complements par rapport a 1'article ori-
ginal de D. Foata et D. Zeilberger. Nous rappelons d'abord la tres ingenieuse construction
bijective, que nous noterons ^fpz, definie directement par D. Foata et D. Zeilberger, en la
decomposant en quatre etapes. Un premier avantage de ce decoupage est d'ordre pedago-
gique pour ce que nous voulons demontrer ici. Un second avantage est de souligner que
les deuxieme et quatrieme etapes de la construction reposent en fait sur des bijections
ou constructions deja connues, intervenant dans d'autres theories relatives aux polynomes
orthogonaux, ce qui permet d'inscrire la bijection Foata-Zeilberger comme Ie chainon man-
quant d'une veritable theorie combinatoire unifiee des polynomes orthogonaux.

la section 3, nous exposons la premiere etape de la construction de D. Foata et
D. Zeilberger, a savoir la decomposition d'une permutation o- 6 ©n en deux involutions
sans points fixes a -». (o~exc, 0'nex) , obtenues essentiellement en "separant" les excedances
{i < o-(?)) et les non-excedances (i ̂  o-(i)) de la permutation o-.

La deuxieme etape de la bijection Foata-Zeilberger consiste a coder chacune de ces
involutions sans points fixes par une histoire d'Hermite, c'est-a-dire une histoire de La-
guerre h = (w; (pi,... , pn )), soumise aux restrictions que Ie chemin w est un chemin de

Dyck (il ne contient pas de pas elementaires Est), et que pour tout pas Nord-Est (sz_i, 5z),
on ait pi = 0. Ce codage est bien connu (FranQon, Viennot [FrVi], Flajolet [Fla], Vien-
not [Vil]) et peut etre vu comme un cas particulier de la bijection Frangon-Viennot. II
permet d'interpreter combinatoirement les moments des polynomes d'Hermite en termes
d'involutions sans points fixes. II existe en fait deux formes differentes de la bijection
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(selon que 1'on numerote les "positions" libres de droite a gauche ou de gauche a droite).
II est classique que les histoires d'Hermite "passent" aisement aux g-analogues (voir par
exemple Flajolet [Fla], Viennot [Vil], Penaud [Pe], Ismail, Stanton et Viennot [ISV]). En
fait, certaines ̂ -ponderations de ces histoires conduisent aux moments de deux g-analogues
differents des polynomes d'Hermite {q-'H. ermite "continus" et <?-Hermite "discrets"). To us
ces rappels forment la section 2.

La troisieme etape de la construction de la bijection Foata-Zeilberger consiste a "fu-
sionner" les deux histoires d'Hermite associees aux invoiutions o-ezc et Onex en une seule
histoire, que nous appelons histoire de Laguerre subdivisee. Nous 1'exposons a la section 5.

Et finalement, la quatrieme etape consiste a appliquer un operateur de tassement"
(cfViennot [Vil, Vi2 ) des chemins values pour retrouver les histoires de Laguerre usuelles.
Les histoires de Laguerre subdivisees et les operateurs de tassement sont exposes en section
4.

Pour resumer, disons ici que les histoires de Laguerre sont 1 ob jet combinatoire as-
socie au developpement en fractions continues de type Jacobi (J-fractions) de la serie des
moments:

E"!t"=
n>0 1 - bwt -

1 - b[l)t -

^1)^2
(,

(1. 24)

\w^
. 2 t'

1-^'t-
\(l). f2
kfc+r

tandis que les histoires de Laguerre subdivisees forment 1'objet combinatoire associe au
developpement en fractions continues de type Stieltjes (S-fractions) de cette meme serie
de moments:

>!<"=--^ --' (L25)
Tl>0 1

1-

7l^
72^

1- 7fc*

dans laquelle on salt que 7fc = f^'i1) ou {x~\ designe Ie plus petit entier n plus grand que
X.

X. G. Viennot [Vil, Vi2] a montre que les bijections de tassement permettent de passer
d'un modele a 1'autre. 11 y a en fait deux bijections de tassements (transformant un chemin
de Dyck value en un chemin de Motzkin value). En combinant ces deux bijections, X. G.
Viennot [Vi2] deduit une interpretation combinatoire du celebre algorithme "quotient-
difference" (ou qd-algorithme), permettant de developper une serie formelle en S-fraction.

Au fond, nous pourrions dire que la bijection Frangon-Viennot correspond au deve-
loppement de la serie ̂ _, n>on^tn en J-fraction, tandis que la bijection Foata-Zeilberger
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correspond a son developpement en S-fraction.
En section 5, nous mettons bout a bout les quatre etapes de la bijection Foata-

Zeilberger et montrons comment une autre repartition des 9-poids que celle employee par
D. Foata et D. Zeilberger sur les deux involutions o-e^c et crnei permet de transformer la
statistique lag des histoires de Laguerre (1. 22) en Ie nombre d'inversions classique inv des
permutations. En fait, la statistique lag est transformee par la bijection Foata-Zeilberger
en un nouveau parametre sur les permutations, dont il n'est pas evident a prior! que ce
soit Ie nombre d'inversions de la permutation originale cr. Ce curieux fait est demontre par
une double recurrence en section 3. La section 5 termine ainsi la preuve combinatoire du
r^sultat principal de cet article, donnant la recurrence lineaire a trois termes des polynomes
Lwq[x}. L'extension de ce resultat aux polynomes L{^\x) se fait sans difficulte. En ef-
fet, la notion d'elements saillants s'interprete facilement a travers les quatre etapes de la
construction de Foata-Zeilberger.

1.6. Complements. La construction de Foata-Zeilberger etait originellement relative a
une autre statistique, den(cr), introduite par Marleen Denert [Den]. Celle-ci avait con-
jecture que cette statistique etait egalement Mahonienne. L'un des buts de D. Foata et
D. Zeilberger etait de demontrer cette conjecture (voir aussi Han [Haul, Han2]). Curieuse-
ment, la statistique de Denert sur les permutations est transformee par la bijection de
Foata-Zeilberger en une statistique tres proche de notre statistique lag sur les histoires
de Laguerre. Nous n'avons cependant pas pu relier simplement les deux statistiques pour
retrouver ainsi une autre preuve de la conjecture de Denert.

Dans la section 6, nous donnons une expression directe du parametre lag{h~) transporte
sur les permutations Ie long de la bijection Fran^on-Viennot, obtenant ainsi une nouvelle
statistique Mahonienne pour les permutations.

Enfin, nous esquissons dans la section 6 une theorie combinatoire generale des q-
analogues des classes de polynomes orthogonaux de Sheffer. Nous proposons un g-analogue
combinatoire de ces classes de polynomes, a 1'aide d'un raffinement des g-valuations des
histoires de Laguerre. Nous donnons notamment une interpretation combinatoire des mo-
ments en termes de certaines statistiques sur les permutations, obtenues via la bijection
Foata-Zeilberger.

Une classe de polynomes orthogonaux un peu plus generate que les g-polynomes de
Laguerre etudies dans cet article, dont les coefficients de la recurrence lineaire a trois
termes (1. 1) sont

&fc(/3, 7;qf):=9fc([A;;7]<7+[^+l;/3], ) et \k{f3, r, q) = qlk~\k-^}, [k;l3}^ (1. 26)

a ete etudiee par J. Zeng [Zenl] en 1989. II a notamment montre, en utilisant les fractions
continues ainsi qu'une transformation particuliere Q, faisant correspondre a toute permu-
tation de 6n une permutation de 6n-i (cf Dumont et Kreweras [DuKr]), que les moments
associes a ces polynomes etaient donnes par 1'expression

^(/3, 7;^)= ^ ^3(<r)^e(. )^n. (a)^
<^ ©n

(1. 27)

ou ssg{a) designe Ie nombre d'elements saillants superieurs gauches de o- (ou nombre de
records), i.e. Ie nombre d'entiers (7^ dans o- = 010-2 ... o-n tels que cTj < CT»(, pour tout

79



j < io, et side{a) designe Ie nombre d'elements saillants inferieurs droits exclusifs de o-
(ou nombre d'anti-records exclusifs), i.e. Ie nombre d'entiers o-zg dans cr = 0-1(72 .. .o'n tels
que aj > o-zg pour tout j > io, et qui ne sont pas en meme temps des records de a.

En particulier, il obtient aussi Ie resultat

^(/?, l;g)=[n;/3], !. (1. 28)
Mentionnons egalement les travaux poursuivis actuellement par R. Simion et D. Stan-

ton [SiSt, St], qui ont pour objet I'etude et la classification des differentes specialisations
des polynomes de Laguerre generalises, definis par la recurrence lineaire a trois termes
(1. 1) pour les coefficients

bk = a[k + l}r, s + b[k}^ et \k = ab[k}^[k]^, (1. 29)

ou[n]p,, =(pn -9n)AP-9). 
^, ^ , , ., _..._.. " ^___^

R. Simion et D. Stanton obtiennent en particulier, via la bijection Fran^on-Viennot,
des interpretations combinatoires des moments de ces polynomes en termes de sequences
croissantes maximales ("runs") de la permutation.

2. INVOLUTIONS, HISTOIRES D'HERMITE ET g-ANALOGUES DES
POLYNOMES D'HERMITE

Notons INV[n] 1'ensemble des involutions sans points fixes sur 1'ensemble |[2n] ==
{1, 2, 3,..., 2n}. Nous conviendrons que 1'ensemble INV[0} contient un element, 1'involu-
tion vide. Soit r   INV[n}. Tout comme les permutations, on peut representer r soit
comme un tableau dont la premiere ligne est formee des entiers de 1 a 2n et la seconde,
des images correspondantes par T, i. e.

1 2 3 ... 2n
^r(l) r(2) r(3) ... r(2n) ^

soit comme produit de cycles disjoints, ordonnes selon 1'ordre croissant des minima des
cycles, chaque cycle commen^ant par son minimum, comme par exemple

T=(l, 4)(2, 7)(3, 10)(5, 6)(8, 9).

Nous du-ons dans ce cas que r est ecrite sous forme standard de produit de cycles disjoints.
Dans la suite, nous utiliserons egalement une autre ecritiire de r   INV[n}: sa

representation graphique. Elle est construite de la maniere suivante: on associe un sommet
a chaque entier de 1 a 2n et on les place sur une ligne, par ordre croissant, de gauche a
droite. On dessine un arc du sommet i au sommet j si et seulement si r(t) == j. La figure
2 illustre la representation graphique de 1'involution r donnee ci-dessus.

><^6(^)^
12345678 9 10

FIGURE 2: representation graphique de
r=(l, 4)(2, 7)(3, 10)(5, 6)(8, 9).
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II existe une bijection classique entre 1'ensemble INV[n] et les histoires d'Hermite
de longueur 2n. Rappelons qu'une histoire d'Hermite est une histoire de Laguerre h =
(w; (pi,... , pn )), soumise aux restrictions suivantes:

i) Ie chemin w ne contient pas de pas Est (c'est un chemin de Dyck), et
ii) si (sz-i, Si) est un pas Nord-Est, alors pi = 0.

En appliquant la bijection Fran^on-Viennot aux histoires d'Hermite, on obtient une
classe de permutations en correspondance evidente avec les involutions sans points fixes.
En fait, cette correspondance n'est pas autre chose que la "premiere transformation fon-
damentale", envoyant les cycles des permutations sur leurs elements saillants (voir Foata
[Fo]) et qui, dans ce cas, revient a enlever les parentheses dans 1'involution r, ecrite sous
forme (non standard) de produit de cycles disjoints, les cycles etant ordonnes par ordre
decroissant des minima de cycles, chaque cycle commenQant par son minimum.

Nous rappelons la correspondance de Frangon-Viennot, restreinte aux histoires d'Her-
mite et composee avec la premiere transformation fondamentale, en la decrivant directe-
ment, comme dans 1'article de P. Flajolet [Fla]. Dans la suite, nous aurons egalement
besoin d'une variante de cette correspondance, obtenue en renversant 1'ordre des "posi-
tions libres".

Soit /), = (w; (pi,... , p2n)), une histoire d'Hermite de longueur 2n. Nous construisons

une involution sans points fixes ipgd{h) = r (respectivement <pdg{h) = r/), sous forme
standard de produit de 2-cycles disjoints, comme suit: en parcourant Ie chemin w, chaque
fois que 1'on rencontre un pas elementaire (si_i, Si) Nord-Est, on "ouvre" un nouveau
cycle dans r (respectivement r/) avec 1'entier i, et chaque fois que 1'on rencontre un pas
(sz-i, Si) Sud-Est, on "referme" Ie (pz + l)-ieme cycle "ouvert" avec 1'entier t, les cycles
encore ouverts etant numerotes de gauche a droite (respectivement de droite a gauche pour
VdgW).

Par exemple, si h = (w; (0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 1, 0)), ou w est Ie chemin de Dyck represente
dans la figure 3, on obtient <pgd{h} = (1, 4)(2, 7)(3, 10)(5, 6)(8, 9) et ^dg{h} = (1, 6)(2, 9)
(3, 4)(5, 7)(8, 10). On retrouve a la figure 4 les differentes etapes de la construction des
involutions <pgdW et (pdg{h), representees graphiquement.

choix p. de
I'histoire =

FIGURE 3: une histoire d'Hermite h = .(w; (pi,. .. , pio)).

Les constructions decrites ci-haut s'expriment d'ailleurs tres simplement en termes
des representations graphiques des involutions. En efFet, 1'operation "ouvrir un cycle" avec
1'entier i correspond, du point de vue graphique, a decreter que Ie sommet i est 1'extremite
gauche d'un arc dont 1'autre extremite reste a determiner. Nous dirons dans ce cas que i
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V gd

1234
chouc: 012

12345
chobc: 01 2

123456789

^TTTr^^i^-
123456789 10

choix: 0

V dg

1234

chobc: 210

123456
choix: 21 0

-^y^?^-
1234567

choix: 1 0

^7^T?V^^-
123456789

choix: 1 0

<^TT??^S^-
123456789 10

choix: 0

FIGURE 4: les bijection ipgd et ̂ dg-

est un sommet pendant. De meme, "refermer un cycle" avec un entier i correspond a relier
Ie sommet associe i a 1'un des sommets pendants toujours libres qui Ie precedent.

II est clair que les applications ^pgd et ipdg sont, des bijections entre les histoires
d'Hermite de longueur 2n et 1'ensemble INV[n} des involutions sans points fixes sur [2n|.
Les details sont laisses au lecteur.

D'apres les resultats que nous avons cites dans I'lntroduction, ces bijections fournissent
une preuve combinatoire du fait que les polynomes d'Hermite classiques, notes Hn(x), dont
les coefficients de la recurrence lineaire a trois termes (1. 1) sont bfc =0et Afc = fc, ont
pour moments d'ordre n, notes hn, Ie nombre d'involutions sans points fixes sur 1'ensemble
{1, 2,..., n}, c'est-a-dire:

/i2n+i=0 et /i2n = 1-3-... -(2n-1). (2. 1)

On retrouve dans la litterature deux g-analogues classiques des polynomes d'Hermite
(voir Desarmenien [Des] pour un historique), soient les polynomes de q-Hermite de premiere
sorte ou continus (Rogers [Ro], Szego [Sz], Cigler [Ci], Ismail, Stanton et Viennot [ISV],

82



Penaud [Pe]) ou les polynomes de g-Hermite de deuxieme sorte ou discrets (Al Salam et
Carlitz [ASCa], Askey, Cigler [Ci]).

Les premiers, que nous noterons H^{x, g), satisfont la recurrence lineaire a trois termes
(1. 1) pour bk=0 et \k = [h]q, et out pour moments

^.<=7TJ^E(-i)3t», ^o+I)/2.
j=0

(2. 2)

ou tn, j designe les nombres de Delannoy

.n, j -

2n
n -

(2. 3)

(cfRiordan [Ri], Touchard [To]). De meme, les ̂ -polynomes d'Hermite de deuxieme sorte,
que nous noterons H^{x q), satisfont la recurrence lineaire a trois termes pour les coefR-
cients bk =0 et \k= qk~l[k]q. Us ont pour moments

.
II^+i,, =0 et ̂ ,, = [1],. [3], . ... . [2n-1] <?' (2. 4)

Ie ̂ -analogue naturel des moments hn des polynomes d'Hermite classiques.
En introduisant des "^-analogues" des histoires d'Hermite, correspondant aux deux

^-analogues classiques des polynomes d'Hermite, nous allons maintenant exprimer les mo-
ments h^ et h^ en terme d'un certain g-comptage des involutions sans points fixes. Nous
aurons besoin, pour ce faire, de quelques statistiques sur ces objets.

DEFINITIONS 2. 1: soit r e INV[n}, une involution sans points fixes. On appelle
croisement de T une paire ((t, r(z)), (j, r(j))), telle que 1 <t<j < r(i) < r(j) < 2n. On
dira que (t, r(i)) (respectivement O', r0'))) est V arc initial (respect ivement 1'arc terminal)
de ce croisement.

De meme, on appelle paire imbriquee de r, une paire ((^T^)) , O', r(j))), telle que
Ki < j < r(j~) < r(i) < 2n. On dira de plus que (t, r(i)) (respectivement (j, T(j))) est
1'arc exterieur (respectivement 1'arc interieur) de cette paire imbriquee.

Remarquons que ces deux definitions correspondent exactement aux croisements d'arcs
ainsi qu'aux paires d'arcs imbriques dans les representations graphiques des involutions
sans points fixes. Nous noterons respectivement cr(r) et pbr{r), Ie nombre de croisements
et Ie nombre de paires imbriquees de r   INV[n}. Par exemple, pour

r=(l, 4)(2, 7)(3, 10)(5, 6)(8, 9),

qui est representee graphiquement a la figure 2, on trouve cr(r) = 3 et pbr(r) = 3. Par
convention, 1'involution vide ne contient aucun croisement ni paire imbriquee.

Finalement, nous poserons

7nu(r) = cr(r) +2 . pbr{r}. (2. 5)
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PROPOSITION 2. 2: Avec les notations precedentes, on a les egalit^s suivantes:

i)

ii)

i/ = V nPbr^.
l2Ti, <7 - Z_^ y '

re. INV[n}

S gcr<r);
r^INV[n]

, l[ = \^ ^^(T).
l2n, g= ^ q----'.

TeINV[n}

(2. 6)

(2. 7)

(2. 8)

DEMONSTRATION: ^ - __ .,. T._:.
i) Les coefficients de la recurrence lineaire a troi-s termes des g-polynomes

premiere sorte etant egaux abfc=0 et Afc = [^]<?> on a

,
/ _\^/iSO'T»(h)

l2n, g =^9" --, (2. 9)

ou la sommation parcourt 1'ensemble des histoires d'Hermite h de longueur 2^ et
5om(/i) a ete defini en (1. 21). Pour demontrer la partie (i) de la ProPosition2-2'11
suffit done de demontrer les egalites suivantes: si /i = {w; (pi,... , p2n)) est une histoire

d'Hermite,
som(h) = pbr {ygdW) , (2. 10)

pour 1'egalite (2. 6), et
som{h) == cr{ipdgW), (2. 11)

pour 1'indentite (2. 7). Rappelons que som(h} designe la somme des choixpi+. . .+P2n.
Puisque par definition des histoires d'Hermite, Ie choix p, correspondant a un pas

elementaire Nord-Est (5, _i, s, ) doit necessairement etre nul, il suffit d'examiner ce qui
se passe dans la construction des bijections ^gd et fdg lorsque 1'on rencontre un pas
elementaire (St-1, 5, ) Sud-Est. .., /,. ^ , _. __i,.

Supposons done que 1'on soit en train de construire ̂ gd(/i) (graphiquement) et que i'on
soit amve'dans la lecture de /i a un pas elementaire Sud-Est (s, -i, 5, ), partant du niveau
k. A cette etape de la construction, exactement k sommets inferieurs a t sont^toujours
pendants, alors que \es i-k - 1 sommets restant sont relies entre eux Selon les regles
de construction, 11 faut alors ajouter un arc entre Ie sommet i et Ie (p, + l)-ieme sommet
pendant, ceux-ci etant numerotes de gauche a droite. Ainsi, les p, sommets pendants j, se
^rouvant a gauche de 1'extremite gauche VgdW(z) de 1'arc {VgdW{z), i)^ seront relies a un
sommet ̂ figd{W) se trouvant a droite du'sommet i, i.e. on aura les inegalites suivantes:

J <VgdW(i) <i<VgdWU)-

L'arc {^gdW{i), i) forme done 1'arc interieur d'exactement p, paires imbriquees dans
^7(/i)v(caesont/ies seules). Comme tout pas elementaire sud-Est de/^hist^ired'H^rmlte
^correspond a un seul arc dans la representation graphique de ̂ gdW, cela signifie que
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choix p; =

FIGURE 5: Ie choix p, dans ydg-

5om(A) = pi+p2 +... +p2n est exactement egal au nombre de paires imbriquees de
et 1'identite (2. 6) est verifiee.

De meme, on peut montrer que pour (pdgW, chaque pas Sud-Est (5i-i, Sz) de h
correspond un a arc {^dg(h){z), i), formant 1'arc initial d'exactement pi croisements (voir
la figure 5). Les details sont laisses au lecteur.
ii) II suffit d'etablir 1'egalite

E ^som(h) nse(h) ^ E <'
TeINV[n]

qInv{T\ (2. 12)
/l=(u;(pi,..., p2n))

ou, dans la sommation de gauche, h parcourt toutes les histoires d'Hermite de longueur
2n,

nse(h)= ^ (mu(zy, z)-1), (2. 13)
("l-l. -'l)

pas Sud-Est de w

et niv(w, i) designe Ie niveau de depart du i-ieme pas elementaire (s, -i, St) de w.
Le fait que les moments h^ soient egaux au membre de gauche de (2. 12) decoule du

fait que les coefficients de la recurrence lineau-e a trois termes (1. 1) des polynomes H^{x)
sont egaux a, bk =0 et \k= qk~l[k}q.

Appliquons la bijection (pgd aux histoires d'Hermite /i == (w;(pi,... , p2n)) de longueur
2n. Comme nous 1'avons vu dans la demonstration de la partie (i), a la lecture d'un pas
Sud-Est (s, -i, Sz), partant du niveau A;, 11 y a exactement k sommets toujours pendants a
gauche du sommet i dans la construction partielle de (pgd = r. De plus, nous avons etabli
que les p, sommets pendants se trouvant a gauche du sommet r(t), correspondent aux arcs
ext^rieurs de toutes les paires imbriquees dont 1'arc interieur est (r{i), i). De meme, on
peut montrer que \esk-l-pi sommets pendants restant, se situant entre Ie sommet r{i)
et Ie sommet i, correspondent aux arcs terminaux des croisements dont 1'arc initial est
(r(z), z).

Ainsi, la bijection (^gd envoit Ie parametre "som(A)" sur Ie parametre "p&r (^d(/i))",
et Ie parametre "nse(/i)" sur tipbr{^gd{h}} + cr(^d(/i))", ce qui demontre (2. 12).' Les
details sont laisses au lecteur. Q

Remarquons qu'un lemme direct sur les involutions permet alors de retrouver la rela-
tion (2. 4) a partir de (2. 5) et (2. 8).

3. UNE NOUVELLE DEFINITION DES INVERSIONS D'UNE PERMU-
TATION

Dans cette section, nous aliens introduu-e une decomposition des permutations o-   ©"
en deux involutions sans points fixes (essentiellement en separant les excedances (t < o-(z))
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et les non-excedances (t ̂  o-(i)) de la permutation) et nous exprimerons ensuite Ie nombre
d'inversions classique de o- en terme de la statistique Inv sur les involutions, definie en
(2. 5) de la section 2.

Soit done <r   ©n, une permutation sur 1'ensemble [n]. La representation graphique de
CT se construit de la maniere suivante: on prend 2n sommets numerotes de gauche a. droite
par"!-, 1+, 2-, 2+,... , n-, n+ (on decide que 1- < 1+ < 2- <2+ < .. < n- < n+) On
trace un arc du point i+ au point j~ si et seulement ff(t) = j. De plus, si i < j, 1'arc devra
passer au-dessus de tous les sommets (on dira alors que c'est un arc superieur) et si i ^ j,
1'arc passera plutot en dessous des points (arc inferieur). Par exemple, si

CT =
1234567
3712465

la representation graphique de o- est illustree a la figure 6.

-. + -. + -'+ -. + -. + -. + -.+

FIGURE 6: representation graphique
d'une permutation a.

Nous noterons dexc (respectivement o-ner), 1'involution sans points fixes (qui aura
comme support un sous-ensemble de {!-, 1+, 2-, 2+,..., n-, n+}) dont la representation
graphique'est formee par les arcs superieurs (respect ivement inferieurs) et leurs extremites
dans la representation graphique de a. Dans 1'exemple precedent, on obtient a^c =
(1+, 3-)(2+, 7-) et a^~= (1-, 3+)(2-, 4+)(4-, 5+)(5-, 7+)(6-, 6+). Notons

exc{a) =\{l<i<n\ i < a{i)}\,
= nombre d'arcs superieurs dans la

representation graphique de cr.

(3. 1)

(3. 2)

La statistique classique d'inversions sur la permutation o- s'exprime ^l^gamment en
terme des croisements et paires imbriquees de a-exc et o-nex-

LEMME 3. 1: Pour toute permutation a e ©n, avec les notations precedentes,

m-u(o-) = exc{a) + 7nv(crea:c) + Inv^nex)- (3-3)

Par exemple, pour la permutation a dont la representation graphique est donnee dans
la figure 6, on calcule inv(a) == 8, exc{a) = 2, Znv(o-exc) = 1, et Jnu(o-nea:) =3+2.
DEMONSTRATION: (par recurrence sur n puis sur la position de n dans la

permutation)
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Le cas initial n = 0 est trivial. Supposons done que 1'identite (3. 3) soit verifiee pour
toute permutation o- == o-(l)o-(2)... o-(n)   ©n, et montrons que quelle que soit la fagon
d'inserer n+ 1 dans o- pour obtenir a   ©n+i, 1'identite (3. 3) est conservee.
a) Si la permutation c' est obtenue de a de la maniere suivante:

ff'(i}=^aW sil^i<n,
n+l sii=n+l,

, opop , op(^)
- .+ - .+
1 2

.+ -.+
n n+1

FIGURE 7: cas (a) du lemme 3. 1.

on a clairement (voir figure 7), inv{a) = inv{a), exc{cr') == exc(, cr), Inv{a'^
= Inv^cTexc) et Inv{cr^x) == Inv^a-nex), done par induction

inv{af) == exc(cr') + ̂ nu(o-^J + Inv(,a^}.

b) Supposons maintenant que 1'identite (3. 3) est verifiee pour

0- ==
1 2 ... k k+1

(7(1) (7(2) ... (7(/i;) n+1

et montrons que (3. 3) est aussi verifiee pour

a' =ao{k, k+ 1),
1 2 ... A; k+1

(7(1) (7(2) ... n+1 o-(fc)

n n+1

a(n) a-{n + 1)

n n-\-l

cr(n) a(n+l)J'

Remarquons que la permutation a' possede une inversion de plus que o-: (r'{k~} =
n + 1 > <7{k') = a (k + 1). Done, pour demontrer (3. 3), il suffit de montrer que

ea;c(<7/) + Inv(a^) + Inv{a^) = exc{a) + Inv{aexc) + Inv{ar,ex} + 1. (3. 4)

II y a quatre sous-cas a considerer, pour lesquels un dessin sufRt a illustrer les variations
des differentes statistiques exc et Inv.

b. l) fc+1 =n+l et a(k) ^ n,
b. 2) fc+1 <n+l et a{k) ^ k,
b. 3) k+Kn+let cr{k} > fc + 1,
b.4) k+l<n+let a(k) =k+l.
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, opcp ... <y> ... op (y
'+ -'+
I 2

'+ '+ -'+
n n+1

^c^o^o ... c^o ... dfSVp
'+ -'+
1 2

.+ + -'+
n n+1

FIGURE 8: sous-cas (b. l) du lemme 3. 1.

cas b. l) /i;+l=n+let cr(fc) <: n (figure 8).
En comparant o- a o-/, on constate que ea;c(cr/) = ea:c(o-) + 1, Inv{cr'^c) = Inv{aexc) et

Inv{(7'nex) = Inv^o-nex)- La permutation a' contient 1'excedance supplement aire o-/(n) =
n+1.

cas b. 2) k+Kn+let cr(k) < k (figure 9).
Comparons a' a a. Si j? = (T-I(A;+ 1) < /;, 1'arc superieur 0"+, (^4- 1)-) apparait

dans les representations graphiques de a et a . La permutation a contient alors un croise-
ment (superieur) de plus que a, a savoir Ie croisement entre les arcs (^"+, (A;+1)~) et
(fc+, (n+ 1)~). On a done exc{a} = exc(o-), Inv(cr^^) = Inv(a-exc) + 1 et Inv^cr'^ex') =
Inv{cr^ex)-

.
-o0

-.+

.-=0(3

.+
1

-'+

FIGURE 9: sous-cas (b. 2) du lemme 3. 1.

Inversement, si j = cr~ {k+ 1) > fc+1, ilya un nouveau croisement (inferieur) entre
les arcs ((fc+l)-, j+) et (t~~, (fc + 1)+) dans a'. Ainsi ea;c(o-/) = ea;c(cr), Inv{a'^ =
Inv{ae^c) et Inv(a^) = Jnv(o-ng^) + 1.

cas b. 3) A;+l<n+let o-(fc) > k+1 (figure 10).
Le croisement de 1'arc [k+, i~) avec 1'arc ({k+ 1)+, (n+ 1)-) dans la representation

graphique de cr devient la paire imbriquee entre les arcs (k+, (n+ 1)-) et {(k + l}+, i~}
dans <T/, qui compte double dans la statistique Inv. Les autres croisements ou paires
imbriquees de a sont preserves entre eux, ou avec 1'un ou 1'autre des arcs (fc+, (n + 1)")
et {{k + l)+, t~') de a'. Ainsi exc{cr') = e.rc(<7), Inv^a'g^') == Inv(aexc) + 1 et Jnu(o-nea:) ==
Inv(a-nex)-
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. o|o... cj

-.+ -'+ -'+
k Jc+1

-'4- -'+
n+1

_o|o ... cj

-'+ -'+ - -.+ -'+
i n+1k k+l

FIGURE 10: sous-cas (b. 3) du lemme 3. 1.

cas b. 4) k+Kn+let a{k) = A; + 1 (figure 11).
Dans ce cas, on retrouve un arc superieur de moins dans la representation graphique

de o-/ que dans celle de (7, refletant 1'excedance perdue k+Kcr{k+l)=n+l, devenue
a'{k+l) =k+l.

Ensuite, les croisements et paires imbriquees entre les arcs superieurs de la represen-
tation graphique de cr/ sont tous conserves, sauf les paires imbriquees de a^c qui avaient
(A;+, (A; + 1)~) comme arc interieur.

0)0

-.+

1

^r'u
-'+ -'+

k k+1
-'+
n+1

0)0 ..

-'+

FIGURE 11: sous-cas (b. 4) du lemme 3. 1.

L'argument de la preuve repose sur Ie fait suivant: il passe autant d'arcs superieurs
au-dessus de deux sommets successifs k+, {k+l)~, dans la representation graphique d'une
permutation o-, qu'il ne passe d'arcs inferieurs en dessous de ces deux points. En eff'et,
on peut faire correspondre bijectivement a chaque arc superieur O'^^o) tel que jo <, k <
k+1 ̂ IQ, UQ unique arc inferieur (^, j^), satisfaisant les inegalites l\<:k < k~+l ̂  ji,
en suivant simplement les cycles de la permutation a. En fait, on prend ji == <7IOo)
et li = o-'(/o), ou i est Ie plus petit entier pour lequel 1'inegalite suivante est verifiee:
(7t(lo) ^k<k+l^alUo).

Notons m Ie nombre d'arcs (j+, ;-) tels q\iej < k <k+l <l, dans la permutations
o-. En comptant 1'arc (A;4", (fc + 1)-), 11 y a exactement m+ 1 arcs passant au-dessus
des sommets k+ et (A; + 1)~ dans la representation graphique de a, et de meme pour la
permutation a/, en comptant 1'arc (A;+, (n + 1)~). Lors du passage de (T a CT/, on a deja fait
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remarquer que parmi les arcs superieurs, m pau-es imbriquees sont perdues. Du cote des
arcs inferieurs, les croisements et paires imbriquees existant sont conserves. Par centre, par
ce qui precede, Ie nouvel arc {{k + 1)-, (A; + 1)+) de a' forme 1'arc interieur d'exactement
m 4- 1 nouvelles paires imbriquees (correspondant aux m+ 1 arcs qui passent en dessous
des points k+ et {k + 1)~), et ne cause aucun nouveau croisement.

Ainsi exc{a') = exc{a) - 1, Inv(a^} == Inv{aexc) - 2m et Inv(a^y} = Jnu(o-ne3:) +
2(m + 1) ou m designe Ie nombre d'arcs (j"+, l~) tels que j<k<k+l<l. D

4. HISTOIRES DE LAGUERRE SUBDIVISEES ET TASSEMENT

Une fonctionnelle lineaire / est dite symetrique si ses moments d'ordre impair, ;U2n+i
= f[x +1) sont tous nuls. Entre autres, les polynomes d'Hermite et leurs ^-analogues,
que nous avons etudies dans la section 2, possedent une fonctionnelle lineaire symetrique.

Soit Sn{x) une famille de polynomes orthogonaux unitaires associee a une fonctionnelle
lineaire symetrique. On peut montrer qu'alors les coefficients bk de la recurrence lineaire a
trois termes (1. 1) satisfaite par Sn{x) sont tous egaux a zero. De meme, cette famille est
aussi caracterisee par 1'identite

Sn{-x) = {-irSn{x), (4. 1)

pour tout n ^ 0.
Cette derniere propriete permet de definir deux suites de polynomes unitaires

{PnWn>o et {Qn(a:)}n>o, par les relations

S^(X) = P^X2) et -?2n+l(^) = xQn{x2). (4. 2)

Or, il se trouve que les polynomes Pn(x) et Qn(x) eux-memes forment aussi des classes
de polynomes orthogonaux. De plus, si i/n designs les moments associes aux polynomes
Pn{x), et ^ designe les moments associes aux polynomes Qn{x), alors ces deux suites de
moments sont reliees entre elles par la relation

^=^n+l. (4. 3)

Ce passage des polynomes Pn{x~) aux polynomes Qn{x) est un cas particulier des
"kernel polynomials" (cf Chihara [Chi]), definis plus generalement comme etant des poly-
names P^~{x, c), orthogonaux par rapport aux moments ^ = i/n+i - ci/n.

11 existe aussi une relation entre les moments des polynomes Sn(x), notes p.n, et ceux
des polynomes Pn(x): pour tout n ^ 0,

P-2n = Vn- (4. 4)

Dans cette section, nous exhibons des bijections classiques de tassement (cf Viennot,
chapitre 5 [Vil]), entre des chemins de Dyck de longueur In et certains chemins de Motzkin
colores de longueur n ou n- 1. Ces bijections permettent de demontrer combinatoirement
les relations (4. 3) et (4. 4), entre les moments des polynomes Sn{x) et ceux des polynomes
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associes Pn(^) et Qn(.z'). Nous les etendons ensuite aux histou-es de Laguerre subdivisees
et usuelles.

Soit w ^ (so, si,..., 52rz) un chemin de Dyck de longueur 2n. II existe deux manieres
naturelles de Ie contracter en un chemin de Motzkin colore.

La premiere consiste a lire les pas elementaires de w de deux en deux, et a les remplacer
par un seul pas elementaire selon les regles suivantes:
(i) si (52z, S2z+i) et (ssz+i, 521+2) sont deux pas Nord-Est, alors Us sont remplaces par un

pas elementaire (s^, s^i) Nord-Est;
(ii) si (52i, S2i+i) et (5214-1, 521+2) sont deux pas Sud-Est, alors Us sont remplaces par un

pas elementaire (s^', 5^^) Sud-Est;
(iii) si (s2z, S2z+i) est un pas Nord-Est et (521+1, 521+2) est un pas Sud-Est, ils sont rem-

places par un pas elementaire (s^, 5^1) Est rouge; et
(iv) si (52z, S2z+i) est un pas Sud-Est et (s2i+i, 52^+2) est un pas Nord-Est, Us sont rem-

places par un pas elementaire {s^, s^~) Est bleu.
Notons 6(w) = {s'Q, s'[,... , s^) = w* Ie nouveau chemin obtenu. Remarquons que si

Ie pas elementaire (ssi, 52z+i) (qui part toujours d'un niveau pair) part du niveau 21, alors

Ie pas elementaire correspondant (s^, s^i) dans 9(w) part du niveau I.

PROPOSITION 4. 1: L'application de tassement Q decrite ci-haut constitue une bi-
jection entre les chemins de Dyck de longueur In et les chemins de Motzkin colores de
longueur n, sans pas Est bleu au niveau 0.

De plus, Ie niveau de depart d'un pas elementaire (s^, s^) dans Ie tassement 6(u;) =
(s^, s^,..., 5^) e5< e^a^ au niveau de depart du pas (sgz, 521+1) correspondant dans w divise
par 2.

La deuxieme fa^on de contracter des chemins de Dyck de longueur 2n consiste a efFacer
Ie premier et Ie dernier pas du chemin (Ie premier etant obligatoirement un pas Nord-Est
et Ie dernier un pas Sud-Est), a lire les pas restant de deux en deux et a appliquer la
meme regle de substitution des couples de pas elementaires que G. On obtient cette fois
une bijection G+ entre les chemins de Dyck de longueur 2n + 2 et les chemins de Motzkin
colores quelconques de longueur n.

Par exemple, si w designe Ie chemin de Dyck de la figure 12, alors 6(w) et ©+(w)
sont decrits dans les figures 13 et 14 respect ivement.

FIGURE 12: chemin de Dyck.

FIGURE 13: la bijection 6 appliquee a la figure 12.
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0-

FIGURE 14: la bijection Q-+- appliquee a la figure 12.

Soit {7fc}fc>i, une suite de scalaires a valeurs dans un anneau K. Soit u la valuation
des chemins de Dyck w = (so, si,... , S2n), definie comme dans la theorie classique des
polynomes orthogonaux, par

1 si (sz, Si+i) est un pas Nord-Est,
I 7fc si (Sz, Sz+i) est un pas Sud-Est ppartant du niveau k. (4. 5)

On peut alors transporter aisement les valuations des pas elementaires, Ie long de 6 et de
', par les relations respectives:

pour Q, et

U/(St*, 5^i) = u(52i, S2i+l) . -y(S2i+l, S2i+2),

U+(S^, S^) = V(52i4-l, 52i+2) . r(s2t+2, S2i+3),

(4. 6)

(4. 7)

pour y^.
Plus exactement, Ie long de ©, on obtient comme suites {flfc}, {&fc}, {^/}, {cfc}, as-

sociees a la valuation des chemins de Motzkin colores, definie en (1. 9) et (1. 10)

et Ie long de

ajfc =1, b'f, = 'V2k, b'k = 72A:+l> cfc = 72fc72fc-i,

at =1' 6fc = ^k+i, b'k = /72fc+2, c^ = 72fc+i72fc,

(4. 8)

(4. 9)

ou, par convention, 70 = 0.
Les identites suivantes decoulent, pour tout chemin de Dyck w:

u(w) = v/(Q(w)), et .u(w) = 71 . .u+(Q+(w)). (4. 10)

THEORE1ME 4. 2: Soit Sn(x}, lafamille de polynomes orthogonaux dont les coefficients
de la recurrence lineaire d trois termes (1. 1) sont bk:=0 et \k = 7fc, et dont les moments
sont donnes par

^=^u(w), (4. 11)
w

ou w parcourt I'ensemble des chemins de Dyck de longueur n et v est la valuation definie
en (4-5). Soient Pn(-r) et Qn(.r) les families de polynomes orthogonaux definies par les
relations (4-2).
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Alors les moments associes aux polynomes Pn(x) sont donnes par

^n=^U/(w), (4. 12)

ou w parcourt tous les chemins de Motzkin colores de longueur n et v designe la valuation
definie en (4-6).

De memo, les moments des polynomes Qn(, x) sont donnes par

^=^n+l =^V+{W), (4. 13)

ou w parcourt tous les chemins de Motzkin colores de longueur n et v+ est la valuation
de. fi.nie en (4-7).

Le lecteur est refere au chapitre 5 de [Vil] pour la demonstration de ce theoreme.
En utilisant la theorie des polynomes orthogonaux et les bijections de tassement G et

0+, X. G. Viennot [Vi2] a donne une interpretation combinatoire de 1'algorithme quotient-
difference (ou QD-algorithme) (cf Stielfel [Sti], Rutishauser [Ru], Henrici [Henl, Hen2],
Brezinski [Bre], Gragg [Gr]). Get algorithme permet de calculer les coefficients ^k d'une
fraction continue de type Stieltjes (voir formule (1. 24)) a partir des coefiicients p. n de sa
sene generatnce.

Appelons polynomes de Laguerre subdivises, les polynomes Sn(x) orthogonaux par
rapport a la fonctionnelle lineaire symetrique correspondant aux moments

^2n = "! et /^2n+l = 0- (4. 14)

La suite {7fc}fc>i associee a la valuation (4. 5) des chemins de Dyck, interpretant combina-
toirement ces moments (cf (4. 11)), est donnee par

7fc=
k+1

(4. 15)

Les classes de polynomes associees, Pn{x) et Qn{x), ne sont pas autre chose que les
polynomes de Laguerre classiques Pn{x} = Lw(x) et. Qn(x) = Lw{x). En effet, par
Ie tassement 9, les valuations des chemins de Motzkin colores obtenus sont, d'apres les
egalites (4. 8),

afc =1, b'k= k, b'k=k+ 1, et Cfc = A;2. (4. 16)

D'autre part, ces valuations satisfont bien les identites (1. 11) et (1. 12) de la section 1 pour
les coefficients b}. / et X}. ' definis en (1. 2). En vertu des resultats enonces dans la section
1, la classe de polynomes orthogonaux associee Pn(x) correspond done aux polynomes de
Laguerre avec Ie parametre o; = 0. Un raisonnement similaire montre que Qn(a;) = L^\x).

Definissons une histoire de Laguerre subdivisee hs de longueur 2n, comme la donnee
d'une paire hs == (w; (pi,... , p2n)) ou u; = (so,..., 52n) est un chemin de Dyck de longueur
2n et la suite d'entiers (pi,... , p2n) est telle que

Q ^ ^ JO si (s, -i, St) est un pas Nord-^Est,
1 i'2'1 ~ ^ sl (5i-l)5z) est un Pas Sud-Est partant du niveau k.
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Nous dirons que Ie i-ieme chobc pi est significatif si (sz-i, s, ) est un pas Sud-Est^ (par
opposition aux choix pi correspondant aux pas Nord-Est qui sont necessairement nuls).

11 y a n! histoires de Laguerre subdivisees de longueur 2n, et aussi n! histoires de
Laguerre de longueur n. A. partir de 0, nous construisons une bijection entre les histoires
de"Laguerre subdivisees et les histoires de Laguerre classiques^ Cependant, remarquons
que d'apres (4. 16), 6 conduit a des valuations ajc = let Cfc= k2 des chemins de Motzkin,
plutot que les valeurs a^l) = k+1 et c^ = k, correspondant aux histoires de Laguerre
usuelles. C'est pour cette raison que nous allons effectuer une manipulation sur les choix
pi, avant de tasser les chemins de Dyck associes aux histoires de Laguerre subdivides.

En fait, cette manipulation correspond, au niveau des chemins values, a modifier la
valuation (4. 5) des chemins de Dyck. Plutot que de donner une valuation egale a 1 ^aux
pas elementaires Nord-Est partant du niveau fc, nous leur donnons une valuation Qifc. Ceci
modifie legerement les valuations (4. 8) et (4. 9) obtenues Ie long des applications 6 et 0+.
Nous n'entrerons pas ici dans ces details.

Soit w = (5o, si,..., S2n), un chemin de Dyck. Pour tout entier k, Ie chemin w
contient autant de pas elementaires Nord-Est partant du niveau k que de pas elementaires
Sud-Est partant du niveau k+1. Si (5,, 5,+i) designe un pas Sud-Est partantjlu niveau
fc+ 1 dans w, nous lui associerons bijectivement Ie pas elementaire Nord-Est NE{si, Si+i),
partant du niveau k, qui est Ie "plus rapproche" de lui par la gauche. Plus exactement,
NE{si, s,+i) = (sjo, s^+i)> ou

jo = max{j \0^j<i, (Sj, Sj+i) est un pas Nord-Est partant du niveau k}. (4. 18)
Salt done h, = (w; (pi,... , pn )), une histoire de Laguerre subdivisee de longueur

2n. Nous construisons Qh(hs) =h't == (w*; {p\, p^..., ?;)), une histoire de Laguerre de
longueur n, de la maniere suivante:

i) pour chaque pas Sud-Est (5, _i, s, ) de w dans une bande de hauteur 2^ a 2^ + 1 (i. e.
partant du niveau 2^+1), echangeons la valeur du choix pi avec celle du choix associe
^NE{si-i, Si).
Par exemple, si hs est 1'histoire de Laguerre subdivisee decrite dans la figure 15, on

obtient comme nouveaux chobc pi (notes pi) la deuxieme ligne de chob< de la figure 15. Nous
avons encadre les choix p, significatifs, pour souligner Ie fait que cette operation a pour
effet de les redistribuer comme premier, troisieme, ..., et (2n- l)-ieme choix. Remarquons
que ces nouveaux choix varient maintenant dans les intervalles suivant:

O^Pi<
1, si (sz-i, 5i) part du niveau 21,
0, sinon.

(4. 19)

ii) nous appliquons alors la bijection 6 au chemin w, obtenant ainsi un chemin de Motzkin
colore-G(w) = w*, sans pas elementaires Est bleu au niveau 0, et nous conservons
seulement les chobc pi tels que i est impair, i.e. (pr, p^,... , P^) == (pi, P3,... ̂ 2n-i^
L'histoire de Laguerre ainsi obtenue est notee Qh{hs). Dans 1'exemple de la figure 15,

Qh(h,) = (w*; (0, 0, 2, 1, 1, 0, 1, 0)), ou w* est Ie chemin illustre a la figure 16.
PROPOSITION 4. 3: L'application Qh de tassement definie ci-haut constitue une bi-
jection entre les histoires de Laguerre subdivisees de longueur 2n et les histoires de Laguerre
de longueur n.
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P. =| |0

FIGURE 15: redistribution des pi significatifs dans une histoire de

Laguerre subdivisee hs.

FIGURE 16: la bijection Qh appliquee a
1'histoire hy de la figure 15.

5. LA BIJECTION DE FOATA-ZEILBERGER ET LES MOMENTS DES
g-POLYNOMES DE LAGUERRE

Dans cette section, nous rassemblons les constructions introduites dans les sections

2, 3 et 4, pour reconstituer la bijection de D. Foata et D. Zeilberger [FoZe] entre les
permutations et les histoires de Laguerre.

Nous enrichirons ensuite cette bijection d'une g-ponderation, differente de celle de
1'article [FoZe] (qui est relative a la statistique Mahonienne de Denert), ce qui nous per-
mettra de demontrer Ie theoreme 5. 4, a savoir que la classe des polynomes L(rp^l\x~),
orthogonaux par rapport aux moments (1. 5), satisfait la recurrence lineaire a trois termes

(1. 1) pour les coefficients 6^ et A^ donnes en (1. 8).
DESCRIPTION EN QUATRE ETAPES DE LA BUECTION FOATA-ZEILBERGER:

Premiere etape: Soit o-   ©^, prenons par exemple

CT =
12345678
65328174

Nous separons a en deux involutions sans points fixes o-eic et o-r;
la section 3. Dans 1'exemple, on obtient la decomposition suivante:

tel que decrit dans

ae.c=(l+, 6-)(2+, 5-)(5+, 8-), et a^. = (1-, 6+)(2-, 4+)(3-, 3+)(4-, 8+)(7-, 7+).

Deuxieme etape: Aux deux involutions sans points fixes {crexc, «7nex), nous associons Ie
quadruple! {hexc, hnex;Suppexc, Suppn ex), dans lequel he^c = (wexc; (P/i, P2> . . . >P2fc)) et
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h-nex = (Wnei; (.P'{, P'^ . . . iP^n-fcl) ) sont deux histoires d'Hermite, respectivement egales

a kexc = (^g~J(o'e2:c) et knex == ̂ (o'nei), et Suppexc = {^1, 02, . . . ,a2fc} et Suppnex =
{&!, &2) . . . > ^2(n-fc)} Son^ les sous-ensembles de {1~, 1+,..., n~ ,n+} formant les supports
de (Tezc et de CTnes respect ivement (la bijection ipgd a ete introduite dans la section 2).
Nous supposerons que ai <a2 <... < asfc, et que 61 <&2< ... < &2(Tz-fc)-

Dans 1'exemple, nous obtenons hexc = {wexc; (P'I, P^P^P'^P^P!G)) == (vjexc\ (0, 0, 1, 0,

0, 0)) , OU We^c est illustre a la figure 17, hnex = (wnei; (p/i/, P'2, P/3> P4/> ?5/> .P6/> P^ Ps/> P9/> P/i/o))
= (Wnea:; (0, 0, 0, 2, 0, 1, 0, 0, 1, 0)), OU Wnex est donne dans la figure 18, Suppexc = {1+, 2+,
5-, 5+, 6-, 8-}, et 5'upp^ = {1-, 2-, 3-, 3+, 4-, 4+, 6+, 7-, 7+, 8+}.

max des choix

(pas Sud-Est)

FIGURE 17: chemin Wexc et histoire he

max des choix
(pas Sud-Est)

FIGURE 18: chemin Wnex et histoire hnex-

Les quadruplets {hexc, hnex, Suppe xc, Suppnex) sont caracterises par les conditions

suivantes:

1) {Suppexc, Suppn ex) forme une partition de 1'ensemble {1~, 1+, 2~~, 2+,... , 77,-, n+}
(dans laquelle Suppexc peut possiblement etre vide), et

2) les nombres ai = j+ 6 Suppexc correspondent aux pas elementaires (si-i, Si) Nord-Est
de Wexc, alors que les nombres Oz = j~   Suppexc correspondent aux pas elementaires
(si -i, 5i) Sud-Est de Wexc- Le phenomene inverse se passe pour les nombres bi  

Suppn ex compares aux pas elementaires de Wnex-

96



La deuxieme condition decoule de la definition de la bijection (pgd et du fait que dans
GTeic (respectivement o-nes), les minima de cycles sont de la forme i+ (respectivement t-).

Troisieme etape: Nous fusionnons les histoires d'Hermite hexc et hnex en une seule histoire
de Laguerre subdivisee HLs{a) = hs. Selon les notations introduites precedemment,
chaque pas elementaire (fiz-i, Si) de Wexc et son choix p^ associe correspondent a un unique
a, e Suppexc, et de meme, chaque pas elementaire {sj-i, Sj) de Wnex et son choix p'^
associe correspondent a un seul bj   Suppnex- 

L'histoire de Laguerre subdivisee cherchee

est 1'histoire H'Ls(cr) == (ws; (pi,... , p2n)) dont Ie chemin Wg est forme des pas elementaires

des chemins Wexc et Wnex, pris par ordre croissant des a, et bj correspondant, et dont les
choix pi sont determines de maniere analogue.

Dans 1'exemple, nous obtenons 1'histoire de Laguerre subdivisee HLs(a) == hs =
(ws; (0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0)), ou w^ est illustre a la figure 19.

maLXimum

desp^

FIGURE 19: la bijection HLs appliquee aux histoires
d'Hermite des figures 17 et 18.

Remarquons que Ie chemin Wnex de 1'histoire d'Hermite hnex = {wnex', (p0) correspond
aux pas elementaires se trouvant a 1'interieur des bandes de hauteur 21 a. 21+ 1 dans Ws,
alors que Ie chemin Wexc correspond plutot aux pas elementaires dans les bandes de hauteur
2^+1 a2/+2.

Quatrieme etape: Nous appliquons a hs la bijection Qh, entre les histoires de Laguerre
subdivisees de longueur 2n et les histoires de Laguerre de longueur n, introduite dans la
section 4.

Dans 1'exemple, hg correspondant a 1'histoire de Laguerre subdivisee de la figure 15,
e/i(/ij = (w*; (o, o, 2, i, i, o, i, 0)), ou w* est decrit par la figure 16.

THEOREME 5. 1: (Bijection de Foata-Zeilberger)
Chacune des etapes decrites ci-dessus est inversible. En particulier,

HLs : ©n -+ {histoires de Laguerre subdivisees de longueur 2n}

est une bijection, et ̂ fpz = Qho HLs constitue une bijection entre Gn et I'ensemble des
histoires de Laguerre de longueur n.
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DEMONSTRATION:
Elie decoule aisement des constructions precedentes; voir aussi Foata et Zeilberger

[FoZe], et pour les deuxieme et quatrieme etapes, Flajolet [Fla], Fran^on et Viennot [FrVi],
et Viennot [Vil, Vi2]. D

Si /i = (w; (pi,... , pn )) designe une histoire de Laguerre, rappelons que Ie parametre
lag {h), defini dans la section 1, est egala

lag{h) = som{h) + aire(w). (5. 1)

PROPOSITION 5. 2: Avec les notations precedentes, pour toute permutation cr 6 ©n,

inv(a)==lag^FzW)- (5. 2)

DEMONSTRATION:
Montrons d'abord que si HLs{a} = /is = ((u/s; (pi,... , Pn)),

inv{cr) = som(hs') + nsel{hs) + sep{hs)

ou

nsel{hs) = E l+ £ 1,

(5. 3)

(5. 4)
pas (si_i,Si)5-B de w,

niv(w, i)=2l+2
pas (a{_i, s, )S-B de w,

mv(w, t)==2;+l

sep{hs) designe Ie nombre de pas elementaires Sud-Est partant d'un niveau pair dans Ws,
et niv{w, i} designe Ie niveau de depart du ?-ieme pas elementaire (5;-i, 5^) de w.

Or, en vertu du lemme (3. 1),

mu(cr) = e3;c(cr) + 7nv((7eic) + Inv(o-nex)-

En construisant les histoires d'Hermite hexc = ^(o'eic) et hnex = VJgd(crnex}, Ie
nombre d'excedances de o", ea;c(o-), c'est-a-dire aussi Ie nombre de 2-cycles de aexci devient
clairement Ie nombre de pas Sud-Est de Wexc- En fusionnant les deux histoires d'Hermite
hexc et hnex, dans la troisieme etape de la bijection Foata-Zeilberger, les pas Sud-Est de
Wexc se retrouvent dans les bandes de hauteur 21+1 a. 21+2 de Wy, done

exc{a) = sep{HLs{cr}}. (5. 6)

Notons h^c = {Wexc, (P'l, . . . ,P'2k)} et hnex = (^d; {?'{, . . . , P^TZ-A;))) . Dans la de-
monstration de la proposition 2. 2 (ii), on a vu que Ie parametre "7nu(<7ea:c)" (respec-
tivement Ie parametre "In.v(o"nea:)") est transporte par la bijection y?^ sur "S^iP^ 4-
nse{hexcY (respectivement "^lrt~ P^/+ nse(hnex}"}, oil nse(h) designe la somme des

niveaux d'arrivee des pas elementaires Sud-Est de 1'histoire d'Hermite h (cf (2. 13)). En
fusionnant les deux histoires d'Hermite dans la troisieme etape, la suite de choix pi obtenue
est un produit d'intercalement des suites de choix (p9 de hexc et de (p^/) de hnex- De plus,
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les pas elementaires Sud-Est de Wexc (respectivement de Wnex) partant du niveau I so nt
envoyes sur les pas Sud-Est partant du niveau 21 (respectivement du niveau 21 - 1) de Ws.
Par consequent,

Inv{a-exc) + Inv{o-nex) = som(hs) + nsel(hs). (5. 7)

Les identites (5. 6) et (5. 7) etablissent (5. 3).
II reste a montrer que

som(hs) + nsel{hs) + sep(hs) = lag (Qh(hs)). (5. 8)

Soit Qh(hs) = (zu*; (p^,. .. , p'n))- Comme les p^ sont obtenus des chobc pi en oubliant
certains pi nuls (les choix non significatifs),

2n

5om(/i, ) =^pi=^p*, = som(Qh(hg ')) . (5. 9)
z=l z=l

Le parametre unsel{hs) + sep(hs)" compte, par definition, I + 1 pour chaque pas
elementaire Sud-Est de Ws partant d'un niveau pair 21 +2, et I pour chaque pas Sud-Est
partant d'un niveau impair 21+1. Les egalites suivantes decoulent:

nsel(hs) + sep(/is) = £ a+i)+ E
(s, _i,Si) pas S-E de Ws,

mv(w,, i')=2l+2
(s, _i, s, ) pas S-E de Ws,

niv(w,, i)=2l+TL

E C+D+ E
(5, _i, s, ) pas S-E de Wg, (s, -i,s, ) pas N-E de Wg,

niv(w,, i)=2l+2 niv(w,, i)=2l

1,

1,

E 1.
(s, _i, s, ) pas de Ws,

niv(ws, i)=:2l

En vertu de la proposition 4. 1 et de la definition de Qh, cette derniere somme est
exactement egale au parametre "aire(u;*)", la somme des niveaux de depart des pas
elementaires de w*. Par consequent, 1'identite (5. 8) est verifiee, ce qui conclut la de-
monstration de cette proposition. Dans la figure 20 nous explicitons les q'-ponderations sur
les chemins values, obtenues dans les differentes etapes de la bijection Foata-Zeilberger. D

THEOREME 5. 3: La classe de polynomes L^^[x}, dont les moments sont p.\i)q = [n}q\,
satisfait la recurrence lineaire d trois termes (1. 1) pour

b[l), =gk{[k}, +[k+l^ et \^=q2 k-l[k}, [k},. (5. 11)
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a + inversions

(
niveaux

2fc+2 - - - -

chemins de Dyck

2A+1

2k
ix -*

y^ "\j^[k+^
-^'\|g<:[fc+i]<,

(
chemins de Motzkin colores

f^+^^> ^k,k+^ 1k[k+^ qkWq

qk\^ i\
FIGURE 20: correspondance des g-ponderations.

DEMONSTRATION:
Soient a^ = 9fc[^+ I],, &(1)L == QkW^ bW"^ = 9fc[A;+ I], et c^ - gA:[fc],, les suites

associees a la valuation v^ )(w) des chemins de Motzkin colores telle que definie en (1. 9)
et(1. 10). Remarquons que 1'on a bien 41)i, <,c^ = A^ et b^^ + bW^q = b[l)q. II vient

successivement,

E vww= E
h histoire de Laguerre

\h\=n
w Motzkin cotore

|u»|=rz

E , lag{h)

h, histoire de Laguerre
W=n

= ^ g-((T),
^ 0n

= w- = ^-

qS omW+aireW^ (section 1)

(par (5. 1))

(par la proposition 5. 2)

a

Soit a une permutation de ©n. Un element x   In] est dit element saillant inferieur
droit si et seulement si x = cr(i) est Ie plus petit des elements o-(i), o-(t + 1),... , o'(n).
Notons sid{cr) Ie nombre d'elements saillants inferieurs droits de a. On sait que

[n;/3], != ^~" g^M^M.
<r ©.

(5. 12)
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THEOREME 5.4: La classe de polynomes L^,y~l}{x), dont les moments sont ̂ wq =
[n;/3]q\, satisfait la recurrence lineaire a trois termes (1. 1) pour

^ = 9fc(M, + [A+ 1;/3], ) et X^ = q2k-l[k;(3}, [k],. (5. 13)

DEMONSTRATION:
D'apres les rappels de 1'introduction, il suffit de montrer que

^<lla9W^W=[n;^., (5. 14)

ou h parcourt 1'ensemble des histoires de Laguerre de longueur n, et u^(/i) = ft1, ou I

compte Ie nombre de pas Nord-Est ou Est bleu de h dont Ie choix correspondant est
pi, = 0. D'apres Ie theoreme 5. 3, il suffit de montrer que

/3"d(CT) = ^ (6/1 o HLs{a}}. (5. 15)

Or x = cr(?o) est un element saillant inferieur droit de a si et seulement si, dans
HLs{a) = hs. Ie pas elementaire correspondant a i^ est Sud-Est et Ie choix pszo corres-
pondant est egal a 0. L'application de tassement Qh etablit une bijection entre ces pas
elementaires et les pas Nord-Est ou Est bleu de Qh o HLs{a) dont Ie choix associe pi == 0.
Les details sont laisses au lecteur. Q

6. REMARQUES FINALES ET EXTENSIONS AUX g-ANALOGUES DES
CINQ CLASSES DE POLYNOMES ORTHOGONAUX DE SHEFFER

Nous avons deja mentionne la statistique Mahonienne den(a), introduite par Mar-
leen Denert et faisant 1'objet principal de 1'article [FoZe]. En appliquant leur bijection
^FZ aux permutations, D. Foata et D. Zeilberger obtiennent une autre statistique Ma-
honienne, ind{h), qu'ils baptisent index, sur les histoires de Laguerre h = (w; (pi,...,
Pn))--

ind(h) = som{h) + ^ j+ ^ j. (6. 1)
(Sj-'i. Sj)
pas N-E

-(^^^')_
pas £; rouge

Cette statistique ressemble beaucoup a 1'expression suivante de lag{h), obtenue en
appliquant une proposition de Fran^on [Fr]:

lag (h) = som{h) + ^ J - ^ ^". (6. 2)
("J-l.^-)
pas S-E

(^-l./J_)
pas N-E

Un probleme ouvert consiste a trouver une bijection sur les histoires de Laguerre de
longueur n qui enverrait Ie parametre ind sur Ie parametre lag.
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Remarquons que les definitions des statistiques den et inv sur les permutations mon-
trent aussi un certain degre de similarite: d'apres 1'article Foata, Zeilberger [FoZe], la
statistique denert peut s'ecrire

rien(o-) = ^ t + pbr{aexc) + y&r(<7-nei),
Z«7(t)

tandis que Ie nombre d'inversions de a peut s'ecrire (d'apres la relation (3. 3))

(6. 3)

inv (<7) = ^ 1 + 2 . pbr(aexc) + 2 . p6r(<7nea:) + cr(o-eic) + cr((Tnei). (6. 4)

i<a(i)

En transportant Ie parametre tllag" sur les histoires de Laguerre Ie long de la bijection
classique Fran^on-Viennot ^FV (cfFrangon et Viennot [FrVi] et Goulden et Jackson [GJ]),
nous obtenons une nouvelle statistique Mahonienne ltlag" sur les permutations, dont nous
donnons une description directe, sans demonstration. Le lecteur est refere au chapitre 1
de la monographie [Vil] pour les proprietes de la bijection Frangon-Viennot sur lesquelles
reposent la proposition 6. 2.

DEFINITION 6. 1: Soit o- = cr(l)... o-(n) 6 6n, nous dirons que [cr{i), cr{i+ 1),...,
o'O")), Q <:i <: j <, n+l, est une sequence decroissante maximale (nous ecrirons s. d. m. ), si

a(t - 1) < a(z) > cr(t+l) > ... > o-O") < o-(j + 1). (6. 5)

Par convention, o-(O) =n+ 1, o-(n+l) = 0, o-(-l) = -1 et o-(n+2) =n+2.
Par exemple, pour o- == 3 564 1 108 729, les sequences decroissantes maximales

sont (11, 3), (5), (6, 4, 1), (10, 8, 7, 2) et (9, 0).

PROPOSITION 6.2: Avec les notations precedentes, si a G ©n,

lag{a}= ^ (\{x=a(l) \j < I et z <x <y}\
(y=<T(i), a(z+l),...,<TO)=^)

+y-z-1]-n; (6. 6)

oil la somme parcourt les sequences decroiss antes maximales (c7(i), cr(z + 1),... , o'(j)) de
la permutation a.

Par exemple, pour cr= 35641 10 872 9, on calcule lag{cr) = (7+11- 3- 1) +
(0+5-5- 1) + (1+6- 1 - 1)+ (l+ 10-2- 1)+ (0+9-0- 1) - 10 = 24, qui est bien
egal a lag(h} = som{h} + aire{h) = 5+ 19= 24.

Mentionnons que la bijection presentee en section 8 de 1'article de D. Foata et D.
Zeilberger [FoZe], en termes de "gravid permutations" est en fait la bijection ^FV- Dans
I'article original [FrVi], la bijection ^pv est decrite en termes de mots sur 1'alphabet
|nj U {0}. Le symbole "0" y joue un role special (position "libre" ou "ouverte"). Les
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mots correspondent a des histoires de Laguerre incompletes, c'est-a-dire a 1'extension de la
notion d'histoires de Laguerre dans Ie cas d'un chemin de Motzkin colore s'arretant a un
niveau quelconque (non necessairement nul). La description de D. Foata et D. Zeilberger
correspond au cas particulier de la construction de J. Frangon et X.G. Viennot ou la
derniere position "libre" (Ie symbole "0" a la fin des mots) est toujours laissee vacante au
cours des insertions successives des lettres. Dans Ie cas general, toutes les positions libres
peuvent etre occupees. Ces deux cas sont appeles dans [Vil] respectivement "histoires de
Laguerre restreintes" et "histoires de Laguerre larges", et sont denombrees respectivement
par n! et (n+ 1)!. Dans ce texte et 1'article [FoZe], les histoires de Laguerre considerees
sont des histoires de Laguerre restreintes.

En arretant Ie precede d'insertion a un instant quelconque de la construction, on
obtient une extension de la bijection ̂ /py entre les histoires de Laguerre incompletes et
certains mots sur 1'alphabet [n] U {0}. Pour plus de details, Ie lecteur se rapportera au
chapitre 3 de [Vil], dans lequel il est montre que cette construction permet de definir
une nouvelle classe de polynomes, les "polynomes verticaux", qui constituent la classe des
polynomes "inverses" associee a toute classe de polynomes orthogonaux. Les matrices
(triangulaires) des coefficients de ces deux classes de polynomes sont inverses 1'une de
1'autre.

Dans la section 8 de [FoZe], D. Foata et D. Zeilberger posent Ie probleme de 1'extension
de leur bijection aux histoires de Laguerre incompletes. La decomposition de cette bijection
en quatre etapes, avec notamment Ie passage par les histoires d'Hermite et les histoires de
Laguerre subdivisees, permettrait de repondre a cette question.

En "renversant Ie temps" dans Ie precede d'insertion fpv generalise aux histoires de
Laguerre incompletes, il est possible (cf [Vil], chapitre 3) d'interpreter en termes d'histoires
les operateurs delta notes Q et S dans la theorie de G. C. Rota [Rota], pour les cinq classes
de polynomes orthogonaux de Sheffer (Hermite, Charlier, Laguerre, Meixner et Meixner-
Pollaczek).

Dans la monographie de Viennot [Vil], 1'etude exhaustive des histoires de Laguerre
servait de point de depart a une theorie combinatoire unifiee des classes de polynomes
orthogonaux de ShefFer (cf chapitre 2 de [Vil]). En effet, les modeles combinatoires des
moments des cinq classes de polynomes etaient obtenus soit en considerant des restrictions
sur les histoires de Laguerre (Hermite et Charlier), soit en ajoutant des parametres sur les
histoires de Laguerre (Meixner et Meixner-Pollaczek).

Rappelons (voir Rota [Rota]) qu'une suite de polynomes {Pn(x)}n>o est dite suite
de polynomes de Sheffer si et seulement si la fonction generatrice exponentielle de ces
polynomes a la forme

^Pn{x)^=f{t)exp^-gW). (6. 9)
^0 nl-

Dans Ie cas ou les polynomes sont a coefflcients reels, nous appelons polynomes or-
thogonaux defini-positifs des polynomes dont les coefficients de la recurrence lineaire a
trois termes satisfont Afc > 0, pour tout A; ̂  1.

Meixner a prouve qu'une suite de polynomes orthogonaux defini-positifs est de Sheffer
si et seulement si les coefflcients de la reciirrence lineaire a trois termes ont la forme

bk=ck+d, \k=ak2+bk, (6. 10)
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dans lequel les nombres reels a, b, c, d satisfont a^ Oet a+6> 0. II ade plus montre qu'a
un'changement de variable pres, il n'existe que cinq classes^de polynomes orth^gonaux
definis-p'ositifs determines par (6. 10), soient les polynomes de Laguerre, Hermite, Charlier,
Mebcner et Mebcner-Pollaczek.

Plus generalement, soient {afc}fc^o, {bfc}fc^o, {b'k}k^o et {cfc}fc^l, les suites a valeurs
dans 1'anneau Z[a, 6/, b//, c, /3] definies par

afc=a(fc+/3), b'k=b'{k+(3), b'k=b"k et Cfc = cA;, (6. 7)

et soit Vs la valuation des chemins de Motzkin colores associee a ces quatre suites comme
dans (1. 9) et (1. 10). On definit les polynomes de Sheffer generaux, Shr, {x;a, bf, b", c, ffi
comme etant la classe de polynomes orthogonaux dont les moments ^n sont

^=^v, {w),z^
w

(6. 8)

ou w parcourt les chemins de Motzkin de longueur n.
Dans un contexte plus general, on peut montrer que toute suite de polynomes ortho-

gonaux de ShefFer peut etre'decrite a un changement de variable pres par les polynomes
de ShefFer generaux Shn{x; a, b', b", c, /3).

A 1'aide du modele combinatoire des histoires de Laguerre et de la bijection Fran^on-
Viennot, on obtient une expression des moments de ces polynomes en termes de permu-
tations, comptees selon un certain nombre de parametres. Plus exactement^soit a =
a(l)o-(2)... <7(n) e ©n. Convenons que <r(0) = n+1 et (7(n+l) = 0. Nous dirons que
x = o-(t), 1 ^i^ n, est

i) \in pic si et seulement si a-{i- 1} < x = cr(i) > a{i + 1)>
ii) un creux si et seulement si o-(t-l) > a; = o"(i) < o-(i + 1),
ill) une double, montee si et seulement si a(i -1) < x = (TW < cr(t + 1)»
iv) une double descente si et seulement si o-(i- 1) > a;= ̂ (i) > ^^ + 1)-

Par exemple, dans la permutation cr = 3 564 1 108 729, les pics sont 6, 9 et 10,
les creux sont'l, 2 et 3, 5 est une double montee, et 4, 7 et 8 sont des doubles descentes.

Alors les moments des polynomes de Sheffer generaux sont donnes par

^= Y^ ^Woc{a\b')dT n{ff\b'")dd{a)cp{a\
a ©n

(6. 11)

ou 5((r) designe Ie nombre d'elements saillants (inferieurs gauches) de o-, c(o-) Ie nombre
de creux, dd{(r) Ie nombre de doubles descentes, dm{a) Ie nombre de doubles montees, et
p(o-), Ie nombre de pics de o-.

La bijection de Foata-Zeilberger permet d'obtenir un g-analogue general des poly-
names de Sheffer. Plus exactement, soient {afc,g}fc>o, {b'k, q}k^Q, {b'k,q}k^o et {ck,q}k^i, les
suites a valeurs dans 1'anneau Z[a, b', b", c, /3, q} definies par

a^=aqk[k+l;^, bf^=b'qk[k},, b'^ = bffqh[k + 1;(3], et Ck,, = cqk[k},, (6. 12)
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et soit Vs q la valuation des chemins de Motzkin colores associee a ces quatre suites telle
que definie dans (1. 9) et (1. 10).

DEFINITION 6.3: On appelle q-polynomes de Sheffer generaux, notes Shn,g(x; a, b', b",
c, /3), la classe de polynomes orthogonaux dont les moments ̂ q sont donnes par

^n><7=S^, <7(w)> (6. 13)

ou w parcourt les chemins de Motzkin de longueur n.

DEFINITIONS 6.4: Soit o- une permutation. On du-a que 1'entier x = o-(z), 1 ^ i< n,
est

i) un pic de cycle si et seulement si cr~]-{x) <x = a(z) ̂  cr(a;),
u) un creux de cycles'! et seulement si cr~l(x) > x = cr(i) < a (a;),
ui) une double montee de cycle si et seuleraent si (T~l(x) <x= o-(i) < a{x),
jv) une double descente de cycle si et seulement si a~i{x) ̂ x= a(z) > a(x').
Remarquons que les points fixes d'une permutation sont des doubles descentes de cycles.

Nous noterons

pc(o-) = #{pics de cycle de o-},
cc(o-) == ̂ {creux de cycle de o-},

dmc(cr) = ^{doubles montees de cycle de o-},
ddc(a) = ^{doubles descentes de cycle de o-}.

(6. 14)
(6. 15)
(6. 16)
(6. 17)

6. 5: Avec les notations precedentes, les moments des q-polynomes de Shef-
fer generaux, Sh^q{x;a, b/, b", c, /3) sont egaux a

^^ = ^ ^ld(<7)gmu(<r)^(°r)(^)d^(<7)^//^dc(<r)^pc(<7)^
<. ©n

(6. 18)

oii sid{cr) et inv{a) designent respectivement Ie nombre d'elements saillants inferieurs
droits et Ie nombre d'inversions de a.

DEMONSTRATION:

Etant donne Ie theoreme 5. 4, il suffit de determiner a quoi correspondent chacun des
types de pas elementaires des histoires de Laguerre h au niveau des permutations a lors
de 1'application de ̂ ^^.

Par exemple, selon les constructions et notations introduites dans les sections pre-
cedentes de ce texte, si Ie t-ieme pas elementaire de 1'histoire de Laguerre h = ^z(o-)
est Nord-Est, c'est parce que dans 1'histoire de Laguerre subdivisee correspondante (avant
tassement), les pas elementaires correspondants aux entier i~ et i+ sont tous les deux Nord-
Est. Done i~ doit faire partie du support de 1'involution sans points fixes o-nex, alors que i+
fait partie du support de a^c (voir la caracterisation des quadruplets (he^, hr,ex; Supp^c,
Suppr, ^) dans la section 5), c'est-a-dire que 1'on a les inegalites suivantes:

{^\z)r^i~ et z+<(a(z))- (6. 19)
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i. e. cr
-1 (z) ̂  t < o-(t), et done 1'entier i est un creux de cycle dans la permutation^-.

Raisonnement similaire pour les pas elementaires Est bleu, Est rouge et Sud-Est des
histoires de Laguerre. D

En specialisant les valeurs des parametres a, b', b", c, nous obtenons des g-analogues
des cinq classes de polynomes orthogonaux de ShefFer. L'expression (6. 18) des moments
de ces polynomes en termes de permutations pose Ie probleme combinatoire de trouver
des expressions pour les series generatrices des permutations selon Ie nombre d'inversions,
Ie nombre d'elements saillants inferieurs droits et certaines statistiques sur les cycles des
permutations. Ces distributions conjointes ne sont pas classiques au sens ou les deux
premiers parametres se calculent sur les permutations exprimees sous forme de mots, alors
que les autres statistiques se calculent sur les permutations ecrites comme produit de cycles
disjoints. On considere habituellement des distributions conjointes de statistiques calcul^es
sur les permutations exprimees selon 1'une ou I'autre des ecritures, mais pas les deux a la
fois. Mentionnons cependant que I. Gessel et C. Reutenauer [GeRe] ont recemment trouve
une expression du nombre de permutations ayant une structure cyclique et un ensemble de
descentes fixes, comme produit scalaire de deux caracteres speciaux du groupe symetrique.
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