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MOMENTS DES ¢-POLYNOMES DE LAGUERRE ET
LA BIJECTION DE FOATA-ZEILBERGER

par Anne de Médicis*
et Xavier G. Viennott

1. INTRODUCTION

Toute famille de polynémes orthogonaux unitaires P,(z) peut étre définie & laide
d’une récurrence linéaire a trois termes de la forme

Pry1(z) = (2 = bn) Pa(z) — AnPr-i(), (1.1)

lorsque n > 1, avec Py(x) = 1 et Py(z) = = — by, ol {bn}n>0 €t {An}n>1 sont deux suites
a valeurs dans un anneau K.

1.1. Polyndémes de Laguerre et g-analogue. Les polynémes de Laguerre classiques,
notés L) (z), satisfont une telle récurrence pour les coefficients

b —2k+a+1 et AT =k(k+a). (1.2)
Ils ont pour moments usf’“) I'expression suivante:
) = (@4 1)n = (@+ 1)(@+2)...(a+n). (1.3)

En particulier, lorsque a =0, on a p,gl) = nl.

Un g-analogue naturel des polynémes de Laguerre (pour a = 0) est de considérer la,
famille de polynémes orthogonaux dont les moments sont

) = [nlg, (1.4)

o [n]g =(¢"-1)/(g—1) et [n]!= { [11]q[2]q . [nlg zinz: %

* Partiellement soutenue par le CRSNG et le FCAR.
T Partiellement soutenu par le PRC “Mathématique et Informatique”.
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ou plus généralement, pour 8 = a+1 variable formelle, la famille de polynémes orthogo-
naux dont les moments sont donnés par

pP) = [n; Bl (1.5)

ol nous notons
MiBlg=B+q+@+...+q" (1.6)
et [; Bla! = [1; Blal2; By .- [n: Bla- (L.7)

Remarquons que lorsque 8 = 1, on a [n;1]; = [nlg. Dans la suite, nous identifierons
toujours B et a+ 1.

L’objet principal de cet article est de démontrer de maniere bijective, avec les chemins
de Motzkin valués (cf Frangon et Viennot [FrVi], Flajolet [Fla], Viennot [Vil]), que la classe

de polyndmes cherchée, notée Lgf[,_ 2 (z), satisfait la récurrence linéaire a trois termes (1.1)
pour les coefficients

bE) = (kg + b+ 1;8le) et M) = ¢* " [Klqlk; Blg- (1.8)

Remarquons que cette classe de polynémes n’est pas le g-analogue des polynémes de
Laguerre que les analystes considerent habituellement. Ils apparaissent cependant dans la
littérature comme cas particulier des polynémes “little q-Jacob? pp(z,a,b;q) (cf Gasper
et Rahman [GR]), pour les valeurs b = 0 et ulaf—q—q = (3. Ces polyndmes sont définis en
termes de séries hypergéométriques basiques par

—n’ abqn+1
pn(z,0,b;q) =201 (q 0 lq; qx) ,

FIGURE 1: un chemin de Motzkin coloré.

1.2. Chemin de Motzkin coloré. Un chemin de Motzkin coloré w = (so, 51, - - .y Sn)
de longueur |w| = n est un chemin dans le plan N x N partant du sommet so = (0,0), se
terminant au sommet s, = (n,0), et dont les pas élémentaires ont I’un des quatre types
suivant: Nord-Est (s;,si+1) = ((4,7), (i + 1,7+ 1)), Est bleu (en pointillé dans la figure
1) ou Est rouge (s, $i+1) = ((3,5), (i + 1,5)), ou Sud-Est (8:, 8i+1) = ((3,7), G+ 1,5 — 1))
On dira d’un pas élémentaire (s;, si+1) qu'il part du niveau j si s; = (2,7)-
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Etant données quatre suites {ak}k>0, {b}}k>0, {bk}k>0 et {ck}e>1, & valeurs dans
un anneau K, on définit la valuation d’un pas élémentaire (si,si+1) = ((4,7), i + 1,5"))
partant du niveau j, de la maniere suivante:

a; si (S,;, Si+1) NOI‘d-ESt,
b; sl (si,si+1) Est bley,

u(si, sit1) = b? si (si,si41) Est rouge, (1.3}
c; si(si,Sit1) Sud-Est;
et la valuation (ou pondération) d’un chemin w = (so, S1,...,Sn) Par
n—1
v(w) = H v(si, Sit+1)- (1.10)
=0

Par exemple, le chemin de Motzkin w de la figure 1 a la pondération v(w) = aobjai1bycadici.
P. Flajolet [Fla] et X.G. Viennot [Vil] ont démontré que si I'on définissait les suites
{ak}e>0, {bk}e>0, {bi}k>0 et {ck}r>1 de telle sorte que pour tout k£ > 0,

b = b, + by, (1.11)

et pour tout k > 1,
Ale == ligeq Ol (1.12)

alors le lien entre les suites {bk}k>0, {Ak}r>1 des coefficients de la récurrence linéaire a
trois termes d’une classe de polynémes orthogonaux, et leurs moments p,, est donné par

o= > v(w), (1.13)

|lw|=n

ou w parcourt l’ensemble des chemins de Motzkin colorés de longueur n.
Pour les polynémes de Laguerre classiques ¥ _1)(37), on choisit habituellement,

of =k+8, o =k B =k+8 e =k Lo

comme suites associées & la valuation (1.9) des chemins de Motzkin colorés. Nous noterons
la valuation (1.10) correspondante v (w).

/ "
Le choix de ces quatre valuations, satisfaisant b,(f) + bfcﬂ) =2k + 0 et a,(c'g_)lc,(f Y =
k(k + B — 1), provient de la notion d’histoires de Laguerre et de la construction d’une
bijection entre celles-ci et les permutations.

1.3. Histoire de Laguerre et bijection Francon-Viennot. Plus précisément, une
histoire de Laguerre h de longueur |h| = n est la donnée d’un couple (w; (p1,-..,pr)), dans
lequel w = (so, 81, - -, Sn) est un chemin de Motzkin coloré de longueur n, et (p1,...,Pn)
est une suite d’entiers tels que si (s;—1, s;) est un pas élémentaire partant du niveau k, le
i-ieme choix p; est dans 'intervalle suivant:

k si (s;—1, 8:) N-E ou E rouge,

O<pis {k —1 si(s;—1,5:) S-E ou E bleu. (115
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Pour 8 = 1, la valuation v{® (w) d’un chemin de Motzkin coloré w est égale au nombre
d’histoires de Laguerre h = (w; (p1,- .-, pn)). Dans ce cas, la preuve combinatoire que les
moments uﬁ}’ des polyndmes de Laguerre o (z) sont égaux & n!, revient a trouver une
bijection entre les permutations dans &, et les histoires de Laguerre de longueur n. Une
telle bijection fut donnée par J. Frangon et X.G. Viennot dans larticle [FrVi]. Elle a
été utilisée dans divers problémes combinatoires et est devenue classique (voir Goulden et
Jackson [GJ]).

Plus généralement, la bijection Francgon-Viennot, que nous noterons U py, permet de

démontrer combinatoirement que les moments des polyndmes de Laguerre L (x) sont

donnés par l’expression ;éf ) = B(B+1)...(B+n—1), cest-a-dire le polynéme énumérateur

des permutations ¢ € &, selon le nombre d’éléments saillants inférieurs gauches (i.e.
éléments o (3) tels que (i) < o(j) pour 1 <7 < i). Pour ce faire, il suffit de pondérer les

histoires de Laguerre h = (w; (p1,. - .,Pn)) par la valuation
si p; =0 et (si—1,s:) N-E ou E rouge,
va(pi) = {f smin_ (8i-1, 1) & (1.16)
et n
va(h) = [ [ va (), (1.17)
=1

et de montrer que si vg(h) = B¢, alors h correspond & une permutation Ury(h) ayant [
éléments saillants.
Remarquons que selon les notations introduites précédemment,

vB (w) = > va(h), (1.18)

h=(w;(P1,--1Pn))

ot v(® désigne la valuation des chemins de Motzkin associée aux suites (1.14), et la somme
parcourt les histoires de Laguerre ayant w comme chemin de Motzkin associé.

En fait, en donnant d’autres pondérations aux histoires de Laguerre, ou en restreignant
les choix possibles p; dans la bijection Frangon-Viennot, il est possible (voir Viennot [Vil])
de retrouver combinatoirement les moments des cinq classes de polyndémes orthogonaux de
Sheffer (c’est-a-dire Hermite, Laguerre, Charlier, Meixner et Meixner-Pollaczek (appelés
aussi Meixner de premire et seconde espéce dans le livre de T.S. Chihara [Chi})).

1.4. g-Comptage des histoires de Laguerre. Dans cet article, nous allons introduire

un g-comptage des histoires de Laguerre. Notons d’abord vgﬂ ) (w) la valuation des chemins
de Motzkin colorés w (telle que définie en (1.9) et (1.10)) associée aux suites

/ "
o) = ¢ [k + 1; Blg, b) = ¢* [kl B ="k +1;8], et &P = ¢kl (1.19)

Puis, pour une histoire de Laguerre h = (w; (p1,---,Pn)), DOUS NOtONS successivement:
n
aire(w) = Z niv(w, 1), (1.20)
=1
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dans lequel niv(w,t) désigne le niveau de départ du i-iéme pas élémentaire (s;—1, s;) de w,

som(h) = zn:pi, (1.21)
=1
et lag(h) = aire(w) + som(h). (1.22)

Avec ces notations, en vertu des résultats de P. Flajolet [Fla] et X.G. Viennot [Vil],

pour démontrer que la classe des polynémes orthogonaux LSF 7 e (z) définie par les moments

(1.5) satisfait la récurrence linéaire & trois termes (1.1) avec les coefficients b,(f 3 et /\,(f 3
donnés en (1.8), il suffit de montrer que

[7; Bla! =Y va(h)g o™, (1.23)
h

ou h parcourt ’ensemble des histoires de Laguerre de longueur n.

Pour 8 =1, cette égalité revient & dire que la distribution lag(h) est une distribution
Mahonienne, c’est-a-dire qu’elle a méme distribution que le parametre nombre d’inversions
des permutations. En utilisant la bijection Frangon-Viennot, la statistique lag(h) conduit &
une nouvelle statistique (Mahonienne) sur les permutations, qui ne semble pas directement
pouvoir étre reliée aux statistiques classiques nombre d’inversions ou indice majeur (cf
Foata [Fo)).

1.5. La bijection Foata-Zeilberger. En fait, nous utilisons une autre bijection entre
les permutations et les histoires de Laguerre, introduite par D. Foata et D. Zeilberger
[FoZe]. Nous apportons quelques modifications et compléments par rapport & ’article ori-
ginal de D. Foata et D. Zeilberger. Nous rappelons d’abord la trés ingénieuse construction
bijective, que nous noterons ¥ rz, définie directement par D. Foata et D. Zeilberger, en la
décomposant en quatre étapes. Un premier avantage de ce découpage est d’ordre pédago-
gique pour ce que nous voulons démontrer ici. Un second avantage est de souligner que
les deuxieme et quatrieme étapes de la construction reposent en fait sur des bijections
ou constructions déja connues, intervenant dans d’autres théories relatives aux polynémes
orthogonaux, ce qui permet d’inscrire la bijection Foata-Zeilberger comme le chainon man-
quant d’une véritable théorie combinatoire unifiée des polyndmes orthogonaux.

A la section 3, nous exposons la premiere étape de la construction de D. Foata et
D. Zeilberger, a savoir la décomposition d’une permutation ¢ € G,, en deux involutions
sans points fixes 0 — (Gezc, Tnex) , Obtenues essentiellement en “séparant” les excédances
(1 < o(7)) et les non-excédances (¢ > o(z)) de la permutation o.

La deuxieme étape de la bijection Foata-Zeilberger consiste & coder chacune de ces
involutions sans points fixes par une histoire d’Hermite, c’est-a-dire une histoire de La-
guerre h = (w; (p1,...,Pn)), Soumise aux restrictions que le chemin w est un chemin de
Dyck (il ne contient pas de pas élémentaires Est), et que pour tout pas Nord-Est (si—1, i),
on ait p; = 0. Ce codage est bien connu (Frangon, Viennot [FrVi], Flajolet [Fla], Vien-
not [Vil]) et peut étre vu comme un cas particulier de la bijection Frangon-Viennot. Il
permet d’interpréter combinatoirement les moments des polynémes d’Hermite en termes
d’involutions sans points fixes. Il existe en fait deux formes différentes de la bijection
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(selon que I'on numérote les “positions” libres de droite & gauche ou de gauche & droite).
1l est classique que les histoires d’Hermite “passent” aisément aux g-analogues (voir par
exemple Flajolet [Fla], Viennot [Vil], Penaud [Pe], Ismail, Stanton et Viennot [ISV]). En
fait, certaines g-pondérations de ces histoires conduisent aux moments de deux g-analogues
différents des polynomes d’Hermite (¢g-Hermite “continus” et g-Hermite “discrets”). Tous
ces rappels forment la section 2.

La troisicme étape de la construction de la bijection Foata-Zeilberger consiste a “fu-
sionner” les deux histoires d’'Hermite associées aux involutions Tezc €t Ones €N UNE seule
histoire, que nous appelons histoire de Laguerre subdivisée. Nous 'exposons 3 la section 5.

Et finalement, la quatrieme étape consiste 4 appliquer un opérateur de “tassement”
(cf Viennot [Vil, Vi2]) des chemins valués pour retrouver les histoires de Laguerre usuelles.
Les histoires de Laguerre subdivisées et les opérateurs de tassement sont exposés en section
4,

Pour résumer, disons ici que les histoires de Laguerre sont l'objet combinatoire as-
socié au développement en fractions continues de type Jacobi (J-fractions) de la série des
moments:

1
Y nltt = (1.24)
1 )

/\(21)t2

1
1- bVt -

A(l) t2
PR

tandis que les histoires de Laguerre subdivisées forment 'objet combinatoire associ¢ au
développement en fractions continues de type Stieltjes (S-fractions) de cette méme série

de moments: 1
> onitt = = : (1.25)
n>0 1-—
Y2t

] ==

t
T
dans laquelle on sait que vx = [’“—%’—1], ol [z] désigne le plus petit entier n plus grand que
z.

X.G. Viennot [Vil, Vi2] a montré que les bijections de tassement permettent de passer
d’un modele & I'autre. Il y a en fait deux bijections de tassements (transformant un chemin
de Dyck valué en un chemin de Motzkin valué). En combinant ces deux bijections, X.G.
Viennot [Vi2] déduit une interprétation combinatoire du célebre algorithme “quotient-
différence” (ou qd-algorithme), permettant de développer une série formelle en S-fraction.

Au fond, nous pourrions dire que la bijection Francon-Viennot correspond au déve-
loppement de la série D, 5on!t" en J-fraction, tandis que la bijection Foata-Zeilberger
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correspond a son développement en S-fraction.

En section 5, nous mettons bout & bout les quatre étapes de la bijection Foata-
Zeilberger et montrons comment une autre répartition des g-poids que celle employée par
D. Foata et D. Zeilberger sur les deux involutions cez. et onez permet de transformer la
statistique lag des histoires de Laguerre (1.22) en le nombre d’inversions classique inv des
permutations. En fait, la statistique lag est transformée par la bijection Foata-Zeilberger
en un nouveau parametre sur les permutations, dont il n’est pas évident & priori que ce
soit le nombre d’inversions de la permutation originale o. Ce curieux fait est démontré par
une double récurrence en section 3. La section 5 termine ainsi la preuve combinatoire du
résultat principal de cet article, donnant la récurrence linéaire 4 trois termes des polyndémes
Lf%(:):). L’extension de ce résultat aux polynémes LSf,iq_ D (z) se fait sans difficulté. En ef-
fet, la notion d’éléments saillants s’interpréte facilement & travers les quatre étapes de la
construction de Foata-Zeilberger.

1.6. Compléments. La construction de Foata-Zeilberger était originellement relative 3
une autre statistique, den(o), introduite par Marleen Denert [Den]. Celle-ci avait con-
jecturé que cette statistique était également Mahonienne. L’un des buts de D. Foata et
D. Zeilberger était de démontrer cette conjecture (voir aussi Han [Hanl, Han2]). Curieuse-
ment, la statistique de Denert sur les permutations est transformée par la bijection de
Foata-Zeilberger en une statistique trés proche de notre statistique lag sur les histoires
de Laguerre. Nous n’avons cependant pas pu relier simplement les deux statistiques pour
retrouver ainsi une autre preuve de la conjecture de Denert.

Dans la section 6, nous donnons une expression directe du parametre lag(h) transporté
sur les permutations le long de la bijection Francon-Viennot, obtenant ainsi une nouvelle
statistique Mahonienne pour les permutations.

Enfin, nous esquissons dans la section 6 une théorie combinatoire générale des g¢-
analogues des classes de polynémes orthogonaux de Sheffer. Nous proposons un g-analogue
combinatoire de ces classes de polyndmes, & l'aide d’un raffinement des g-valuations des
histoires de Laguerre. Nous donnons notamment une interprétation combinatoire des mo-
ments en termes de certaines statistiques sur les permutations, obtenues via la bijection
Foata-Zeilberger.

Une classe de polynémes orthogonaux un peu plus générale que les g-polynémes de
Laguerre étudiés dans cet article, dont les coefficients de la récurrence lindaire 3 trois
termes (1.1) sont

be(B,7:9) = " (kg + e+ L;8l) et Me(B,70) = @ ks, k; By, (1.26)

a €té étudiée par J. Zeng [Zenl] en 1989. Il a notamment montré, en utilisant les fractions
continues ainsi qu’une transformation particuliére g, faisant correspondre & toute permu-
tation de &, une permutation de &,_; (cf Dumont et Kreweras [DuKr]), que les moments
associés a ces polyndmes étaient donnés par ’expression

unlfyviq) = D poeslodyride(e) ginvio) (1.27)
UEG,,

ou ssg(o) désigne le nombre d’éléments saillants supérieurs gauches de o (ou nombre de
records), i.e. le nombre d’entiers o;, dans ¢ = oi09...0, tels que o; < 0, pour tout
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j < 1o, et side(o) désigne le nombre d’éléments saillants inférieurs droits exclusifs de o
(ou nombre d’anti-records ezclusifs), i.e. le nombre d’entiers o;, dans o = 0102...0n tels
que o; > 0;, pour tout j > i0, €t qui ne sont pas en méme temps des records de o.

En particulier, il obtient aussi le résultat

un(B,1;9) = [n; Blg!- (1.28)

Mentionnons également les travaux poursuivis actuellement par R. Simion et D. Stan-
ton [SiSt, St], qui ont pour objet 'étude et la classification des différentes spécialisations
des polynémes de Laguerre généralisés, définis par la récurrence linéaire a trois termes
(1.1) pour les coefficients

b = alk + Ups +b[klew € k= ablklpq[Klow: (1.29)

ol [nlp,q = (" — ")/ (P — @)-

R. Simion et D. Stanton obtiennent en particulier, via la bijection Frangon-Viennot,
des interprétations combinatoires des moments de ces polynémes en termes de séquences
croissantes maximales (“runs”) de la permutation.

2. INVOLUTIONS, HISTOIRES D’HERMITE ET ¢-ANALOGUES DES
POLYNOMES D’HERMITE

Notons INV[n] 'ensemble des involutions sans points fixes sur I’ensemble [2n] =
{1,2,3,...,2n}. Nous conviendrons que 'ensemble INV[0] contient un élément, I'involu-
tion vide. Soit 7 € INV([n]. Tout comme les permutations, on peut représenter 7 soit
comme un tableau dont la premitre ligne est formée des entiers de 1 & 2n et la seconde,
des images correspondantes par T, i.e.

1 2 3 .. 2n)\,

(1) 7(2) 7@3) ... 7(2n))’
soit comme produit de cycles disjoints, ordonnés selon I'ordre croissant des minima des
cycles, chaque cycle commengant par son minimum, comme par exemple

T = (1,4)(2,7)(3,10)(5,6)(8,9).

Nous dirons dans ce cas que T est écrite sous forme standard de produit de cycles disjoints.

Dans la suite, nous utiliserons également une autre écriture de 7 € IN Vin]: sa
représentation graphique. Elle est construite de la maniére suivante: on associe un sommet
4 chaque entier de 1 & 2n et on les place sur une ligne, par ordre croissant, de gauche &
droite. On dessine un arc du sommet i au sommet j si et seulement si 7(z) = j. La figure
2 illustre la représentation graphique de I'involution 7 donnée ci-dessus.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIGURE 2: représentation graphique de
T =(1,4)(2,7)(3,10)(5,6)(8,9).

80



Il existe une bijection classique entre ’ensemble INV[n] et les histoires d’Hermite
de longueur 2n. Rappelons qu’une histoire d’Hermite est une histoire de Laguerre h =
(w; (p1,...,Pn)), soumise aux restrictions suivantes:

i) le chemin w ne contient pas de pas Est (c’est un chemin de Dyck), et
ii) si (si—1,si) est un pas Nord-Est, alors p; = 0.

En appliquant la bijection Frangon-Viennot aux histoires d’Hermite, on obtient une
classe de permutations en correspondance évidente avec les involutions sans points fixes.
En fait, cette correspondance n’est pas autre chose que la “premiére transformation fon-
damentale”, envoyant les cycles des permutations sur leurs éléments saillants (voir Foata
[Fo]) et qui, dans ce cas, revient & enlever les parenthéses dans I’involution 7, écrite sous
forme (non standard) de produit de cycles disjoints, les cycles étant ordonnés par ordre
décroissant des minima de cycles, chaque cycle commencant par son minimum.

Nous rappelons la correspondance de Frangon-Viennot, restreinte aux histoires d’Her-
mite et composée avec la premiere transformation fondamentale, en la décrivant directe-
ment, comme dans l'article de P. Flajolet [Fla]. Dans la suite, nous aurons également
besoin d’une variante de cette correspondance, obtenue en renversant l’ordre des “posi-
tions libres”. ‘

Soit A = (w; (p1, ..., P2n)), une histoire d’'Hermite de longueur 2n. Nous construisons
une involution sans points fixes wgq(h) = 7 (respectivement ¢gy(h) = 7’), sous forme
standard de produit de 2-cycles disjoints, comme suit: en parcourant le chemin w, chaque
fois que l'on rencontre un pas élémentaire (s;_1,s;) Nord-Est, on “ouvre” un nouveau
cycle dans 7 (respectivement 7’) avec l'entier 4, et chaque fois que 'on rencontre un pas
(si—1, 8i) Sud-Est, on “referme” le (p; + 1)-itme cycle “ouvert” avec l'entier i, les cycles
encore ouverts étant numérotés de gauche a droite (respectivement de droite & gauche pour
@ag()).

Par exemple, si h = (w; (0,0,0,0,0,2,0,0,1,0)), ol w est le chemin de Dyck représenté
dans la figure 3, on obtient w,a(h) = (1,4)(2,7)(3,10)(5,6)(8,9) et way(h) = (1,6)(2,9)
(3,4)(5,7)(8,10). On retrouve a la figure 4 les différentes étapes de la construction des
involutions ¢gq(h) et pqy(h), représentées graphiquement.

‘</ \>—
i= 11234 |5]6|7]|8|9]10
valuation des
pes S Bot = 3| [3]2] [2]1
choix P, de 0

I'histoire =
FIGURE 3: une histoire d’Hermite h = (w; (p1, ..., p10)) .

Les constructions décrites ci-haut s’expriment d’ailleurs trés simplement en termes
des représentations graphiques des involutions. En effet, 'opération “ouvrir un cycle” avec
Uentier 7 correspond, du point de vue graphique, & décréter que le sommet 7 est Uextrémité
gauche d’un arc dont I’autre extrémité reste & déterminer. Nous dirons dans ce cas que i
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P P aq
Wrien
1 2 3 4 123 4
choix: 0 1 2 choix: 2 1 O
TN
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
choix: 0 1 2 choix: 2 1 0
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
choix: 0 1 choix 1 0
l‘:b'.\ o\ mﬁgo%
1 2 3 45 6 7 89 1 2 3 45 6 789
choix: 0 1 choix: 1 0
ST ooy T T
1 2 3 4 5 6 7 8 910 1 2 3 45 6 7 8 910
choix: 0 choix: 0

FIGURE 4: les bijection @44 €t ©dg-

est un sommet pendant. De méme, “refermer un cycle” avec un entier ¢ correspond a relier
le sommet associé 7 & 'un des sommets pendants toujours libres qui le précedent.

Il est clair que les applications g4 €t @4y sont des bijections entre les histoires
d’Hermite de longueur 2n et I'ensemble INV[n] des involutions sans points fixes sur [2n].
Les détails sont laissés au lecteur.

D’apres les résultats que nous avons cités dans l'introduction, ces bijections fournissent
une preuve combinatoire du fait que les polyndmes d’Hermite classiques, notés H,,(z), dont
les coefficients de la récurrence linéaire & trois termes (1.1) sont b = 0 et A\x = k, ont
pour moments d’ordre n, notés hn, le nombre d’involutions sans points fixes sur ’ensemble
{1,2,...,n}, c'est-a-dire:

hony1 =0 et hop =1-3-...-(2n—1). (2.1)

On retrouve dans la littérature deux g-analogues classiques des polynoémes d’Hermite
(voir Désarménien [Dés] pour un historique), soient les polyndmes de q-Hermate de premiére
sorte ou continus (Rogers [Ro], Szegd [Sz], Cigler [Ci], Ismail, Stanton et Viennot [ISV],
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Penaud [Pe]) ou les polyndmes de q-Hermite de deuriéme sorte ou discrets (Al Salam et
Carlitz [ASCa], Askey, Cigler [Ci]).

Les premiers, que nous noterons H.(z, q), satisfont la récurrence linéaire & trois termes
(1.1) pour b = 0 et Ax = [k],, et ont pour moments

By = e 3 (< 1)t ;O VP2, (2.2)
S C )l

ou tn,; désigne les nombres de Delannoy

()

(cf Riordan [Ri], Touchard [To]). De méme, les g-polynémes d’Hermite de deuxieme sorte,
que nous noterons HX!(z, q), satisfont la récurrence linéaire & trois termes pour les coeffi-
cients by = 0 et Ay = ¢F~1[k],. Ils ont pour moments

h‘é'r[z-i-l,q =0et h’é'{:,,q = [l]q : [3]q Tt [277' - 1]417 (24)

le g-analogue naturel des moments h, des polynémes d’Hermite classiques.

En introduisant des “g-analogues” des histoires d’Hermite, correspondant aux deux
g-analogues classiques des polynémes d’Hermite, nous allons maintenant exprimer les mo-
ments h,{, q €t RI! en terme d’un certain g-comptage des involutions sans points fixes. Nous

q
aurons besoin, pour ce faire, de quelques statistiques sur ces objets.

DEFINITIONS 2.1: soit 7 € IN V[n], une involution sans points fixes. On appelle
croisement de 7 une paire ((3,7(3)), (4, 7(5))), telle que 1 < i < j < 7(3) < 7(j) < 2n. On
dira que (¢,7(3)) (respectivement (j,7(j))) est I'arc initial (respectivement 1’ arc terminal)
de ce croisement.

De méme, on appelle paire imbriqguée de , une paire ((i,7(3)), (7,7(7)), telle que
1 <7< j<7(j) <7(i) £ 2n. On dira de plus que (4, 7(i)) (respectivement (7, 7(4))) est
Parc extérieur (respectivement I’arc intérieur) de cette paire imbriquée.

Remarquons que ces deux définitions correspondent exactement aux croisements d’arcs
ainsi qu’aux paires d’arcs imbriqués dans les représentations graphiques des involutions
sans points fixes. Nous noterons respectivement cr(r) et pbr(7), le nombre de croisements
et le nombre de paires imbriquées de 7 € INV[n]. Par exemple, pour

7= (1,4)(2,7)(3,10)(5,6)(8,9),
qui est représentée graphiquement a la figure 2, on trouve cr(r) = 3 et pbr(r) = 3. Par
convention, I'involution vide ne contient aucun croisement ni paire imbriquée.

Finalement, nous poserons

Inv(t) = cr(r) + 2 - pbr(7). (2.5)
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PROPOSITION 2.2: Avec les notations précédentes, on a les égalités suivantes:

) hh = by T, (2.6)
TEINV[n]
= Z qcr(T); (2.7)
r€INV([n]
ii) ML= "5 g (2.8)
T€INV([n]
DEMONSTRATION:

i) Les coefficients de la récurrence linéaire 3 trois termes des g-polynomes d’Hermite de
premidre sorte étant égaux & by = 0 et Ak = [klq, on 2

e = Y A, (2.9)
h

ot la sommation parcourt ensemble des histoires d’Hermite h de longueur 2n, et
som(h) a été défini en (1.21). Pour démontrer la partie (i) de la proposition 2.2, il
suffit done de démontrer les égalités suivantes: si h = (w; (p1,- - -, par)) €st une histoire
d’Hermite,

som(h) = pbr (pga(h)), (2.10)

pour ’égalité (2.6), et
som(h) = cr (pag () (2.11)

pour Iindentité (2.7). Rappelons que som(h) désigne la somme des choix p1+. ..+ Pp2n.

Puisque par définition des histoires d’Hermite, le choix p; correspondant & un pas
élémentaire Nord-Est (s;—1,s;) doit nécessairement étre nul, il suffit d’examiner ce qui
se passe dans la construction des bijections @gd €t @dg lorsque 'on rencontre un pas
élémentaire (s;—1, s;) Sud-Est.

Supposons donc que I'on soit en train de construire @qd(h) (graphiquement) et que l'on
soit arrivé dans la lecture de h & un pas élémentaire Sud-Est (si—1, 8i), partant du niveau
k. A cette étape de la construction, exactement k sommets inférieurs a 4 sont toujours
pendants, alors que les i — k — 1 sommets restant sont reliés entre eux. Selon les regles
de construction, il faut alors ajouter un arc entre le sommet i et le (p; + 1)-ieme sommet
pendant, ceux-ci étant numérotés de gauche & droite. Ainsi, les p; sommets pendants 7, se
trouvant  gauche de 'extrémité gauche pyq4(h) (i) de l'arc (¢ga(h)(3),1), seront reliés a un
sommet @g4(h)(j) se trouvant & droite du sommet %, i.e. on aura les inégalités suivantes:

J < pga(h)(@) <i < @ga(h)(7)-

L’arc (pga(h)(2),1) forme donc l'arc intérieur d’exactement p; paires imbriquées dans
@qd(h) (ce sont les seules). Comme tout pas élémentaire Sud-Est de I'histoire d’Hermite
h correspond & un seul arc dans la représentation graphique de ¢44(h), cela signifie que
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FIGURE 5: le choix p; dans ¢g,.

som(h) = p1+pa+...+ D2, est exactement égal au nombre de paires imbriquées de ¢ 4(h),
et I'identité (2.6) est vérifiée.

De méme, on peut montrer que pour ¢g,(h), chaque pas Sud-Est (si=1,8:) de h
correspond un & arc (@4, (h)(4),%), formant V'arc initial d’exactement p; croisements (voir
la figure 5). Les détails sont laissés au lecteur.

ii) Il suffit d’établir I’égalité

Z qsom(h) . qnse(h) £ Z qInv(‘r)’ (212)
h=(w;(p1,...,P2n)) T€INV(n]

ou, dans la sommation de gauche, h parcourt toutes les histoires d’Hermite de longueur
215

nse(h) = > (niv(w,s) — 1), (2.13)

pas S(:d—-gss;)de w

et niv(w, ) désigne le niveau de départ du i-iéme pas élémentaire (Si—1, 8:) de w.
Le fait que les moments h%{,,q soient égaux au membre de gauche de (2.12) découle du
fait que les coefficients de la récurrence linéaire & trois termes (1.1) des polyndmes H,{fq (x)
sont égaux & b =0 et A\p = g¥~1[k],.

Appliquons la bijection ¢,q aux histoires d’Hermite h = (w; (py, .. ., D2r)) de longueur
2n. Comme nous 'avons vu dans la démonstration de la partie (i), & la lecture d’un pas
Sud-Est (s;—1, si), partant du niveau k, il y a exactement k sommets toujours pendants &
gauche du sommet ¢ dans la construction partielle de @gd = T. De plus, nous avons établi
que les p; sommets pendants se trouvant & gauche du sommet 7(%), correspondent aux arcs
extérieurs de toutes les paires imbriquées dont ’arc intérieur est (1(3),7). De méme, on
peut montrer que les k — 1 — p; sommets pendants restant, se situant entre le sommet 7(7)
et le sommet 4, correspondent aux arcs terminaux des croisements dont l'arc initial est
(rli). %). :

Ainsi, la bijection ¢g4 envoit le paramétre “som(h)” sur le parameétre “pbr (pga(h))”,
et le parametre “nse(h)” sur “pbr (pga(h)) + cr (pga(h))”, ce qui démontre (2.12). Les
détails sont laissés au lecteur. O

Remarquons qu'un lemme direct sur les involutions permet alors de retrouver la rela-

tion (2.4) & partir de (2.5) et (2.8).

3. UNE NOUVELLE DEFINITION DES INVERSIONS D'UNE PERMU-
TATION

Dans cette section, nous allons introduire une décomposition des permutations o € G,
en deux involutions sans points fixes (essentiellement en séparant les excédances (1 < o(2))
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et les non-excédances (i > o(i)) de la permutation) et nous exprimerons ensuite le nombre
d’inversions classique de o en terme de la statistique Inv sur les involutions, définie en
(2.5) de la section 2.

Soit donc o € &, une permutation sur ensemble [n]. La représentation graphique de
o se construit de la maniere suivante: on prend 2n sommets numérotés de gauche & droite
par 17,17,27,2%,...,n7,n" (on décide que 1~ < 1t<2-<2t<...<n"<nt). On
trace un arc du point 5+ au point j~ si et seulement o () = j. De plus, sii < j, I'arc devra
passer au-dessus de tous les sommets (on dira alors que c’est un arc supérieur) et sii > j,
P’arc passera plutdt en dessous des points (arc inférieur). Par exemple, si

(1234567
°=\3 712 46 5)°

la représentation graphique de o est illustrée a la figure 6.

FIGURE 6: représentation graphique
d’une permutation o.

Nous noterons gezc (respectivement ones), l'involution sans points fixes (qui aura
comme support un sous-ensemble de {17, 1t,2-,2%,...,n7,n"}) dont la représentation
graphique est formée par les arcs supérieurs (respectivement inférieurs) et leurs extrémités
dans la représentation graphique de o. Dans l’exemple précédent, on obtient gezc =
(17,37)(2%,77) et Ones = (1—,3+)(2™,4%)(4~,5%)(57,7%)(67,6™). Notons

exc(o) =|[{1<i<n|i<o(i)}], (3.1)

= nombre d’arcs supérieurs dans la

représentation graphique de o. (3.2)

La statistique classique d’inversions sur la permutation o s’exprime élégamment en
terme des croisements et paires imbriquées de ezc €t Tnez-

LEMME 3.1: Pour toute permutation o € G,, avec les notations précédentes,
inv(o) = exc(o) + Inv(oeze) + INVU(Tnex)- (3.3)

Par exemple, pour la permutation o dont la représentation graphique est donnée dans
la figure 6, on calcule inv(co) =8, exc(o) = 2, Inv(dezc) = 1, et Inu(onez) =3+ 2.

DEMONSTRATION: (par récurrence sur n puis sur la position de n dans la
permutation)
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Le cas initial n = 0 est trivial. Supposons donc que l'identité (3.3) soit vérifiée pour
toute permutation o = o(1)o(2)...0(n) € G,, et montrons que quelle que soit la fagon
d’insérer n + 1 dans o pour obtenir ¢’ € &,,41, 'identité (3.3) est conservée.

a) Sila permutation ¢’ est obtenue de o de la maniére suivante:

a _ Jo@@) sil<i<n,
”“)“{n+1 sii=n-+1,

n n+1
g

FIGURE 7: cas (a) du lemme 3.1.

on a clairement (voir figure 7), inv(o’) = inv(o), exc(o’) = ezc(o), Inv(c...)
= Inv(0ezc) €t Inv(ol,e.) = Inv(0pez), donc par induction

inv(o’) = exc(o’) + Inv(ol,,) + Inv(ol,,).
b) Supposons maintenant que ’identité (3.3) est vérifiée pour

U_( 1 2 ... k k+1 ... =n n+1>
" \oQ) o2 ... ok) n+1 ... o(n) on+1))’

et montrons que (3.3) est aussi vérifiée pour

o =00 (k,k+1),

_( 1 2 ... k k+1 ... n n+1 )
“\oe() o2 ... n+1 o(k) ... on) on+1))"

Remarquons que la permutation ¢’ posséde une inversion de plus que o: o'(k) =
n+1>o(k) = o’/(k+ 1). Donc, pour démontrer (3.3), il suffit de montrer que

ezc(o’) + Inv(ol,.) + Inv(ohe,) = exc(o) + Inv(0eze) + InV(onez) + 1. (3.4)

Il y a quatre sous-cas a considérer, pour lesquels un dessin suffit & illustrer les variations
des différentes statistiques exc et Inv.

bl) k+1=n+1leto(k) <n,

b.2) k+1<n+1leto(k) <k,

b3) k+1l<n+leto(k)>k+1,

b4) k+1<n+leto(k)=k+1.

87



T =
i

n n+1l
-+ -+ -+ -+ =
1 2 i n n+1

FIGURE 8: sous-cas (b.1) du lemme 3.1.

cas b.1) k+1l=n+1leto(k)<n (figure 8).

En comparant o & ¢’, on constate que exc(o’) = exc(o) + 1, Inv(oize) =1 nV(Cezc) €t
Inv(o’,,) = Inv(onez). La permutation o' contient I'excédance supplémentaire ¢'(n) =
n+ 1.

cas b.2) k+1l<n+1leto(k) <k (figure 9).

Comparons ¢’ & 0. Sij = o~ (k4 1) < k, l'arc supérieur (5+,(k+ 1)) apparait
dans les représentations graphiques de o et o'. La permutation ¢’ contient alors un croise-
ment (supérieur) de plus que o, & savoir le croisement entre les arcs (j*,(k+1)7) et

(k*,(n+1)7). On a donc ezc(a’) = exc(o), Inv(0eze) = Inv(Ceze) + 1 et Inv(ones) =

Inv(Cnex)-
f&? —y+ —i+
1 ; k

-4 -+
k+1 n+l

FIGURE 9: sous-cas (b.2) du lemme 3.1.

Inversement, si j = o~ '(k+1) > k+1,ily a un nouveau croisement (inférieur) entre
les arcs ((k+1)7,7%) et (7, (k+1)*) dans o'. Ainsi ezc(o’) = ezc(o), Inv(og.) =
Inv(Ceze) €6 InU(0hez) = Inv(onez) + 1.

cas b.3) k+l<n+leta(k)>k+1 (figure 10).

Le croisement de I'arc (k¥,i~) avec larc ((k+ 1), (n+1)7) dans la représentation
graphique de o devient la paire imbriquée entre les arcs (T, (n+1)7) et ((k+1)",i7)
dans o', qui compte double dans la statistique Inv. Les autres croisements ou paires
imbriquées de o sont préservés entre eux, ou avec 'un ou l'autre des arcs (k*,(n+1)7)
et ((k+ 1)T,i7) de o’. Ainsi exc(o’) = exc(o), Inv(oly.) = Inv(Tesc) + 1 €t Inv(ohes) =
Inv(onez)-
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FIGURE 10: sous-cas (b.3) du lemme 3.1.

cas b.d) k+1<n+1leto(k)=k+1 (figure 11).
Dans ce cas, on retrouve un arc supérieur de moins dans la représentation graphique
de o’ que dans celle de o, reflétant I'excédance perdue k+ 1 < o(k+ 1) = n + 1, devenue
o'(k+1)=k+1.
Ensuite, les croisements et paires imbriquées entre les arcs supérieurs de la représen-
tation graphique de o’ sont tous conservés, sauf les paires imbriquées de 7., qui avaient
(k*, (k+1)7) comme arc intérieur.

~pr T

k+1 n+1

—fr
a,zo'o e ofe O .
= m+1
+1-'+ -4

1 k k+1 n+1

FIGURE 11: sous-cas (b.4) du lemme 3.1.

L’argument de la preuve repose sur le fait suivant: il passe autant d’arcs supérieurs
au-dessus de deux sommets successifs k¥, (k+1)~, dans la représentation graphique d’une
permutation o, qu’il ne passe d’arcs inférieurs en dessous de ces deux points. En effet,
on peut faire correspondre bljectlvement a chaque arc supérieur (jo o) tel que jo < k <
k+ 1 <lo, un unique arc inférieur (IT,j7), satisfaisant les inégalités i < k < k+ 1 < J1,
en suivant simplement les cycles de la permutation ¢. En fait, on prend 71 = (o)
et l1 = o*(lp), ol 7 est le plus petit entier pour lequel I'inégalité suivante est vérifiée:

(l0)<k<k+1<a(jo)

Notons m le nombre d’arcs (j%,17) tels que j < k < k+ 1 < [, dans la permutations
o. En comptant l'arc (k*,(k+1)7), il y a exactement m + 1 arcs passant au-dessus
des sommets kT et (k + 1)~ dans la représentation graphique de o, et de méme pour la
permutation o', en comptant I’arc (k*, (n + 1)7). Lors du passage de ¢ & ¢/, on a déja fait
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remarquer que parmi les arcs supérieurs, m paires imbriquées sont perdues. Du coté des
arcs inférieurs, les croisements et paires imbriquées existant sont conservés. Par contre, par
ce qui précede, le nouvel arc ((k + 1)~, (k+1)¥) de o’ forme l’arc intérieur d’exactement
m + 1 nouvelles paires imbriquées (correspondant aux m + 1 arcs qui passent en dessous
des points kT et (k + 1)7), et ne cause aucun nouveau croisement.

Ainsi exc(o’) = exc(o) — 1, Inv(oez.) =1 n(eze) — 2m et Inv(ohez) = InV(0nes) +
2(m + 1) olt m désigne le nombre d’arcs Gt,17) telsquej <k<k+1<l O

4. HISTOIRES DE LAGUERRE SUBDIVISEES ET TASSEMENT

Une fonctionnelle linéaire f est dite symétrique si ses moments d’ordre impair, pon+1
= f(z?"*!) sont tous nuls. Entre autres, les polynémes d’Hermite et leurs g-analogues,
que nous avons étudiés dans la section 2, possédent une fonctionnelle linéaire symétrique.

Soit Sn(z) une famille de polyndmes orthogonaux unitaires associée & une fonctionnelle
linéaire symétrique. On peut montrer qu’alors les coefficients bx de la récurrence linéaire a
trois termes (1.1) satisfaite par S,(x) sont tous égaux 3 zéro. De méme, cette famille est
aussi caractérisée par l'identité

Sn(—2) = (—1)"Sn(2), (4.1)

pour tout n > 0.
Cette dernitre propriété permet de définir deux suites de polynémes unitaires
{Pn(z)}n>0 et {Qn(Z)}n>0, par les relations

Son(z) = Pa(z?) et Sona(z) = zQn(z?). (4.2)

Or, il se trouve que les polyndmes P, (z) et Qn (z) eux-mémes forment aussi des classes
de polynémes orthogonaux. De plus, si vn désigne les moments associés aux polynomes
P.(z), et v} désigne les moments associés aux polynémes @, (z), alors ces deux suites de
moments sont reliées entre elles par la relation

vy = vny1. (4.3)

Ce passage des polyndmes P,(z) aux polynomes Qn(z) est un cas particulier des
“kernel polynomials” (cf Chihara [Chi]), définis plus généralement comme étant des poly-
noémes P (z,c), orthogonaux par rapport aux moments V! = Vpt1 — Cln.

Tl existe aussi une relation entre les moments des polynomes Sn(x), notés pn, et ceux
des polynémes P,(z): pour tout n > 0,

Hon = Vn. (44)

Dans cette section, nous exhibons des bijections classiques de tassement (cf Viennot,
chapitre 5 [Vil]), entre des chemins de Dyck de longueur 2n et certains chemins de Motzkin
colorés de longueur n oun — 1. Ces bijections permettent de démontrer combinatoirement
les relations (4.3) et (4.4), entre les moments des polynémes Sy (z) et ceux des polynomes
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associés P,(z) et Qn(z). Nous les étendons ensuite aux histoires de Laguerre subdivisées
et usuelles.
Soit w = (so, S1,- - ., S2n) un chemin de Dyck de longueur 2n. Il existe deux maniéres
naturelles de le contracter en un chemin de Motzkin coloré.
La premiere consiste a lire les pas élémentaires de w de deux en deux, et & les remplacer
par un seul pas élémentaire selon les régles suivantes:
(i) si(s2iy82i41) €t (S2i4+1, S2i+2) sont deux pas Nord-Est, alors ils sont remplacés par un
pas élémentaire (s}, sj, ;) Nord-Est;
(i) si (s2:y82i41) €t (82i41, S2i+2) sont deux pas Sud-Est, alors ils sont remplacés par un
pas élémentaire (s}, sj, ;) Sud-Est;
(iil) si (s2:,82i+1) est un pas Nord-Est et (s9it+1,S2i+2) est un pas Sud-Est, ils sont rem-
placés par un pas élémentaire (s, s7, ;) Est rouge; et
(iv) si (s2i,$2i+1) est un pas Sud-Est et (s2;4+1, S2:+2) est un pas Nord-Est, ils sont rem-
placés par un pas élémentaire (s}, s}, ;) Est bleu.
Notons ©(w) = (s§,51,...,5,) = w* le nouveau chemin obtenu. Remarquons que si
le pas élémentaire (s2;, s2:+1) (qui part toujours d’un niveau pair) part du niveau 2!, alors
le pas élémentaire correspondant (s, sy, ;) dans ©(w) part du niveau [.

PROPOSITION 4.1: L’application de tassement © décrite ci-haut constitue une bi-
jection entre les chemins de Dyck de longueur 2n et les chemins de Motzkin colorés de
longueur n, sans pas Est bleu au niveau 0.

De plus, le niveau de départ d’un pas élémentaire (s}, s}, ;) dans le tassement ©(w) =
(56, 81,---,5n) est égal au niveau de départ du pas (s2;, S2:+1) correspondant dans w divisé
par 2.

La deuxieme facon de contracter des chemins de Dyck de longueur 2n consiste 3 effacer
le premier et le dernier pas du chemin (le premier étant obligatoirement un pas Nord-Est
et le dernier un pas Sud-Est), a lire les pas restant de deux en deux et & appliquer la
méme régle de substitution des couples de pas élémentaires que ©. On obtient cette fois
une bijection ©% entre les chemins de Dyck de longueur 2n + 2 et les chemins de Motzkin
colorés quelconques de longueur n.

Par exemple, si w désigne le chemin de Dyck de la figure 12, alors ©(w) et ©%(w)
sont décrits dans les figures 13 et 14 respectivement.

FIGURE 12: chemin de Dyck.

TN,

FIGURE 13: la bijection © appliquée 4 la figure 12.

91



Mg W

FIGURE 14: la bijection ©% appliquée & la figure 12.

Soit {¥k}k>1, une suite de scalaires 3 valeurs dans un anneau K. Soit v la valuation
des chemins de Dyck w = (S0,51,---,52n), définie comme dans la théorie classique des
polynémes orthogonaux, par

1 si(si,sis1) est un pas Nord-Est,
o(si, Siv1) = { ( +1) P

Yk si(8i,si+1) est un pas Sud-Est partant du niveau k. (4.5)

On peut alors transporter aisément les valuations des pas élémentaires, le long de © et de
O, par les relations respectives:

V(5% 8501) = v(s2s, 82i+1) - v(s2i41, $2i+2), (4.6)

pour O, et
vt (82, 5tp1) = v(S2i41, S2i42) - V(S2i42, $2i+3), (4.7)
pour ©F.

Plus exactement, le long de ©, on obtient comme suites {ar}, {bk}, {bi}, {ck}, as-
socies & la valuation des chemins de Motzkin colorés, définie en (1.9) et (1.10)

ap =1, by ="k bk ="2k+1, Ck=T2kV2k—1 (4.8)
et le long de ©F,
af =1, b =72k+1, T =v2k+2, CF = Yok+172k: (4.9)

ol1, par convention, yo = 0.
Les identités suivantes découlent, pour tout chemin de Dyck w:

v(w) =7 (Ow)), et vw) =" vt (07 (w)) . (4.10)

THEOREME 4.2: Soit S, (z), la famille de polynomes orthogonauz dont les coefficients
de la récurrence linéaire a trois termes (1.1) sont b =0 et Ak = Yk, €t dont les moments
sont donnés par

o= v(w), (4.11)

w

ou w parcourt l’ensemble des chemins de Dyck de longueur n et v est la valuation définie
en (4.5). Soient P,(z) et Qn(z) les familles de polyndmes orthogonauz définies par les
relations (4.2).
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Alors les moments associés auzx polynémes P,(x) sont donnés par
va =Y v'(w), (4.12)
w

ou w parcourt tous les chemins de Motzkin colorés de longueur n et v’ désigne la valuation
définie en (4.6).

De méme, les moments des polynémes Qn(x) sont donnés par

Vi =vpp1 = ) _ vt (w), (4.13)

ou w parcourt tous les chemins de Motzkin colorés de longueur n et vt est la valuation

définie en (4.7).

Le lecteur est référé au chapitre 5 de [Vil] pour la démonstration de ce théoreme.

En utilisant la théorie des polyndmes orthogonaux et les bijections de tassement © et
©T, X.G. Viennot [Vi2] a donné une interprétation combinatoire de 1’algorithme quotient-
différence (ou QD-algorithme) (cf Stielfel [Sti], Rutishauser [Ru], Henrici [Henl, Hen2],
Brezinski [Bre], Gragg [Gr]). Cet algorithme permet de calculer les coefficients v d’une
fraction continue de type Stieltjes (voir formule (1.24)) & partir des coefficients u, de sa
série génératrice.

Appelons polynémes de Laguerre subdivisés, les polynémes S,(z) orthogonaux par
rapport a la fonctionnelle linéaire symétrique correspondant aux moments

fon =n! et Mont+1 = 0. (4.14)

La suite {7k }x>1 associée a la valuation (4.5) des chemins de Dyck, interprétant combina-
toirement ces moments (cf (4.11)), est donnée par

Ve = [%1 . (4.15)

Les classes de polynomes associées, P,(z) et @Qn(z), ne sont pas autre chose que les
polynémes de Laguerre classiques P,(z) = L (z) et.Qn(z) = lel)(:r). En effet, par
le tassement O, les valuations des chemins de Motzkin colorés obtenus sont, d’apres les
égalités (4.8),

ak=1, b=k, bl=k+1, et cp=k> (4.16)

D’autre part, ces valuations satisfont bien les identités (1.11) et (1.12) de la section 1 pour

les coeflicients b,(cl) et /\,(Cl) définis en (1.2). En vertu des résultats énoncés dans la section
1, la classe de polynémes orthogonaux associée P,(z) correspond donc aux polynémes de

Laguerre avec le parametre a = 0. Un raisonnement similaire montre que Q,(z) = Ly (z).

Définissons une histoire de Laguerre subdivisée h, de longueur 2n, comme la donnée
d’une paire hs = (w; (p1,...,P2n)) OU w = (So, - - -, S2,) €st un chemin de Dyck de longueur
2n et la suite d’entiers (p1,...,pon) est telle que

si (s;—1, ;) est un pas Nord-Est,

Osms { [2£1] — 1 si (si—1,$:) est un pas Sud-Est partant du niveau k. &.17)
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Nous dirons que le i-iéme choix p; est significatif si (si—1,5:) est un pas Sud-Est (par
opposition aux choix p; correspondant aux pas Nord-Est qui sont nécessairement nuls).

Il y a n! histoires de Laguerre subdivisées de longueur 2n, et aussi n! histoires de
Laguerre de longueur n. A partir de ©, nous construisons une bijection entre les histoires
de Laguerre subdivisées et les histoires de Laguerre classiques. Cependant, remarquons
que d’apres (4.16), © conduit & des valuations ax = 1 et cx = k? des chemins de Motzkin,
plutét que les valeurs ag) =k+1et cfcl) = k, correspondant aux histoires de Laguerre
usuelles. C’est pour cette raison que nous allons effectuer une manipulation sur les choix
pi, avant de tasser les chemins de Dyck associés aux histoires de Laguerre subdivisées.

En fait, cette manipulation correspond, au niveau des chemins valués, & modifier la
valuation (4.5) des chemins de Dyck. Plutét que de donner une valuation égale & 1 aux
pas élémentaires Nord-Est partant du niveau k, nous leur donnons une valuation ay. Ceci
modifie légerement les valuations (4.8) et (4.9) obtenues le long des applications © et ot.
Nous n’entrerons pas ici dans ces détails.

Soit w = (S0,51,---,52n), un chemin de Dyck. Pour tout entier k, le chemin w
contient autant de pas élémentaires Nord-Est partant du niveau k que de pas élémentaires
Sud-Est partant du niveau k + 1. Si (si,5:41) désigne un pas Sud-Est partant du niveau
k+ 1 dans w, nous lui associerons bijectivement le pas élémentaire Nord-Est NE(s;, Si+1),
partant du niveau k, qui est le “plus rapproché” de lui par la gauche. Plus exactement,

NE(si, si+1) = (8jos Sjo+1), Ol
jo =maz{j | 0 < j <1,(sj,sj+1) est un pas Nord-Est partant du niveau k}.  (4.18)

Soit donc hs = (w;(p1,---,pPn)), une histoire de Laguerre subdivisée de longueur
on. Nous construisons Oh(hs) = h* = (w*; (p},p3,---,Ps)), une histoire de Laguerre de
longueur n, de la manicre suivante:

i) pour chaque pas Sud-Est (si—1,s;) de w dans une bande de hauteur 20 & 20 + 1 (i.e.
partant du niveau 2! + 1), échangeons la valeur du choix p; avec celle du choix associé

a NE(S,;_l, Si).

Par exemple, si hs est I'histoire de Laguerre subdivisée décrite dans la figure 15, on
obtient comme nouveaux choix p; (notés p;) la deuxieéme ligne de choix de la figure 15. Nous
avons encadré les choix p; significatifs, pour souligner le fait que cette opération a pour
offet de les redistribuer comme premier, troisiéme, . . ., et (2n—1)-ieme choix. Remarquons
que ces nouveaux choix varient maintenant dans les intervalles suivant:

0< 5 < {l, si (si—1,s:) part du niveau 21, (4.19)

0, sinon.

ii) nous appliquons alors la bijection O au chemin w, obtenant ainsi un chemin de Motzkin
coloré ©(w) = w*, sans pas élémentaires Est bleu au niveau 0, et nous conservons
seulement les choix p; tels que i est impair, i.e. (p},p3,...,P;) = (P1,D3, - - - s P2n—1)-
L’histoire de Laguerre ainsi obtenue est notée ©h(hs). Dans ’exemple de la figure 15,

Oh(hs) = (w*; (0,0,2,1,1,0,1,0)), olt w* est le chemin illustré 3 la figure 16.

PROPOSITION 4.3: L’application ©h de tassement définie ci-haut constitue une bi-
jection entre les histoires de Laguerre subdivisées de longueur 2n et les histoires de Laguerre
de longueur n.
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p=l ol o] ofo] ol o |CIE o |RIIE] o |E|[]|[C]
Sl o 10D o fRIN o 10f o [ o [[2]] o [[f o |[]] o

FIGURE 15: redistribution des p; significatifs dans une histoire de
Laguerre subdivisée h.

1l

3

FIGURE 16: la bijection ©h appliquée a
I‘histoire h, de la figure 15.

5. LA BIJECTION DE FOATA-ZEILBERGER ET LES MOMENTS DES
¢-POLYNOMES DE LAGUERRE

Dans cette section, nous rassemblons les constructions introduites dans les sections
2, 3 et 4, pour reconstituer la bijection de D. Foata et D. Zeilberger [FoZe| entre les
permutations et les histoires de Laguerre.

Nous enrichirons ensuite cette bijection d’une g-pondération, différente de celle de
Particle [FoZe] (qui est relative & la statistique Mahonienne de Denert), ce qui nous per-

mettra de démontrer le théoreme 5.4, & savoir que la classe des polynémes Lgf U (),
orthogonaux par rapport aux moments (1.5), satisfait la récurrence linéaire & trois termes

(1.1) pour les coefficients b,(c'/Jz 3 et A,(f 3 donnés en (1.8).
DESCRIPTION EN QUATRE ETAPES DE LA BIJECTION FOATA-ZEILBERGER:
Premuére étape: Soit o € G, prenons par exemple

/1 23 456 78
9= \6 5 32 8 1 7 4/

Nous séparons ¢ en deux involutions sans points fixes gzc €t Onez, tel que décrit dans
la section 3. Dans l’exemple, on obtient la décomposition suivante:

Ceze = (11,67)(2%,57)(5%,87), et onex = (17,67)(27,47)(37,31)(4~,8F) (77, 7).

Deuzieme étape: Aux deux involutions sans points fixes (Gezc, Onez), NOUS associons le
quadruplet (heze, Anez; Suppexc,Suppne;), dans lequel heze = (wezc; (P}, 5, - - ,pgk)> et

95



A (wnex; (B 5 D550 > ,pfz’(n_k))) sont deux histoires d’Hermite, respectivement égales

a hea:c = (P;dl (Ue:c) et Nper = ‘P;dl(o'nem), et Suppe:zc = {a170'2,- .. aa"Zk'} et Suppnea: =
{b1,b2,..- ,bg(n_k)} sont les sous-ensembles de {17,1%,... ,n~,n*} formant les supports
de Toze €t de Oner Trespectivement (la bijection ¢gq a été introduite dans la section 2).
Nous supposerons que aj < a2 < ... < a2k, et que by < bg < ... < ba(n—k)-

Dans 'exemple, nous obtenons heze = (Wezc; (py, Ps, D, Pa> D5, D6)) = (Weze; (0,0, 1,0,
0,0)), Ol Weze est illustré & la figure 17, Anez = (wne:r; (!, 04,04, P4, P, P> D7, P8, P3, Plo

= (Wnez; (0,0,0,2,0,1,0,0, 1,0)), ol Wne est donné dans la figure 18, Suppeze = {17,27,
5- 5+ .6-,8}, et Suppnes = {17,27,37,3%,47,47,6%,77, 7+, 8}

max des choix
(pas Sud-Est)

2

3&:

o | 0 [0 [[] 0 @@_lT

| 1+] 24 57| 57| 6~

FIGURE 17: chemin wezc et histoire heze.

max des choix
(pas Sud-Est)

2

N\ |

4 ¥y :
o Lol Imlmle [mlEl]

choix

o=l s 3| amatl et 77l 7H 8 Y
FIGURE 18: chemin wne; €t histoire Nriam-

Les quadruplets (hezc, Anez; SUDPeze Suppnes) sont caractérisés par les conditions
suivantes:

1) (Suppezc, Suppnex) forme une partition de l’ensemble {1‘,1+,2‘,2+,...,n',n+}
(dans laquelle Suppezc peut possiblement étre vide), et

2) les nombres a; = jT € Suppezc correspondent aux pas élémentaires (s;—1, si) Nord-Est
de Weze, alors que les nombres a; = j~ € Suppezc correspondent aux pas élémentaires
(si—1, i) Sud-Est de Wezc- Le phénomene inverse se passe pour les nombres b; €
SUPPner COMparés aux pas élémentaires de Wnez-
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La deuxiéme condition découle de la définition de la bijection 44 et du fait que dans
Oezc (respectivement onez), les minima de cycles sont de la forme ¢+ (respectivement ;7).

Troisiéme étape: Nous fusionnons les histoires d’Hermite he,. €t Anez €n une seule histoire
de Laguerre subdivisée HLs(o) = hs. Selon les notations introduites précédemment,
chaque pas élémentaire (s;—1, s;) de wezc et son choix p, associé correspondent & un unique
a; € SUPPezc, et de méme, chaque pas élémentaire (s;—1,5;) de wnex €t son choix Py
associé correspondent & un seul b; € Suppnrer. L'histoire de Laguerre subdivisée cherchée
est I'histoire HLs(o) = (ws; (p1, - .-, P2n)) dont le chemin wy est formé des pas élémentaires
des chemins Wezc €6 Wnez, pris par ordre croissant des a; et b; correspondant, et dont les
choix p; sont déterminés de maniere analogue.

Dans I'exemple, nous obtenons I'histoire de Laguerre subdivisée HLs(oc) = h, =
(ws; (0,0,0,0,0,2,0,1,1,0,0,0,0,1,0,0)), olt w, est illustré & la figure 19.

maximum
des P,

|1“ rH 27 of| 37| 3t| 47| 4F| 57| 5t 67) 6] 77| TH| & 8+|

FIGURE 19: la bijection H Ls appliquée aux histoires
d’Hermite des figures 17 et 18.

Remarquons que le chemin wy., de 'histoire d’'Hermite hper = (Wnez; (p})) correspond
aux pas élémentaires se trouvant a l'intérieur des bandes de hauteur 2/ & 2/ + 1 dans ws,
alors que le chemin we,. correspond plutdt aux pas élémentaires dans les bandes de hauteur
20+14 20+ 2.

Quatrieme étape: Nous appliquons & hs la bijection ©h, entre les histoires de Laguerre
subdivisées de longueur 2n et les histoires de Laguerre de longueur n, introduite dans la
section 4.

Dans ’exemple, h, correspondant a I’histoire de Laguerre subdivisée de la figure 15,
©h(hs) = (w*;(0,0,2,1,1,0,1,0)), o w* est décrit par la figure 16.

THEOREME 5.1: (Bijection de Foata-Zeilberger)
Chacune des étapes décrites ci-dessus est inversible. En particulier,

HLs: &, — {histoires de Laguerre subdivisées de longueur 2n}

est une bijection, et Vpz = Oh o HLs constitue une bijection entre &, et ’ensemble des
histoires de Laguerre de longueur n.
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DEMONSTRATION:

Elle découle aisément des constructions précédentes; voir aussi Foata et Zeilberger
[FoZe], et pour les deuxieme et quatriéme étapes, Flajolet [Fla], Frangon et Viennot [Frvi],
et Viennot [Vil, Vi2]. o

Si h = (w; (p1,---,Pn)) désigne une histoire de Laguerre, rappelons que le parametre
lag(h), défini dans la section 1, est égal a

lag(h) = som(h) + aire(w). (5.1)

PROPOSITION 5.2: Avec les notations précédentes, pour toute permutation 0 € Gn,

inv(o) = lag (¥ rz(0)). (5.2)
DEMONSTRATION:
Montrons d’abord que si HLs(o) = hs = ((ws; (P1y---1Pn))s
inv(c) = som(hs) + nsel(hs) + sep(hs) (5.3)
ou
nsel(hs) = Z I+ Z L (5.4)
pas (si—1,5i)S—E de w, pas (si—1,3:)S—E de w,
niv(w,i)=21+2 niv(w,i)=20+1

sep(hs) désigne le nombre de pas &lémentaires Sud-Est partant d’un niveau pair dans ws,
et niv(w, i) désigne le niveau de départ du i-ieme pas élémentaire (s;—1,s;) de w.
Or, en vertu du lemme (3.1),

inv(o) = exc(o) + Inv(ezc) + 1 NV (Onex)-

En construisant les histoires d’Hermite heze = cp;}(aexc) et hnez = Sog—dl(o-nex), le
nombre d’excédances de o, exc(a), c’est-a-dire aussi le nombre de 2-cycles de 0ezc, devient
clairement le nombre de pas Sud-Est de weze- En fusionnant les deux histoires d’Hermite
heze €t hnez, dans la troisieme étape de la bijection Foata-Zeilberger, les pas Sud-Est de
Weze S€ Tetrouvent dans les bandes de hauteur 2/ + 1 & 2l + 2 de w;, donc

exc(o) = sep (HLs(a)) - (5.6)

Notons Reze = (Weze; (P, - -, Pok)) € Anez = (wnez; (p’l’,...,p’Q’(n_k))). Dans la dé-
monstration de la proposition 2.2 (ii), on a vu que le parametre “Inv(gezc)” (respec-
tivement le paramétre “Inv(onez)”) est transporté par la bijection gag'dl sur “Zfil P+
nse(heze)” (respectivement “ng-k) P} + nse(hnez)”), ot nse(h) désigne la somme des
niveaux d’arrivée des pas élémentaires Sud-Est de 'histoire d’Hermite h (cf (2.13)). En

fusionnant les deux histoires d’Hermite dans la troisieme étape, la suite de choix p; obtenue
est un produit d’intercalement des suites de choix (p)) de hezc et de (p) de Anez. De plus,
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les pas élémentaires Sud-Est de wez. (respectivement de wner) partant du niveau ! sont
envoyés sur les pas Sud-Est partant du niveau 2! (respectivement du niveau 2/ — 1) de w;.
Par conséquent,
Inu(Ceze) + Inv(onez) = som(hs) + nsel(hs). (5.7)
Les identités (5.6) et (5.7) établissent (5.3).
Il reste & montrer que

som(hs) + nsel(hs) + sep(hs) = lag (Oh(hs)) . (5.8)

Soit ©Oh(hs) = (w*; (p},-..,p})). Comme les p} sont obtenus des choix p; en oubliant
certains p; nuls (les choix non significatifs),

2n n
som(hs) = pi =Y _pi = som (Oh(h,)). (5.9)
=1 =1

Le parametre “nsel(hs) + sep(hs)” compte, par définition, | + 1 pour chaque pas
élémentaire Sud-Est de ws partant d’un niveau pair 2/ + 2, et [ pour chaque pas Sud-Est
partant d’un niveau impair 2/ + 1. Les égalités suivantes découlent:

nsel(hs) + sep(hs) = > (I+1)+ > l,
(si-1,si) pas S-E de Wq, (si-1,8:) pas S-E de W,
niv(w,,i)=20+2 niv(w,,1)=21+1
= S (1+1)+ > 3
(si-1,s:) pas S-E de Wy, (si—1,si) pas N-E de wWq,
niv(w,,i)=204+2 niv(w,,1)=21

- > L.

(si-1,54) pas de W,
niv(ws,1)=21

En vertu de la proposition 4.1 et de la définition de ©h, cette derniere somme est
exactement égale au parametre “aire(w*)”, la somme des niveaux de départ des pas
élémentaires de w*. Par conséquent, l'identité (5.8) est vérifiée, ce qui conclut la dé-
monstration de cette proposition. Dans la figure 20 nous explicitons les g-pondérations sur
les chemins valués, obtenues dans les différentes étapes de la bijection Foata-Zeilberger. O

THEOREME 5.3: La classe de polyndmes Lﬁg?,(:c), dont les moments sont usll,zl = [n]4!,
satisfait la récurrence linéaire d trois termes (1.1) pour

b = gF([klg+ [k + 1) et AL = gL [k],[K],. (5.11)
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o + inversions

0

chemins de Dyck

niveaux

2k+1

FIGURE 20: correspondance des g-pondérations.

DEMONSTRATION: / .
Soient ail,z, = g*lk+ 1], BV, = ¢clklg, BV, = qc[k+ 1], et cgz = ¢*[k],, les suites

P ; 1
associées a la valuation vé )

(w) des chemins de Motzkin colorés telle que définie en (1.9)
et(1.10). Remarquons que l'on a bien ag_)l,ch,z = /\Ll,l et b(l);,q + b(l)z’q = b}cl’zl. 1l vient

successivement,

Z Uc(ll) (U}) - Z qsom(h)+aire(h)’ (section 1)
w Motzkin coloré h histoire de Laguerre
jw|=n |h|=n
= > g'os ™, (par (5.1))
h histoire de Laguerre
|h|=n
= Z (par la proposition 5.2)
€6,
= [nlg! = uﬁf,?,. g

Soit o une permutation de G,. Un élément T € [n] est dit élément saillant inférieur
droit si et seulement si z = o(i) est le plus petit des éléments o(3),0(i + 1),...,0(n).
Notons sid(c) le nombre d’éléments saillants inférieurs droits de o. On sait que

i Bl =y, @B, (5.12)
ae6n
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THEOREME 5.4: La classe de polynémes Lnﬁ,q_l)(x), dont les moments sont u&{’g =
[n; Bq!, satisfait la récurrence linéaire a trois termes (1.1) pour

b = ¢"([Klg + b+ 1;815) et AP = ¢~ [k; 8], [kl (5.13)
DEMONSTRATION:

D’apres les rappels de 'introduction, il suffit de montrer que

> ®ug(h) = [n; A, (5.14)
h

ol h parcourt I'ensemble des histoires de Laguerre de longueur n, et vg(h) = B, ou |
compte le nombre de pas Nord-Est ou Est bleu de h dont le choix correspondant est
ps = 0. D’apres le théoreme 5.3, il suffit de montrer que

- 35449) = 45 (Oh o HLs(0)). (5.15)

Or z = o(ip) est un élément saillant inférieur droit de o si et seulement si, dans
HLs(c) = hs, le pas élémentaire correspondant & ig est Sud-Est et le choix D2i, COITes-
pondant est égal & 0. L’application de tassement ©h établit une bijection entre ces pas
€lémentaires et les pas Nord-Est ou Est bleu de ®h o H Ls(c) dont le choix associé p; = 0.
Les détails sont laissés au lecteur. O

6. REMARQUES FINALES ET EXTENSIONS AUX q—ANALOGUES DES
CINQ CLASSES DE POLYNOMES ORTHOGONAUX DE SHEFFER

Nous avons déja mentionné la statistique Mahonienne den(o), introduite par Mar-
leen Denert et faisant l'objet principal de article [FoZe]. En appliquant leur bijection
¥pz aux permutations, D. Foata et D. Zeilberger obtiennent une autre statistique Ma-
honienne, ind(h), qu’ils baptisent indez, sur les histoires de Laguerre h = (w; (p1,-..,

pn)):
ind(h) = som(h)+ > j+ > ;. (6.1)

(sj—1.55) (sj—1.55)
pas N-E pas E rouge

Cette statistique ressemble beaucoup & I’expression suivante de lag(h), obtenue en
appliquant une proposition de Frangon [Fr]:

lag(h) =som(h)+ > j— > j (6.2)
(sj-1.25) (sj—1,55)
pas S-E pas N-E

Un probléeme ouvert consiste & trouver une bijection sur les histoires de Laguerre de
longueur n qui enverrait le paramétre ind sur le paramétre lag.
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Remarquons que les définitions des statistiques den et 1nv sur les permutations mon-
trent aussi un certain degré de similarité: d’apres l'article Foata, Zeilberger [FoZe], la
statistique denert peut s’écrire

den(o) = Z i+ pbr(ezc) + pbr(Cnez), (6.3)

i<a(s)

tandis que le nombre d’inversions de o peut s'écrire (d’apres la relation (3.3))

i

inv(o) = Z 1+ 2 pbr(geze) +2- pbr(Onez) + cr(Teze) + cr(Onez)- (6.4)

i<§(i)

En transportant le parametre “lag” sur les histoires de Laguerre le long de la bijection
classique Frangon-Viennot ¥ pv (cf Frangon et Viennot [FrVi] et Goulden et J ackson [GJ)),
nous obtenons une nouvelle statistique Mahonienne “lag” sur les permutations, dont nous
donnons une description directe, sans démonstration. Le lecteur est référé au chapitre 1
de la monographie [Vil] pour les propriétés de la bijection Frangon-Viennot sur lesquelles
reposent la proposition 6.2.

DEFINITION 6.1: Soit 0 = o(1)...a(n) € Gy, nous dirons que (o(@),0( + 1),
o(j)),0<i<j<n+ 1, est une séquence décroissante mazimale (nous écrirons s. d.m.), si

o(i—1) <o) >o(+ 1)>...>0() <o+ 1). (6.5)

Par convention, ¢(0) =n+1, o(n+ 1)=0,0(-1)=-1et oln+2)=n+2.
Par exemple, pour 0 = 35 641108729, les séquences décroissantes maximales
sont (11,3), (5), (6,4,1), (10,8,7,2) et (9,0).

PROPOSITION 6.2: Avec les notations précédentes, si o € Gn,

lag(o) = Z (l{az:a(l) |j<letz<z <y}
(y=a(i),a(i+1),...,a(j):z)
+y——z——1>——n; (6.6)
ot la somme parcourt les séquences décroissantes mazimales (o(3),0( +1),... ,a(j)) de

la permutation o.

Par exemple, pour o = 35641108 729, on calcule lag(o) = (T+11 - 3—-1)+
(0+5—5—1)+(1+6—1—1)+(1+10—2—1)+(0+9—0—1)—10=24, qui est bien
égal & lag(h) = som(h) + aire(h) =5+ 19 = 24.

Mentionnons que la bijection présentée en section 8 de larticle de D. Foata et D.
Zeilberger [FoZe], en termes de “gravid permutations” est en fait la bijection ¥py. Dans
Particle original [FrVi], la bijection ¥pv est décrite en termes de mots sur I’alphabet
[n] U {0}. Le symbole “0” y joue un role spécial (position “libre” ou “ouverte”). Les
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mots correspondent & des histoires de Laguerre incomplétes, c’est-a-dire & extension de la
notion d’histoires de Laguerre dans le cas d’un chemin de Motzkin coloré s’arrétant & un
niveau quelconque (non nécessairement nul). La description de D. Foata, et D. Zeilberger
correspond au cas particulier de la construction de J. Francon et X.G. Viennot ou la
derniere position “libre” (le symbole “0” & la fin des mots) est toujours laissée vacante au
cours des insertions successives des lettres. Dans le cas général, toutes les positions libres
peuvent étre occupées. Ces deux cas sont appelés dans [Vil] respectivement “histoires de
Laguerre restreintes” et “histoires de Laguerre larges”, et sont dénombrées respectivement
par n! et (n+ 1)I. Dans ce texte et larticle [FoZe], les histoires de Laguerre considérées
sont des histoires de Laguerre restreintes.

En arrétant le procédé d’insertion & un instant quelconque de la construction, on
obtient une extension de la bijection ¥y entre les histoires de Laguerre incompletes et
certains mots sur l’alphabet [n] U {0}. Pour plus de détails, le lecteur se rapportera au
chapitre 3 de [Vil], dans lequel il est montré que cette construction permet de définir
une nouvelle classe de polynémes, les “polynémes verticaux”, qui constituent la classe des
polyndmes “inverses” associée & toute classe de polynémes orthogonaux. Les matrices
(triangulaires) des coefficients de ces deux classes de polyndmes sont inverses 'une de
lautre.

Dans la section 8 de [FoZe], D. Foata et D. Zeilberger posent le probléme de 'extension
de leur bijection aux histoires de Laguerre incomplétes. La décomposition de cette bijection
en quatre étapes, avec notamment le passage par les histoires d’Hermite et les histoires de
Laguerre subdivisées, permettrait de répondre & cette question. _

En “renversant le temps” dans le procédé d’insertion ¥ gy généralisé aux histoires de
Laguerre incompletes, il est possible (cf [Vil], chapitre 3) d’interpréter en termes d’histoires
les opérateurs delta notés Q et S dans la théorie de G.C. Rota [Rota), pour les cinq classes
de polynémes orthogonaux de Sheffer (Hermite, Charlier, Laguerre, Meixner et Meixner-
Pollaézek).

Dans la monographie de Viennot [Vil], 'étude exhaustive des histoires de Laguerre
servait de point de départ & une théorie combinatoire unifiée des classes de polynémes
orthogonaux de Sheffer (cf chapitre 2 de [Vil]). En effet, les modeles combinatoires des
moments des cing classes de polyndmes étaient obtenus soit en considérant des restrictions
sur les histoires de Laguerre (Hermite et Charlier), soit en ajoutant des parametres sur les
histoires de Laguerre (Meixner et Meixner-Pollaézek).

Rappelons (voir Rota [Rota]) qu’une suite de polynémes {Pa(z)}n>0 est dite suite
de polynomes de Sheffer si et seulement si la fonction génératrice exponentielle de ces
polyndémes a la forme .

3 Pa(@) o = F(t)ezp (= - g(8) (6.9)
n>0

Dans le cas ou les polynémes sont & coefficients réels, nous appelons polynémes or-
thogonaux défini-positifs des polynémes dont les coefficients de la récurrence lindaire &
trois termes satisfont Ax > 0, pour tout k& > 1.

Meixner a prouvé qu’une suite de polynémes orthogonaux défini-positifs est de Sheffer
si et seulement si les coefficients de la récurrence linéaire 4 trois termes ont la forme

bk =ck+d, M =ak?®+ bk, (6.10)

103



dans lequel les nombres réels a, b, c, d satisfont a > Oet a+b > 0. Il a de plus montré qu’a
un changement de variable pres, il n’existe que cinq classes de polynémes orthogonaux
définis-positifs déterminés par (6.10), soient les polynomes de Laguerre, Hermite, Charlier,
Meixner et Meixner-Pollaczek.

Plus généralement, soient {ak}k>0, {bj}k>0, {bi}r>0 €t {ck}k>1, les suites a valeurs
dans l'anneau Zla,b’,b”, ¢, 5] définies par

ar =alk+8), by=b(k+p), bp=0b"'k et cx=ck, (6.7)

et soit v, la valuation des chemins de Motzkin colorés associée a ces quatre suites comme
dans (1.9) et (1.10). On définit les polyndmes de Sheffer générauz, Shn(z;a,b',b",c,B)
comme étant la classe de polynémes orthogonaux dont les moments pn, sont

MUn = Z'Us(w)a (68)

o1 w parcourt les chemins de Motzkin de longueur n.

Dans un contexte plus général, on peut montrer que toute suite de polynémes ortho-
gonaux de Sheffer peut étre décrite a un changement de variable pres par les polynomes
de Sheffer généraux Shn(z;a,b',b",c,B).

A Paide du modele combinatoire des histoires de Laguerre et de la bijection Frangon-
Viennot, on obtient une expression des moments de ces polynoémes en termes de permu-
tations, comptées selon un certain nombre de parametres. Plus exactement, soit o =
o(1)o(2)...0(n) € G,. Convenons que ¢(0) =n+1 et og(n+ 1) = 0. Nous dirons que
z=0(1),1<i<n,est

i) un pic si et seulement si o(i — 1) <z = o(@) >o(i+1),

ii) un creuz si et seulement si g(i—1) >z = o(i) < ot +1),
iii) une double montée si et seulement si o(1 — 1) <z = o(i) < o(i+ 1),
iv) une double descente si et seulement si o'(i — )>z=0(0)>0(+1).

Par exemple, dans la permutation o = 35641108 72 9, les pics sont 6, 9 et 10,
les creux sont 1, 2 et 3, 5 est une double montée, et 4, 7 et 8 sont des doubles descentes.

Alors les moments des polyndmes de Sheffer généraux sont donnés par

Ly = Z ,BS(U) ac(o’) (b/)dm(a) (bll)dd(a) cp(o'), (611)
0'6611

ol s(o) désigne le nombre d’éléments saillants (inférieurs gauches) de o, ¢(o) le nombre
de creux, dd(c) le nombre de doubles descentes, dm(c) le nombre de doubles montées, et
p(o), le nombre de pics de o. ,

La bijection de Foata-Zeilberger permet d’obtenir un g-analogue général des poly-
némes de Sheffer. Plus exactement, soient {ak,q >0, {0k 41620, {bk,qte>0 €t {ck,qtk>1, les
suites & valeurs dans ’anneau Z[a,b',b”, ¢, 3, q] définies par

akq = agtlk +1;8lq, bkg= Va*klg, bR, = b qF [k + 1; 8], et ck,q = cq"[klg, (6.12)
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et soit vs,q la valuation des chemins de Motzkin colorés associée & ces quatre suites telle
que définie dans (1.9) et (1.10).

DEFINITION 6.3: On appelle g-polynomes de Sheffer générauz, notés S hog(z; a, b, b,
¢,P), la classe de polynémes orthogonaux dont les moments Un,q sont donnés par

fng = ) Vs q(w), (6.13)

ou w parcourt les chemins de Motzkin de longueur n.

DEFINITIONS 6.4: Soit o une permutation. On dira que l'entier z = 0(3), 1 < i < n,
est

1) un pic de cycle si et seulement si 0~ (z) < z = o(i) > o(z),

ii) un creuzr de cycle si et seulement si o~1(z) > z = o(i) < o(x),
iii) une double montée de cycle si et seulement si c™Hz) <z =0(i) < o(z),
iv) une double descente de cycle si et seulement si o™ Nz) >z =0(i) > o(z).
Remarquons que les points fixes d’une permutation sont des doubles descentes de cycles.

Nous noterons

pc(o) = #{pics de cycle de o}, (6.14)
cc(o) = #{creux de cycle de o}, (6.15)
dmc(o) = ##{doubles montées de cycle de ¢}, (6.16)
ddc(o) = #{doubles descentes de cycle de o}. (6.17)

THEOREME 6.5: Avec les notations précédentes, les moments des q-polynémes de Shef-
fer générauz, Shy, o(x; a,b',b",c, B) sont égauz 4

fin g = Z ﬂsid(o‘) qinv(a') acc(a) (b/)dmc(a) (b//)ddc(a) cpc(a) , (618)
UEG'A

ou sid(o) et inv(o) désignent respectivement le nombre d’éléments saillants inférieurs
droits et le nombre d’inversions de o.

DEMONSTRATION:

Etant donné le théoreme 5.4, il suffit de déterminer & quoi correspondent chacun des
types de pas élémentaires des histoires de Laguerre h au niveau des permutations ¢ lors
de 'application de ‘11;12

Par exemple, selon les constructions et notations introduites dans les sections pré-
cédentes de ce texte, si le i-iéme pas élémentaire de ’histoire de Laguerre h = Upz(0)
est Nord-Est, c’est parce que dans 'histoire de Laguerre subdivisée correspondante (avant
~ tassement), les pas élémentaires correspondants aux entier i~ et 5+ sont tous les deux Nord-
Est. Donc i~ doit faire partie du support de 'involution sans points fixes opez, alors que it
fait partie du support de oeze (voir la caractérisation des quadruplets (heze, Anez; SUPPeze,
SUPPnez) dans la section 5), c’est-a-dire que l'on a les inégalités suivantes:

(07'@) T =i et it < (o(i)", (6.19)
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i.e. 0=1(3) > i < o(4), et donc lentier i est un creux de cycle dans la permutation o.
Raisonnement similaire pour les pas élémentaires Est bleu, Est rouge et Sud-Est des
histoires de Laguerre. |

En spécialisant les valeurs des parametres a, b’ ,b" ¢, nous obtenons des g-analogues
des cing classes de polyndmes orthogonaux de Sheffer. L’expression (6.18) des moments
de ces polynémes en termes de permutations pose le probleme combinatoire de trouver
des expressions pour les séries génératrices des permutations selon le nombre d’inversions,
le nombre d’éléments saillants inférieurs droits et certaines statistiques sur les cycles des
permutations. Ces distributions conjointes ne sont pas classiques au sens ou les deux
premiers parametres se calculent sur les permutations exprimées sous forme de mots, alors
que les autres statistiques se calculent sur les permutations écrites comme produit de cycles
disjoints. On considére habituellement des distributions conjointes de statistiques calculées
sur les permutations exprimées selon 'une ou l'autre des écritures, mais pas les deux a la
fois. Mentionnons cependant que I. Gessel et C. Reutenauer [GeRe] ont récemment trouvé
une expression du nombre de permutations ayant une structure cyclique et un ensemble de
descentes fixés, comme produit scalaire de deux caracteres spéciaux du groupe symétrique.
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