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Intégrité de certains produits-quotients de factorielles

PAR
P. A. PICON

Dans ce qui suit, [x] désigne la partie entiére du nombre réel x et {x} =x—[x] sa partie
fractionnaire. On notera Xp+...+xp! pour (x;+ ...+ Xp)!

N

Théoréme.- ( [1] et [2] ). Soit une famille finie de formes linéaires u sur R™ 2
€

coefficients dans N ; alors A (X) = 1;1 u(X)! . ,» €, =% 1, est entier pour tout X de

N", si et seulement si B (X) = % g,[u(X)] est positive ou nulle pour tout X de

[0, I iy B s €n) € désignant le k-iéme vecteur de la base canonique de R™.

Corollaire.-
1.Si B () =0 pourtout k, A (X) estentier dans N" si et seulement si BX) =0

dans [0, 1[™.

T
-B ; ;
2. Si A(X) est entier dans N™, alors A(X) 1 X! ©) st aussi entier dans N
k=1

. .. A X+y! . .
Du 2. on déduit par exemple que le coefficient du bindme _x'—y'L est entier puisque

x +y! lest.
. .. 5x + y! 3y! k-2 K2 4. .
! ! !
Egalement que x! divise X+ 2yl 2x + y! X1y et quexy !V Xy ! divise
B kxl' kxk' d lintéoritd . 't’
: r st montr 1
le nombre de Bourguet Xt X K X ont I'intégrité est montrée ou citée

dans [1].
On dira dans ce cas, que l'on complete A(X) et si B(ey) =0 pour tout k, que A et B
sont complets, pour signifier que A(X) n'est alors divisible par aucune x,!

On peut facilement voir que, pour une fonction B compléte, on a les €quivalences
BX)20BX)<8 «0< B(X) <8 ou & désigne la différence entre le nombre de

factorielles du dénominateur et du numérateur.

Dans tout ce qui suit, les quotients A et les fonctions B seront supposés complets.
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5x + y! 3y!
X +2y! 2x + y! x!2 y!
B(X) =[5x +yl + Byl - [x + 2y] - [2x +]
=2x+y— {5x+y} - {3y} + {x + 2y} + {2x + y} .

cité ci-dessus. Dans [0, 1[2,

I - Considérons A(X) =

Comme B(X) est un entier, dés que 2x +y = 1, B(X) est positif ou nul, car
{5x +y)} + {3y} <2.Pour 2x+y<1, BX)=4x+2y-{5x+y} - {3y} + {x + 2y}
et de la méme fagon, dés que 4x + 2y = 1, B(X) = 0. Il est clair d'autre part, que le
minimum de B(X) est atteintsur x + 2y =1, 2 ou sur 2x +y = 1,2.

(La fonction x — [x] est continue a droite).

B(X) est donc positive ou nulle dans [0, 1[2 puisqu'on vient de voir qu'elle I'est pour

2x+y=>1 et pour x+2y=21.

Le méme procédé peut-étre appliqué pour montrer "sans calcul” l'intégrité de, par
2x! 4y! 4x + 2y!
x12 y1% x+y12 2(x+y)!

exemple,

De plus, on utilise seulement, hors le fait que A(X) soit complet, le nombre de factorielles
du numérateur et non pas leur expression méme ; c'est-a-dire que I'on montre en méme
temps l'intégrité des quotients correspondant aux partages en deux de
S5x+4y : 3x +2y! 2y!, 4x +y! x+3y! etc.

De fagon plus générale on montre facilement par récurrence le résultat suivant :

Propositioh._— u < v signifie u(ey) < v(e,) pour tout k.

Si, pour k(;()l', ces Qs r\(/;(()ﬁlv0+ Vit .oV ol vo(X) =ag xg L+ ap Xy alors
u b e D ! )
. 1 : 1+l est entier.
Bl L e gl ® v (XY .. vq(X)!

u OO gy (X!
a a a
x(!Toox T xt 28 x! "2 gX x!
ol X Xx=x;+..+X,, estentiersi 1k < 1+ a; +2a, +...+ (k-1 a_,

K =2 s Y

Corollaire.-

u (X)! .. u (X!
xlln'l.., xn!"'l Z x! k-n+1

Bourguet pour u(X) =kx; et k=n.

En particulier, est entier et on retrouve le résultat de
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Par exemple, les quotients suivants sont entiers :

6x! 13y! 192!
x!2y!4z!6x+2y+3z!x+3y+4z! 2x + 4y + 62!

9x! 10y! 10z!
x!2y!42!6x+2y+3z!x+3y+z!+2x+y! 3x!

15! 15y! 152!
x12y12212 3 x132Y x133 x153 x!

15x! 15y! 15z!
x!2y12212 23 x1235 x14 3 x!

Ils restent entiers si on change les numérateurs sans augmenter le nombre des factorielles

et de mani€re a ce que la somme des fonctions soit la méme.

m-1

IT - On connait la formule 2, [x + %] = [mx] , pour x réel et m entier positif.
k=0

On en déduit facilement une généralisation

m-1
EO [x + k %:l = [mx] + (m — 12)(n - 1) (D)

pour m, n entiers positifs premiers entre eux.

Cette formule va nous permettre de faire des sommes de translatées de fonctions B.

Dans ce qui suit, P désigne un ensemble fini d'entiers = 2 et premiers deux & deux et
P -1 lensemble formé des nombres de P diminués chacun de 1. On note ©(E) le
produit des nombres de I'ensemble E en convenant que T(p) = 1.

On aalors la :

Proposition.- Les trois expressions suivantes sont entieres pour x20ety=>0,
- Card P-Card E
€g =(-1)

1. [T =® x® nE) % xpy1 @D
EC P

2. I1 n® +y)r® nE) x1 yrn®-D
EC p
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)
3. [T =E® <" 2x!
EC P

(sauf si P est réduit a un seul nombre pair).

Preuve.-
1. On pose b(x, y) = [x + y] — [x] — [y] . Utilisant (1), on voit que :

n-1 -
S ob(x+ oy + ") = oD bory + 1=K Doy + (x)+ 13)
k=1

qui est comprise entre 0 et n—1, ce qui entraine que :

b,(x, y) = [nx] + [ny] - (n = 1) [x + y] = [x] = [y]
est comprise entre 0 et n — 1 aussi. Cela montre 1. pour P = {n}.
Prenons P = {n, m} avec (n,m)=1 et faisons

m — k
m

m-1 k
> b, (x Sy ) qui vaut, d'apres (1),
k=1
[mnx] + [mny] — [mx] — [my] — [nx] — [ny] + [x] + [y] = (m = D)(n - 1) [x +y]
et qui est évidemment positive. La récurrence sur le nombre d'éléments de P est

immédiate.
2. On commence par faire

n-1
2 b(x + 1% y) =nx+y)]-[x+yl-[nx]+[x]-(-1D [yl =c, x,y)=20
k=1

m-1
: 5 k s : 2
On fait ensuite 2 Cq (x + y) et de facon analogue a 1., on obtient le résultat
k=1

annonceé.

3.On fait y = x dans 1. et le carré d'un rationnel étant entier, ce rationnel est entier.

2x! 2y!

Par exemple, pour P = {2}, on obtient — vl x! y!

(Catalan) qui correspond a
1-b (x + 15, y + li) et que 1'on connait déja ; puis

2(x +y) ! x !
x+y!2x!y!

& 1 . o
correspondant a b(x + 3 y) qui semble-t-il n'€tait pas connu.

Pour tous les deux, comme pour le bindme,d = 1.
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Pour P={3,4}, ona:

12x! x! 12y! y!
3x! 4x! 3y! 4yl x + y!©

12x! x! 12y! y! 122! z!
3x! 4x! 3yl 4y! 3yl 4zl x + y13 y + 213 7 4 x13

12(x + y)! x + y! 2x! 4x!
3(x + y)! 4(x + y)! 12x! + x! y!6
entiers.

€t

Pour P =(3,4,5)},

60x! 3x! 4x! 5x!
20x! 15x! 12x! x! 2x!!

) entier.
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