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1.Introduction

Etant donné un alphabet fini ou infini X = {z1,z9,x3,...}, et algebre C[X]
des polynomes commutatifs dans les lettres z;, une grammaire est un ensemble de
regles de réécritures des lettres de Palphabet (substitution rules), c’est- a-dire une
application G de X dans C[X] :

G={r1 — G(x1), w2 — G(x2), z3— G(x3), ...}

Notons que le plus souvent les G(z;) sont des monoémes, mais nous donnerons des
exemples ot ce sont des polynomes. (William Chen [Ch] se place dans un contexte
plus général ou les G(z;) sont ce qu'il appelle des “formal functions”, qui peuvent
étre des séries formelles).

A une grammaire G on associe une dérivation D¢, notée plus simplement D,
qui coincide avec G sur les lettres (D(z;) = G(z;)), s’étend aux mondémes par
application de la regle de Leibniz :

D(uv) = D(u)v + uD(v),

puis s’étend aux polynomes par linéarité. Il est clair que I'opérateur de dérivation
D s’identifie a la somme (finie ou infinie) :

0 0

0
Er +D($2)8—x2 + D(x3) 77—+ -

D= D(.fEl) 61‘3

mais nous utiliserons peu cette notation et lui préférerons la présentation fléechée
de W. Chen, et cela pour deux raisons : d’une part la notation utilisant les dérivées
partielles est lourde quand ’alphabet est infini (et I’apport principal de W. Chen
consiste précisément a étudier des cas de ce type), d’autre part cette notation



exprime un calcul purement formel alors que la grammaire introduit un calcul
combinatoire. Par exemple le calcul formel

Yz—— z3 = 39:2yz

ox

ne reflete qu’imparfaitement le calcul grammatical

zrr — (yz)rxr + x(y2)x + zx(yz)

dans lequel chacune des trois lettres x est tour a tour réécrite yz, (ce qui conduit
d’ailleurs naturellement a une extension d’un tel calcul au cas non commutatif,
mais ce n’est pas notre objectif ici).

Etant données une grammaire G et la dérivation associée D, on s’intéresse a la
suite des polynoémes qui sont les dérivées successives d’'une lettre, par exemple :

r1, D(z1), D(D(z1)), -+ D"(x1),---

et a la série génératrice exponentielle Gen(z1,t) de cette suite :

t2 t"
Gen(zy1,t) =21 + D(x1)t + Dz(xl)g +- 4 D”(:Bl)ﬁ + -

On fait de méme pour chaque lettre x;. Une autre maniere d’introduire ces séries

génératrices est de considérer les fonctions yi(t), y2(t), ys(t),--- solutions du

systeme différentiel

dans lequel D(y;(t)) est la fonction obtenue en remplagant dans le polynéme D(z;)
chaque lettre x; par la fonction y;(t) (et en faisant des produits et des sommes
de fonctions). Dans ces conditions on a, par la régle de Leibniz, I'identité suivante
pour n > 0 :

y™M (1) = D" (i(t)).
Par suite

y™(0) = D™ (y;(0)) = D" (x,),
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ce qui montre que y;(t) n’est autre que Gen(x;,t). Nous ne faisons ici que rappeler
un résultat classique qu’on trouve par exemple dans [BLL| (section 5.2)

On peut aussi introduire, a partir d’'un polynéme p dans les lettres x;, les
polynémes dérivées successifs D™(p) et leur série génératrice Gen(p,t). A ce sujet
nous rappelons (W. Chen [Ch], prop. 3.2 et 3.4) que I'application p — Gen(p,t) est
un homomorphisme de 'algebre différentielle (C'[X], D) sur l'algebre différentielle
(C[[t]], &), en ce sens que

Gen(p,t) = Gen(p, 1)Gen(q, 1),

Gen(D(p),t) = %Gen(p, t).

Notre objectif dans cet article est de présenter sous cet angle un certain nombre
d’exemples de suites de polynomes classiques, qui présentent essentiellement deux
aspects, un aspect proprement “calculatoire”, et un aspect “combinatoire” en tant
que polynomes énumérateurs.

Dans la Combinatoire de naguere, le lien entre les deux aspects s’opérait le plus
souvent par le biais de relations de récurrences sur les suites d’entiers qui sont les
coefficients des polynomes. Ainsi une méme relation de récurrence sur des entiers
s'interprete a la fois comme la traduction d’un calcul formel sur des polynomes
ou des séries, et comme la traduction de dénombrements d’ensembles d’objets
combinatoires.

Cette coincidence des deux traductions apparaissait, et apparait encore parfois,
comme un peu mystérieuse. Aujourd’hui on tend a construire des théories
explicatives. Par exemple quand on fait le lien entre le calcul de I’exponentielle
d’une série formelle et la notion combinatoire de composé partitionnel [F], on
aboutit a une identité telle que

t2 ) $n
_ fiz(o)
exp(xt + —2!) = E ( E x )—!

n>0 o€l,

ou I, désigne I’ensemble des involutions de [n]. La théorie permet de faire I’économie
des coefficients des polynomes, en fait elle fournit 'interprétation combinatoire de
ces coefficients sans qu’il soit besoin de faire appel ni a leur expression (close ou
sommatoire), ni a leur récurrence, ni méme a leur notation.

Cette approche, qui vise a expliciter des liens “fondamentaux” entre calcul et
combinatoire, a été reprise et développée par d’autres écoles, notamment a travers
la théorie des especes de structures de ’école québecquoise [BLL]. On y définit un
ensemble de concepts qui fournissent un cadre explicatif général pour un grand
nombre de cas particuliers déja connus, et permet de formuler des théoremes
généraux.



Notre ambition ici se bornera a dresser une liste d’exemples de grammaires.
Chacune de ces grammaires engendre par dérivations successives une suite de
polynomes. Or on constate que ces polynomes sont énumérateurs sur certains
objets combinatoires. Par exemple ils énumerent certaines structures arborescentes
selon les arétes ou les sommets pondérés par les lettres de I'alphabet. Le lien avec
la grammaire provient de ce que dans tout “prolongement” d’un objet de taille
n — 1 en un objet “dérivé” de taille n, I'insertion du nouveau sommet étiqueté n
se traduit sur le polynome énumérateur des sommets ou arétes par une regle de
réécriture d’une certaine lettre.

En outre cette méme grammaire permet aussi de rendre compte d’un certain
calcul sur les séries formelles. Elle constitue de ce fait un point de jonction
entre combinatoire et calcul qui permet de se passer des coefficients entiers. Nous
nous situons donc bien ici dans la démarche de pensée qui se trouve a l'origine
des théories sur les fondements de la Combinatoire énumérative. Notons a ce
propos que le point de vue “grammatical” des regles de réécritures littérales,
tel qu’il a été présenté par William Chen, est de toute évidence fortement relié
aux concepts d’ “arborescence enrichie” et d’“éclosion combinatoire” introduits par
I’école québecquoise (cf. [BLL]). Cependant nous ne chercherons pas ici a faire
le lien avec cette théorie générale, notre ambition n’étant que de fournir nombre
d’exemples qui plaident en faveur du “point de vue grammatical”, exemples souvent
peu connus, et nouveaux pour certains.

Nous distinguerons deux parties dans notre exposé, selon que ’alphabet de base
est fini ou infini.

2. Exemples ou ’alphabet X est fini

2.1. Polynoémes eulériens. — Etant donnée une permutation o de [n], une
aréte de cycle est un couple (i,0(7)). C’est une montée de cycle si i < o(i), une
descente de cycle si i > (i), une boucle si i = o(i).

Commencons par le polynome énumérateur des permutations circulaires (pour
n > 2) selon les montées et descentes de cycles :

Aulwy) = 3 2@y,
oceCy

Par exemple on a, pour n = 3, deux éléments de C5. A o = (123) correspond le
monodme z2y, et & o = (132) correspond le mondome zy?, d’on As(x,y) = 2%y +xy>.
Pour passer de A, _1(x,y) & A,(x,y), on observe qu'une insertion de n dans le
cycle d’'une permutation circulaire 7 de [n — 1] correspond au choix d’une aréte
(i,7(7)) (montée ou descente) de 7, puis au remplacement de celle-ci par une



montée (i,n) et une descente (n,d(:)) pour o. Sur le polynéme énumérateur cela
revient a réécrire 'une des lettres = ou y du monéme selon la grammaire

G={zx—-uzy, y— zy}
En considérant toutes les insertions possibles, on obtient :
An(m7y) = DAn—l(J;?y)a

ol D est la dérivation associée a cette grammaire. Voici les premieres valeurs des
polynémes eulériens (donnés ici sous leur forme homogene et symétrique) :

Ai(z,y,2) = 2
As(z,y) = 2y
As(z,y) = 2%y + 2y’
Ay(z,y) = 2y + 42?y® + zy°
As(z,y) = zty + 112%y? + 11223 + oy

Nous avons écrit A1 i z) = z car dans le cas n = 1 on a une boucle, et en fait la
s I )
grammaire que nous avons utilisée est

G={r—>uzy, y—uxy, =z—ay}

2.2 Polynoémes de Roselle

La grammaire précédente doit étre complétée si I’on veut obtenir le polyndéme
énumérateur de ’ensemble des permutations selon les trois statistiques : montées,
descentes, boucles. Considérons la grammaire suivante :

G={r—uzy, y—uzy, z-—zy, e— ez},

Initialisons en e et en dérivons selon I'opérateur D associé a cette grammaire. Les
polynémes FE,(z,y,z) = D™(e) ont pour premiéres valeurs :

Eo(r,y,2) =

By (x,y, )—62

Es(x,y,2) = e(zy + 2%)

Bs(z,y,2) = e(z?y + xy? +3xyz+z)

Ey(z,y,2) = e(x3y + T2%y? + 2y® + 42yz + 4oy’ 2 + 6zy2® + 2%)
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Il est clair que

En(x7y’2) — e Z xmc(a)ydc(a)zb(a)'
oES,

Dans cette écriture, la lettre e désigne la place vide destinée a étre a la fois occupée
par la boucle (n,n) (en cas d’insertion de ce type) et reconduite (dans la méme
hypothese), d’ot e — ez. Notons que les polynémes FE,,(x,y,0), qui énumerent les
dérangements selon les montées et descentes de cycles, ont été étudiés par Roselle
[Ro]. Par ailleurs posons :

B) =Y Falry )t et A= Aury)

n>0 n>1

La théorie du composé partitionnel fournit immédiatement 1’identité
E(t) = exp(A(1)).

Mais nous pouvions également obtenir ce résultat en observant que E(t) =
1Gen(e,t), dout

E'(t) = LGen(ez,t) = éGen(e,t)Gen(z,t) — BWA(1).

e

2.3. Arborescences croissantes de type (0,1,2) (ou arbres d’André)

Soit f une application de {2,3,...n} dans {1,2,...n — 1} qui satisfait les deux
conditions suivantes :

(C1) pour tout i € {2,3,...n}, f(i) < i;

(C2) pour tout j € {1,2,...n — 1}, 0 < card(f~1(j)) < 2.

On trace une aréte orientée croissante j — ¢ chaque fois que 7 est antécédent
de j (f(i) = j), et on obtient ainsi un arbre E qu’on appelle un arbre d’André,
d’apres [FS]. C’est une arborescence dont les sommets sont {1,2,3,...n}, dont les
n — 1 arétes sont croissantes, et tel que chaque sommet possede 0, 1 ou 2 fils. 11
est clair que la donnée de ’arbre d’André E est équivalente a celle de f vérifiant
(C1) et (C2). On désigne par E,, 'ensemble des arbres d’André E de taille n, et on
considere le polynéme énumérateur

Ep(z,y)= Y  aEyun®)
ECE,

ou ext(F) désigne le nombre d’extrémités de E, c’est-a-dire de sommets sans fils, et
un(FE) le nombre de sommets unaires, c’est-a-dire ayant un seul fils (on ne met pas
de lettre z pour les sommets binaires, sauf si 'on veut homogénéiser le polynoéme).
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Pour passer d'un arbre E de taille n — 1 a un arbre F' de taille n, il faut choisir
une extrémité e ou un sommet unaire u de E et faire e — n ou uv — n. Dans le
premier cas, on remplace une lettre x par xy, dans le second cas on remplace une
lettre y par x (puisqu’on ne compte pas le sommet binaire créé, mais seulement
Iextrémité créée). Par suite

E,(z,y) = DE,_1(x,y), avec G={r —uzy, y-—x}

Voici les premiéres valeurs des polynomes d’André E,,(z,y) :

Ey(z,y) ==z

Ea(z,y) = zy

Bs(z,y) = zy° + 2°

Ey(z,y) = zy° + 42y
Es(z,y) = zy* + 1122y + 4z

Montrons que E,(1,1) est le n—iéme nombre d’Euler (sécant ou tangent). Posons
tn
Y(t)=Gen(y,t) =y + En(z,y) -
n>1

On a, d’apres 'homomorphisme d’algebres différentielles rappelé dans I'introduc-
tion :

I
Q

en

Y'(2)
Y// (t)

(z,t)
Gen(zy,t)
(
)

en(x,t)Gen(y,t)

I
< @

(Y (1),

d’ou Y"(x,y;t) = Y(x,y;t)Y (z,y : t), avec Y(x,y;0) = y et Y'(z,y;0) = =z.
On peut intégrer cette équation générale, mais nous nous intéressons plus
particulierement au cas ou x = y = 1, et il est bien connu qu’alors la solution de
cette équation est

1
Y(1,1;1) = — +tgt

d’ot le résultat classique [F'S].
2.4. Arbres binaires croissants.. — Un arbre binaire croissant A de taille n

est un couple A = (E, ), ou E est un arbre d’André de taille n et ¢ une application
de lensemble des n — 1 arétes de I’arbre dans I’ensemble “gauche-droite” {g,d},
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avec pour seule restriction que les deux arétes issues d'un sommet binaire sont
I’'une, gauche, et I'autre, droite.

L’aréte issue d’un sommet unaire elle étant soit gauche, soit droite, il existe non
pas un, mais deux prolongements d’une extrémité e en une aréte e — n, tandis
qu’il existe toujours un seul prolongement d’'un sommet unaire v en une aréte
u — n (cette nouvelle aréte sera gauche si la premiere aréte issue de u était droite,
et inversement). Par conséquent, si

Pn(x,y) — Z xemt(A)yun(A)
AcA,

est le polynome énumérateur des arbres binaires croissants selon les mémes
parametres, on a

P, (z,y) = D"(y), avec G ={r —2xy, y—x}, soit:

Pi(z,y) =z

Py(z,y) = 2xy

Ps(z,y) = 4xy® + 222

Py(z,y) = 8xy® + 1622y

Ps(z,y) = 162y* + 882%y? + 1623

Notons que si ’on homogénéise les polyndémes en prenant les n sommets :

En(x7yv Z) = Z $ext(E)yun(E)Zbin(E),
EcE,

Pn (.I, Y, Z) — Z mext(A)yun(A)Zbin(A)
AcA,,

il est clair qu'alors P,(z,y,2) = E,(z,2y,2z). En outre il existe une bijection
classique entre arbres binaires croissants et permutations, consistant intuitivement
a projeter sur ’axe horizontal les sommets de I’arbre pour obtenir un ordre linéaire
définissant la permutation. Cette bijection fait correspondre aux sommets binaires
de larbre les creuz du mot de la permutation (o(i — 1) > o(i) < o(i + 1), d’ou
I'interprétation combinatoire de P, (1,1, z) comme énumérateurs des creux sur les
permutations.

3. Exemples de grammaires ou 1’alphabet X est infini



3.1. Grammaire de Faa di Bruno et polynémes de Bell. —
Ce paragraphe est essentiellement di a Chen [Ch]. Sur lalphabet X =
{z1,22,23,...,90,Y1,Y2,Y3, - ..} on définit la grammaire de Faa di Bruno comme

G={x1 > 13, T3 — T3, T3—Tq...

Yo — Y11, Y1 — Y2x1, Y2 — YsTi.. }

On considere la suite D™ (yo) associée :

Do(yo) =Yo

Dl(?/o) =y

D*(yo) = y1@2 + Yo}

D*(yo) = 1h@3 + y2(3x122) + Y327

D*(yo) = y174 + Y2 (47133 + 373) + y3(62522) + yaz]

Ces polynomes ont deux interprétations fondamentales : calculatoire et combina-
toire.

Sur le plan du calcul il s’agit de la composition de deux séries génératrices
exponentielles, ou, ce qui revient au méme, du calcul des dérivées successives d’'une
fonction de fonction. Soient

o . t2 tn
x()—iﬁ +$25+"'+$na+"'

x? "
y(:z;):yo+y1x+y2§+---+ynm+---

deux séries. Comme la premiere est sans terme constant, il est possible de la
substituer a la variable de la seconde. On considere donc

t)2 )"
w0y, 20

y(x(t)) = yo + y12(t) + y2

et en développant y(z(t)) selon les puissances croissantes de ¢, on obtient

précisément :
N N
y(x(t)) = yo + yriz1t + (y1z2 + Z/z%)g + (123 + y2(3z122) + ysxl)g
[ o !

En effet, notons x(®)(¢), puis plus simplement x(t), la dérivée k—ieme de x(t).
De méme, notons y*)(z(t)), puis plus simplement y(t), la fonction obtenue en
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substituant z(t) & = dans y*)(z). On a alors les dérivées successives :
—y(x(t) =y (x(t)2’(t) = y1 ()1 (t)

—y(() =y ()" (1) + ¢ ()2 () = y1(B)wa() + ya(B)(¢)

—3y(@(t) = y1(D)73(t) + y2(t) Brr (H)22 (1)) + ys(t)73(2)

Il est clair que

d%xk(t) = r11(t),
%yk(t) = %y(k)(ﬂf(t)) = y" T (2(1) - 2/ () = Y ()21 (2).

Par suite
" .
¥ (t)) = D" (yo(t))
d’ou le résultat en prenant ¢t = 0.

Pour l'interprétation combinatoire, on introduit ’ensemble II,, des partitions m
de [n]. Etant donnée une partition 7 de [n], on note b;(7) le nombre de blocs de 7
de cardinal i, et b(m) = by(m) + ba(m) + -+ - + by () le nombre total de ses blocs.
Alors on a:

n by (m ba (7 T
D" (yo) = Z Yb(r) L1 ( );1;2( )"'xlr)z"( )
mell,

Ezemple.— Voici, pour n = 3, les cinq partitions 7 suivies de leurs monomes
respectifs m(m) entre parentheses :

[123/(y1w3)  /1/23/(yem1z2) /2/13/(y27122)
/3/12/ (yam122)  /1/2/3/(ysa3)

Démonstration.— Si 7 est une partition de [n] et 7 la partition de [n — 1] obtenue
en supprimant n de son bloc dans 7, on dit que 7 est la restriction de 7 et que w
est un prolongement de 7. Comparons alors m(w) et m(m). Si l’on prolonge 7 en 7
en insérant n dans un bloc de cardinal ¢ de 7, alors il suffit de remplacer une lettre
x; de m(7) par x;41 pour obtenir m(m). Mais si ’on prolonge 7 en 7 en créant un
nouveau bloc {n} alors, en posant k = b(7), il faut remplacer la lettre y; de m(7)
par yi+121 pour obtenir m(w). Par suite

D(m(x)) = ) m(r),
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ol la somme est étendue a tous les prolongements 7 de 7. En prenant toutes les 7,
chaque 7 est obtenue une fois, comme prolongement de sa restriction :

D( 3 m(ﬁ)) =3 m),

mell, 1 well,

d’ou le résultat par induction sur n.
Rappelons pour conclure qu’on note souvent

D"(yo) = Y ykBn,k(z1,22,...,2),

1<k<n
les B, j, s’appelant les polynomes de Bell. En prenant tous les y; égaux a 1, on
obtient la fonction génératrice bien connue :

n

exp(x(t)) = Z( Z Bn,k(xl,xz,...,xn))—

n!
n>0 1<k<n

3.2. Grammaire de Polya et et polynémes indicateurs de cycles
Appelons grammaire de Polya la grammaire suivante :
G:{.’L'l—>$2, x2—>2x3, .’L'3—>3l’4...

Yo — Y1T1, Y1 — Y21, Y2 — Y3Ti...}

On considere la suite D™ (yo) associée :

Les polynomes obtenus sont les polynomes indicateurs de cycles des permutations,
étudiés par Polya. Plus précisément, soit o une permutation de [n], ¢;(o) le nombre
de cycles de o de longueur i, et ¢(o) le nombre total de ses cycles. Alors on a :

Dn(yo) — Z yc(g)xil(a)l'?(a) . 'JJ%"(U).
o-€§7l

La démonstration est la méme que pour les partitions, a cela pres qu’il y a, non
pas une, mais ¢ manieres de prolonger une & en une ¢ en insérant n dans un cycle
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de longueur i de &, et qu’il faut donc remplacer une lettre x; de m(a) par iz; 1
pour obtenir la somme de tous les m(o) correspondant a ces prolongements.

3.3. — Equation y’ = f(y) et polyndme des degrés des sommets d’une
arborescence croissante

Dans ce paragraphe, on considere la grammaire suivante :
G ={x9 — 170, T1 — T2To, T2 — T3Tg, T3 — T4To, ...}

Les dérivées successives de xg sont alors :

D(z0) = o

DY (z0) = zo11

D?(x0) = o2 + 221,

D?(x0) = zoxs + 4aix 20 + To13

D*(xg) = woxt + 1adeiey +daded + Tadeixs + 2fzy

Pour cet exemple aussi nous allons dégager une interprétation calculatoire et une
interprétation combinatoire.
Etant donnée la série exponentielle
2 tn

f(t):xo-l—aslt-i-xga-l—----l-xna-l----,

on cherche la solution de I’équation différentielle

y' = fly),  y(0)=0.

y? y"
y/Zxo+$1y+$2§+"'+iﬂkzg+'”y y(0) = 0.

Alors cette solution est donnée par la série
t2 2 2 t3 1 "
y:$0t+$0$1§+(:coa:1+a:0x2)§+~~+D (xo)ﬁ—'—""

ou D est la dérivation associée a la grammaire ci-dessus.
En effet, dérivons I’égalité y/(t) = f(y(t)). Notons fi(t) la fonction f*)(y(t)),
c’est-a-dire la fonction obtenue en substituant y(¢) & y dans f*)(y). On a donc

y'(t) = f(y(t)) = fo(t). En outre,

fi(t) = %f(k)(y(t)) = frr1 Y (t) = fira () fo(t) (k= 0).
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Or ¢/ (t) = fo(t). Par induction sur n, on en déduit que y™ (t) = D™~ 1(fy(t)), d’otr
le résultat en portant ¢ = 0, puisque fo(0) = f(y(0)) = f(0) = xg.

Nous en venons a présent a 'interprétation combinatoire. A une application f
de {1,2,...,n} dans {0,1,2,...,n — 1} telle que pour tout i, f(i) < i correspond
I’arborescence croissante obtenue en tracant une aréte orientée croissante j — i
chaque fois que i est antécédent de j (f(i) = 7). Contrairement au cas des arbres
d’André, la multiplicité d’'un sommet, c¢’est-a-dire le nombre de ses fils, n’est pas
bornée (elle est, pour une arborescence de taille n, comprise entre 0 et n). On
désigne par m;(F’) le nombre de sommets de F' de multiplicité égale a i. Dans ces
conditions, si ’on pose

E,(xg,21,...2,) = Z xglo(F)x;nl(F)_”szn(F)

FeF,

alors ce polynéome n’est autre que le polynéme D"(xg) ci-dessus. En effet, on
prolonge un arbre G de taille n — 1 en un arbre F' de taille n en créant une aréte
s — n a partir d'un sommet quelconque s de GG. Si ce sommet s est de multiplicité
t dans G, il est représenté dans le monome de G par la lettre x;, qu’il faut donc
remplacer par x;,12o pour obtenir le monéme de F'.

On trouve une autre démonstration, basée essentiellement sur un composé
partitionnel, dans [BLL], section 5 : on supprime le sommet 0 et ses arétes, on
obtient alors une partition de [n] en blocs, et un arbre sur chaque bloc. Si y est
la série énumératrice complete, le coefficient de % dans le développement de xk%—?
est le polynome énumérateur des arbres de taille n dans lesquels le sommet 0 est
de multiplicité k. En sommant sur k£, on trouve 1’égalité entre développements de

fly) et de y/.

Remarquons que les exemples considérés plus haut en 2.1 et 2.3 s’obtiennent
comme cas particuliers. D’une part, on retrouve les polynémes eulériens en faisant
T1 =T =T3 =" """

En(anxlaxlamlv o ) = An(x(bxl)a

d’autre part on retrouve les arbres d’André en interdisant les multiplicités > 3 :
les polynomes d’André homogenes

En(x07$1;$270707 te ) = En($07$17x2)

ont donc pour fonction génératrice la solution de I’équation de Ricatti générale

2

Yy =0+ 119y —l—xg%«
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3.4. Equation y = f(xy), grammaire de Lagrange, polynéme des degrés
des sommets d’une arborescence, ou des poids d’une fonction de parking
Etant donnée une série formelle de type exponentiel :

f(z) = ap + a1 + aex® /2! + - + apx™ /n! + - -,

on considere la solution y de ’équation y = f(zy) :

(1) y = ag + arxy + as(xy)? /2! + - + @, (zy)" /0! + - - -

Cette équation implicite définit une série formelle y unique, comme le montre
I’algorithme naturel suivant :

y=ag+---
y=ap+ax(ap+ ) = ap + aparx + - - -

y = ag + ar1x(ag + agarx + - --) + as(x(ag + )% /2 + - -
y = ag + aparx + (2apai + agaz) x? /2! + - -

y = ag + apar1x + (2a9a? + a%ag) 2 /20 4.
+ Py(ag,a1,...,a,)x" /nl+---

ou il apparait clairement, par récurrence sur n, que le coefficient de z™/n! est
un polynéme P,, homogene de degré n + 1 dans les lettres ag, a1, --- a,. Nous
n’expliciterons pas davantage cet algorithme de type “recherche du point fixe”, car
le calcul des polynémes P,, se complique tres vite.

Notre objectif est de trouver une grammaire G sur ’alphabet des a; telle que
P, n — D (P n—1)7

ce qui donnera une récurrence beaucoup plus simple.

Pour cela, nous allons utiliser l'interprétation combinatoire des polynomes
P, qui est classique (plus précisément, elle dérive immédiatement des classiques
interprétations combinatoires de la formule d’inversion de Lagrange, cf. par exemple
[BLL)).

Soit A une arborescence de racine 0 et de n arétes, construite sur les n + 1
sommets {0,1,2,...,n} (c’est-a-dire un arbre de Cayley enraciné en 0). On note
A,, I'ensemble de ces arborescences.

Tout sommet i de A (0 < i < n) possede un degré d; (degré sortant), qui est le
nombre d’arétes issues de i. A 'arborescence A, on associe le monéme m(A) défini
par

m(A) = Q4,a4d,ad, *** Qq, -

n
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Ezxemple.— Soit n = 9. Considérons ’arborescence A suivante :

0
N
3 9
! SN
6 1 4 7
SN !
2 5 8

Il est clair que dyp = 2,dy =0,ds =0,d3 =1, ..., dg = 3. Par suite,
m(A) = agapapaiapapazaiapas = aga%agag.

Dans m(A), la puissance de ag est le nombre de sommets pendants, la puissance
de ay est le nombre de sommets ayant un fils, etc. On a alors

AcA,

Rappelons rapidement la démonstration de ce résultat. Posons :

On a alors

n>0 A€ A, ;do=k

En effet, une arborescence telle que dy = k se construit a partir d’une partition de
[n] en k blocs et d’une arborescence sur chacun de ces blocs, & quoi I'on ajoute le
sommet 0 et les k arétes reliant 0 aux racines respectives des k arborescences.

En sommant sur k, on en déduit que y satisfait 1’équation fonctionnelle

y = f(zy).
A partir de linterprétation combinatoire, nous allons montrer que y est
également 1'unique solution de I’équation

(2) y' =yDi(y), y(0)=ao,
ou D est 'opérateur différentiel associé a la grammaire d’augmentation

{ap = a1, a1 —az, ..., a;— ai41, ...}
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Il est équivalent de montrer que la suite P, satisfait la récurrence de type
binomial :

-~ n
(3) Pop1=) (k> Dy(Py)Pu_r,  Py=ao.
k=0

Nous appelons arborescence augmentée (A,p —) le couple formé d’une
arborescence A et d’une aréte pendante (p —) issue de I'un de ses sommets p
(pendante en ce sens qu’elle n’aboutit pas a un sommet étiqueté). Par suite, le
degré d, augmente de 1 quand on passe a I’arborescence augmentée. En considérant
tous les choix possibles de p, puis I’ensemble A ._. de toutes les arborescences
augmentées possédant (k + 1) sommets et (k 4 1) arétes (dont une pendante), on
a:

D+(m(A)) = Zm(A7p _>)7 D-l—(Pk) = Z m(A,p _>)
P (Ap—)EA,. —

A présent, on partitionne de maniere unique une arborescence A de A, 11 en
deux composantes comme suit : on désigne par p le pere du sommet 1, par C' la
sous-arborescence de A de racine 1, et par (B, p —) 'arborescence augmentée qui
est le complémentaire de C' dans A, de sorte qu’on a

m(A) = m(B,p —)m(C).

Réciproquement, on choisit dans ’ensemble {2,3,...,n 4+ 1} les n — k sommets
qui seront les descendants de 1 , on leur ajoute 1 et on construit une arborescence
C de racine 1 et de n — k arétes sur l’ensemble obtenu. Puis sur ’ensemble
complémentaire dans [0, + 1] on construit une arborescence augmentée (B,p —)
de racine 0 et de (k + 1) arétes (dont une pendante). En réunissant les deux, on
obtient une arborescence A de A, ;1.

En sommant sur k, on déduit la récurrence de type binomial (3). Cette récurrence
représente un premier progres dans la simplification des calculs (par rapport a
I’algorithme du point fixe).

Nous allons a présent trouver une grammaire engendrant ces polynomes. A cet
effet, nous définissons une suite de fonctions (y,) par la récurrence

vo=v v1=Dr(y), - Yn=Di(Yn-1)

L’opérateur différentiel D, opérant sur les variables a;, il commute avec la
dérivation ordinaire par rapport a x, on a donc

Yo =yov1, Yy =Di(o)=D+(yoy1)=voy2+vi, - Yo=Di(yh_1).
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On voit que y,, est un polynéme dans les yo, Y1, ... Ynt+1, plus précisément, c’est,
d’apres la formule de Leibniz :

n - n
Yn = D (yoy1) = Z (k) YkYp+1—k-

k=0

A présent nous définissons comme suit la grammaire de Lagrange sur I’alphabet
des a; :

2
G ={ap — apa1, a1 — Dy(apa1) = apaz +aj,...

" n
Ap — Di(aoal) = Z (k‘) AQn4+1—Fky - - .},

k=0

et notons D l'opérateur différentiel associé a cette grammaire autrement dit

D = (apa1)0/dag + (apaz + a3)d/day + - - - + (Z <Z) akan+1_k>8/8an + -
k=0

Nous allons montrer que G est bien la grammaire que nous recherchons, en ce sens
quon a :

Pn = D”(ag).

Pour cela, faisons opérer la grammaire de Lagrange sur les y; (& la place des
a;), et vérifions que le calcul des dérivées successives de yy en fonction des y;
coincide avec le calcul selon la grammaire G des dérivées successives de yo quand
on considere ces dérivées comme des polynomes dans les y;, autrement dit :

y" =Dy, dott 4™ = D™ (o).

La vérification est immédiate : on a bien y), = yoy1 = D(yo), dou
Yo = youi + yYoy1 = YoD+(yoy1) + (yoy1)y1 = D*(yo), et ainsi de suite d’apres
lidentité y; = D’ (yoy:) montrée ci-dessus.

En portant x = 0 dans cette identité, et en tenant compte de y,,(0) = a,, on
déduit

y™(0) = P, = D"(ao) []
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Les premieres valeurs sont :

Py = ag
Py = apay
Py, = (aoa1)i(aoa1) + (apasz + a%)i(aoal)
dag daq
= 2apa® + ajay
P3 = (aoal)i(Pz) + (aoaz + a%)i(ﬁ) + (aoas + 3a1a2)i(P2)
dap day Oas

= (aoal)(Za% + 2apaq) + (apas + a?)(llaoal) + (apas + 3a1a2)(a(2))

= 6a0a‘;’ + 9(1%(11@2 + a%ag

On trouve ensuite :
Py = 24apaf + 72a3aias + 16agaraz + 12a3a3 + agas, etc.

Donnons encore une interprétation (ou une preuve) combinatoire du résultat. P,
désigne a présent le polynome énumérateur, et nous allons montrer la récurrence :

Pn :D(an—l)a PO = ag-.

Soit A un élément de A,. On définit sa restriction A, élément de A,,_1, de la
maniere suivante (on désigne par i le pére de n) :

e si d, = 0, le sommet n est pendant, on le supprime ainsi que l'aréte qui
conduit de ¢ a n.

e si d, > 0, on supprime n et ses fils deviennent fils de i. Dans 'exemple
ci-dessus, 1, 4 et 7 deviennent fils de 0, donc A est ’arborescence

10
LN
3 4 7
! !
6 8
SN
2 5

Réciproquement, soit B un élément de A,,_;. Pour prolonger B en une arborescence
A élément de A, telle que B = A, on doit :

- choisir un sommet 7 de B qui devient le pere de n dans A.

- choisir une partie K (éventuellement vide) de ’ensemble des fils de i dans B qui
deviennent les fils de n dans A, les autres restant fils de 7.
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Supposons que i possede p fils, donc il correspond dans m(B) & une occurrence
de la lettre a,. Si I'on choisit K de cardinal k, ce qui peut se faire de (z) manieres,
alors dans A le nouveau sommet n possede k fils et le sommet i possede (p — k + 1)
fils, le monéme m(A) se déduit donc de m(B) en remplacant une lettre a, par un
produit aja,—r+1. L’ensemble des prolongements possibles du sommet ¢ de degré
p correspond donc sur la lettre qui le représente a la regle de substitution de la
grammaire G :

n
p
ap — I;O <l€> ArQp1—k-

En considérant ’ensemble des sommets ¢ possibles dans B, on en déduit que
D(m(B)) est la somme des monémes m(A), pour A prolongeant B. En sommant
sur toutes les arborescences on obtient la récurrence caractérisant les polynomes
P,,, la condition initiale Py = ag se vérifiant immédiatement sur 1’arborescence
réduite au sommet 0, et aussi P; = agaq sur 'arbre 0 — 1.

Exemple.— L’arborescence A ci-dessus a pour monéme m(A) = aja2azay. Pour
retrouver l'arborescence A il faut choisir le sommet 0, pour lequel p = 4, puis la
partie K = {1,4,7} de cardinal k = 3, ce qui revient a substituer a a4 le produit
asasg, ce qui redonne bien m(A).

Signalons encore une autre interprétation combinatoire des polynomes P,, en
termes de fonctions de parking. Rappelons [FR] [Fr|] qu’une application ¢ de [n]

dans [n] est appelée fonction de parking s’il existe une permutation o de S, la
majorant :

Vieln], @) <o(i)

On considere ¢ comme un mot de longueur n sur 'alphabet {0,1,2,...,n} :

v =p(1)p(2) - p(n).

Soit 0 < j < m. On note d; la multiplicité de j dans ¢, c’est-a-dire le nombre
d’occurrences de 'entier j dans le mot ¢, et on fait correspondre a ¢ le monoéme
dans les a; obtenu comme suit :

w(SO) = Qd,0d, Qdy ** - Qd,, -

Dans w(p), la puissance de ag est le nombre d’entiers de {0,1,2,...,n} qui
n’apparaissent pas dans ¢, la puissance de a; est le nombre d’entiers qui
apparaissent une fois, etc. Comme la O—ieme ligne du graphe cartésien de ¢
est toujours vide, dy = 0, et w(y) contient toujours la lettre ag.
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Exemple.— n = 8, ¢ = 14114218, w(yp) = apasa1a0a2a0a0a0a1 = a3a3a2ay.

Dans ces conditions, on désigne par ®,, I’ensemble des fonctions de parking de
longueur n, et on a :

pedy

Une preuve repose sur la bijection suivante (qui est I'une de celles existantes
[Fr]) entre A, et ®,. Soit A un élément de A,,. Les fils de chaque sommet sont
rangés de gauche a droite dans l'ordre croissant. En outre, on définit les positions
des sommets de 1 & n + 1 quand on décrit 'arbre dans l'ordre préfixe (depth first)
en partant de la racine : 0 est en position 1, puis le plus petit fils de 0 est en
position 2, etc., le dernier sommet atteint est un sommet pendant en position n+ 1.
La fonction pos est donc une bijection de {0,1,2,...,n} sur [n + 1].

On définit alors ¢(i) comme la position du pére de i (pour 1 < i <n):

@(i) = pos(pere(i)).

Il est clair que ¢ est une fonction de parking, car pour trouver la permutation
majorante il suffit de poser o (i) = pos(i) — 1, et on a bien ¢(i) < o(i). On montre
également que cette transformation A — ¢ est une bijection. En outre, il est clair
qu’on a ’égalité m(A) = w(p), d’ou le résultat.

Ezemple.— Soit n = 9. Si A est I'arbre pris en exemple dans le paragraphe 2,
alors o = 631632681 lui correspond par cette bijection, et ¢ = 631742895. On a
w(p) =m(A) = agajadas.

Remarque.— Lorsqu’on considere 1’équation fonctionnelle y = f(xy) dans le cas
ou f est une série génératrice ordinaire (et non exponentielle), la solution est le
langage de Lukasiewicz (cf. par exemple [Col). Les interprétations combinatoires
sont analogues, on peut considérer les arborescences ordonnées d’une part (ou “de
Catalan”, dans lesquelles on impose par exemple que les fils de chaque sommet
sont rangés dans l'ordre croissant quand on tourne dans le sens trigonométrique),
les fonctions de parking croissantes d’autre part (c’est-a-dire les fonctions sous-
excédantes croissantes), et reprendre les mémes statistiques.

Le langage de Lukasiewicz est évidemment lié aux polynoémes P,. Mais ses
propriétés relevent essentiellement de la combinatoire algébrique du monoide
libre (factorisations de mots), il ne semble pas directement définissable par une
grammaire et un opérateur différentiel, sauf a faire le détour par nos polynomes

P,.
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