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UBER DIE g-LAGRANGE INVERSION
von

Peter PAULE

Die folgende Betrachtung der Lagrange Inversion liefert
elementare Zusammenhinge bisher weitgehend vereinzelter g-Analoga
der Lagrange-Inversionsformeln von Andrews [1], Krattenthaler
(beinhaltet die klassischen F4lle von Carlitz und Jackson [2])
[5], und Garsia [3]. (Einen ausgezeichneten Uberblick iiber
dieses Gebiet bietet [4].)

Gegeben sei eine formale Potenzreihe (f.P.R.) f(x) (iiber cC).

Gewlinscht sind explizite Formeln fiir die Koeffizienten <, der

Darstellung
o c
ap f(x) = f(O)-FkE1 [K]1 gk(X),
wobei K
gk(x) = EfTET' ak(x) eine f.P.R. mit ak(o)= 1.

Auf dem Korper der formalen Laurentreihen (f.L.R.) ilber € seien

folgende (lineare) Operatoren definiert:

g-Differentiationsoperator D: (Df)(x):=f'(x)==f( x)—f(x)’

(g-1)x
Residuumfunktional M: M f(x) = Koeffizient von x_1 in f(x),
L-Funktional: L f(x) =Koeffizient von x° in f(x).
"
Dann gilt fiir hn(x) = E;T§T' Bn(x) eine f.P.R. mit Bn(o)==1 -

- ansonsten beliebig - und

n-1 Cp gé(x))
h_ (x)
n

R(h (x)) = = M(
n k=1 [k]!
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=17t mEEL) — [n-1]1 R(B(0))

(2} n h (x)
n
(3) = 20" £ (x) B (%) - [n-1]IR(B (x)) (1.version)
vl # - Bﬁ(x)
(4) =49 LD f(gx) Bn(X) (1"—;— m) = [n—1}!R(hn(X)) :

H (2. Version)

(3) und (4) ergeben nach geeigneten Voraussetzungen Uber

gk(x) und hn(x) im Limes g » 1 die klassischen Inversionsformeln.

(In diesem Fall wird R(hn(x)):=0.)

Analog zu oben erhdlt man aus (1) fur

n+1
hn+1(x) = giTET' Bn(x) f.P.R. mit Bn(o)::1 - ansonsten beliebig -:
n-1 ¢ g, (x)
(5) e =[n]t mEEELD) — [n]r s ko mE—my)
n+1 k=0 [k]! n+1
n-1 ¢ g, (x)
(6) =1D" f(x)p_(x) - [n]! ) s M(h ks (x)) (3. Version)
" k=0 [k]! n+1

A) Anwendung der Cramerschen Regel auf (3) liefert sofort

eine Verallgemeinerung des g-Analogons von Andrews [1], ndmlich

n-1

(7) c, = LD f'(x) Bn(x),
wobei
2 n-1

B, (X), X B_q(x)s X B_p (%), ;X B, (%)

"n,n-1" 1 ' e ! ¥ ©
Bn(x) = {*n,n-2, "n-1,n-2’ i ! ! &

1

Mh, 17 Wyt 17 Mhe2,1 ’ 1

mit
g, (x)
H = M ( L |
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B) Aus der Tatsache

-1 Ba(X) oy (x) n-k-1 Bp(xX) ap(x)
a0 o (g " nlto
k k-

L (x)
[n-k] M(————a [x]ro™ oy (X) a, (qx)

kann man sehr einfach hinreichende Bedingungen fiir

k(x)

‘h €3

) =0 (1 <k <n)

angeben, woraus sich folgender Satz ergibt, der im wesentlichen

von Krattenthaler [5] stammt:

Satz: Gegeben seien f.P.R. f(x), @a(x), Wq(x) mit @u(o)=#0,

¥ (o) #0,
o
o' (x) o ¥'(x)
1 e = 3(x) und L—_% ___ - y(x) fir alle a € R .
[a] ¢ (%) [a] ¥, (ax)

Dann gilt fiir

> Ck xk
f(x) = I (a,b,x,u€ IR)

k=0 [k]! %ken(3X) ¥y, (BX)

(aD) v (gbD)

_ n+A n+y n-1 ,
(8) B = L f£(D) @A(aD) WU(bD) ¢A(aD) Wu(qu) X (1. Version)
= n a - a -
(9) = LD f(x) ¢n+A(qX) v, (abx) (1 X ®(=x) - bxV¥(bx) +
b 2 a
1-q" ™" 22 %% 6(2x) y(bx)).
( q ) q (q v (
(2. Version)
C) Garsias gq-Analogon - vgl. etwa (6.8) in [?] - erhdlt man
X
aus (5) mit dem unbestimmten Ansatz (um M(HgkiTgﬁ = 0 zu erreichen)
n+1
g (x)
_ n+1 . . NP _
hn+1(X) = e I (x) eine f.P.R. mit V¥ (0)
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