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UBER DIE q-LAGRANGE INVERSION

von

Peter PAULE

Die folgende Betrachtung der Lagrange Inversion liefert

elementare Zusanunenhange bisher weitgehend vereinzelter q-Analoga
der Lagrange-Inversionsformeln von Andrews [ij, Krattenthaler
(beinhaltet die klassischen Falle von Carlitz und Jackson [2])

, und Garsia [3] . (Einen ausgezeichneten Uberblick uber
dieses Gebiet bietet [4].)

Gegeben sei eine formale Potenzreihe (f. P. R. ) f(x)(uber C).
Gewunscht sind explizite Formeln fur die Koeffizienten c der
Darstellung

n

(D

wobei

f(x) = f(o) + Z g^(x),
k=1 [k] !

gk(x) = a^(x)' ak(x) eine f-p-R- mit a^(o) = 1.

Auf dem Korper der formalen Laurentreihen (f. L. R. ) uber C seien
folgende (lineare) Operatoren definiert:

q-Differentiationsoperator D: (Df) (x) =f'(x) - f((3x^ Tf^x^
(q-1)x '

Residuumfunktional M:

L-Funktional:

n
x

Dann gilt fur h, (x) = ^^-,
- ansonsten beliebig - und

n-1

M f(x) =Koeffizient von x~1 in f(x),

L f(x) =Koeffizient van x° in f(x).

(0) = 1 -B (x) eine f. P. R. mit
n

R(h (x)) = X
k .., gk(x)

M(^-rv):
k-1 [k]! "'hn(x



10') -

(2)

(3)

(4)

cn = ^n-^' M(Hf}) -[n-1]! R(hn(x))

- LDn-i f'(x) B (x) - [n-1]!R(h (x)) (1. Version)
R.'(x)

- q-n LDn f(qx)B^(x)(1- ^y) - [n-1]!R(h^(x)).
["-I n (2. Version)

(3) und (4) ergeben nach geeigneten Voraussetzungen uber

g^(x) und h^(x) im Limes q -^ 1 die klassischen Inversionsformeln.
-n

(In diesem Fall wird R(h^(x)) =0.)

Analog zu oben erhalt man aus (1) fur

_n+1
h (x) = x , B^(x) f. P. R. mit f5 (o) =1 - ansonsten beliebig -

(5) c^= [n]! M(^
f(x)

'n- LI1J: l'lvhn+7(x)

n-1 c

-["]. ^
gk(x)

M(, ^ , ^)
k^O [k]! l'lvhn4-1(x)
n-1

7.
g^(x)

k- M(,-^-^v)(6) »LDnf(x)B^(x)-[n]. ^^M(^^) (3. Version)

eine

A) Anwendung der Cramerschen Regel auf (3) liefert sofort
Verallgemeinerung des q-Analogons van Andrews [l], namlich

(7)

wobei

c = LDn-1 f(x) B (x) ,

Bn(x) °

g (x) , x g^_^ (x) , x" e^-2(x)'
1, 0,

1
pn, n-1'
yn, n-2, pn-1, n-2'

'n, 1' un-1, 1' pn-2, 1 '

, xn-1 ^(x)
0

0

mit

1 .., gk(x),
M(^-/-T)

'". k - 'M """"fx)
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B) Aus der Tatsache

fn-k1. H(gk('I>) - fklLD"-k-' Bn. (x) °k"t> fnlLD"-k-1 Bn(x) °k(x)
[n-kj! M(^^= [kjLD- lv . ^^-^^ - [nj LD'1--. ^1^^ ^^^^
kann man sehr einfach hinreichende Bedingungen fur

,
gk(x)

M(h^(TT) = ° d <'<<")

angeben, woraus sich folgender Satz ergibt, der im wesentlichen

van Krattenthaler [5] stammt:

Satz: Gegeben seien f. P. R. f(x), $ (x) , f (x) mit $(o) +0,
oi ' u ' 'a

'r, (o) + o,

1 $a(x) , , . aa va(x)
-^,7^-»<x> und ^y,^y'. (x) furalleo^.oi I a

Dann gilt fur

°° c.

f(x) = EE 7-- ^-fa^'l v -Th^FY (a, b, ^, p  3^)
k=0 [k] ! ^k+\(axs Tk+y(13XJ

$^_^, (aD) V^_^^(qbD) ^_,
(8)  " . L f(0) ^(BD) ^(bD). . n^;;;; ,n^;,-- xn-1 (1.(1. Version)

(9) = LD f(x) ^^+^(|x) V (qbx)d-jx $(^x) - bx^f (bx) +

+(1 -qx-p) ^ x2 $(^x) v(bx)).
(2. Version)

C) Garsias q-Analogon - vgl. etwa (6. 8) in [4] - erhalt man
aus (5) mit dem unbestiinmten Ansatz (urn M(^^K v/^y) = 0 zu erreichen:

'n+1

gn+1(x)
h^, -, (x) = -:^-^-, 'l'(x) eine f. P. R. mit '{'(o) =1.

qnV(qnx)
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