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CONTENU DE L’EXPOSE

e Fonctions de poids de Mayer et de Ree-Hoover pour les graphes

e Propriété de multiplicativité du poids de Mayer

e Interprétation des poids en termes de volumes signés de polytopes
e Méthodes des homomorphismes de graphes

e Formules explicites pour certaines familles infinies de graphes

e Poids de Mayer des graphes bipartis complets

e wyr(c) et wgg (c) sont des fonctions de quels parametres?




GRAPHE 2-CONNEXE (BLOC)

Un graphe 2-connexe




GRAPHE CONNEXE

Un graphe connexe avec ses blocs by, by, b3, by




DEVELOPPEMENT DU VIRIEL

Développement du viriel.:

P
= p+P2p” +Pap’ +

kT
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DEVELOPPEMENT DU VIRIEL

Développement du viriel:

P > 3
kT—erﬁzp +B3p” +

e P :pression e k:constante e 7 :température e p :densité

Coefficient du viriel.:

1—n

Bn — (b)
n! be% In] o




DEVELOPPEMENT DU VIRIEL

Développement du viriel.:

P_ 2 3
kT—p+sz +B3p” +

e P :pression e k:constante e 7 :température e p :densité

Coefficient du viriel.:

1—n

B wuy (D
n! be%n] i

l—n
a,(b)wry (b
be%n] (b)wrr (D)

n!

B [n] = I’ensemble des graphes 2—connexes (blocs) sur [#]
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POIDS DE GRAPHES

Poids de graphes: fonctions sur les graphes invariantes sous les
réétiquetages des sommets
Poids de Mayer:

T A =X dx - di

{i,j}e
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POIDS DE GRAPHES

Poids de graphes: fonctions sur les graphes invariantes sous les
réétiquetages des sommets
Poids de Mayer:

wu(@= [, T] SO% =51 457 -y

{i.jrec

e ( : graphe connexe avec n sommets
® x/,...,x, € RY: positions des n particules

e /= f(r) : fonction a valeurs réelles associée a 1’intéraction des
particules deux-a-deux
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POIDS DE GRAPHES

Poids de Ree-Hoover:

WRH@):/(RW [T rU= =% [T Fa= - dxi -

{i,j}eb {i,j}eb




POIDS DE GRAPHES

Poids de Ree-Hoover:

wn®)= [ T A% -5 [T 70 -5l dx -
I igre (iijeh

avece

e ) : graphe 2-connexe avec n sommets

o f(r)=1+f(r)

e b= K,\b: graphe complémentaire de b
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RELATION ENTRE wjys ET Wry

Pour tout graphe 2-connexe b, on a

o wri(b) = Y wpu(d) (par définition)
bCdCK,

(—1)=¢Blyypr (d) (par inversion de Mobius)

o wy(b)| = E \wrr (d)| (dans le cas d’un gaz a noyaux durs)
bCATK,
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CAS SPECIAL : GAZ A NOYAUX DURS POUR d =1




CAS SPECIAL : GAZ A NOYAUX DURS POUR d =1

v (&

flxy) =x(x—y/>1)

wM(b):(—1)e<b>/n1 [T %k —xj1 < 1) dxi..dxay
R (ijyen




CAS SPECIAL : GAZ A NOYAUX DURS POUR d =1




POIDS ET VOLUME DE POLYTOPES

(—1)) /Rnl 1—[ x(|xi —x;] < 1)dxq...dxp—1, x,=0
{i,jyec




POIDS ET VOLUME DE POLYTOPES

(—1>€<C>/Rnl [T (i — x| < Ddxi..dxy i, %, =0
{i,j}ec

(=1)IVol(P(c))

ot P(c)={XeR"|x,=0 et |xi—x;|<1 V{i,j}e€c}




POIDS ET VOLUME DE POLYTOPES

(—1>€<C>/Rnl [T %0 — x| < Ddxi..dxpr, %, =0
{i,j}€c

(—=1)Vol(P(c))

ot P(c)={XeR"|x,=0 et |xi—x;|<1 V{i,j}e€c}

Exemple




LE POLYNOME D’EHRHART

Théoreme d’Ehrhart

#(N-P)NZ")=aN"+aN""" + - +a,

ap= Vol (P (¢))

avecl

aoN" +a;N" ' 4 -.. 4+ a, : polyndme d’Ehrhart




LLE POLYNOME D’EHRHART

Exemple

X2
0-P(c): X




LLE POLYNOME D’EHRHART




LLE POLYNOME D’EHRHART

Exemple

#(N-P(c)NZ7)

1
7
19




LE POLYNOME D’EHRHART

#(N-P(c)NZ7)

1
7
19

Donc

le polyndme d’Ehrhart= 3N? + 3N + 1




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

war(c) (—1>€<6>/M [T (i —xjl < Dexi..dxuy, x, =0
R {ijhee




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

wn(e) = (=1 [

. H x(|xi —x;| <1)dxy...dxp—1, x,=0
{i,j}ec

(—=1)Vol(P(c))

ol P(c)= {XER"|x,=0 et |x—x;|<1 Vi, j}ech
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METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

war(c) (_1)6@/”1 [T (i —xjl < Delxi..dxuy, x, =0
R (i jtec

(—=1)Vol(P(c))

ot P(c)={XeR"|x,=0 et |xi—x;|<1 V{i,j}€c}

Exemple




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

wa(c) (—1)¢® /R

. H x(|xi —x;| < 1)dxy...dxn—1, x,=0
{i.jrec

(=)ol (P (c)),
oi P(c)= {XER"[x,=0 et |x—x|<1 V{ij}ec)

Exemple




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

Représentation fractionnaire: x; = h; 4 &;
h; : partie entiere de x; &, : partie fractionnaire de x;




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

Représentation fractionnaire: x; = h; +&;
h; : partie entiere de x;  E; : partie fractionnaire de x;




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

xi—xj| <1 <=




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

xXi—xj| <1 <=




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

xXi—xj| >1 <=




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

xXi—xj| > 1 <=




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

e Idée [Bodo Lass]: Evaluer le volume du polytope P (¢) en le

décomposant en v(c) simplexes (valides) chacun de volume ﬁ




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

e Idée [Bodo Lass]: Evaluer le volume du polytope P (¢) en le

décomposant en v(c) simplexes (valides) chacun de volume = !

1!

e Comment: Ces simplexes sont classifi€s en fixant les parties entieres
(h1,hy, -+ hy) et les positions relatives des parties fractionnaires
(E1,E2,--+,E,) des coordonnées des points X = (x|,xp,- -+ ,x,)€ P(c)

41



METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

—1

E4<E1<E<E<E<Es




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

e Simplexes valides:

V{i,j} €c, E<E; implique h; =h;jouh;=h;+1




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

e Simplexes valides:

V{i,j} €c, E <E; implique hj =h;jouh; =h;+1

e Prop [Bodo Lass]: Vol (P (c))

v(c) # de simplexes valides de P (c)

# de configurations pour le graphe c




NOMBRE DE CONFIGURATIONS




NOMBRE DE CONFIGURATIONS




NOMBRE DE CONFIGURATIONS

. ) _1)\elo)
Le poids de chaque configuration est %




NOUVELLES FORMULES EXPLICITES

Soit S, le graphe k-€toile

Le graphe S4




NOUVELLES FORMULES EXPLICITES

Soit Sy le graphe k-étoile

Le graphe S4

Pour k> 1, n>k+3, ona

Wt (K \Sk)|




LE POIDS DE REE-HOOVER DE K, \S3

12
(n—=1)(n—=2)(n—3)

Pour n>3 et gn:Kn\S3I \WRH(gn)\ —




LE POIDS DE REE-HOOVER DE K, \S3

12
(n—1)(n—2)(n—3)

Pour n>3 et gn:Kn\S3i \WRH(gn)\ —




LE POIDS DE REE-HOOVER DE K, \S3

12
(n—1)(n—2)(n—3)

Pour n>3 et gn:Kn\S3i \WRH(gn)\ —

2-3!-(n—4)! RH-configurations




LE POIDS DE MAYER DE K, \S3

6 12
On a wyn(gn)| = n+( +

n—1) (n—1)(n—3)




LE POIDS DE MAYER DE K, \S3

On a wm(gn)| =

En effet

(W (gn)l (WrH (d)|
gnCdCK,

b 0, + 3 (06501 + () b (0,821 + 1w K.\ )

) 3 4 12

n—|—3n_1 + <2> (n—1)(n—2) +1(n—1)(7’l—2>(n_3>
6 N 12

(n— 1) (n— 1)(71_3)

n-+




AUTRES FORMULES EXPLICITES

Soit (S-S ) le graphe obtenu en joignant par une nouvelle aréte les
centres d’une j-€toile et d’une k-€toile

Le graphe $3—S54

Pour j>k>1, n>k+j+3 et g,= K,\(S;—S)

2k! !
(n—1)(n—2)---(n—(k+ j+1))

(WrH (8n)]

el n+j§112 [<JJ;1> ’ (lerlﬂ (n—l)'l'!'(n—l) : (nil)

2,220)0) e

m




FORMULES EXPLICITES (SUITE)

Soit (S;-Cs - Si) le graphe obtenu en joignant par une aréte du graphe C4
les centres d’une j-€toile et d’une k-€toile

Le graphe S3-Cy4 -S4

Pour j>k>1, n>k+j+5 et g, = K,\(S;-Cs-5;)

oK1 !
n—1)n—=2)---(n—(k+j+3))

(WrH (gn)| = (




FORMULES EXPLICITES (SUITE)

)

3
|

~.
+

g

~.
+




GRAPHES BIPARTIS COMPLETS

En collaboration avec Gilbert Labelle

pmtn—1ly, 1

(m+n—1)!

wm(Kmn) = (=1)™

Preuve: Méthode des homomorphismes de graphes




war(c) ET wrgr(c) SONT
FONCTIONS DE QUELS PARAMETRES?

Exemple 1: Le cas Gaussien en dimension d

—exp(—ar®), a>0

T d(n—1)

) 7 ()

(=)

(0




war(c) ET wrgr(c) SONT
FONCTIONS DE QUELS PARAMETRES?

Exemple 1: Le cas Gaussien en dimension d

f(r)= —exp(—ar?), a>0

T d(n—1)

) 2 v(e)

(0

war (€)= (=1)1(

e y(c) = complexité du graphe ¢ = # d’arbres couvrants de ¢
e 1 = # de sommets e ¢(c) = # d’arétes




wa(c) ET wrgr(c) SONT
FONCTIONS DE QUELS PARAMETRES ?

Exemple 2: Le cas d’un gaz a noyaux durs en dimension 1

f(r)=—x(r| <1)

(—1)e<c>/Rn1 [T (i —xil < 1) dxi..dnns
{i,j}ec




WM(C) ET WRH(C) SONT
FONCTIONS DE QUELS PARAMETRES?

Exemple 2: Le cas d’un gaz a noyaux durs en dimension 1

f(r)=—x(r| <1)

(—1)6(">/ [T %=l < 1) dxi...dnus

—1
R™ {ijyec

Analyse informatique avec Jérome Tremblay

wys(c)# une fonction de seulement (# d’arbres couvrants,
# de sommets, # d’ar€tes, liste des degrés)




war(c) ET wrg(c) SONT
FONCTIONS DE QUELS PARAMETRES?

: 7921 __ 848
Exemple: WM = 5o + WM = 75




war(c) ET wrgr(c) SONT
FONCTIONS DE QUELS PARAMETRES?

: __ 7921 848
Exemple: = 50

Mais

meéme # d’arbres couvrants: 2160
meéme # de sommets: 8

meéme # d’aretes: 16

méme liste des degrés: (7,5,4,4.4,3,3,2)




WM(C) ET WRH(C) SONT
FONCTIONS DE QUELS PARAMETRES?

Exemple 3: Le cas d’un gaz a noyaux durs en dimension 1

f(r) =—=x(lr| <1) f(r) =x(r[=1)

wein(b)= (~) [T =) < 1)
R e

‘ 1_[ X(|xi—x;| > 1) dx;...dx,—1
{i,j}eb




war(c) ET wrgr(c) SONT
FONCTIONS DE QUELS PARAMETRES?

Exemple 3: Le cas d’un gaz a noyaux durs en dimension 1

f(r) =—=x(lr| <1) f(r) =x(r[=1)

wrn(0)= (=1 [ T =] <)
Rr—1 L
{i,j}eb
‘ 1_[ X(|xi—x;]| > 1) dx1...dx,—1
{i.j}eb
wrp (D) une fonction de seulement (# d’arbres couvrants,

# de sommets, # d’arétes, |groupe d’automorphismes|)




wa(c) ET wrgr(c) SONT
FONCTIONS DE QUELS PARAMETRES?

Exemple: WRH — 0 # WRH — —%




war(c) ET wrgr(c) SONT
FONCTIONS DE QUELS PARAMETRES?

Exemple: wry =0 =~ WRH = —%

Mais

méme # d’arbres couvrants: 55
méme # de sommets: 6

méme # d’arétes: 9

méme |groupe d’automorphismes|: 2




MERCI
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