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Geometrie und Lineare Algebra fiir das Lehramt
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1. Aufgabe (10 Punkte)

(a) Seien A € R™" B € RP*? und B’ € R”*¢ drei Matrizen. Unter welchen Voraussetzun-
gen and m,n,p,q,p’,¢ sind die Ausdriicke A(B + B’) und AB + AB’ definiert? (2P)

Zeige, dass in diesem Fall A(B + B') = AB + AB’ gilt. (3P)
(b) Bestimme eine Matrix X, fiir die

P
gilt. Der Rechenweg muss nachvollziehbar sein. (5P)
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2. Aufgabe (10 Punkte)

(a) Seien A, B und P drei verschiedene Punkte auf einem Kreis mit Mittelpunkt M, sodass
B im Inneren des Winkel ZM PA liegt. Weiters bezeichnen ¢ den Peripheriewinkel und
i den Mittelpunktswinkel wie in der Skizze angedeutet.
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Zeige, dass in dieser Situation der Peripheriewinkelsatz u = 2¢ gilt. (5P)
(b) Seien C, D, E und F vier verschiedene Punkte auf einem Kreis, sodass sich die Sehnen
CD und EF in einem Punkt S treffen. In dieser Situation besagt der Sehnensatz:

|CS| - |DS| = |ES|-|FS|.

D
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Gib im folgenden Beweis des Sehnensatzes zu jeder der Behautungen eine kurze, stich-
wortartige Begriindung an. . . .

(1) 2cFE=sEDC. (2P)  Peripheviewiuke(cafz

(2) £ZFSC = /DSE. 1P) Scheitelccivlel
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3. Aufgabe (10 Punkte)

(a) Berechne die Determinante der Matrix

7 8 4
79 4].
7 8 6

Der Rechenweg muss nachvollziehbar sein. (3P)
(b) Bilden die Spalten dieser Matrix eine Basis von R3? (1P)
(c) Bestimme die Dimension des Teilraums, der von den Vektoren

1 0 0 0 1
0 3 0 0 0
o I3l 1] 1] |o (1)
0 3 5 6 9

in R* aufgespannt wird. Der Rechenweg muss nachvollziehbar sein. (3P)

(d) Sind die Vektoren in (1) linear unabhéngig? Begriinde! (1P)
(e) Bilden die Vektoren in (1) ein Erzeugendensystem von R*? Begriinde! (1P)
(f) Lésst sich jeder Vektor in R* als Linearkombination der Vektoren in (1) ausdriicken?

Begriinde! (1P)
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4. Aufgabe (10 Punkte)

(a) Bestimme alle Eigenwerte der Matrix

1 46
0 25
0 0 3

und gib eine Basis von R? an, die aus Eigenvektoren dieser Matrix besteht. Der Rechen-
weg muss nachvollziehbar sein. (6P)

(b) Gib eine Matrix der Form (Z 2) an, die die Eigenwerte 2 und 4 hat. (4P)
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5. Aufgabe (10 Punkte)
Es soll die Identitat

5—1
cos(T2°) = i 1
bewiesen werden. Betrachte dazu ein gleichschenkeliges Dreieck mit Basiswinkel <C AB =
<<{CBA = 72° und bezeichne die Seitenldngen mit ¢ := |AB| und a := |BC| = |C A|. Weiters
sei X der Schnittpunkt der Winkelsymmetrale bei B mit der Dreiecksseite C'A.

C

A < B

Gib im folgenden Beweis zu jeder der einzelnen Behauptungen eine kurze, stichwortartige

Begriindung an. (jeweils 1P)
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6. Aufgabe (10 Punkte)
Fiir jeden Winkel a betrachten wir die Matrizen
R, — (cgsa — sin oz) and S, = (Cpsa sin a ) '
sinav cosa sina —cosa

(a) Zeige SaSp = Ra-p, fiir je zwei Winkel o und 3. (4P)
(b) Zeige S2 = I, wobei I die Einheitsmatrix bezeichnet. (2P)
(c) Die lineare Abbildung R? — R? v ~ S, - v, beschreibt eine Spiegelung an einer Ge-

raden durch den Koordinatenursprung. Zeige, dass der Punkt <COS((Q;§)) ) unter dieser

Spiegelung fix bleibt (2P) und gib eine Gleichung der Spiegelungsachse an. (2P)
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7. Aufgabe (10 Punkte)
(a) Gib die Losung der Gleichung
(24 3i)w + 4 + 5i = 17 + 18i.

in der Form w = z +iy mit z,y € R an. Der Rechenweg muss nachvollziehbar sein. (3P)
(b) Faktorisiere das Polynom

p(z) = 2% — 222 + (1 - 2i)z

in Linearfaktoren. Der Rechenweg muss nachvollziehbar sein. (5P)
(c) Fiir welche ganzen Zahlen n gilt i* = 1?7 (2P)
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8. Aufgabe (10 Punkte)

Bezeichne L C R® den Lésungsraum des Gleichungssystems:

1 +2x2 +3r3 —x4 +2r5 216 = -1
2x7 +4xy 4623 +12x5 41426 = 16
3x1 +6xy +9x3 —2x4 +10x5 +1lag = 6
(a) Beschreibe L durch eine Parameterdarstellung. Der Rechenweg muss nachvollziehbar

sein. (6P)

(b) Gib ein minimales lineares Gleichungssystem fiir L an, d.h. eines, das aus moglichst
wenigen linearen Gleichungen besteht. (1P)

(c) Gib eine Basis des Losungsraums des assozierten homogenen Gleichungssystems an. (1P)

(d) Gib ein System von vier linearen Gleichungen in drei Variablen z,y,z an, das einen
1-dimensionalen Losungsraum hat. (2P)
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