II. Uberlagerungen

Jeder hinreichend zusammenhéngende topologische Raum besitzt eine ein-
fach zusammenhéngende, die sogenannte universelle Uberlagerung. Geometrische
Strukturen der Basis lassen sich oft in kanonischer Weise auf diese universelle
Uberlagerung liften. Die Fundamentalgruppe der Basis wirkt frei auf der univer-
sellen Uberlagerung und lisst iiblicherweise die gelifteten geometrischen Struk-
turen invariant. Die Uberlagerungstheorie liefert daher ein Werkzeug mit dem
das Studium geometrischer Objekte auf die einfach zusammenhéngende Situa-
tion zuriickgefiihrt werden kann. Als Beispiele seien hier nur die Theorie der
Lie-Gruppen, die Riemannschen Flachen und die vollstindigen Riemannschen
Mannigfaltigkeiten mit konstanter Schnittkriimmung erwahnt.

Unter schwachen Zusammenhangsvoraussetzungen ist eine vollstindige Klas-
sifikation der Uberlagerungen eines Raumes mit Hilfe seiner Fundamentalgruppe
moglich. Auch das Liftungsproblem lésst sich mittels der Fundamentalgruppe
16sen. SchlieBlich kénnen Uberlagerungen dazu verwendet werden die Fundamen-
talgruppen mancher Rdume zu bestimmen.

Einfiihrungen in die Uberlagerungstheorie finden sich etwa in [6, Kapitel IX],
[4, Chapter 1.3], [13, Kapitel 11.6], [9, Kapitel I11.6] oder [10, Chapter 2]. Fiir
eine kurze Darstellung mittels Gruppoiden siehe [8, Chapter 3.

I1.1. Elementare Eigenschaften von Uberlagerungen. Eine surjektive
stetige Abbildung p : X — X wird eine Uberlagerung genannt, falls jeder Punkt
r € X eine offene Umgebung U mit folgender Eigenschaft besitzt: Es existie-
ren eine Indexmenge A und disjunkte offene Teilmengen Uy C X, XA e A, mit
p ' U) = yen U,, sodass plg, U, — U ein Homoomorphismus ist, fiir jedes
A € A. In diesem Fall sagen wir U wird gleichméfig von p iiberlagert. In diesem
Zusammenhang werden X als Basis, X als Total- oder Uberlagerungsmum und p
als Uberlagerungsabbildung bezeichnet. Wir sagen auch X ist eine Uberlagerung
von X, wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht welche Abbildung p gemeint
ist.

I1.1.1. BEISPIEL. Die Abbildung p: R — S, p(t) := > ist eine Uberlage-
rung, die offenen Teilmengen S\ {1} und S*\ {—1} werden von p gleichmifig
iiberlagert, siehe Lemma [.4.8.

Unter einem Isomorphismus zwischen zwei Uberlagerungen p; : X, — X
und ps : XQ — X verstehen wir einen Homéomorphismus Y )N(l — XQ fiir
den py 0 p = p; gilt. Zwei Uberlagerungen desselben
Raums werden isomorph genannt, falls ein Isomorphis-
mus zwischen ihnen existiert. Ein Isomorphismus von \ /
Uberlagerungen ¢ : X — X wird Automorphismus
oder Decktmnsformatwn von X genannt. Die Menge
der Decktransformationen einer Uberlagerung bildet beziiglich der Komposition

von Abbildungen eine Gruppe die mit Deck(p) oder Deck(X) bezeichnet wird.
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I1.1.2. BEMERKUNG. Jede Uberlagerung ist ein lokaler Homdomorphismus
und daher insbesondere eine offene Abbildung.'® Auch ist jede Uberlagerung
p: X — X eine Quotientenabbildung, dh. eine Teilmenge U C X ist genau dann
offen, wenn ihr Urbild p~'(U) offen in X ist. Ein surjektiver lokaler Homdomor-
phismus muss i.A. keine Uberlagerung sein, etwa ist p : (0,37) — S*, p(t) := ™,
keine Uberlagerung. Weder 1 € S noch —1 € S! besitzen offene Umgebungen
die von p gleichmafig {iberlagert werden.

I1.1.3. BEISPIEL. Ist F' ein nicht leerer diskreter topologischer Raum, dann
ist die kanonische Projektion px : X x F' — X eine Uberlagerung. Jede Bijektion
7 : F — F liefert eine Decktransformation X x F' — X x F, (z, f) — (z,7(f)).
Wir erhalten einen injektiven Gruppenhomomorphismus &(F) — Deck(px).

I1.1.4. BEISPIEL. Ist p : X — X eine Uberlagerung und A C X ein Teilraum,
dann ist die Einschrinkung p|,-1(a) : p~*(A) — A eine Uberlagerung. Fiir diese

eingeschriinkte Uberlagerung wird auch die Notation X |4 verwendet.

Eine Uberlagerung wird trivial genannt, wenn sie zu einer Uberlagerung py :
X X F — X isomorph ist, siehe Beispiel I1.1.3. Die néchste Proposition zeigt,
dass Uberlagerungen stets lokal trivial sind.

I1.1.5. PROPOSITION. Es sei p : X — X eine Uberlagerung und U C X
eine offene Teilmenge die von p gleichmdf$ig tiberlagert wird. Dann existiert ein
diskreter Raum F und ein Homdomorphismus ¢ : p~Y(U) — U x F, sodass
pu © @ = plp-1wy, wobei py : U x F' — U die kanonische Projektion bezeichnet.

Die eingeschrinkte Uberlagerung X |u ist daher trivial.
BEWEIS. Da U von p gleichméfig {iberlagert wird existieren eine Indexmen-
ge A und disjunkte offene Teilmengen Uy C X, A € A, mit p~'(U) = | |, Ux

und so, dass p|UA . Uy — U ein Homdomorphismus ist, fiir jedes A € A. Wir
versehen A mit der diskreten Topologie und be- "

trachten die Abbildung ¢ : U x A — p~}(U), UXA = p~H(U)
Y(x,A) := (plg,) " (x). Offensichtlich ist 1 bijek- \ /
tiv, und es gilt pot) = py. Da 1) die offenen Men- bu - P

gen U x{A} homdomorph auf die offenen Mengen
Uy abbildet, ist ¢ ein Homdomorphismus. Setzen wir F' := A und ¢ := ¢!, dann
haben diese die in der Proposition formulierten Eigenschaften. 0

I1.1.6. BEMERKUNG. Offensichtlich gilt auch die folgende Umkehrung von
Proposition II.1.5. Ist p : X — X eine stetige Abbildung und existieren zu jedem

5Eine Abbildung f : Y — Z wird lokaler Homdomorphismus genannt, falls jeder Punkt
y € Y eine offene Umgebung U besitzt die durch f homdomorph auf eine offene Umgebung von
f(y) abgebildet wird. Diese Eigenschaft bleibt dann fiir jede in U enthaltene offene Teilmenge
richtig. Lokale Hom&omorphismen sind stetig und offen. Dabei heifit eine Abbildung f: Y — Z
offen, falls sie offene Teilmengen von Y auf offene Teilmengen in Z abbildet.
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Punkt z € X eine offene Umgebung U von z, ein diskreter Raum F' und ein
Homgomorphismus ¢ : p~'(U) — U x F mit pyop = p|,~1(y), dann muss p schon
eine Uberlagerung sein.

Ist p : X — X eine Uberlagerung und z € X, dann wird F, := p~!(z) die
Faser iiber = genannt. Aus der Definition einer Uberlagerung folgt sofort, dass
ihre Fasern diskrete topologische Rdume sind. Die Kardinalitdt der Faser iiber
x wird die Blitterzahl der Uberlagerung an der Stelle z genannt. Die Blitter-
zahl einer Uberlagerung definiert eine lokal konstante Funktion auf X. Fiir zu-
sammenhéngendes X muss daher die Bldtterzahl konstant sein. Wir sprechen
von einer n-blittrigen oder n-fachen Uberlagerung, falls jede Faser aus genau n
Punkten besteht.

_IL.1.7. BEISPIEL. Jeder Homdomorphismus p : X — X ist eine ein-bléttrige
Uberlagerung. Umgekehrt muss jede ein-blattrige Uberlagerung ein Homéomor-
phismus sein, siche Bemerkung I1.1.2.

I1.1.8. BEISPIEL. Die Abbildung p : R — S' aus Beispiel II.1.1 ist eine
unendlich-blittrige Uberlagerung. Fiir n € Z ist die Translation 7, : R — R,
To(t) := t + n, eine Decktransformation. Wir erhalten einen injektiven Gruppen-
homomorphismus Z — Deck(p), n — 7,.

I1.1.9. BEISPIEL. Fiir n € N ist die Abbildung p, : S* — S, p.(2) := 2",
eine n-blittrige Uberlagerung. Dabei ist S* = {z € C : |z| = 1}. Es bezeichne
G, = {CeC: ¢ =1} C 8§ C C die Menge der n-ten Einheitswurzeln.
Diese bilden beziiglich der Multiplikation komplexer Zahlen eine zu 7Z,, isomorphe
Gruppe, ein Isomorphismus ist durch Z, =R G, [k] — e*F/" gegeben. Jedes
¢ € G, definiert eine Decktransformation p; : St — S, pc(2) := (2. Wegen
Deica = DPai © Doy C1, G € Gy, erhalten wir einen injektiven Homomorphismus
Ly, = G, — Deck(py,), ¢ — p¢.

I1.1.10. BEISPIEL. Die Abbildung p : C — CX, p(z) := ¥ liefert eine
unendlich-bléttrige Uberlagerung. Fiir n € Z ist 7, : C — C, 7,(2) := 2z + n,
eine Decktransformation. Wir erhalten einen injektiven Homomorphismus Z —
Deck(p), n +— 7. Schrénken wir diese Uberlagerung auf den Teilraum S C C*
ein, so erhalten wir die Uberlagerung aus Beispiel 11.1.8.

I1.1.11. BEIspIEL. Fiir n € N ist die Abbildung p, : C* — C*, p,(z) =
2", eine n-bléttrige Uberlagerung. Jede n-te Einheitswurzel ¢ € G,,, siche Bei-
spiel I1.1.9, definiert eine Decktransformation p. : C* — C*, p¢(2) := (z. Wieder
haben wir einen injektiven Homomorphismus Z,, = G,, — Deck(p,). Schrinken
wir diese Uberlagerung auf den Teilraum S' C C* ein, so erhalten wir die Uber-
lagerung aus Beispiel 11.1.9.

n

[1.1.12. BEISPIEL. Die Quotientenabbildung p : S™ — RP™ ist eine zweiblitt-
rige Uberlagerung. Die sogenannte Antipodalabbildung A : S™ — S™, A(x) := —=x,
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ist eine Decktransformation. Wegen A? = idg» erhalten wir einen injektiven Ho-
momorphismus Zs — Deck(p), [0] — idgn, [1] — A.

[1.1.13. BEISPIEL. Sind p : X - X und ¢ : Y — Y zwei Uberlagerungen,
dann ist auch p x ¢ : X x Y — X x Y eine Uberlagerung. Mittels Induktion
folgt, dass endliche Produkte von Uberlagerungen wieder Uberlagerungen sind.
Fiir unendlich viele Faktoren bleibt dies jedoch nicht richtig, siche etwa [10,
Example 2.2.9].

I1.1.14. BEISPIEL. Sind p; : Xj — X Uberlagerungen, j € J, dann ist auch
|_|j€Jpj : |_|je X; — X eine Uberlagerung.

_IL.1.15. BEMERKUNG. Die Komposition zweier Uberlagerungen ist i.A. keine
Uberlagerung, siehe etwa [10, Example 2.2.8].

Der Totalraum einer Uberlagerung erbt viele topologische Eigenschaften der
Basis. Auch lassen sich geometrische Strukturen der Basis oft in kanonischer
Weise auf die Uberlagerung liften. Der Rest dieses Abschnitts sei einigen ein-
fachen Beispielen dazu gewidmet. Ein weniger triviales Beispiel werden wir in
Abschnitt I1.8 diskutieren.

I1.1.16. BEISPIEL. Ist X ein Hausdorffraum und p : X — X eine Uberla-
gerung, dann ist auch X Hausdorffsch. Liegen zwei Punkte von X nicht in der
selben Faser so konnen sie auf Grund der Hausdorff Eigenschaft von X durch dis-
junkte offene Umgebungen der Form p~!(U) und p~(V') getrennt werden. Liegen
sie in der gleichen Faser, dann folgt direkt aus der Uberlagerungseigenschaft von
p, dass sie durch disjunkte offene Mengen der Form U \, und U \, getrennt werden
konnen.

I1.1.17. BEISPIEL. Ist X ein parakompakter Hausdorffraum und p : X — X
eine Uberlagerung, dann ist auch X ein parakompakter Hausdorffraum.'® Um dies
einzusehen sei U eine offene Uberdeckung von X. Da die Basis X parakompakt
ist finden wir eine lokal endliche offene Uberdeckung {U;}c; von X, sodass jedes
U; gleichméBig von p iiberlagert wird. Es gibt daher diskrete Rdume F); mit
p 1 (U;) = U; x F}, siehe Proposition I1.1.5. Es existiert dann auch eine offene
Uberdeckung {V;};e; von X mit V; C Uj fiir jedes j € J. Ist nimlich f; :
X — [0,1], j € J, eine Zerlegung der Eins mit supp(f;) C U;, dann kénnen

wir V; := {x € X : f;j(x) # 0} verwenden. Beachte, dass V; als abgeschlossene

Wir erinnern uns, dass ein topologischer Raum X parakompakt heifit, falls jede offene
Uberdeckung eine lokal endliche offene Verfeinerung besitzt. Genauer, ist I eine offene Uber-
deckung von X, dann existiert eine offene Uberdeckung V von X die U verfeinert (dh. zu jedem
V €V existiert ein U € Y mit V C U) und lokal endlich ist (dh. jeder Punkt z € X besitzt
eine Umgebung die nur endlich viele der offenen Mengen V' € V schneidet.) Ein Hausdorffraum
ist genau dann parakompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine untergeordnete Zerlegung der
Eins besitzt, siche etwa [6, Kapitel VIII§5] oder [9, Kapitel 1.8.6]. Nach einem Satz von Stone
ist jeder metrisierbare Raum parakompakt, siehe [9, Kapitel 1.8.7].
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Teilmenge eines parakompakten Raums selbst parakompakt ist. Damit sind auch
p V) 2V x F; parakomapakt Fiir jedes j € J existiert daher eine lokal
endliche offene Uberdeckung V; von p~'(V}), die die Uberdeckung {Unp~ (V) :
U e U} verfeinert. Fiir jedes j € J ist dann W = {V Np~1(V;) : Ve V}
eine offene Uberdeckung von p~'(V;) die die Uberdeckung {U Np Y (V) : U €
u } verfeinert. Da Ujes Vi = X bildet W = Uije JW eine offene Uberdeckung

von X die U verfeinert. Es bleibt noch zu zeigen, dass W lokal endlich ist. Mit
{U,};e ist auch {p~'(V;)};es eine lokal endliche Uberdeckung. Es geniigt daher
zu zeigen, dass zu fixem j € J und # € X eine Umgebung von 7 existiert die nur
endlich viele der Uberdeckungsmengen in V trifft. Llegt # nicht in p~1(V}) ist
dies offensichtlich, denn p~!(V}) ist abgeschlossen in X. Im Fall Z € p~(V}) folgt
dies aus der lokalen Endlichkeit von V Damit ist W eine lokal endliche offene
Verfeinerung von U, und X daher parakompakt.

I1.1.18. BEISPIEL. Ist X eine topologische Mannigfaltigkeit'” und p : X — X
eine Uberlagerung, dann ist auch X eine topologische Mannigfaltigkeit. Dies folgt
aus Beispiel 11.1.17 und der Tatsache, dass p ein lokaler Homéomorphismus ist.

I1.1.19. BEISPIEL. Ist X eine glatte Mannigfaltigkeit und p : X — X eine
Uberlagerung, dann gibt es auf X genau eine glatte Struktur die p zu einem
lokalen Diffeomorphismus macht. Jede Decktransformation ist dann ein Diffeo-
morphismus von X.

_ IL.1.20. BEISPIEL. Ist X eine Riemannmannigfaltigkeit und p : X — X eine
Uberlagerung, dann gibt es auf X genau eine Riemannmetrik die p zu einer lokalen
Isometrie macht. Jede Decktransformation ist dann eine Isometrie von X.

[1.1.21. BEISPIEL. Ist X eine symplektische Mannigfaltigkeit und p : XX
eine Uberlagerung, dann gibt es auf X genau eine symplektische Struktur die p zu
einem lokalen Symplektomorphismus macht. Jede Decktransformation ist dann
ein Symplektomorphismus von X.

I1.1.22. BEISPIEL. Ist X eine komplexe Mannigfaltigkeit und X — X eine
Uberlagerung, dann gibt es auf X genau eine komplexe Struktur die p zu einem
lokalen Biholomorphismus macht. Jede Decktransformation ist dann ein Biholo-
morphismus von X.

1"Unter einer topologischen Mannigfaltigkeit verstehen wir einen lokal euklidischen para-
kompakten Hausdorffraum. Dabei wird ein topologischer Raum lokal euklidisch genannt, falls
jeder Punkt eine zu R™ homoéomorphe offene Umgebung besitzt. Mit Hilfe eines Satzes von
Stone lésst sich zeigen, dass ein lokal euklidischer Hausdorffraum genau dann parakompakt
ist, wenn er metrisierbar ist. Wir kénnen topologische Mannigfaltigkeiten daher &dquivalent als
metrisierbare lokal euklidische Rdume definieren.
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I1.2. Strikt diskontinuierliche Gruppenwirkungen. Unter einer Links-
wirkung einer Gruppe G auf einer Menge X verstehen wir eine Abbildung (die
Wirkung) A : G x X — X, (g,2) — gz =g -2 = A\(x) := A*(g) := A(g, x) mit
folgenden beiden Eigenschaften:

(i) Fiirg,h € Gund x € X gilt g(hx) = (gh)z, dh. A(g, A(h, x)) = A(gh, x).
(ii) Fiir das neutrale Element 1 € G und =z € X gilt 1o = x, dh. A(1,2) = .
In dieser Situation sagen wir auch die Gruppe G wirkt von links auf der Menge
X. Aus (i) und (ii) folgt = 1z = (¢ 'g)x = g *(g9x), also A,~1 0 A\, = idx, oder

A1 = (A\,)". Daher ist jedes )\, bijektiv, also eine Permutation von X. Wegen

(i) ist die Abbildung
G — 6(X), g Ay (IL.1)

ein Gruppenhomomorphismus, wobei &(X) die Gruppe der Permutationen von
X bezeichnet. Umgekehrt definiert jeder Homomorphismus G — S(X) in offen-
sichtlicher Weise eine Linkswirkung von G auf X.

Eine Gruppenwirkung A heifit treu wenn der Homomoprhismus (I1.1) injektiv
ist, wenn also nur das neutrale Element von G trivial, dh. durch die Identitét,
wirkt. I.A. ist der Kern von (I.1) ein Normalteiler NV in G und die Wirkung (II.1)
faktorisiert zu einer treuen Wirkung G/N — &(X) der Gruppe G/N auf X.

Eine Gruppenwirkung heifit transitiv falls zu je zwei Punkten z,y € X ein
g € G mit gr = y existiert. Ist x € X, dann nennt man Gz := {gx : ¢ € G} den
Orbit von z. Die Wirkung ist daher transitiv genau dann wenn fiir einen (und
dann jeden) Punkt z € X gilt Gx = X. Fiir g € G ist A\,(Gx) = Gz, also erhalten
wir eine Gruppenwirkung G — &(Gz) der Gruppe G auf dem Orbit Gz. Die
Wirkung von G auf Gz ist stets transitiv. Unter der Isotropiegruppe eines Punktes
x € X verstehen wir die Untergruppe G* := {g € G : gr = x} von G. Diese
besteht daher aus allen Gruppenelementen die den Punkt x stabilisieren und wird
auch Stabilisatoruntergruppe genannt. Wir erhalten eine Bijektion G/G* = G,
gG* s gx, zwischen den Linksnebenklassen'® von G* und dem Orbit Gz.

Eine Gruppenwirkung heifit frei wenn folgendes gilt: Ist ¢ € G und z € X
mit gr = z, dann folgt schon g = 1. In anderen Worten, fiir g # 1 hat A\, € &(X)
keinen Fixpunkt. Dies ist genau dann der Fall, wenn alle Isotropiegruppen trivial
sind, dh. G* = {1} fiir alle z € X. In diesem Fall erhalten wir fiir jedes z € X
eine Bijektion G = Gz, g — gz, zwischen G und dem Orbit durch z.

Unter einer Rechtswirkung von G auf X verstehen wir eine Abbildung p : X x
G— X, (r,9) —zg:=x-g9:=p%x):= p(9) = p(x,g), mit 21 = z und (zg)h =
x(gh) fiir alle g,h € G. Ist p : X x G — X eine Rechtswirkung, dann definiert
A Gx X — X, Mg,x) := p(x,g71), eine Linkswirkung von G auf X. Alle
mit einer Linkswirkung assozierten Begriffe besitzen daher ein offensichtliches

1815t G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, dann definiert g, ~ go < g{lgl eH
eine Aquivalenzrelation auf G. Thre Aquivalenzklassen sind von der Form gH = {gh : h € H}
und werden Linksnebenklassen von H genannt. Fiir die Menge der Linksnebenklassen schreiben
wir G/H.
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Analogon fiir Rechtswirkungen. Etwa ist eine Rechtswirkung nichts anderes als
ein Anti-Homomorphismus G — &(X).

Unter einer stetigen Linkswirkung einer diskreten Gruppe G auf einem topo-
logischen Raum X verstehen wir eine Linkswirkung A : G x X — X die stetig
ist, wobei G' mit der diskreten Topologie versehen ist. Jedes A, : X — X ist
dann stetig, und wegen (\,) ™' = A,-1 ein Homdomorphismus. Eine stetige Links-
wirkung liefert daher einen Gruppenhomomorphismus G — Homeo(X), g — A,
wobei Homeo(X') die Gruppe der Homéomorphismen von X bezeichnet. Umge-
kehrt definiert jeder solche Gruppenhomomorphismus eine stetige Linkswirkung
der diskreten Gruppe G auf X. Analog sprechen wir von einer stetigen Rechts-
wirkung, falls die Wirkung p : X x G — X stetig ist.

Eine stetige Wirkung einer diskreten Gruppe G auf einem topologischen Raum
X wird strikt diskontinuierlich genannt, wenn jeder Punkt in x € X eine Umge-
bung U besitzt fir die gilt gU NU = 0, fiir alle g # 1 € G. Offensichtlich muss
eine strikt diskontinuierliche Gruppenwirkung frei sein, die Umkehrung gilt i.A.
jedoch nicht. Aus gU NU = () folgt gU NhU = ( fiir alle g # h € G. Insbeson-
dere ist die von X auf dem Orbit Gz induzierte Topologie diskret, die Bijektion
G = Gz also ein Homéomorphismus diskreter Radume. Fiir Wirkungen endlicher
Gruppen ist folgende Beobachtung oft hilfreich.

I1.2.1. PROPOSITION. Jede stetige freie Wirkung einer endlichen diskreten
Gruppe auf einem Hausdorffraum ist strikt diskontinuierlich.

BEWEIS. Sei also G eine endliche Gruppe die frei und stetig auf einem Haus-
dorffraum X wirkt. Sei nun = € X. Da die Wirkung frei ist, sind die Punkte gz,
g € G, alle verschieden. Wegen der Hausdorffeigenschaft von X finden wir zu
jedem g # 1 € G eine Umgebung V! von z und eine Umgebung V,* von gz mit
V) nV2 =0. Auf Grund der Stetigkeit der Wirkung ist dann Vj := V! ng~'V>
eine Umgebung von x fur die gV, NV, = () gilt. Wegen der Endlichkeit von G ist
auch U := ﬂg# V, eine Umgebung von z. Nach Konstruktion gilt gU N U = 0,
fiir alle g #£ 1 € G. Also ist die Wirkung strikt diskontinuierlich. O

Eine Linkswirkung von G auf X definiert eine Aquivalenzrelation auf X durch
t ~y< 3dg € G gr =y. Thre Aquivalenzklassen stimmen mit den Orbits
{iberein, es ist also x ~ y genau dann wenn Gz = Gy. Die Menge der Aquiva-
lenzklassen wird als Orbitraum der Wirkung bezeichnet und mit X/G := X/~
bezeichnet. Wir versehen X /G mit der Quotiententopologie, dh. mit der fein-
sten Topologie, sodass die kanonische Projektion p : X — X /G stetig ist. Eine
Teilmenge V' von X/G ist genau dann offen, wenn p~*(V) offen in X ist.

I1.2.2. BEISPIEL. Ist G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, dann
definiert G x H — G, (g, h) — gh, eine Rechtswirkung von H auf G. Thre Orbits
stimmen mit den Linksnebenklassen von H iiberein, siehe oben.

I1.2.3. PROPOSITION. Wirkt die Gruppe G strikt diskontinuierlich auf dem
topologischen Raum X, dann ist die kanonische Projektion p : X — X/G eine
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Uberlagerung. Ihre Blitterzahl stimmt mit der Ordnung von G tberein. Jedes
Element von G liefert eine Decktransformation, und wir erhalten einen injektiven
Homomorphismus von Gruppen G — Deck(p).

BeEWwEIS. Offensichtlich ist p stetig und surjektiv. Weiters ist p eine offene
Abbildung, denn fiir offenes U C X ist auf Grund der Stetigkeit der Wirkung
auch p~'(p(U)) = U,eq gU offen in X, also p(U) offen in X/G. Sei nun z € X
und U eine offene Umgebung von x, sodass gU N AU = () fiir alle g # h € G.
Dann sind {gU } e, disjunkte offene Teilmengen in X, und fiir die offene Menge
V= pU) € X/G gilt p~'(V) = |],eq9U. SchlieBlich ist fiir jedes g € G die
Einschrénkung pl,v : gU — V eine stetige Bijektion, und wegen der Offenheit
von p daher ein Homéomorphismus. Also ist p : X — X/G eine Uberlagerung.
Fir g € G liefert A\, : X — X, A\;(x) := gz, einen Homomorphismus, und da
offensichtlich auch p o A, = p gilt, ist A; eine Decktransformation. Die Relation
Agh = Ay © A, besagt gerade, dass G — Deck(X), g — A,, ein Homomorphismus
ist. Dieser Homomorphismus ist injektiv, denn strikt diskontinuierliche Wirkun-
gen sind stets treu. O

I1.2.4. BEISPIEL. Die Abbildung Z x R — R, (n,t) — n + t, definiert eine
stetige Linkswirkung der diskreten Gruppe Z auf dem topologischen Raum R.
Diese Wirkung ist strikt diskontinuierlich, denn fiir ¢ € R und 0 # n € Z gilt
(n+U)NU =0, wobei U = (t — 1,t + 3). Daher ist die Orbitprojektion R —
R/Z eine Uberlagerung, siche Proposition 11.2.3. Bis auf den Homéomorphismus
R/Z = S* ist dies die Uberlagerung aus Beispiel 11.1.8 oben.

I1.2.5. BEISPIEL. Die Abbildung Z" x R" — R", (k,z) — k+ x, ist eine strikt
diskontinuierliche Linkswirkung von Z™ auf R". Nach Proposition 11.2.3 ist die

Orbitprojektion p : R* — R™/Z" eine unendlich-bléttrige Uberlagerung. Beachte,
dass R"/Z" = S' x ... x ST =T vgl. Beispiel 1.7.8.

I1.2.6. BEISPIEL. Es bezeichne wieder G,, die Gruppe der n-ten Einheitswur-
zeln, n € N, siehe Beispiel I1.1.9 oben. Die Abbildung G,, x S* — S, (¢, 2) — (z,
ist eine freie und daher strikt diskontinuierliche Linkswirkung, siehe Propositi-
on I1.2.1. Nach Proposition 11.2.3 ist die Orbitprojektion p, : St — S!/G,, eine
n-blittrige Uberlagerung. Fiir den Quotientenraum gilt S*/G,, 2 S*, wir erhalten
daher wieder die Uberlagerung aus Beispiel I1.1.9.

I1.2.7. BEISPIEL. Die Gruppe {—1,1} = Z, wirkt auf der Sphére S™ durch
(£1)x := £z in strikt diskontinuierlicher Weise, siehe Proposition I1.2.1. Nach
Proposition 11.2.3 ist die Orbitprojektion S™ — S™/Z, = RP™ eine zwei-bléttrige
Uberlagerung, vgl. Beispiel 11.1.12 oben.

I1.2.8. BEISPIEL (Linsenrdume). Fiir n € N betrachten wir die Sphére 52"~ C
C". Weiters seien p € N und q1,...,¢, € Z, sodass p teilerfremd zu g¢; ist, fiir
jedes 1 < j < n. Es bezeichne G, = Z, die Gruppe der p-ten Einheitswurzeln.
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Eine elementare Rechnung zeigt, dass G, x S?"™1 — S2"71 (. (21,...,2,) =
(C"z1,...,(™z,), eine stetige Linkswirkung von G, auf S?"~! definiert. Die-
se Wirkung ist frei. Um dies einzusehen sei k € Z, ( = e*™k/P ¢ G, und
(21, ..y 20) € S P mit €+ (21,...,20) = (21,...,2,). Wihle j, sodass z; # 0.
Aus (¥z; = z; erhalten wir dann e?™k4i/P — 1 also muss p die Zahl kq; teilen.
Da p und g; teilerfremd sind, ist p ein Teiler von £k, also ¢ = 1 und die Wirkung
tatséchlich frei. Nach Proposition I1.2.1 ist sie daher strikt diskontinuierlich. Ihr
Orbitraum wird als Linsenraum L(p;qi,...,q,) := S*'/Z, bezeichnet. Etwa
gilt L(2;1,...,1) = RP*!. Die Orbitprojektion S**~' — L(p;qi,...,q,) ist
eine p-blittrige Uberlagerung, siche Proposition I1.2.3.

11.2.9. BEispPIEL (Kleinsche Flasche). Betrachte die Gruppe Z x Z mit Multi-
plikation (kq,{1)(ko, l2) = (1{31 +(=1)ky, I +l2), vgl. Beispiel 1.9.9. Eine einfache
Rechnung zeigt, dass (k,1) - (z,y) := (k+ (—=1)'z,] + y) eine Linkswirkung von
7 x 7 auf R? definiert. Diese Wirkung ist strikt diskontinuierlich, die Quotien-
tenabbildung R?> — R?/(Z x Z) daher eine unendlich-blittrige Uberlagerung,
siehe Proposition I1.2.3. Der Quotientenraum R?/(Z x Z) ist zur Kleinschen Fla-
sche aus Beispiel 1.9.9 homGomorph.

[1.2.10. BEISPIEL. Die Abbildung A : T? — T2 A(z,w) := (—z,w), erfiillt
A? = idg» und definiert eine freie Wirkung der Gruppe Z, auf T7? = S' x S*.
Nach Proposition I1.2.1 ist dies eine strikt diskontinuierliche Wirkung, die Quoti-
entenabbildung 7% — T?/Z, daher eine zwei-blittrige Uberlagerung, siche Propo-
sition I1.2.3. Der Quotientenraum 72 /Z, ist zur Kleinschen Flasche homomorph,
siehe Beispiel 1.9.9.

I1.3. Homotopieliftungseigenschaft. Sei p : X — X eine Uberlagerung
und f:Y — X eine stetige Abbildung. Jede stetige Abbildung f:Y — X mit
po f = f wird ein Lift oder eine Hochhebung von f iiber p ge- -

nannt. Es stellt sich nun die Frage unter welchen Umsténden so 7 X
ein Lift von f existiert. Dieses Problem lésst sich elegant mit Hil- / lp
fe des induzierten Homomorphismus fi : m(Y) — m(X) lsen, s

siehe Satz I1.4.5 unten. Wir beginnen zunéchst damit die Eindeu- y—>X
tigkeit eines solchen Lifts zu besprechen. Die néchste Proposition besagt, dass fiir
zusammenhéngendes Y ein Lift von f schon durch den Wert bei einem einzigen
Punkt vollstandig festgelegt ist.

I1.3.1. PROPOSITION. FEs seien p: X — X eine Uberlagerung, Y zusammen-
hingend und f,G:Y — X stetig mit po f = po §. Ezistiert ein Punkt yo € Y

mit f(yo) = 4(yo), dann gilt schon f =3.

BEWEIS. Betrachte die Teilmenge A := {y ey : f(y) = g(y)} Day, € A
ist A # (. Wir zeigen zunéchst, dass A offen ist. Sei dazu y € A. Wegen der
Uberlagerungseigenschaft von p, existiert eine Umgebung U von f(y) = g(y),
sodass p|g : U — X injektiv ist. Wegen der Stetigkeit von f und g ist W :=
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10 NG~ L(U) eine Umgebung von y in Y. Aus po f = pog und der Injektivitit
von p|; : U — X folgt flw = lw. Daher ist W C A und A also offen. SchlieBlich
zeigen wir, dass A auch abgeschlossen ist. Sei dazu y ¢ A, also fly) # gly). D

po f=pog gilt jedenfalls p(f(y)) = p(j ( )). Aus der Uberlagerungselgenschaft
von p erhalten wir disjunkte Umgebung U von f(y) und V von §(y). Wegen der
Stetigkeit von fund gist W= f~Y(U) N g~ (V) eine Umgebung von y in Y.
Aus UNV = 0 erhalten wir W C Y \ A, also ist A abgeschlossen. Aus dem
Zusammenhang von Y folgt nun A =Y und daher f =g. U

I1.3.2. PROPOSITION. Es sei p : X — X eine Uberlagerung und X zusam-
menhdngend. Dann wirkt die Gruppe der Decktransformationen strikt diskonti-
nuierlich auf X . Insbesondere ist diese Wirkung frei.

BEWEIS. Es sei # € X. Wegen der Uberlagerungselgenschaft von p existiert
eine offene Umgebung U von I, sodass p|g : U — X injektiv ist. Sei nun ¢ eine
Decktransformation mit () N U # §. Wir finden daher §j € U mit ¢(j) € U.
Da p o ¢ = p folgt aus der Injektivitdt von p|g, dass ¢(y) = §. Aus Propositi-
on I1.3.1 erhalten wir daher ¢ = id;. Also ist die Wirkung von Deck(X) strikt
diskontinuierlich. U

Jede Uberlagerung hat die Homotopieliftungseigenschaft, siche Satz I1.3.3 un-
ten. Der Beweis ist vollig analog zu dem Beweis von Proposition 1.4.2.

I1.3.3. SATZ (Homotoplehftungselgenschaft) Es seien p: X — X eine Uber-
lagerung, H : Y xI — X eine Homotopie und h:Y — X stetig, sodass pOh Hy.
Dann existiert genau eine Homotopie H:YxI—X mztpOH H und Hy = h.

BEWEIS. Die Eindeutigkeit von H folgt aus Proposition I1.3.1 und dem Zu-
sammenhang von I, denn fiir fixes y € Y ist I — X, t — H,(y) ein stetiger
Lift des Weges I — X, t — Hy(y), mit Anfangspunkt Ho(y) = h(y). Nun zur
Konstruktion von H. Aus der Uberlagerungseigenschaft von p erhalten wir eine
offene Uberdeckung {U,}aea von X, sodass jedes U, von p gleichméBig iiberla-
gert wird. Die Beweise von Lemma 1.4.9 und 1.4.10 lassen sich miihelos auf die
vorliegende Situation verallgemeinern.

I1.3.4. LEMMA. Zu jedem Punkt y € Y existieren eine offene Umgebung N
vony, 0 =ty <t <ty <---<t,=1und ay,...,a, € A, sodass fiir jedes
i:L”wnWHﬂNxhl,DCU

BEWEIS. Da {U,}aca eine Uberdeckung von X bildet, existiert zu jedem
s € I ein ag € Amit H(y,s) € U,,. Da H stetig ist, finden wir zu jedem
s € I eine offene Umgebung N, von y und eine offene Umgebung J; von s mit
H(N, x J,) C U,,. Klarerweise bildet {.J,}.c; eine offene Uberdeckung von I.
Da I kompakt ist, existieren 0 = tg < t; < --- < t, = 1 und sq,...,5, € [
mit [t;_1,t;] C Js, 1 < ¢ < n, siche Lemma 1.4.12. Betrachte nun d1e offene
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Umgebung N := (;_, Ny, von y. Fiir 1 < i < n gilt dann H(N X [t;_1,t;]) C
H(N,, x J;,) C U, .. Mit a; := ay, folgt daher die Behauptung. O
Yy

[1.3.5. LEMMA. Zu jedem y € Y existieren eine offene Umgebung V von
und eine stetige Abbildung G :V x I — X mit po G = Hl|ywr und Go = h\v

BeEwEIs. Nach Lemma I1.3.4 existieren eine offene Umgebung N von y, 0 =
to<ti <---<t,=1lund o, ...,qa, € A, sodass

H(N % [tiz1,t]) C U, fiir i = 1,2,. (I11.2)

Da U, von p gleichmifig iiberlagert wird, existiert eine Indexmenge A, disjunkte
offene Teilmengen U>, A € A,, mit p~(U,) = N U2 und so, dass ploa U U) —

U, ein Homoomorphismus ist, fiir jedes A € A,. Wegen (I1.2) und p o h = Hy ist
p(h(y)) = Hy(y) € U,,, also existiert \; € A, mit h(y) € U)‘1 Betrachte die
offene Umgebung V! := NN h~H(U,") von y und die stetige Abblldung

~ ~ - ~ —1
Gl : Vl X [to,tl] — Ua)‘l1 cX, Gl = (p|[~]211> o H|V1><[t0,t1}-

Offensichtlich gilt p o Gt = Hl|vi o) Aus Hy = po h erhalten wir p o C?%O =
Hy,|vr = pohlyr, und da p auf Uéll injektiv ist folgt éio = hly.

Induktiv fortfahrend erhalten wir offene Umgebungen V' D V2 2 ... D V"
von y, und \; € A,,, sowie stetige Abbildungen G* : V* x [t;_1,t;] —C Ué; C X,
1 <1 < n, sodass

po él =H Vix[ti_1,ti]s éio = il‘vl und éiFl = éii—}l
Betrachte nun die offeneNUmgebung V' := V" von y und definiere eine Abbildung
G:V xI— Rdurch Gy, = G'lvxpiu)- Da Gl |v = Gi_1 |y ist dies
wohldefiniert. Aus der Stetigkeit von G’ |Vt 1,6 und Lemma 1.1.2 folgt, dass G
stetig ist. Aus po G = H|yixp,_, 4, erhalten wir po G' = H|y ;. Schlieflich folgt
aus G = h|yr auch Gy = h|y. Also hat G alle gewiinschten Eigenschaften. [

vi firi=2,...,n.

Nach Lemma I1.3.5 existiert zu jedem y € Y eine offene Umgebung V¥ von
y und eine stetige Abbildung GV :VYx I — X mit poGY = Hl|vvyr und GO
h|Vy. Wie im Beweis der Eindeutigkeit von H, erhalten wir aus Proposition I1.3.1
und dem Zusammenhang von I, dass die Abbildungen G¥ und G¥* auf (VN
Vyz) x [ iibereinstimmen miissen, y1,y» € Y. Es existiert daher eine Abbildung
H:Y xI— X, sodass H lvusr = = GV, fiir jedes yey. Aus den entsprechenden
Eigenschaften von GY folgt sofort po H = H und Hy = h. Auch die Stetigkeit von
H ist offensichtlich, denn die Einschréinkungen von H auf die offenen Teilmengen
V¥ x I sind stetig. Damit ist der Beweis von Satz I1.3.3 vollstandig. U

I1.3.6. KOROLLAR (Liften von Wegerj). Es seien p : X — X eine Uberlage-
rung, f 1 — X ein Weg in X und & € X mit p(Z) = f(0). Dann existiert genau
ein Weg f: 1 — X mitpo f=f und f(0) =17
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BEWEIS. Die folgt aus Satz 11.3.3 mit Y = {x}, vgl. Proposition 1.4.5. O
I1.3.7. KOROLLAR. Es seien p: X — X eine Uberlagerung, und f,g: 1 — X

zwei Wege die homotop relativ Endpunkten sind. Weiters seien f,g : I — XN
Lufts von [ und g mit gleichem Anfangspunkt f(0) = g(0). Dann sind auch f
und g homotop relative Endpunkten in X . Insbesondere haben f und g denselben

Endpunkt, f(1) = g(1).

BEWEIS Es bezeichne H : I xI — X eine Homotopie relativ Endpunkten von

= fnach H; = g. Nach Satz I1.3.3 existiert eine Homotopie H:IxI — X mit

— fund poH = H. Da fiiri = 0,1 der Weg t — p(H(i,t)) = H(i,t) konstant

ist, muss nach der Eindeutigkeitsaussage in Korollar 11.3.6 auch ¢t — H (1,t)
konstant in ¢ sein. Also ist H eine Homotopie relativ Endpunkten. Insbesondere
gilt Hy(0) = f[o( 0) = f(0) = §(0). Also ist s — Hj(s) ein Lift von g mit
Anfangspunkt H,(0) = §(0). Aus der Eindeutigkeitsaussage in Korollar I1.3.6
schlieBen wir H, = §. Also ist H eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = f
nach H; = §. U

Es sei p: X — X eine Uberlagerung, z, € X und es bezeichne Foy = p~H(z0)
die Faser iiber xy. Wir erhalten eine Abbildung

Foy x m(X,20) = Fupy (& [f]) = & [f] = fa(1) (IL.3)
wobei f; : I — X den eindeutigen Lift von f mit Anfangspunkt f;(0) = &
bezeichnet, vgl. Korollar 11.3.6. Beachte, dass dies nach Korollar 11.3.7 tatsachlich

wohldefiniert ist, denn der Endpunkt fx(l) héngt nur von der Homotopieklasse
von f ab.

I1.3.8. PROPOSITION. Istp: X — X eine Uberlagerung und xo € X, dann de-
finiert die Abbildung (11.3) eine Rechtswirkung der Fundamentalgruppe mi (X, zo)
auf der Faser F,, = p~'(xo). Diese Wirkung kommutiert mit der Linkswirkung
der Gruppe der Decktransformationen Deck(X), dh. (& - o) = ¢(Z) - o fiir alle
¢ € Deck(X), 7 € F,, und o € m (X, xg). Fir wegzusammenhdngendes X ist die
Rechtswirkung (11.3) transitiv.

BEWEIS. Da das neutrale Element 1 € m1(X, z) durch die konstante Schleife
¢y, Teprasentiert wird, gilt offensichtlich z -1 = z fiir Jedes T e Fm0 Sind f und ¢

zwei Schleifen bei xy und & € F,, so folgt (f g) fng fxgx 7], und daher
- ([fllg) = z-[fg) = (f9)z(1) = (fzgz151) (1) = Gaip(1) = (gz-[f]) [g]. Dies zeigt,
dass (IL.3) tatsdchlich eine Rechtswirkung auf F,, definiert. Ist ¢ € Deck(X)
eine Decktransformation so gilt p o f; = fg;(:z) und wir erhalten o(Z - [f]) =
o(f2(1)) = (9o f2)(1) = fou (1) = (&) -[f], also kommutiert die Rechtswirkung
von 71 (X, z9) mit der Linkswirkung der Decktransformationen. Zur Transitivitit:

Ist X wegzusammenhéngend, so finden wir zu zwei gegebenen Punkten %o, Z; €
F,, einen Weg f mit f(0) = &, und f(1) = #;. Da p(io) = xo = p(Z) ist
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f := po f eine Schleife bei z, und definiert daher ein Element [f] € 7y (X, z).
Nach Konstruktion ist & - [f] = Z;, die Wirkung also transitiv. O

Unter einer punktierte Uberlagerung verstehen wir eine Abbildung punktier-
ter Raume p : (X, %) — (X, xo) deren zugrundeliegende Abblldung p: X —=X
eine Uberlagerung ist. Punktierte Uberlagerun-

gen werden auch Uberlagerung mit Basispunkt (X %0)
genannt. Unter einem Isomorphismus zwischen \ /

zwei punktierten Uberlagerungen p : (X, %) —

(X, x0) und ¢ : (Y, o) — (X, xo) verstehen wir (X, o)

einen Homéomorphismus punktierter Riume ¢ : (X, &) — (Y, ) mit go p=p.
Existiert so ein Isomorphismus, dann nennen wir die beiden punktierten Uberla-
gerungen isomorph.

I1.3.9. DEFINITION (Charakteristische Untergruppe). Unter der charakteristi-
sche Untergruppe einer punktierten Uberlagerung p : (X, %) — (X, x¢) verstehen
wir die Untergruppe img(p.) = p.(m1 (X, o)) von m (X, x¢).

I1.3.10. BEMERKUNG. Sind p : (X, &) — (X, z0) und ¢ : (Y, 5) — (X, )
zwei isomorphe punktierte Uberlagerungen, dann stimmen ihre charakteristi-
schen Untergruppen iiberein, denn ist ¢ : (X, %) — (Y, ) ein Isomorphimus
punktierter Uberlagerungen, dann folgt p.(m1 (X, %0)) = (¢ 0 ¢)u(m (X, &) =
g (s (m1 (X, o)) = ¢ (m1(Y , 90)), siehe Proposition 1.6.2.

I1.3.11. PROPOSITION. Es seip: (X, %) — (X, x0) eine punktierte Uberlage-
rung und es bezeichne Fy, := p~'(xq) die Faser iiber xy. Dann gilt:

(i) Der Homomorphismus p, : 71 (X, To) — m (X, xo) ist injektiv, die cha-
rakteristische Untergruppe p.(m1(X, %)) daher zu m (X, &o) isomorph.
(i) Fiir eine Schleife f bei zo gilt [f] € p.(71(X, %)) genau dann, wenn sie
sich zu einer Schleife bei T liften ldsst, dh. fjo(l) = Zg.
(iii) Die Isotropiegruppe von Ty beziiglich der Rechtswirkung (11.3) stimmt
mit der charakteristischen Untergruppe p. (w1 (X, %)) tberein. Wir er-
halten daher eine injektive Abbildung

(X, 20)/ps (M1 (X, o)) — Fiy, o Iy -0, (I1.4)

wobei m (X, x20)/pe(m (X, %)) die Menge der Rechtsnebenklassen be-
zeichnet. ~ B
(iv) Fir o € m (X, zg) gilt p(m(X, %o - 0)) = 07 (pu(m (X, Z0)))0

Ist dariiberhinaus X wegzusammenhingend, dann gilt weiters:
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(v) Die Abbildung (11.4) ist eine Bijektion. Die Blitterzahl von p stimmt
daher mit dem Index*der charakteristischen Untergruppe p,(m1 (X, %))
in m (X, zg) tberein.

(vi) Fir zo, 2, € Fy, sind die charakteristischen Untergruppen p.(mi (X, Zo))
und p, (71 (X, %)) konjugiert?® in m (X, x0).

(vil) Jede zu p,(m1(X, %)) konjugierte Untergruppe in m (X, o) ist von der
Form p,(m1(X, &) fiir einen geeigneten Punkt &y € Fy, .

(viii) Die Gleichung (&o) = &g - ®(), ¢ € Deck(X), definiert einen injekti-
ven Gruppenhomomorphismus*

® : Deck(X) — Ny (x.00) (04 (1 (X, %9))) /pi (11 (X, F0)). (IL5)

BEWEIS. Die Aussagen (i) und (ii) folgen sofort aus Korollar 11.3.7. Ad (iii):
Aus (ii) sehen wir, dass die Isotropiegruppe von &, mit der charakteristischen
Untergruppe p, (m (X ,9?0)) iibereinstimmt. Es folgt daher &y - 01 = I - 02 &
To - (0'10'2_1) =Ty & 0’10’2_ € p*(ﬂ'l(X i’o)) <:>p*(7T1(X ZZ’Q))O’l = p*(’]Tl(X,i’()))O'g.
Dies zeigt, dass (I1.4) wohldefiniert und injektiv ist. Ad (iv): Sei f eine Schleife
bei x die o représentiert, und f : I — X ihr Lift mit Anfangspunk f(0) = Z.
Nach Definition ist dann g - o = f(1). Nach Proposition 1.3.5 gilt m (X, %) =
ﬁf(m(X,ito-U)) Es folgt p*(7r1(X Ty)) = p*(ﬁf(m(X To - a))) —a(p*(m(X To-
a)))a‘1 und damit die Behauptung. Sei nun X wegzusammenhingend. Nach
Proposition I1.3.8 ist dann die Rechtswirkung von (X, x¢) auf F,, transitiv,
daher (II.4) surjektiv, woraus nun (v) folgt. Aus der Transitivitit der Wir-
kung von (X, x¢) auf Fj, zusammen mit (iv) folgt (vi). Auch (vii) folgt so-
fort aus (iv). Wenden wir uns schlieBlich (viii) zu. Sei ¢ € Deck(X). Wegen
der Transitivitidt der Wirkung von m (X, zo) auf Fj, existiert o € m (X, zo) mit
©(To) = To - 0. Aus (iv) erhalten wir p*(m(X () = o p(m(X, E))o,
nach Bemerkung I1.3.10 gilt aber auch p, (m1(X, ¢(&0))) = ps(m (X, Zo)). Es folgt
o pe(mi(X,70))o = pu(mi(X,d0)), also 0 € Niy(xa) (P (m1(X, 30))). Zusam-
men mit (v) sehen wir daher, dass ¢(Zg) = Zo - P(¢) tatsichlich eine Abbildung
® : Deck(X) — 1 (Xz0) (P (1 (X, To))) /(1 (X, %)) definiert. Diese ist injek-
tiv, denn die Wirkung von Deck(f( ) auf F, ist frei, siche Proposition I1.3.2. Nach
Proposition 11.3.8 kommutieren die Wirkungen von Deck(X) und m (X, zo) auf
der Faser F,. Daher ist Zo-®(got)) = (pot))(Zo) = ¢(To-P(¢)) = (To)-®(v) =

st G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, dann wird die Kardinalzahl #(G/H)
der Inder von H in G genannt. Der Index einer Untergruppe ist daher die Anzahl der Links-
nebenklassen von H, und dies stimmt mit der Anzahl ihrer Rechtsnebenklassen iiberein.

20Zwei Untergruppen H; und Hj einer Gruppe G werden konjugiert genannt, falls g € G mit
gH,g~' = H, existiert. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Untergruppen
von G.

2st G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, dann heit Ng(H) == {g € G :
gHg~' = H} der Normalisator von H in G. Dies ist die gréBte Untergruppe von G, die H als
Normalteiler enthélt.
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(70 B()) - D) = Fo - (B(2)B(1), also B(p 0 1) = B()®(). Damit ist auch
die Homomorphismuseigenschaft von ¢ gezeigt. U

I1.4. Liften von Abbildungen. Unter schwachen Zusammenhangsvoraus-
setzungen erlaubt die charakteristische Untergruppe eine vollstdndige Losung
des Liftungsproblems. Wir bendétigen hierfiir den folgenden Zusammenhangsbe-
griff. Ein topologischer Raum X heif3t lokal wegzusammenhdngend, falls zu jedem
Punkt z € X und jeder Umgebung U von x, eine wegzusammenhéngende Um-
gebung V' von z mit V C U existiert. In anderen Worten, jeder Punkt in z € X
besitzt eine Umgebungsbasis aus wegzusammenhédngenden Umgebungen. Ist X
lokal wegzusammenhdngend und U eine offene Umgebung von x € X, dann bil-
den die Punkte in U die sich durch einen Weg in U mit x verbinden lassen
eine offene wegzusammenhidngende Umgebung von z. In einem lokal wegzusam-
menhéngenden Raum besitzt daher jeder Punkt sogar eine Umgebungsbasis aus
offenen wegzusammenhéngenden Umgebungen.

[1.4.1. BEMERKUNG. Ein lokal wegzusammenhégender Raum ist genau dann
wegzusammenhéngend wenn er zusammenhéngend ist. Dies folgt aus der Tatsa-
che, dass in einem lokal wegzusammenhingenden Raum die Wegzusammenhangs-
komponenten offen und daher auch abgeschlossen sind.

[1.4.2. BEMERKUNG. Fiir eine Uberl@gerung D X > X gilt: X ist genau
dann lokal wegzusammenhéngend wenn X lokal wegzusammenhéngend ist. Dies
folgt aus der Tatsache, dass p ein lokaler Homéomorphismus ist.

I1.4.3. BEISPIEL. Jeder lokal kontrahierbare Raum ist lokal wegzusammen-
héngend. Dabei heifit ein topologischer Raum [lokal kontrahierbar, wenn jeder
Punkt eine Umgebungsbasis kontrahierbarer Umgebungen besitzt, dh. zu jedem
Punkt x und jeder Umgebung U von z existiert eine kontrahierbare Umgebung V'
von x mit V C U. Etwa sind topologische Mannigfaltigkeiten offensichtlich lokal
kontrahierbar und damit auch lokal wegzusammenhéngend.

I1.4.4. BEISPIEL. Bezeichne Z := {0} U{+ : n € N} C R und betrachte
X = (I x{0})U (Z xI). Der Raum X ist wegzusammenhéngend, aber nicht
lokal wegzusammenhéngend. Keiner der Punkte (0,y) € X, y € (0, 1], besitzt
eine Basis aus wegzusammenhéngenden Umgebungen.

11.4.5. SaTz (Liftungskriterium). Es seip : (X, %) — (X, x0) eine punktierte
Uberlagerung und (Y, o) ein zusammenhdingender, lokal wegzusammenhdingender
punktierter Raum. Eine Abbildung punktierter Riume f : (Y, yo) — (X, xq) ldsst
sich genau dann zu einer Abbildung punktierter Riume f = (Y,yo) — (X, &)
liften, wenn f.(m(Y,v0)) in der charakteristischen Untergruppe von p enthalten
ist, dh. wenn gilt f.(m(Y,vy0)) C pu(m(X,%0)). In diesem Fall ist der Lift f

eindeutig.
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BEWEIS. Die Bedingung ist offensichtlich notwendig, denn ist f : (Y, o) —
(X, %) ein Lift von f, dann erhalten wir f.(m(Y,50)) = (p o fu(m (Y, 10)) =
p(fo(m (Y, 10)) € pu(mi(X, &)). Die Eindeutigkeit des Lifts folgt aus Propositi-
on I1.3.1. Nun zur Konstruktion von f . Da'Y wegzusammenhéngend ist, siche Be-
merkung I1.4.1, existiert zu jedem Punkt y € Y ein Weg o : I — Y von o(0) = g
nach o(1) = y. Es ist dann f oo ein Weg in X mit Anfangspunkt (foo)(0) = .
Nach Korollai\ll?).(i lasst sich dieser Weg iiber p zu einem Weg f;; mit An-
fangspunkt (f o 0)(0) = &, liften. Wir setzen f(y) := (f o 0)(1) und iiberzeugen
uns zunéchst davon, dass dies wohldefiniert, dh. unabhéngig von der Wahl von
o ist. Ist 7 ein weiterer Weg von g, nach g, dann ist f o (67) = (foo)(foT)
eine Schleife bei z, die sich wegen f,(m1 (Y, 40)) C ps(m (X, %)) und Propositi-
on I1.3.11(ii) zu einer Schleife bei y liften ldsst. Es missen daher die Endpunkte
von f/c\D/a und fc\)/T tibereinstimmen, (f/c\D/a)( 1) = (f OT)( ), und damit ist f
wohldefiniert. Offensichtlich gilt po f = f und f (yo) = Zo. Es bleibt noch die
Stetigkeit von f zu verifizieren. Sei dazu y € Y und U eine offene Umgebung von
f(y), sodass U := n(U) offen und p|; : U — U ein Homéomorphismus ist. Da f
stetig und Y lokal wegzusammenhéngend ist, existiert eine wegzusammenhéngen-
de Umgebung V von y mit f(V) C U. Es geniigt zu zeigen f(V) C U. Sei dazu
v /G\Z und a ein Weg in V' von y nach v. Dann ist ca ein Weg von y nach v, und
(f o 0)((plg) ' o foa) der Lift des Weges fo(oa) mit Anfangspunkt zy. Nach De-

finition von f gilt daher f(v) ~((fOU)((ply) o foa))(1) = (ply) (f(v)) € U.
Dies zeigt f(V) C U, also ist f stetig. O

I1.4.6. BEMERKUNG. Da p, : m(X, %) — m (X, z0) injektiv ist, siche Propo-
sition I1.3.11(i), ist die Bedingung in Satz I1.4.5 dquivalent zu der Forderung, dass
sich der Homomorphismus f, : m (Y, y0) — 71 (X, zo) tiber p, zu einem Homomor-
phismus \ : m (Y, y0) — 71 (X, &) liften lisst, dh. p, o A = f,. Das geometrische
Liftungsproblem ldsst sich daher genau dann 16sen, wenn das entsprechende al-
gebraische Problem losebar ist:

(X>570) m (X, Zo)
3 7
/f/ lp — /35 - lp*
¢ I T fe
(Y, yo) (X 550) U (}/7 yo) — m (X7 Io)

11.4.7. BEISPIEL. Fiirn > 2 und k € Ngilt [S", T*] = 0, dh. je zwei stetige Ab-
bildung S” — T* sind homotop. Seien dazu f, g : S® — T* stetig. Betrachte die
Uberlagerung p : R¥ — T* aus Beispiel I1.2.5. Da S™ einfach zusammenhéngend
ist, folgt aus Satz 11.4.5 die Existenz stetiger Abbildungen f,g : S" — RF mit
po f= fund po §= g. Da R* kontrahierbar ist, sind f und § homotop. Damit
miissen auch f und g homotop sein.
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[1.4.8. BEISPIEL. Fiir n > 2 und k € N gilt [RP™, T%] = 0, dh. je zwei stetige
Abbildungen RP"™ — T* sind homotop. Wir betrachten wieder die Uberlagerung
p: R¥ — T* Da 7 (RP") = Z,, siche Beispiel 1.9.16, und 7 (T%) = Z*, siche
Beispiel 1.7.7, ist jeder Homomorphismus 7 (RP™) — 7 (T*) trivial. Sind also
f.g : RP® — T* stetig, dann existieren f,§ : RP" — th mit po f = f und

po =g, sieche Satz 11.4.5. Da R* kontrahierbar ist, sind f und § homotop, also
miissen auch f und g homotop sein.

Wir nennen eine Uberlagerung p : X — X (weg)zusammenhéngend, falls X
(weg)zusammenhingend ist. Als stetiges Bild von X muss dann auch X (weg)zu-
sammenhéngend sein. Wenn wir im Folgenden von einer zusammenhéngenden
Uberlagerung p : X — X eines lokal wegzusammenhéngenden Raumes X spre-
chen dann impliziert dies, dass X und X beide wegzusammenhéangend und lokal
wegzusammenhéangend sind, siehe die Bemerkungen I1.4.1 und 11.4.2.

11.4.9. KOROLLAR. Zwei zusammenhingende punktierte Uberlagerungen ei-
nes lokal wegzusammenhdngenden punktierten Raums sind genau dann isomorph,
wenn thre charakteristischen Untergruppen tbereinstimmen. In diesem Fall gibt
es genau einen Isomorphismus punktierter Uberlagerungen zwischen ihnen.

BEWEIS. Seien ¢ : (Y, ) — (X, z0) und p : (X, %) — (X, x) zwei zusam-
menhéngende Uberlagerungen von X. Existiert ein Isomorphismus punktierter
Uberlagerungen ¢ : (Y, 40) — (X, %), dann miissen die charakteristischen Un-
tergruppen iibereinstimmen, siche Bemerkung I1.3.10. Da der Isomorphismus ¢
als Lift der Abbildung ¢ iiber p interpretiert werden kann, folgt die Eindeutig-
keit des Isomorphismus aus Proposition 11.3.1. Ist andererseits p,(m (X, Zo)) =
. (m1(Y, §jo)) dann folgt aus Satz IL.4.5, dass 5
p und g zu Abbildungen punktierter Rdume ( by e (1; o)
P (X,d) — (Vo) und ¢ = (V. §0) — p e
(X, Zo) gelifted werden konnen: Es ist dann x /

q_l o p ein Automorphismus der punktierten (X, 7o)
Uberlagerung p, und wegen der Eindeutig- 0
keit solcher Automorphismen, siehe Proposition I1.3.1, muss ¢~ ' op = id ; gelten.
Ebenso folgt p~! o ¢ = idy. Also ist p ein Homdomorphismus und damit der
gesuchte Isomorphismus punktierter Uberlagerungen. O

[1.4.10. KOROLLAR. Fs sei X ein einfach zusammenhdngender und lokal weg-
zusammenhdngender Raum. Dann ist jede zusammenhingende Uberlagerung von
X zu der trivialen ein-blittrigen Uberlagerung idx : X — X isomorph. Weiters
ist jede Uberlagerung von X trivial.

BEWEIS. Die erste Aussage folgt sofort aus Korollar I1.4.9. Seinun p : X — X
eine nicht notwendigerweise zusammenhéngende Uberlagerung Es bezeichnen
X\, A e A, die Wegzusammenhangskomponenten von X und py = = %) X, —
X. Aus dem Wegzusammenhang von X und Korollar 11.3.6 folgt, dass jedes
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. X, — X surjektiv ist. Ist U eine wegzusammenhingende offene Teilmenge
dle von p gleichmiBig iiberlagert wird, dann wird diese auch von py gleichméBig
iiberlagert. Also ist jedes py : Xy — X eine - zusammenhéngende Uberlagerung,
und daher ein Homoomorphismus. Es folgt X = X x A, also ist p : X — X eine
triviale Uberlagerung. O

[1.4.11. KOROLLAR. Es sei p : X — X eine zusammenhingende Uberlage-
rung eines lokal wegzusammenhdngenden Raumes X. Weiters seien xo € X und
To,T1 € Fyy = p~H(x0). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es existiert eine Decktransformation o € Deck(X) mit o(Zo) = 1.
(i) Die Untergruppen p.(m (X, %o)) und p. (7 (X, &) stimmen iberein.
(iii) Fir ein (und dann jedes) o € m(X,xo) mit Zo -0 = 71 gill 0 €
Nﬂl(X7ro)(p*(W1(X>j0))>' _ ~ ~
(iv) Fiir einen (und dann jeden) Weg f : I — X von &y nach &, liegt [po f]
im Normalisator Ny, x z0) (p*(m(f(, 570))) .
(V) Zu jeder Schleife f bei &g existiert eine Schleife § bei &y mit po f = pog.

BEWEIS. Die Aquivalenz (i)« (ii) folgt aus Korollar 11.4.9, denn eine Deck-
transformation mit (&) = &, ist ein Isomorphismus punktierter Uberlagerungen
¢ (X, %) — (X, #). Die Aquivalenz (i)« (iii) folgt aus Proposition I1.3.11(iv).
Die Aquivalenz (iii)<(iv) ist offensichtlich. Die Aquivalenz (ii)<(v) folgt aus
Proposition I1.3.11(ii). O

[1.4.12. KOROLLAR. Es seip : (X, %) — (X,x0) eine zusammenhingende
punktierte Uberlagerung eines lokal wegzusammenhdingenden Raumes X. Dann
ist (I1.5) ein Isomorphismus von Gruppen,

Deck(X) = Ny (x,0) ( (1 (X, %)) )/p*(wl(X,io)).

Beweis. Nach Proposition I1.3.11(viii) bleibt nur die Surjektivitit des Ho-
momorphsimus ® : Deck(X) — Ny, (x,20) (p*(7r1(X Zo)) )/p*(m(f(,:io)) ZU zeigen.
Sei also 0 € N, (x,z0) (p*(7r1 (X, :)30))). Nach Korollar 11.4.11 existiert eine Deck-
transformation ¢ mit p(Zg) = o - 0. Es folgt ®(¢) = o, also ist ¢ surjektiv. O

I1.5. Normale Uberlagerungen. Normale Uberlagerungen sind Uberlage-
rungen mit maximaler Symmetrie. Genauer haben wir folgende Definition. Eine
Uberlagerung p : X — X heiBt normal, wenn fiir je zwei Punkte %o, 7 € X
mit p(Zo) = p(&;) eine Decktransformation ¢ € Deck(X) mit (i) = & exi-
stiert. Eine Uberlagerung ist also genau dann normal, wenn die Gruppe der
Decktransformationen auf jeder Faser transitiv wirkt. Normale Uberlagerungen
werden manchmal auch als reguldre Uberlagerungen bezeichnet.

I1.5.1. PROPOSITION. Fiir eine zusammenhdingende Uberlagerung p : X — X
eines lokal wegzusammenhdngenden Raumes X sind dquivalent:

(i) p: X — X ist eine normale Uberlagerung.
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(ii) Fir einen (und dann jeden) Punkt xo € X wirkt die Gruppe der Deck-
transformationen Deck(X) transitiv auf der Faser F,, = p~'(zo).
(iit) Fiir einen (und dann jeden) Punkt ¥, € X ist die charakteristische
Untergruppe p.(m (X o)) ein Normalteiler von m (X, p(Zo)).
(iv) Zu jeder Schleife f in X und jedem Punkt & € X mit p(iy) = p(f(0))
existiert eine Schleife § bei &y mitpoj=po f.
In diesem Fall gilt weiters Deck(X) = m (X, p(&0))/pemi(X, &0), fiir jedes & €
X, und die Blitterzahl von p stimmt mit der Ordnung von Deck(X) tiberein.

BEWwEIS. In der Aquivalenz (i)« (ii) ist nur zu zeigen, dass wenn Deck(X)
auf der Faser F, transitiv wirkt dies dann auch fiir jede andere Faser gilt. Sei-
en dazu §o und g mit p(do) = p(f1) und Ty € F;, beliebig. Wihle einen Weg
fo: I — X von fy(0) = o nach fo(1 ) = Zp. Weiters bezeichne fi: I - X
den eindeutigen Weg mit p o fi = po fo und f1(0) = i1, siche Korollar I1.3.6.
Es ist dann auch z; := fl( ) € F,,, nach Voraussetzung existiert daher ei-
ne Decktransformation ¢ mit ¢(Zo) = Z;. Aus der Eindeutigkeitsaussage in
Proposition I1.3.1 folgt ¢ o fo = f1, denn beide Wege liften den Weg p o fo
und sie haben denselben Endpunkt (¢ o fo)(1) = & = f1(1). Dann gilt aber
auch ¢(7) = (p o fo)(0) = f1(0) = . Nun zur Implikation (ii)=(iii): Sei
fo € X, 1o = p(Zo) und o € m (X, xp). Da die Wirkung der Decktransfor-
mationen auf Fj, transitiv ist, existiert ¢ € Deck(X) mit @(&y) = o - 0.
Nach Korollar 11.4.11 ist daher o € Ny, (x40 (P«(m1(X, d0))). Da dies fiir alle
o € m(X,x0) gilt muss p,(m (X, %)) ein Normalteiler von (X, ) sein. Ad
(iii)=(ii): Seien also Ty, & € Fy,. Nach Proposition I1.3.8 existiert o € m (X, x¢)
mit Zo - 0 = &;. Da p,(m(X, &) ein Normalteiler von (X, z) ist, gilt ins-
besondere 0 € Ny, (x,00)( *(WI(X,%))). Nach Korollar 11.4.11 existiert daher
¢ € Deck(X) mit ¢(Zg) = #;. Also wirkt Deck(X) transitiv auf Fj,. Schlief-
lich folgt die Aquivalenz (iv)<(ii) aus Korollar 11.4.11. Ist nun p normal und
iy € X, dann folgt aus Korollar 11.4.12 Deck(X) = m (X, p(Z0))/pem1 (X, Zo),
denn ./\f7r1 X,p(xo))(p*(ﬁ(X,%))) = m(X,p(Zg)) da die charakteristische Unter-
gruppe ein Normalteiler ist. SchlieBlich ist Deck(X) — Fo@o) ¢ — @(Z0), bijek-
tiv, denn Deck(X) wirkt frei und transitiv auf F,s,). Also stimmt die Blitterzahl
mit der Ordnung von Deck(X) iiberein. O

I1.5.2. BEISPIEL. Jede zusammenhingende Uberlagerung eines lokal wegzu-
sammenhéngenden Raums mit abelscher Fundamentalgruppe ist eine normale
Uberlagerung, siehe Proposition I1.5.1, denn Untergruppen abelscher Gruppen
sind stets Normalteiler.

11.5.3. BEISPIEL. Betrachte die normale Uberlagerung p : S* — S', p(z) :=
2", n € N. Thre charakteristische Untergruppe ist nZ C Z = m;(S'). Aus Propo-
sition 11.5.1 folgt daher Deck(p) = Z/nZ = Zy,.
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I1.5.4. BEISPIEL. Jede einfach zusammenhingende Uberlagerung p : X —
X eines lokal wegzusammenhédngenden Raums X ist normal, denn die triviale

~Y

Untergruppe ist stets ein Normalteiler. In diesem Fall gilt weiters Deck(X) =
m1(X), siche Proposition IL.5.1.

I1.5.5. BEISPIEL. Wirkt eine diskrete Gruppe G strikt diskontinuierlich von
links auf einem topologischen Raum X, dann ist die Orbitprojektion p : X —
X/G eine normale Uberlagerung, siche Proposition 11.2.3. Ist X zusammenhin-
gend, dann ist der Homomorphismus G — Deck(p), g — A, ein Isomorphismus.
Ist ndmlich ¢ eine Decktransformation, x € X beliebig und g € G mit p(z) = gz,
dann folgt aus Proposition I1.3.2 schon ¢ = A,. Ist dariiberhinaus X lokal wegzu-
sammenhdmgend, dann gilt G = Deck(p) = m1(X/G, p(x0))/p«(m1(X, o)) fiir je-
des xg € X, siehe Proposition I1.5.1. Ist schliellich X einfach zusammenhéngend,
dann folgt G = Deck(p) = m(X/G).

I1.5.6. BEISPIEL. Betrachten wir die Uberlagerung p : S™ — S™/Z, = RP",
n > 2, aus Beispiel 11.2.7, so erhalten wir 71 (RP"™) = Deck(p) = Z,, siehe Bei-
spiel I1.5.5.

I1.5.7. BEISPIEL. Betrachte wir die Uberlagerung p : S*"~' — S§2"=1/7,
L(p;q1,--.,qn),n > 2, aus Beispiel I1.2.8, dann erhalten wir m (L(p; qiy .-, qn))
Deck(p) = Z,, sieche Beispiel I1.5.5.

I1.5.8. BEISPIEL. Betrachte wir die Uberlagerung p : R" — R™/Z™ = T™ aus
siehe Beispiel 11.2.5, so erhalten wir 71 (7") = Deck(p) = Z", siehe Beispiel 11.5.5.

I1.5.9. BEISPIEL. Betrachten wir die Uberlagerung p : R? — R?/(Z % Z) = K
aus Beispiel 11.2.9, so erhalten wir m; (K) = Deck(p) = Z % Z, siche Beispiel 11.5.5.

I1.5.10. BEISPIEL. Es bezeichne A : S? — S? die Antipodalabbildung, A(z) :=
—x. Die Abbildung A x A : 83 x S? — S x S3 definiert eine freie Z,-Wirkung auf
S3 x §3. Aus Aufgabe 23 folgt (83 x S3)/Zy = SO4. Mit Hilfe von Beispiel 11.5.5
erhalten wir daher m1(SOy) = Zs.

R

I1.6. Konstruktion von Uberlagerungen. Sei (X, z) ein zusammenhén-
gender und lokal wegzusammenhéngender punktierter Raum. Wir haben im letz-
ten Abschnitt gesehen, dass zusammenhingende punktierte Uberlagerungen von
(X, o), bis auf Isomorphie, durch ihre charakteristische Untergruppe bestimmt
sind, siehe Korollar I1.4.9. Es stellt sich nun die Frage, ob jede Untergruppe von
m1(X, xg) als charakteristische Untergruppe einer punktierten Uberlagerung von
(X, o) auftritt. Beispielsweise ist 71 (X, zo) die charakteristische Untergruppe der
trivialen Uberlagerung idx : (X,z¢) — (X, 20). Das andere Extrem wire eine
Uberlagerung p : (X, %) — (X, ) mit trivialer charakteristischer Untergrup-
pe. Da p, : m (X, %) — m (X, xo) stets injektiv ist, siche Proposition 11.3.11(i),
ist dies genau dann der Fall wenn X einfach zusammenhingend ist. Eine solche
Uberlagerung wird universell genannt.
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I1.6.1. DEFINITION (Universelle Uberlagerung). Eine Uberlagerung p : X —
X eines zusammenhéngenden und lokal wegzusammenhéngenden Raums X wird
universell genannt, falls X einfach zusammenhéngend ist.

[1.6.2. BEMERKUNG. Ein zusammenhéngender und lokal wegzusammenhén-
gender Raum besitzt, bis auf Isomorphie, hochstens eine universelle Uberlagerung
X — X, siehe Korollar I1.4.9. Wir sprechen daher von der universellen Uberla-
gerung. Eine weitere schwache Zusammenhangseigenschaft der Basis stellt die
Existenz einer universellen Uberlagerungen sicher, siche Satz I1.6.9 unten. Uni-
verselle Uberlagerungen sind stets normal, und es gilt Deck(X) = m;(X), siche
Beispiel 11.5.4.

11.6.3. BEISPIEL. Die Abbildung R — S! aus Beispiel 11.2.4 ist die univer-
selle Uberlagerung des Kreises. Ebenso ist R” — T™, siche Beispiel I1.2.5, die
universelle Uberlagerung des Torus. Die Quotientenabbildung S” — RP" aus
Beispiel 11.2.7, ist die universelle Uberlagerung des projektiven Raums, n > 2.
Ebenso ist die Quotientenabbildung S?*~! — L(p; qi, ..., q,), siehe Beispiel I11.2.8,
die universelle Uberlagerung des Linsenraums, n > 2. Die Abbildung R?> —
R?/(ZxZ) = K aus Beispiel 11.2.9 ist die universelle Uberlagerung der Kleinschen
Flasche. Die Abbildung S — SO; aus Aufgabe 18 ist die universelle Uberlage-
rung von SO3. Die Abbildung S x S? — SO, aus Beispiel I1.5.10 ist die universelle
Uberlagerung von SOy.

I1.6.4. BEMERKUNG. Es sei p : (X,4Z,) — (X,x0) eine punktierte univer-
selle Uberlagerung eines lokal wegzusammenhingenden Raums X. Weiters sei
H C m (X, ) eine Untergruppe. Es bezeichne ® : Deck(X) — m (X, ) den
durch ¢(Zg) = Zo - ®(¢) gegebenen Isomorphismus. Dann definiert h - & :=
®~1(h)(&) eine strikt diskontinuierlich Linkswirkung von H auf X, siche Pro-
position I1.3.2. Also ist die Orbitprojektion p : (X, &o) — (X/H, o) eine (univer-
selle) Uberlagerung, wobei gy := p(%), siche Proposition I1.2.3. Die Abbildung
p faktorisiert zu einer surjektiven stetigen Abbildung -

q- (X./Hv?j(]) - (X7'r0)7 dh. g o p = p. Dieses q ist (X,i’o) .

p
eine Uberlagerung, denn jede wegzusammenhéngen- \
de offene Teilmenge U C X die von p gleichméBig p (X /H, )
iiberlagert wird, wird auch von ¢ gleichméfig iiber- /

q

lagert. Fiir die charakteristische Untergruppe von ¢ (X, o)
gilt q.(m (X /H,go)) = H. Betrachte dazu eine Schlei- o

fe f : I — X bei 2y und ihren Lift f : I — X mit f(0) = Z. Dann ist
pof:I— X/H der Lift von f iiber ¢ mit Anfangspunkt (5o f)(0) = §o. Dieser
Lift ist genau dann geschlossen, wenn g - [f] = f(1) € 5~ (go) = H - Fg = & - H
liegt, und dies ist genau dann der Fall wenn [f] € H, denn die Rechtswirkung
von (X, xq) auf Fj, ist frei wegen des einfachen Zusammenhangs von X. Aus
Proposition 11.3.11(ii) folgt daher die Behauptung iiber die charakteristische Un-
tergruppe von q.
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I11.6.5. PROPOSITION (Universalitit der universellen Uberlagerung). Es sei
p: (X,%0) — (X,z0) eine punktierte universelle Uberlagerung des lokal weg-
zusammenhdingenden Raumes X, und es sei q @ (Y, 90) — (X, x) eine weitere
zusammenhdngende Uberlagerung. Dann existiert genau eine Abbildung punktier-
ter Riume p: (X, 7o) — (Y, i) mit gop = p, und diese ist eine Uberlagerung.

BEWEIS. Es beizeichne H := q,(m1(9, %)) € m (X, zo) die charakteristische
Untergruppe von ¢. Nach Korollar 11.4.9 ist ¢ zu der punktierten Uberlagerung
(X/H, i) — (X, z0) aus Bemerkung I1.6.4 isomorph. O.B.d.A. diirfen wir daher
Y = X/H annehmen. Die Orbitprojektion p : X — X/H ist dann die gesuchte
Uberlagerung. O

Es sei p: X — X eine universelle Uberlagerung und z, € X. Dann existieren
g € F,,, offene Umgebungen U von Zo und U von xg, sodass p|; : U—U
ein HomGomorphismus ist. Die kanonische Inklusion ¢ : U — X lésst sich dann
als Komposition ¢ = p o (p|5)~" schreiben. Aus m(X, %) = 0 folgt nun, dass
ts = pso((plg) ')« der triviale Homomorphismus sein muss. Ein Raum kann daher
nur dann eine universelle Uberlagerung besitzen wenn er folgende Eigenschaft hat:

I1.6.6. DEFINITION (Semilokal einfach zusammenhéngend). Ein topologischer
Raum X heiflt semilokal einfach zusammenhdngend, falls jeder Punkt zy € X
eine Umgebung U besitzt, sodass jede Schleife in U bei xg, in X nullhomotop
ist. In anderen Worten, die kanonische Inklusion U — X induziert den trivialen
Homomorphismus m (U, zg) — w1 (X, x¢).

I1.6.7. BEMERKUNG. Jeder lokal kontrahierbare Raum ist semilokal einfach
zusammenhéngend, vgl. Bemerkung I11.4.3. Insbesondere sind topologische Man-
nigfaltigkeiten semilokal einfach zusammenhéingend. Allgemeiner ist jeder lokal
einfach zusammenhéngende Raum auch semilokal einfach zusammenhéngend.
Dabei heifit ein Raum lokal einfach zusammenhéngend falls jeder Punkt eine Um-
gebungsbasis aus einfach zusammenhéngenden Umgebungen besitzt. Natiirlich
ist auch jeder einfach zusammenhéingende Raum semilokal einfach zusammen-
héngend.

I1.6.8. BEISPIEL. Der Teilraum X :=J, y{z € R? : ||z — 2| = 2} von R? ist
nicht semilokal einfach zusammenhéngend, der Punkt 0 € X besitzt keine Umge-
bung U deren induzierter Homomorphismus 7 (U) — m1(X) trivial ist. Der Kegel
CX is kontrahierbar, also einfach zusammenhéngend und damit auch semilokal
einfach zusammenhéngend, er ist aber nicht lokal einfach zusammenhéngend.

11.6.9. SATZ (Universelle Uberlagerung). Es sei X ein zusammenhdngender,
lokal wegzusammenhdingender und semilokal einfach zusammenhingender Raum.
Dann existiert eine universelle Uberlagerung p : X — X.
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BEWEIS. Wir fixieren einen Basispunkt zo € X, und definieren X als die
Menge der Homotopieklassen relativ Endpunkten von Wegen in X mit Anfangs-
punkt xg,

X = {Wege o : I — X mit Anfangspunkt o(0) = z0}/ ~ .

Ist o ein Weg mit ¢(0) = zo, dann schreiben wir [o] € X fiir die von ihm
repréasentierte Aquivalenzklasse. Offensichtlich ist
piX =X, p(le]) = o)) (IL6)

eine wohldefinierte Abbildung, die wegen des Wegzusammenhangs von X auch
surjektiv ist. Als Basispunkt in X wihlen wir die Homotopieklasse des konstanten
Weges, &g := [¢z,]. Dann gilt p(Zo) = 0.

Ist [0] € X und U C X offen, dann definieren wir eine Teilmenge Up,y € X
durch

U = {lo7] € X : 7 ein Weg in U mit (1) = 7(0)}.
Wir versehen X mit der grobsten Topologie, sodass alle diese Mengen (7[0} offen
sind. Eine Abbildung f : 7 — Nf( ist also genau dann stetig, wenn fiir jede
der Mengen Up, das Urbild f~(Up) offen in Z ist. Fiir (o] € Upy N Vi) gilt
o] € VV[U} - U[Jﬂ N ‘7[02}, wobei W := U NV, daher bilden die Mengen (7[0} sogar
eine Basis der Topologie auf X.
Ist 7 ein Weg in X mit Anfangspunkt v(0) = xo, dann definiert

.1 — X, A(t) = [s — ~(ts)], (IL.7)

einen Weg in X mit Anfangspunkt 5(0) = &, und Endpunkt 5(1) = []. Die
Stetigkeit von 7 lédsst sich leicht mit Hilfe der obigen Beschreibung stetiger Ab-
bildungen nach X verifizieren. Weiters gilt offensichtlich p o4 = 7, also ist 7y ein
Lift von ~. Daraus folgt nun insbesondere, dass der Raum X wegzusammenhén-
gend ist, denn 4 verbindet den Basispunkt Zo mit [v].

Die Abbildung (IL6) ist stetig, denn ist [0] € X und U C X offen mit
p([o]) € U, dann ist [o] € Upyy und Upy € p~H(U).

Wir zeigen als niichstes, dass p : X — X tatsiichlich eine Uberlagerung ist.
Sei dazu x € X. Da X lokal wegzusammenhéngend und semilokal einfach zusam-
menhéngend ist, existiert eine wegzusammenhéngende offene Umgebung U von
x mit der Eigenschaft, dass die Inklusion U — X den trivialen Homomorphismus
m(U,z) — m (X, z) induziert. Es bezeichne F, = p~'(z) C X, die Menge der
Homotopieklassen von Wegen von xy nach x. Dann gilt zunéchst

0[01] N U[@] =0 falls [o1] # [o2] € F. (11.8)

Um dies einzusehen nehmen wir an es gilt U (1] N o (5] 7 0. Dann existieren zwei
Wege 7 und 75 in U mit Anfangspunkt 71(0) = = = 75(0), sodass o177 =~ 0979
relative Endpunkten in X. Da m(U,z) — m(X,x) trivial ist, gilt m7 ~ ¢,
relativ Endpunkten in X. Es folgt 01 ~ 0177, =~ 09 relative Endpunkten in X,
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also [o1] = [o9] € X. Dies zeigt (I1.8). Da U wegzusammenhéingend ist, folgt
sofort p~'(U) = Uy,jep, Ulo)- Bs bleibt noch zu zeigen, dass fiir jedes [o] € F;,

P|UM : ﬁ[g] —U (11.9)

ein Homoomorphismus ist. Wegen des Wegzusammenhangs von U ist (I1.9) sur-
jektiv. Aus der Trivialitdt von m (U,z) — m (X, x), folgt die Injektivitdt von
(I1.9). Da p stetig ist, bleibt blofl noch zu zeigen, dass (I1.9) eine offene Abbil-
dung ist. Sei dazu [y] € Uy und W C Uy, offen mit [7] € W. Dann existiert
eine wegzusammenhéingende offene Umgebung V' von 7(1) mit ‘7[v] C W. Fiir

diese gilt p(V},)) =V, also ist p(W) 2 V eine Umgebung von p([7]). Dies zeigt,
dass (I1.9) eine offene Abbildung, und damit ein Homéomorphismus ist. Daher
ist (I1.6) tatsichlich eine zusammenhingende Uberlagerung.

SchlieBlich ist noch 7 (X, ) = 0 zu verifizieren. Nach Proposition I1.3.11(3)
geniigt es p,(m (X, %)) = 0 zu iiberpriifen. Sei also 7 eine Schleife bei zy mit
(7] € p.(m (X, %)). Nach Proposition I11.3.11(ii) ist der Lift 7, siche (IL.7), ein
geschlossener Weg, dh. (1) = Zy. Da (1) = [y], bedeutet dies aber gerade, dass
7] = 1 € m(X,x0). Also ist jedes Element in p, (7 (X, Zo)) trivial und daher
p.(m1 (X, Z0)) = 0. Damit ist der Beweis des Satzes vollstindig. O

I11.6.10. KOROLLAR. Es sei (X, xg) ein zusammenhdngender, lokal wegzusam-
menhdngender, semilokal einfach zusammenhdngender punktierter Raum, und
H C m(X,x0) eine Untergruppe. Dann existiert eine zusammenhdngende punk-
tierte ?berlagerung p: (X, %) — (X,xo) mit charakteristischer Untergruppe
pe(m (X, %)) = H.

BEWEIS. Dies folgt aus Satz I1.6.9 und Bemerkung 11.6.4. U

Aus Korollar I1.4.9 und Korollar I1.6.10 erhalten wir nun folgende vollstédndige
Klassifikation der zusammenhéngenden punktierten Uberlagerungen eines hinrei-
chend zusammenhéngenden punktierten Raums.

I11.6.11. KorROLLAR (Klassifikation punktierter Uberlagerungen). Sei (X, )
ein zusammenhdngender, lokal wegzusammenhdngender und semilokal einfach zu-
sammenhdngender punktierter Raum. Die Korrespondenz die jeder zusammen-
héingenden punktierten Uberlagerung von (X, xq) ihre charakteristische Unter-
gruppe zuordnet, definiert eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen zu-
sammenhdngender punktierter Uberlagerungen von (X, zy) und den Untergruppen
von (X, xg).

Ist p: X — X eine wegzusammenhingende U~berlagerung und zp € X, dann
sind die charakteristischen Untergruppen p. (w1 (X, %)), To € Fyy = p~ (o), al-
le konjugiert in m (X, zo), siehe Proposition 11.3.11(vi). Die Konjugationsklasse
der charakteristischen Untergruppe ist daher auch ohne Basispunkt in X wohl-
definiert. Aus Korollar I1.6.11 und Proposition I1.3.11(vii) erhalten wir folgende
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vollstiandige Klassifikation der zusammenhéngenden Uberlagerungen eines hinrei-
chend zusammenhédngenden Raums.

11.6.12. KOoROLLAR (Klassifikation von Uberlagerungen). Es sei X ein zu-
sammenhdngender, lokal wegzusammenhdngender, semilokal einfach zusammen-
hingender Raum, und xo € X. Die Korrespondenz die jeder zusammenhdngenden
Uberlagerung von X die Konjugationsklasse ihrer charakteristische Untergruppe
zuordnet, definiert eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen zusammenhdn-

gender Uberlagerungen von X und den Konjugationsklassen von Untergruppen in
1 (X, x0).

I1.7. Darstellungen der Fundamentalgruppe. Wir wollen in diesem Ab-
schnitt eine etwas andere Klassifikation der Uberlagerungen diskutieren. Diese
liefert eine genaue Beschreibung aller, nicht notwendigerweise zusammenhéngen-
den, Uberlagerungen eines hinreichend zusammenhéingenden Raums.

Wir erinnern uns, siehe Proposition II.3.8, dass jede Uberlagerung p : X — X
eine Rechtswirkung der Fundamentalgruppe 7 (X, x9) auf der Faser p~' () de-
finiert, wobei zy € X ein beliebiger Basispunkt ist. Ist ¢ : X — Y ein Iso-
morphlsmus von Uberlagerungen, ¢ : ¥ — X, dann liefert die Einschrinkung
von ¢ eine #quivariante Bijektion @g = @|,-1z0) : P (z0) — ¢ '(x0), dh.
©o(Zo - 0) = @o(To) - o, fiir alle Ty € p~*(zy) und alle o € 71 (X, z¢). Ist ndmlich
f I — X eine Schleife bei 2o und f : I — X der Lift iiber p mit Anfangs-
punkt f(0) = Z, dann ist p o f : I — Y der Lift von f iiber ¢ mit Anfangs-

punkt (¢ o £)(0) = ¢o(Z) woraus sofort die Aquivarianz von g folgt, denn
eol@o) - [f] = (9 0 F)(1) = po(F(1)) = @0l - [f]).

Wir nennen zwei Rechtswirkungen p; : S; x G — 5;, 1 = 1, 2, einer Gruppe G
dquivalent falls eine dquivariante Bijektion ¢ : S; — Sy exstiert, dh. p(s-g) =
©(s) - g, fiir alle s € S; und alle g € G. Isomorphe Uberlagerungen liefern daher
dquivalenten Rechtswirkungen der Fundamentalgruppe.

I1.7.1. SATZ. Es sei X ein zusammenhdngender, lokal wegzusammenhdngen-
der und semilokal einfach zusammenhdngender Raum und xo € X . Ordnen wir ei-
ner Uberlagerung p : X — X die Rechtswirkung der Fundamentalgruppe w1 (X, x0)
auf der Faser p~'(xq) zu, so erhalten wir eine bijektive Korrespondenz zwischen
der Menge der Isomorphicklassen von Uberlagerungen von X und den Aquiva-
lenzklassen von Rechtswirkungen von m (X, x).

BEWEIS. Zu einer gegebenen Rechtswirkung von (X, z) auf einer Men-
ge S konstruieren wir zunéchst eine Uberlagerung p : X — X, sodass die auf
p~'(zo) induzierte Rechtswirkung von (X, o) dquivalent zu der gegebenen
Wirkung auf S ist. Es bezeichne dazu ¢ : ¥ — X die universelle Uberlage-
rung von X, siehe Satz I1.6.9. Wihle g, € Y mit ¢(fjo) = xo, und bezeichne mit
® : Deck(Y) — w1 (X, z9) den duch ¢(io) = 9o - ®() gegebenen Isomorphismus.
Auf Y x S betrachten wir die Linkswirkung o - (§,s) := (@~ (0)(7),s - (671)),
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(7,5) € Y x S, 0 € m(X,x0). Es bezeichne X := (Y x S)/m(X, xy) den Orbit-
raum, und p : X — X die durch p([f, s]) := ¢(7) definierte Abbildung. Beachte,
dass p wohldefiniert, stetig und surjektiv ist. Tatsichlich ist p eine Uberlagerung,
denn jede wegzusammenhéngende offene Teilmenge in X die von ¢ gleichméfig
iiberlagert wird, wird auch von p gleichméfig iiberlagert, siehe Proposition I1.1.5.
Die Abbildung ¢ : S — p~*(x0), ¢(s) := [fo, s] ist eine Bijektion, denn die Wir-
kung von (X, zg) auf ¢~ *(z) ist frei und transitiv. Sei nun f : I — X eine
Schleife bei 29, und f : I — Y der Lift mit Anfangspunkt f(0) = go. Zu gegebe-
nem s € S ist dann I — X, ¢ — [f(t), s], ein Lift von f iiber p mit Anfangspunkt
p(s). Es folgt w(s)-[f] = [f(1), 5] = [go-[f], s] = [ ([f]) (o). 5] = [do, s-[f]] =
@(s-[f]). Alsoist ¢ : S — p~'(x0) eine Aquivariante Bijektion. Bis auf Aquivalenz
erhalten wir also jede Rechtswirkung von (X, zy) aus einer Uberlagerung von
X, dh. die Korrespondenz ist surjektiv.

Nun zur Injektivitét der Korrespondenz: Es sei p : X — X eine Uberlagerung
und es bezeichnen F' := p~!(x() die Faser iiber xy versehen mit der iiblichen
Rechtswirkung von (X, xp). Es geniigt zu zeigen, dass die oben konstruierte
Uberlagerung (Y x F)/m (X, 20) — X isomorph zu der Uberlagerung p : X — X
ist. Wir definieren eine Abbildung ¢ : Y x F — X wie folgt. Sind § € Y, und
Zo € F, dann wihlen wir einen Weg f : I — Y von f(0) = g, nach f(1 )

und bezeichnen mit (go f). den eindeutigen Lift des Weges qo f : [ — X

mit Anfangspunkt Z,. AB_f\gorund des einfachen Zusammenhangs von Y ist der
Endpunkt ¢(g,70) = (go f); (1) unabhingig von der Wahl von f. Ist o €
(X, z0) dann gilt @(®7(0)7, To - (071)) = @(7, o), also faktorisiert ¢ zu einer
Abbildung ¢ : (Y x F)/m (X, 20) — X. Es ldsst sich nun leicht verifizieren, dass
¢ ein Isomorphismus von Uberlagerungen ist. 0

I1.7.2. BEMERKUNG. Es sei X ein zusammenhéingender, lokal wegzusammen-
héngender und semilokal einfach zusammenhéngender Raum, zy € X, p eine
Rechtsvvlrkung von 71 (X, 7o) auf einer Menge S und p : X — X die entsprechen—
de Uberlagerung, siche Satz I1.7.1. Es ist dann X zusammenhéngend genau dann,
wenn p transitiv ist. In diesem Fall stimmt die Konjugationsklasse der Charak-
teristischen Untergruppe von p mit der Konjugationsklasse der Isotropiegruppe
{0 € m(X,70) : s- 0 = s} iiberein, wobei s € S beliebig ist.?* Insbesondere ist
p genau dann universell, wenn die Wirkung p transitiv und frei ist. Im transi-
tiven (zusammenhingenden) Fall ist p genau dann eine normale Uberlagerung,
wenn eine (und dann jede) Isotropiegruppe {o € m(X,zg) : s- 0 = s} einen
Normalteiler in 7 (X, xy) bildet.

I1.7.3. BEMERKUNG. Es sei G eine Gruppe und S eine Menge. Jeder Rechts-
wirkung p von G auf S kénnen wir eine Linkswirkung A von G auf S zuordnen,

2211 diesem Fall sind die Isotropiegruppen von s € S alle konjugiert.
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Mg, s) == p(s,g71). Offensichtlich liefert dies eine Bijektion zwischen den Links-
wirkungen von G auf S und den Rechtswirkungen von G auf S. Eine Linkswir-
kung von G auf S ist aber nichts anderes als ein Homomorphismus G — &(.5).
Aus Satz I1.7.1 erhalten wir daher eine bijektive Korrespondenz zwischen Iso-
morphieklassen von Uberlagerungen eines Raums (X, o) und Aquivalenzklassen
von Homomorphismen (X, z9) — &(S5). Dabei sind zwei Homomorphismen
i m(X,x) — S(S;), i = 1,2, Aquivalent, wenn eine Bijektion ¢ : S; — S5
existiert, sodass ¢ o A\j(a) o =t = A\y(0), fiir alle 0 € m (X, xy). Wollen wir alle
Uberlagerungen von (X, ) mit vorgegebener Blitterzahl bestimmen, geniigt es
daher eine Menge S gegebener Kardinalitiit zu wihlen und alle Aquivalenzklas-
sen von Homomorphismen (X, z9) — &(5) zu bestimmen. Dabei sind zwei
Homomorphismen Ay, Ay : m (X, z) — &(5) dquivalent, falls 7 € &(5) existiert,
sodass 7o A\j(0) o 771 = M\y(0), fiir alle o € 7, (X, x0).

11.7.4. BEisPIEL. Wir wollen alle zwei-fachen Uberlagerungen von S* Vv S*
bestimmen. Diese stehen in bijektiver Korrespondenz mit Aquivalenzklassen von
Homomorphismen m;(S* Vv S') — &, := &({1,2}), siche Bemerkung 11.7.3. Da
Gy = Zsy abelsch ist, sind zwei solche Homomorphismen nur dann dquivalent wenn
sie iibereinstimmen. Da 7 (S1V ') = (a,b | —) stehen diese Homomorphismen in
bijektiver Korrespondenz mit G, x G4, dabei entspricht einem Homomorphismus
¢ (a,b] =) — 6, das Paar (p(a), (b)) € S5 x 6,.% Es gibt daher genau vier
(Aquivalenzklassen von) Homomorphismen 7 (S* v S') — &, und damit genau
vier Isomorphieklassen zwei-blattriger Uberlagerungen von S' Vv S'. Bis auf eine
sind sie alle zusammenhéngend.

I1.7.5. BEISPIEL. Wir wollen alle drei-fachen Uberlagerungen von S* v S!
bestimmen. Diese stehen in bijektiver Korrespondenz mit Aquivalenzklassen von
Homomorphismen m(S'V S') — &3 := &({1,2,3}). Dam(S*V S') = (a,b | —),
stehen diese Homomorphismen in bijektiver Korrespondenz mit &3 x G3, einem
Homomorphismus ¢ entspricht dabei das Paar (¢(a), ¢(b)). Mit wenig Aufwand
lasst sich folgende Liste verifizieren, sie enthélt aus jeder Aquivalenzklasse von
Homomorphismen (Paaren) genau einen Reprisentanten.?*

pla) | O | 0 | 0 |(2)](12))(12)] (12) | (123) ] (123) | (123) | (123)
p®) | 0 [(2) (23] 0 [(2) |13 [U2) ] O | (12) |(23) ] (132)

| zush. || nein [nein| ja |nein|nein| ja [ ja | ja [ ja | ja | ja |

Es gibt daher genau 11 drei-fache Uberlagerungen von S*V S*, und 7 davon sind
zusammenhéngend.

ZDies folgt aus der Tatsache, dass wir einen Homomorphimus (a,b | —) auf den Erzeugern
a und b beliebig vorgeben kénnen und er dadurch schon vollstandig festgelegt ist.

24Wir verwenden hier die iibliche Zyklenschreibweise fiir Elemente in &5. Etwa bezeich-
net (12) die Transposition von 1 und 2, (123) bezeichnet eine zyklische Permutation, und ()
bezeichnet die identische Permutation.
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I1.7.6. BEISPIEL. Wir wollen alle drei-fachen Uberlagerungen der Kleinschen
Flasche K bestimmen. Wir erinnern uns, dass 7 (K) = (a,b | a*b™2), siehe
Beispiel 1.9.9. Wieder geniigt es die Aquivalenzklassen von Homomorphismen
{ab | a*b™?) — &3 zu bestimmen. Die Zuordnung ¢ — (p(a), p(b)) liefert eine
Bijektion von der Menge der Homomorphismen (ab | a?b~2?) — &3 auf die Men-
ge der Paare (0,7) € 63 x &3 mit 02 = 72. Folgende Liste enthiilt aus jeder
Aquivalenzklasse von Homomorphismen (Paaren) genau einen Représentanten.

pla) | O | 0 [(12)]@12)](12) | (123)
p®) | O [(2)] O [(12)](13)](123)

| zush. || nein | nein | nein | nein | ja | ja |

Es gibt daher, bis auf Isomorphie, genau sechs drei-bléttrige Uberlagerungen der
Kleinschen Flasche, und zwei davon sind zusammenhéngend.

I1.8. Uberlagerungen topologischer Gruppen. Eine topologische Grup-
pe ist eine Gruppe G die mit einer Topologie versehen ist, sodass Multiplikation
p:GxG — G, (g,h) — u(g,h) := ghund Inversionv : G — G, g — v(g) == g~*
stetig sind.

I1.8.1. BEISPIEL. Jede Untergruppe einer topologischen Gruppe ist beziiglich
der Teilraumtopologie eine topologische Gruppe. Produkte topologischer Grup-
pen sind wieder topologische Gruppen.

I1.8.2. BEISPIEL. Jede Gruppe, versehen mit der diskreten Topologie, ist eine
topologische Gruppe.

I1.8.3. BEispiEL. R™ und C", versehen mit der iiblichen Topologie, bilden
beziiglich der Addition abelsche topologische Gruppen. Allgemeiner kann jeder
topologische Vektorraum beziiglich der Addition als abelsche topologische Gruppe
aufgefafit werden.

I1.8.4. BEispIEL. C* = C\ {0}, versehen mit der von C induzierten Topologie,
bildet beziiglich der Multiplikation komplexer Zahlen eine abelsche topologische
Gruppen. Als Untergruppen con C* sind auch S', R* = R\ {0} und R* = (0, )
abelsche topologische Gruppen. Der Torus 7" = S x --- x S! ist eine abelsche
kompakte topologische Gruppe.

I1.8.5. BEISPIEL. Die Matrizengruppen GL,(C) und GL,(R), versehen mit
der von R™ bzw. C" induzierten Topologie, bilden beziiglich der Multiplikation

von Matrizen topologische Gruppen. Daher bilden auch die Untergruppe O,,, U,,,

SO,,, SU,, SL,(R) und SL,(C) topologische Gruppen.
Unter einem H -Raum? verstehen wir einen punktierten Raum (X, e) zusam-

men mit einer Abbildung punktierter Raume p : (X, e) x (X, e) — (X, e), sodass

25 H-Raum, nach Heinz Hopf.
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po (idy, ce) und p o (ce,idy) beide homotop relativ Basispunkt zu idx sind. Da-
bei bezeichnet ¢, : (X,e) — (X, e) die konstante Abbildung, c.(z) := e. Die
Abbildung p wird auch als Multiplikation bezeichnet.

I1.8.6. BEISPIEL. Jede topologische Gruppe ist ein H-Raum. In diesem Fall
gilt sogar po (idx xc.) = idx und po (c.oidx) = idx, wobei p die Gruppenmul-
tiplikation und e das neutrale Element bezeichnen.

I1.8.7. PROPOSITION (Fundamentalgruppe von H-Raumen). Es sei (X, e) ein
H-Raum mit Multiplikation p : (X, e) x (X, e) — (X, e). Dann stimmt der indu-
zierte Homomorphismus

i s (X e) x (X, e) = 7r1((X, e) x (X, e)) — (X, e)

mit der Multiplikation in 7 (X, e) iberein, dh. fir o,7 € m(X,e) gilt p.(o,7) =
ot. Insbesondere ist m (X, e) abelsch.

BEWEIS. Es seien f,g : I — X zwei Schleifen bei e. Betrachte die stetige
Abbildung H = po (f xg) : I x I — X, H(s,t) = u(f(s),g(t)). Beachte,
dass H die vier Eckpunkte von I x I auf e abbildet. Weiters seien ¢; : I —
I x1I,u(s):=(s0),t: 1 — IxI 1(t) = (1,t), und ¢3 : I — I x I,
t3(t) := (t,t). Da I x I einfach zusammenhéngend ist, gilt 110 ~ ¢3 relativ
Endpunkte, also auch (H o ¢1)(H o t3) ~ H o3 relativ Endpunkte, und damit
[H o y1][H o 1s) = [H o] € m(X,e). Wegen (H o 13)(t) = p(f(t),g(t)) ist
[H o 1s] = (), [g]) € m(X, e). Da (H 0 11)(s) = u(f(5),9(0)) = u(f(s).e) =
(o (idx,ce)o f)(s)ist Houy = po(idx,c.) o f ~idx of = f relativ Enpunkte,
denn o (idx,c.) ~ idy relativ Basispunkt. Daher gilt [H o 1] = [f] € m1 (X, e).
Analog folgt aus p o (c.,idx) =~ idx, dass [H o i3] = [g] € m (X, e). Insgesamt
erhalten wir [f][g] = [H o t1|[H o t3] = [H o 3] = w.([f],[g]), womit die erste
Behauptung bewiesen ist. Seien nun ¢4 : I — I X I, 14(t) := (0,¢), und ¢5 : [ —
I x1I,5(s) := (s,1). Wie oben folgt 145 ~ 13 relativ Endpunkte, [H o ][H o
ts] = [H o] = p([f],9]) € m(X,e), [How] =g, [H o] = [f] und damit
l9[f] = w([f], l9]), also ist 71 (X, e) abelsch. Der Beweis der Kommutativitét von
71 (X, e) kann durch ein etwas algebraischeres Argument ersetzt werden, denn da
die Multiplikation in (X, e) von einer stetigen Abbildung induziert wird muss
sie ein Homomorphismus sein, und dies ist nur fiir abelsche Gruppen moglich,
siehe Bemerkung II.8.8 unten. |

I1.8.8. BEMERKUNG. Fiir eine Gruppe I' ist die Multiplikation p: I' x ' — T°
genau dann ein Homomorphismus, wenn I" abelsch ist, denn ,u((gl, h1)(ge, hg)) =

1(g192, hiha) = g1g2hihe und (g1, k1) (g, ho) = gihigaho.

I1.8.9. BEISPIEL. Es sei G eine topologische Gruppe mit neutralem Element
e und Multiplikation u : G x G — G. Da (G,e) durch p zu einem H-Raum
wird, siehe Beispiel 11.8.6, ist die Fundamentalgruppe (G, e) abelsch, siehe Pro-
position I1.8.7. Fiir zwei Schleifen f,g : I — G bei e reprisentiert die Schleife
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wo(f,g): I — G t— f(t)g(t) = u(f(t),g(t)), das Produkt [f][g] € m1 (G, e). Wei-
ters stimmt die von der Inversion v : G — G induzierte Abbildung v, : (G, e) —
7m1(G, e) mit der Inversion in (G, e) iiberein, dh. fiir eine Schleife g : I — G
bei e repriisentiert die Schleife ¢t — (v o g)(t) = g(t)~! das inverse Element
[g]7' € (G, e). Dies folgt aus der Relation ¢, = p o (v,idg), denn mittels Pro-
position I1.8.7 erhalten wir 1 = (¢.).0 = (po (v,idg))«0 = p(vio,0) = (vi0)o,
also v,0 = o~ ! fiir alle o € m (G, e).

Wir wollen diesen Abschnitt mit zwei Anwendungen des Liftungskriteriums
abschlieflen, siehe Proposition I1.8.10 und Proposition I1.8.11. In beiden Féllen
werden topologische bzw. geometrische Strukturen von der Basis auf den Total-
raum geliftet.

11.8.10. PROPOSITION (Uberlagerungen von H-Réumen). Es seip : (X,é) —
(X,e) eine zusammenhingende punktierte Uberlagerung eines lokal wegzusam-
menhdingenden H-Raums mit Multiplikation u : (X, e) x (X,e) — (X,e). Dann
existiert genau eine Abbildung punktierter Riume fi - (X,€) x (X,é) — (X,€)
mit po ji = o (p x p), und diese macht (X&) zu einem H-Raum.

BEWEIS. Fiir den von g o (p x p) : (X,&) x (X,&) — (X,e) induzierten
Homomorphismus gilt (o (p x p))*(m((f(,é) X (X,é))) = Ly (p*(m(f(,é)) X
p*(m(f(,é))) = po(mi(X,€)), denn g, ist die Multiplikation in m (X, e), sie-
he Proposition 11.8.7, und p,(m (X, €)) ist eine 4
Untergruppe. Nach Satz I1.4.5 existiert daher ei- (X,8) x (X,é)- i (X,8)
ne eindeutige Abbildung punktierter Réume i :

(X, &) x(X,é) — (X, &) mit poji = po(pxp). Sei lep lp
nun H : X x I — X eine Homotopie relativ Ba- (X,e) x (X,e) _r (X, e)
sispunkt e von Hy = idx nach H; = po(idy,c.).

Dann ist G := H o (p x id;) : X x I — X eine Homotopie relativ Basispunkt é
von Gy = p nach G; = po (idy, c.) o p. Nach Satz 11.3.3 existiert eine Homotopie
G : XxI — X mit poG = Gund Gy = idg. Dat — p(G(&,t)) = G(é,t) = & muss
auch t — G(é,t) konstant in ¢ sein, also ist G eine Homotopie relativ Basispunkt
é. Dapojio(idg, ¢z) = po(pxp)o(idg,cz) = po(p,pocs) = po(idx, c.)op = poGy
folgt fio (idg, cz) = Gy, denn die beiden Abbildungen stimmen bei € iiberein, sie-
he Proposition I1.3.1. Damit ist G eine Homotopie relativ Basisunkt von id ¢
nach fio (idg, cz). Ebenso lisst sich idg ~ fio (cz,id ;) zeigen. Also ist (X, ) ein
H-Raum. 0

I11.8.11. ProposITION (Uberlagerungen topologischer Gruppen). Es sei p :
G — G eine zusammenhingende Uberlagerung einer lokal wegzusammenhingen-
den topologischen Gruppe G mit neutralem Element e. Weiters sei é € G mit
p(€) = e. Dann gibt es auf G genau eine Gruppenstruktur mit neutralem Element
¢, die G zu einer topologischen Gruppe und p : G — G zu einem Homomorphis-
mus macht. Ist G abelsch, dann auch G.
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BeEWEIS. Nach Proposition I1.8.10 gibt es genau eine stetige Abbildung /i :
GxG — Gmit poji=po(pxp) und fi(é,&) = & wobei u: G x G — G die
Multiplikation in G bezeichnet. Insbesondere ist damit die Eindeutigkeitsaussage
gezeigt.

Da die Multiplikation p assotiativ ist, dh. po (u X idg) = po (idg xp), folgt
pofio(fi xidg) = po(pxp)o(fxidg) = ,uo((poﬂ) Xp) = ,uo((,uo
(pxp)) xp) = po(uxidg)o(pxpxp)=po(idgxp)o(pxpxp) =
po(px (no(pxp))) =po(px(poft)) =po(pxp)o(idg xft) = po fio (idg x i)
also liften fi o (fi x idg) und fi o (idg x /i) dieselbe Abbildung G x G x G — G.
Wir erhalten fio (fi xidg) = jfio (idg xfi), denn die beiden Abbildungen stimmen
beim Punkt (€, €, €) iiberein, siehe Proposition I1.3.1. Damit ist ji eine assotiative
Multiplikation.

Da e neutrales Element von G, dh. po (c.,idg) = idg, folgt po fio (ce, ids) =
po(pxp)ol(csids) = po(pocs,p) = puo(ce, idg) op = idg op = poidg, also liften
fio(ce,idg) und idg dieselbe Abbildung G — G. Wir erhalten fio (cs, idg) = idg,
denn die beiden Abbildungen stimmen beim Punkt € iiberein. Damit ist € links-
neutrales Element der Multiplikation fi. Analog ldsst sich zeigen, dass € auch
rechts-neutrales Element von /i ist.

Es bezeichne £ : G x G — G x G, k(g,h) == (h,g), und & : G x G — G x G,
(g, h) = (h,§). Ist G kommutativ, dann gilt o x = p und es folgt po jio i =
po(pxp)ok =poro(pxp)=po(pxp)=poi, also liften 1ok und i dieselbe
Abbildung G x G — G. Wir erhalten ji o & = fi, denn die beiden Abbildungen
stimmen beim Punkt (¢, é) iiberein. Damit ist auch G kommutativ.

Es bezeichne nun v : G — G die Inversion, v(g) = g~'. Fiir den von
vop: (G,& — (G,e) induzierten Homomorphismus gilt (v o p),(m (G, €)) =
Ve (ps(m1(G, €))) = p.(m1 (G, €)), denn p, (71 (G, €)) ist eine Untergruppe und v, ist
die Inversion in (G, e), siehe Beispiel I1.8.9. Nach Satz I1.4.5 existiert daher eine
stetige Abbildung 7 : G — G mit po = vop und #(é) = &. Aus po (v,idg) = ¢,
folgt pofio(7,idg) = po(pxp)o(v,idg) = po(pow,p) = po(v,idg)op = c.op =
p o ¢g, also liften fi o (7,idgs) und c; dieselbe Abbildung G — G. Wir erhalten
jio (,idg) = ce, denn die beiden Abbildungen stimmen beim Punkt € iiberein.
Damlt ist 7(§) das Linksinverse von § € G. Ebenso folgt fio (idgs, 7) = cz, also ist

v(g) auch Rechtsinverses von g € G. Damit ist G eine topologische Gruppe. [

I1.8.12. BEMERKUNG. Es seien G und G zwei zusammenhéngende topologi-
sche Gruppen und p : G — G ein Homomorphismus der eine Uberlagerung ist.
Es bezeichnen ¢ € G und é € G die neutralen Elemente. Jedes § € ker(p) = F.,
definiert Decktransformationen \; € Deck(G), \;(h) := gh, und p? € Deck(G),
p7(h) := hj. Wegen \;(é ¢) = g = p?(€) muss \; = p? gelten, siehe Propositi-
on 11.3.2. Es folgt gh = hg fiir alle § € ker(p) und h € G. Also liegt ker(p)
im Zentrum C(G) von G. Auch folgt, dass die Decktransformationen transitiv
auf den Fasern von p wirken, also ist p eine normale Uberlagerung. SchlieBlich
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ist ker(p) — Deck(G), § — Aj, ein Isomorphismus von Gruppen mit Inversem

Deck(G) — ker(p), ¢ — ¢(€). Fiir einfach zusammenhéngendes G erhalten wir

insbesondere 71 (G) = Deck(G) = ker(p).



