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I. Die Fundamentalgruppe

Der Begriff des einfachen Zusammenhangs ist in mehreren Gebieten der Ma-
thematik anzutreffen. Etwa besagt der Riemannsche Abbildungssatz, dass jedes
einfach zusammenhéngende Gebiet in C biholomorph zu C oder der Einheitsschei-
be E = {z € C: |z| < 1} ist. Etwas allgemeiner, jede einfach zusammenhéngende
Riemannsche Fliache (d.h. komplexe 1-dimensionale Mannigfaltigkeit) ist zu ge-
nau einer der Flichen C, E oder CP' biholomorph.

Ein Resultat aus der Theorie der Lie-Gruppen besagt, dass fiir eine einfach
zusammenhéngende Lie-Gruppe G und jede weitere Lie-Gruppe H die Abbil-
dung die einem Lie-Gruppenhomomorphismus G — H den entsprechenden Lie-
Algebrenhomomorphismus g — b zuordnet bijektiv ist. Daher sind zwei ein-
fach zusammenhéingende Lie-Gruppen genau dann isomorph wenn es ihre Lie-
Algebren sind. Damit ist die Klassifikation der einfach zusammenhéngenden Lie-
Gruppen auf die Klassifikation der Lie-Algebren zuriickgefiihrt.

Eine vollstdndige einfach zusammenhéngende n-dimensionale Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung (0.B.d.A. k = —1,0,1) ist
isometrisch zu R" (falls k = 0, euklidische Geometrie), S™ (falls £ = 1, sphérische
Geometrie) oder H™ (falls k = —1, hyperbolische Geometrie).

Jedem (zusammenhéngenden) topologischen Raum mit Basispunkt kann sei-
ne Fundamentalgruppe zugeordnet werden. Thre Elemente sind Homotopieklassen
geschlossener Wege beim Basispunkt, die Konkatenation von Wegen liefert die
Gruppenstruktur. Ein zusammenhéngender Raum ist einfach zusammenhéngend
genau dann, wenn seine Fundamentalgruppe trivial ist. Die Fundamentalgruppe
liefert daher eine feine Abstufung zwischen den beiden Begriffen einfach zusam-
menhdngend und nicht einfach zusammenhdngend.

Die Fundamentalgruppe ist eine topologische Invariante, dh. hom&omorphe
zusammenhéngende RAume haben isomorphe Fundamentalgruppen. Gelingt es
von zwei Rdumen die Fundamentalgruppen auszurechnen, und sind diese nicht
isomorph, dann waren die beiden Rdume nicht homéomorph. Da die Fundamen-
talgruppe eine Homotopieinvariante ist, lasst sich sogar schliefen, dass die beiden
R&ume nicht einmal homotopiedquivalent sein konnen.

Mit Hilfe des Satzes von Seifert—van Kampen kann fiir einige interessante
Réume die Fundamentalgruppe tatsidchlich bestimmt werden. Etwa lassen sich die
Fundamentalgruppen der geschlossenen Fldchen berechnen, woraus dann folgt,
dass geschlossene Fléachen unterschiedlichen Geschlechts nicht homotopiedquiva-
lent, und daher auch nicht homéomorph sind. Andere Beipiele kommen aus der
Knotentheorie, haben die Komplemente zweier Knoten in R?® nicht-isomorphe
Fundamentalgruppen, dann kénnen die Knoten nicht dquivalent sein.

Die Fundamentalgruppe hat gute funktorielle Eigenschaften, stetigen Abbil-
dungen zwischen Raumen entsprechen Homomorphismen zwischen ihren Fun-
damentalgruppen. Dies ist eine typische Situation in der algebraischen Topolo-
gie: topologischen Réaumen werden algebraische Objekte (Gruppen, Ringe, ...)
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4 I. DIE FUNDAMENTALGRUPPE

zugeordnet, stetige Abbildungen entsprechen dabei in funktorieller Weise Ho-
momorphismen zwischen diesen Objekte. Weitere Beipiele solcher topologischer
Invarianten liefern die hoheren Homotopiegruppen, die Homologiegruppen oder
der Kohomologiering.

Die Berechnung der Fundamentalgruppe des Kreises, 7, (S*) = Z, fiihrt rasch
zu einem Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra und auch zu einem Beweis
des Browerschen Fixpunktsatzes fiir stetige Abbildungen D? — D?. Sie erlaubt
es auch fiir stetige Abbildungen S' — S! einen Abbildungsgrad zu definieren.
Fiir stetig differenzierbare Abbildungen kann dieser auch als Integral geschrieben
werden und liefert daher ein erstes einfaches Beispiel fiir den Zusammenhang
zwischen Analysis und Topologie.

Der in diesem Kapitel behandelte Stoff ist Standardmaterial das sich in vie-
len Lehrbiichern findet. Die Darstellung hier orientiert sich eng an jenen in [4,
Chapter 1] und [18, Kapitel 5], es seien aber auch [13], [15] und [19] erwéhnt.

I.1. Elementare Eigenschaften der Fundamentalgruppe. Es sei X ein
topologischer Raum. Weiters bezeichne I := [0,1] C R das kompakte Einheits-
intervall versehen mit der iiblichen Teilraumtopologie. Unter einem Weg in X
verstehen wir eine stetige Abbildung f : I — X. Wir nennen f einen Weg von
f(0) nach f(1). Stimmen die beiden Endpunkte eines Weges f iiberein, dh. gilt
f(0) =z = f(1), dann wird f ein geschlossener Weg oder eine Schleife bei x
genannt. Ist x € X, dann bezeichnen wir mit ¢, : I — X den konstanten Weg,
ce(s) = .

Unter einer Homotopie von Wegen in X verstehen wir eine stetige Abbildung
H:1x1I— X,sodass H(0,t) = zo und H(1,t) = z; unabhéngig von ¢ sind. Fiir
jedes t € I ist dann H; : I — X, Hy(s) := H(s,t), ein Weg von H;(0) = x, nach
Hi(1) = x1. Zwei Wege f,g : I — X heiBlen homotop falls eine Homotopie von
Wegen H : I x [ — X existiert, sodass Hy = f und H; = g, dh. H(s,0) = f(s)
und H(s,1) = g(s) fiir alle s € I. In diesem Fall wird H eine Homotopie von f

H
nach g genannt, und wir schreiben f ~ g oder f ~ g. Um zu betonen, dass die
Endpunkte fix sind, sprechen wir auch von einer Homotopie relativ Endpunkten
und sagen f ist homotop zu g relativ Endpunkten.

I.1.1. PROPOSITION. Homotop relativ Endpunkten zu sein ist eine Aquiva-
lenzrelation auf der Menge der Wege in X.

BEWEIS. Zur Reflexivitdit: Ist f ein Weg in X, dann ist H : [ x [ — X,
H(s,t) :== f(s), eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = f nach H; = f,

also gilt f 2 f. Zur Symmetrie: Sei also f 2 g. Dann ist G : I x I — X,
G(s,t) :== H(s,1—t) eine Homotopie relativ Endpunkten von Gy = H; = ¢ nach

G / 1"
G, = Hy = [, also gilt g ~ f. Zur Transitivitdt: Seien also f Z g und g <
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Dann ist

H'(s,2t) falls 0 <t <1/2

H:IxI—X H(s,t) ==
x I — X, (s,1) {H”(S,Qt—l) falls 1/2 <t <1

eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = H) = f nach H; = H{ = h, also
gilt f £ h. Die Stetigkeit von H folgt aus Lemma 1.1.2 unten. 0J

Die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation ~ heilen Homotopicklassen.
Wir schreiben [f] fiir die Homotopicklasse eines Weges f.

[.1.2. LEMMA. FEs seien X und Y zwei topologische Riume und f :Y — X
eine Abbildung. Weiters seien A und B zwei abgeschlossene Teilmengen von Y,
sodass Y = AU B. In dieser Situation gilt: [ ist genau dann stetig, wenn die
Einschrinkungen fla: A — X und f|p : B — X beide stetig sind.

BEWEISs. Mit f sind natiirlich auch die Einschrankungen f|4 und f|p stetig.
Es bleibt daher zu zeigen, dass aus der Stetigkeit der Einschrénkungen auch die
Stetigkeit von f folgt. Sei dazu C eine abgeschlossene Teilmenge von X und
D = f71(C) C Y. Es ist zu zeigen, dass D in Y abgeschlossen ist. Aus der
Stetigkeit von f|4 folgt, dass DN A = f|,'(D) abgeschlossen in A ist. Da A in Y
abgeschlossen ist folgt, dass D N A auch in Y abgeschlossen ist. Ebenso folgt aus
der Stetigkeit von f|p und der Abgeschlossenheit von B, dass DN B abgeschlossen
in Y ist. Also ist auch ihre Vereinigung (DN A)U(DNB)=DN(AUB)=D
abgeschlossen in Y. 0

[.1.3. BEISPIEL (Reparametrisierung). Ist f: [ — X ein Wegund ¢ : [ — [
stetig mit ¢(0) = 0 und ¢(1) = 1, dann gilt f o ¢ ~ f. Es ist ndmlich H :
I'xI— X, H(s,t) = f((1—t)p(s) + ts) eine Homotopie relativ Endpunkten
von Hy = f o nach H; = f. Beachte, dass (1 — t)¢(s) + ts stets in I liegt und
H daher wohldefiniert ist.

[.1.4. BEISPIEL. Es sei X C R"” eine konvexe Teilmenge und f,g: I — X zwei
Wege mit f(0) = ¢g(0) und f(1) = g(1). Dann gilt f ~ g, denn H : [ x [ — X,
H(s,t) .= (1 —t)f(s) + tg(s), ist eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy =
f nach H; = g. Beachte, dass wegen der Konvexitdt von X diese Homotopie
tatsiachlich Werte in X hat.

Es sei X ein topologischer Raum. Sind f und g zwei Wege in X mit f(1) =
g(0), dann ist

f(2s) falls 0 < s <1/2

fg:l—X,  (fg)(s):= {g(zs 1) falls1/2<s<1

ein Weg von f(0) nach g(1). Er wird der Produktweg, die Konkatenation oder
auch Zusammensetzung von f und g genannt.
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[.1.5. LEMMA. Es seien fo, f1, go und g1 Wege in X, sodass fo >~ f1, go >~ ¢1,
fo(1) = go(0) und daher auch fi(1) = g1(0). Dann gilt fogo =~ f1g:.
BEwers. Sind F : I x I — X und G : I x I — X Homotopien von Wegen

G
mit fy £ f1 und gg =~ g1, dann definiert

F(2s,t) falls 0 < s < 1/2,

H:IxI—X H(s,t) =
— X, (s,1) {G(Qs—l,t) falls 1/2 < s <1,

eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = fogo nach H; = f;¢,. Die Stetigkeit
von H folgt wieder aus Lemma 1.1.2. O

[.1.6. LEMMA. Sind f, g und h drei Wege in X mit f(1) = g(0) und g(1) =
h(0), dann gilt (fg)h ~ f(gh).
BEWEIS. (fg)h ist eine Reparametrisierung von f(gh), denn es gilt (fg)h =
(f(gh)) © ¢ mit
2s falls 0 < s < 1/4,
o:1—1, o(s) :=q¢s+1/4  falls 1/4 < s<1/2, und
s/2+1/2 falls1/2 <s < 1.

Aus Beispiel 1.1.3 folgt daher (fg)h ~ f(gh). O

[.1.7. LEMMA. Es sei f ein Weg in X und z := f(0), y := f(1). Dann gilt
fiir die Konkatenationen mit den konstanten Wegen fc, ~ f sowie ¢, f ~ f.

BEWEIS. Der Weg fc, ist eine Reparametrisierung von f, denn es gilt fc, =
f o mit
2s falls 0 < s<1/2, und
I — 1T = - 7
pil=1 pls) {1 falls 1/2 < s < 1.
Aus Beispiel 1.1.3 folgt daher fc, ~ f. Analog lésst sich ¢, f ~ f zeigen. U

Fiir einen Weg f: [ — X ist f: I — X, f(s) := f(1 — s), ein Weg von f(1)
nach f(0). Er wird als der zu f inverse Weg bezeichnet.

11.8. LEMMA. Es sei f ein Weg in X und x := f(0), y := f(1). Dann gilt
ff~c,und ff ~c,.
BEWEIS. Es ist
f(2s) falls 0 < s <t/2,
H:IxI—X, H(s,t) == ¢ f(t) falls t/2 < s <1—1/2,
f(2—2s) falls1—t/2<s<1,

eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = ¢, nach Hy = f f. Die Stetigkeit
von H folgt wieder aus Lemma I.1.2. Analog lasst sich ff ~ ¢, zeigen. U



L1. ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN DER FUNDAMENTALGRUPPE 7

Sei X ein topologischer Raum und zy € X ein Basispunkt. Mit m (X, x¢)
bezeichnen wir die Menge aller Homotopieklassen geschlossener Wege bei xq,
genauer

(X, z0) == {Wege f: I — X mit f(0) =z = f(1)}/ ~

wobei ~ die oben besprochene Aquivalenzrelation der Homotopie relativ End-
punkten bezeichnet. Ist f ein Weg in X mit f(0) = xy = f(1) dann schreiben
wir [f] fiir seine Aquivalenzklasse in m (X, 20). Nach Lemma I.1.5 definiert die
Konkatenation von Wegen eine Multiplikation

m(X, 20) X m(X, m0) = M (X, m0),  ([f],[9]) = [1lg] == [fgl

die nach Lemma 1.1.6 assotiativ ist, ([f][g])[h] = [f]([g][R]). Die Aquivalenzklasse
des konstanten Weges ¢, ist nach Lemma I.1.7 neutrales Element dieser Multi-

plikation, [f][cs,] = [f] = [czo][f]. Nach Lemma T1.1.8 gilt weiters [f][f] = [cz,] =
[f1[f]. Zusammenfassend erhalten wir

[.1.9. PROPOSITION. Die Konkatenation von Wegen definiert auf m (X, o)
eine Gruppenstruktur, [f]lg] = [fg]. Das neutrale Element wird durch den kon-
stanten Weg ¢y, reprisentiert, 1 = [cy,]. Das zu [f] inverse Element wird durch
den inversen Weg reprisentiert, [f]™* = [f].

[.1.10. DEFINITION (Fundamentalgruppe). Die Gruppe 7 (X, x) wird als die
Fundamentalgruppe oder erste Homotopiegruppe von X beim Basispunkt xy be-
zeichnet.

[.1.11. BEMERKUNG. Die Gruppe 7 (X, zo) ist i.A. nicht kommutativ und
wird daher i.A. multiplikativ notiert. Insbesondere schreiben wir 1 € (X, x¢)
fiir das neutrale Element und o~! fiir das Inverse von o € (X, x¢). Ist die Fun-
damentalgruppe abelsch, so wird sie manchmal auch additiv geschrieben. Ist sie
trivial, dh. besteht sie nur aus dem neutralen Element 7 (X, zo) = {1}, dann wird
dies tiblicherweise durch die additive Schreibweise (X, ¢) = 0 ausgedriickt.

[.1.12. BEISPIEL. Ist X C R"™ eine konvexe Teilmenge und zy € X so gilt
m1 (X, x9) = 0, siehe Beispiel 1.1.4.

Unter einem punktierten Raum verstehen wir ein Paar (X, z() wobei X ein
topologischer Raum und xy € X ein Basispunkt ist. Punktierte Rdume werden
auch als Rdume mit Basispunkt bezeichnet. Jedem punktierten Raum (X, )
haben wir in Definition 1.1.10 seine Fundamentalgruppe m (X, z¢) zugeordnet.

Sind (X, 2z0) und (Y, o) zwei punktierte Raume und ist ¢ : X — Y stetig
mit p(z) = Yo, dann nennen wir ¢ eine Abbildung punktierter Riume oder auch
basispunkterhaltende stetige Abbildung und schreiben ¢ : (X, z9) — (Y, o). Ist
v (Y,yo) — (Z,2) eine weitere Abbildung punktierter Radume, dann ist auch
die Komposition oy : (X, x9) — (Z, z9) eine Abbildung punktierter Rdume. Die
identische Abbildung id(x z.) : (X, z0) — (X, x¢) ist basispunkterhaltend. Unter
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einem Homoomorphismus punktierter Rdume verstehen wir einen basispunkter-
haltenden Hom6omorphismus.

[.1.13. PROPOSITION. Fine Abbildung punktierter Riume ¢ : (X,z9) —
(Y, yo) induziert einen Gruppenhomomorphismus

potm(X,mo) = m(Yiyo),  @u([f]) = [wo f].
Ist ¥ @ (Y,y0) — (Z,20) eine weitere Abbildung punktierter Riume, dann gilt
(Vo) =1, 0 @, sowie (id(x.20))x = idn, (X,20)-

BEWEIS. Sei also ¢ : (X, x¢) — (Y,y0) eine Abbildung punktierter Réume,
und f eine Schleife bei zy. Dann ist ¢ o f eine Schleife bei yq. Sind fy, f1 zwei
Schleife bei x¢ mit fy 2 fi,80ist po H : I x I — Y eine Homtopie von Wegen mit

o fy e~ wo f1, also [po fo] = [po fi] € m (Y, yo). Dies zeigt, dass ¢, wohldefiniert

ist. Fiir zwei Schleifen f, g bei xq gilt offensichtlich ¢ o (fg) = (¢ o f)(pog), also
@:([fllg]) = ex([fg]) = [eo(fg)] = [(pof)(wog)] = [po fllvog] = u(lf])ex(lg])-
Dies zeigt, dass ¢, ein Gruppenhomomorphismus ist. Weiters gilt (o ¢).([f]) =
[(op)of]=[Wolpof)] = u(lpof]) = ¥ulp([f]) und daher (Yop). = .o,

Die Aussage (id(x,z0))« = idr, (x,2) st ebenso trivial. O

[.1.14. PROPOSITION. Ist ¢ : (X, x9) — (Y, y0) ein Homdomorphismus punk-
tierter Raume, so ist die induzierte Abbildung . : m(X,x0) — m(Y,y0) ein
Isomorphismus.

BEWEIS. Es bezeichne ¢! : (Y,yy) — (X, z¢) die Umkehrabbildung. Aus
Proposition 1.1.13 erhalten wir (¢1), 0 o, = (97! 0 )y = (idx)s = idr,(X,m0)
sowie p, o (1), = (po ™), = (idy)s = idr (v,y). Daher sind ¢, und (p7'),
zueinander inverse Gruppenisomorphismen. U

[.1.15. BEMERKUNG. Sind ¢, ¢ : (X, x9) — (Y, y0) zwei Hombomorphismen
punktierter R&ume, dann stimmen die induzierten Isomorphismen ¢, und v, i.A.
nicht {iberein, siche etwa Beispiel 1.2.2 unten.

[.1.16. PROPOSITION. FEs sei (X, xg) ein punktierter Raum und es bezeichne
Xo die Wegzusammenhangskomponente von xqg. Dann induzierte die kanonische
Inklusion (Xg,x0) — (X, x0) einen Isomorphismus m(Xg, xo) = m (X, z0).

BeEWEIs. Es bezeichne ¢ : (Xo,20) — (X, ) die kanonische Inklusion und
Ly : m1(Xo, o) — m (X, x0) den induzierten Homomorphismus.

Wir zeigen zunéchst, dass ¢, surjektiv ist. Ist f : I — X eine Schleife bei
To, dann liegt diese zur Génze in Xy und kann daher als Schleife f' : I — X,
aufgefasst werden, ¢ o f’ = f. Diese représentiert ein Element [f'] € (X, z¢)
fiir das offensichtlich ¢, ([f']) = [t o f'] = [f] gilt. Somit ist ¢, surjektiv.

Kommen wir nun zur Injektivitit von ¢,. Es seien f’, ¢’ : I — X zwei Schlei-
fen bei xo mit . ([f']) = w([¢']) € m(X,x0). Dann existiert eine Homotopie
relativ Endpunkten H : I x I — X von Hy = to f' nach H; = 10 ¢'. Da



L1. ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN DER FUNDAMENTALGRUPPE 9

I x I wegzusammenhéngend ist, nimmt H nur Werte in X, an, kann daher als
Homotopie H' : I x I — X, aufgefasst werden, : o H' = H. Insbesondere gilt
toHy=Hy=1tof und 1o H = H; = vog, aus der Injektivitdt von ¢ folgt

daher H) = f' und H] = ¢’. Wir erhalten f z g, dh. [f'] = [¢'] € m(Xo,x0),
also ist ¢, injektiv. O

Wir wollen uns nun iiberlegen wie die Fundamentalgruppe eines Produktrau-
mes mit den Fundamentalgruppen der Faktoren zusammenhéngt. Wir beginnen
damit das Produkt punktierter R&ume und das Produkt von Gruppen zu bespre-
chen.

Sind (X, zo) und (Y, yo) zwei punktierte Rdume, dann ist auch

(X, z0) x (Y, y0) = (X XY, (ﬂfo,yo))

ein punktierter Raum, der als das Produkt der punktierten Rdume (X, xo) und
(Y, yo) bezeichnet wird. Die Projektionen auf die beiden Komponenten liefern
zwei Abbildungen punktierter Riume px : (X, z0) X (Y,y0) — (X, z9) und
py : (X,zo) X (Y,y0) — (Y,90), die als kanonische Projektionen bezeichnet
werden. Das Produkt punktierter Raume

hat die folgende universelle Eigenschaft: ox
Ist (Z, zp) ein weiterer punktierter Raum / Tpx
und sind ¢x : (Z,20) — (X, x0) sowie

vy : (Z,z9) — (Y,y0) zwei Abbildun- (Z,z0) — — Fe (X, z0) X (Y, 0)
gen punktierter Rdume, dann existiert \ lpy
genau eine Abbildung punktierter Rau-

me @ : (Z,z) — (X, z0) X (Y, yo), sodass o (

px o ¢ = px und py o p = @y gilt. Das

nebenstehende kommutative Diagramm soll dies verdeutlichen. Diese Abbildung

@ ist durch p(z,y) = (px(x), ey (x)) gegeben und wird mit (¢x, py) bezeichnet.
Analog definieren wir das Produkt beliebig vieler punktierter Raume (X, z,),

a € A, durch
H(Xowxa) = (H Xa, (ma)aeA>-

a€cA a€cA

Dabei bezeichnet (24)aca den Punkt in [] ., X, mit Komponenten z,. Fiir jedes
a € A haben wir eine kanonische Projektion p, : [[,c4(Xars o) = (Xa, 24) mit
folgender universellen Eigenschaft: Ist (Z,zp) ein punktierter Raum und sind
Yo 1 (Z,20) — (Xa, o) Abbildungen punktierter Rdume, a@ € A, dann existiert
genau eine Abbildung punktierter Raume ¢ : (Z,2) — [[,c4(Xa,Za), sodass
PaO@ = @q, fiir alle @ € A. Diese Abbildung ist durch ¢(z) = (¢a(2))aca gegeben
und wird mit ¢ = (¥ )aca bezeichnet. Durch diese universelle Eigenschaft ist das
Produkt punktierter Rd&ume zusammen mit den kanonischen Projektionen, bis auf
kanonische Isomorphie eindeutig bestimmt.



10 I. DIE FUNDAMENTALGRUPPE

Das Produkt von Gruppen besitzt eine analoge Eigenschaft. Sind G und H
zwei Gruppen, dann ist G x H beziiglich komponentenweiser Multiplikation wie-
der eine Gruppe. Die beiden kanonischen Projektionen

pq:Gx H— Gund py : G x H— H sind Gruppen- e G
homomorphismen. Das Produkt G x H hat die folgen- / Tpc
de unwverselle Eigenschaft: Sind ¢¢ : K — G und ¢g : [ L oxH
K — H zwei Gruppenhomomorphismen, dann existiert

genau ein Gruppenhomomorphismus ¢ : K — G x H \ lpH
mit pgop = pg und pyop = py. Dieser Homomorphi- vH H

mus ist durch (k) = (v (k), pr(k)) gegeben und wird
mit (¢q,@r) bezeichnet. Auch das Produkt beliebig vieler Gruppen [] ., Ga
hat diese Eigenschaft. Die kanonischen Projektionen p, : Ha/e 4 Gor — G sind
Gruppenhomomorphismen, und zu Gruppenhomomorphismen ¢, : K — G,
o € A, existiert genau ein Gruppenhomomorphismus ¢ : K — ] ., Ga, sodass
Da O @ = @a, fiir alle a € A. Dieser Homomorphimus ist durch ¢(k) = (¢a(k))aca
gegeben und wird mit (¢4)aca bezeichnet.

Nun aber zur Fundamentalgruppe des Produkts [], . ,(Xa,%s). Die kanoni-
schen Projektionen pq : [[,ca(Xos2ar) — (X4, 24) induzieren Gruppenhomo-
morphismen

(o) 71 ([T Korsar)) = m(Xava). f] = [pao .

a’eA

Diese liefern einen Gruppenhomomorphismus

m([]e2a) = [ImXasza)s (= (Paofoese (1)

a€cA aEA

[.1.17. PROPOSITION. Fiir punktierte Riume (X, 2,), o € A, ist (1.1) ein
Isomorphismus. Insbesondere gilt m (X X Y, (o, y0)) = m1(X, z0) x m1 (Y, yo) fir
je zwei punktierte Riume (X, zq) und (Y, o).

Beweis. Um die Surjektivitéit von (I.1) einzusehen, betrachten wir ein be-
liebiges Element g € [, c4 m1(Xa,2o), dh. g = ([fa])aeA wobei f, : I — X,
Schleifen bei z, sind die Elemente [f,] € 7 (Xa, z,) repréasentieren, a € A. Es
ist dann f := (fa)aca : I — [[,c4 Xao eine Schleife bei (24)aca, definiert da-
her ein Element [f] € m1 ([T c4(Xa,%a)). Nach Konstruktion wird [f] durch den
Homomorphismus (I.1) auf g abgebildet. Also ist (I.1) surjektiv.

Nun zur Injektivitat von (I.1). Es seien f,g: I — [, 4 Xa zwei Schleifen bei
(Za)aca, sodass die davon représentierten Elemente [f], [g] € 71 ([T, cs(Xas 2a))
dasselbe Bild unter (I.1) haben. Es gilt daher [p, o f] = [pa 0 g] € (X4, x4), fiir
alle € A. Also existieren Homotopien relativ Endpunkten H* : I x I — X,
von H§ = p, o f nach HY = p,o0g, a € A. Es definiert dann H := (H%)ea :
I x I — [[,eq Xa eine Homotopie relativ Endpunkten von f nach g. Damit ist
1f] = lg] € m1(IT,ca(Xas o)) und (I.1) also injektiv. O
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Wir wenden uns nun der Frage zu, inwiefern die Fundamentalgruppe 7 (X, o)
eines Raumes X vom Basispunkt xy abhéngt.

[.1.18. PROPOSITION. FEs sei h: 1 — X ein Weg und xo := h(0), x1 := h(1).
Dann definiert

B s m(X,x1) = m(X, @), Bullf]) = [AfR],
einen Isomorphismus von Gruppen, ﬁ,jl = 0y

BEWwWEIS. Nach den Beobachtungen am Beginn dieses Abschnitts ist 3, wohl-
definiert,! und fir [f],[g] € m(X,21) gilt Bu((f]lg]) = [nfgh] = [hfes gh] =
[hfhhgh] = [hfh]lhgh] = Bu([f])Bn([g]), also ist B ein Gruppenhomomorphis-
mus. Verwenden wir noch die offensichtliche Tatsache h = h, so erhalten wir
(65 0 B)(LF) = Bi((nfB)) = [AhfRR) = [RhfRh) = [cs fes,] = [f]. Daher gilt
Br 0 By = idx (x,2,)- Ebenso ldsst sich 3, o B, = idy, (x 4,) zeigen, also sind 3, und
(7 zueinander inverse Gruppenisomorphismen. U

[.1.19. BEMERKUNG. Sind zy und x; zwei Basispunkte in X die in derselben
Wegzusammenhangskomponente von X liegen, dann sind nach Proposition I.1.18
die Gruppen (X, o) und 7 (X, z1) isomorph. Fiir wegzusammenhéngendes X
schreiben wir daher oft auch m(X). Liegen o und z; nicht in derselben Wegzu-
sammenhangskomponente, dann diirfen wir uns i.A. keinerlei Relation zwischen
den Gruppen (X, xo) und m (X, z1) erwarten, vgl. Proposition 1.1.16.

[.1.20. BEMERKUNG. Der Isomorphismus (), aus Proposition I.1.18 hangt nur
von der Homotopieklasse von h ab, dh. aus h ~ R’ folgt 5, = Bu. Genauer,
fiir zwei Wege h,h' von z¢ nach x; gilt 8, = By genau dann, wenn [hh/] im
Zentrum? Z (w1 (X, x9)) der Fundamentalgruppe liegt. Ist 71 (X, x¢) nicht abelsch,
dann gilt Z(m (X, x0)) # m(X,x9) und der in Proposition 1.1.18 konstruierte
Isomorphismus héngt tatsdchlich von [h] ab. Ist die Fundamentalgruppe nicht
abelsch, erhalten wir daher keine kanonische Identifikation von 71(X,xo) mit
7T1(X, ZL’l).

[.1.21. PROPOSITION. Fiir einen topologischer Raum X sind dquivalent:

(i) Zu je zwei Punkten xo,x; € X gibt es genau eine Homotopieklasse von
Wegen von x¢ nach x;.
(i) X ist wegzusammenhdngend, und fir alle xo € X gilt m (X, x0) = 0.
(i) X ist wegzusammenhdngend, und es existiert xo € X mit w1 (X, xg) = 0.

BEwWEIS. Die Aquivalenz (i)« (iii) folgt aus Proposition 1.1.18. Nun zur Im-
plikation (i)=-(ii): Da nach Voraussetzung mindestens eine Homotopieklasse von

[R(fh)], nach Lemma I.1.6 stimmen die Homotopieklassen [(hf)h] und [h(fh)] aber iiberein.
2Das Zentrum einer Gruppe G ist Z(G) := {g € G | Vh € G : gh = hg}. Das Zentrum ist
stets ein abelscher Normalteiler. Es gilt Z(G) = G genau dann, wenn G abelsch ist.

lGenaugenommen miissten wir hier Klammern setzten, G, ([f]) = [(hf)h] oder Bu([f]) =
|
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Wegen von zy nach x; existiert, muss X wegzusammenhingend sein. Betrach-
ten wir nun x; = xg, so folgt m(X,z9) = 0 aus der Annahme, dass hochstens
eine Homotopieklasse von Wegen von z, nach x; existiert. Es bleibt (ii)=(i)
zu zeigen. Seien dazu zg,x; € X. Aus dem Wegzusammenhang von X folgt,
dass es zumindest eine Homotopieklasse von Wegen von xy nach z; gibt. Sind
f,g : I — X zwei Wege von xy nach z1, dann ist fg eine Schleife bei zy die
wegen (X, x9) = 0 homotop zum konstanten Weg c¢,, sein muss, fg§ ~ cg,.
Es folgt f ~ feo, ~ f(g9) ~ (f3)g =~ cz,9 =~ g, also kann es hochstens eine
Homotopieklasse von Wegen von zy nach x; geben. U

1.1.22. DEFINITION (Einfacher Zusammenhang). Ein topologischer Raum X
heifit einfach zusammenhingend, falls er die (dquivalenten) Bedingungen in Pro-
position 1.1.21 erfiillt.

[.1.23. BEISPIEL. Jede konvexe Teilmenge von R" ist einfach zusammenhén-
gend, siehe Beispiel 1.1.12. Beachte, dass konvexe Teilmengen offensichtlich weg-
zusammenhéngend sind. Insbesonder sind R", die abgeschlossenen Bélle D" :=
{r € R" : ||z|| < 1} und die offenen Bélle B" := {z € R™ : ||z| < 1} einfach
zusammenhangend.

[.1.24. BEispiEL. Das Produkt beliebig vieler einfach zusammenhéngender
Réume ist wieder einfach zusammenhéngend, siehe Proposition 1.1.17. Beach-
te, dass Produkte wegzusammenhéngender Rdume wieder wegzusammenhéngend
sind.

Fiir n € Ny bezeichne S™ := {x € R"™! : ||z|| = 1} die n-dimensionale Ein-
heitssphiire versehen mit der von R"*! induzierten Teilraumtopologie. Beachte,
dass S™ abgeschlossen und beschrinkt in R™*! ist. Nach dem Satz von Heine—
Borel ist S™ daher ein kompakter Raum. Etwa besteht S° = {—1,1} aus nur
zwei Punkten. Die eindimensionale Sphére kéonnen wir auch als Teilraum der
komplexen Zahlen auffassen, S = {z € C: |z| = 1}.

[.1.25. BEISPIEL. S™\ {P} ist homdomorph zu R™ und daher einfach zusam-
menhéngend, P € S, n € Ny. Um dies einzusehen betrachten wir zunéchst die
Inversion mit Pol P,

2

v sREAPE = REAAPY ve(e) = P

(x — P).

Der Bildpunkt vp(z) liegt daher auf dem Halbstrahl von P durch z und es gilt
|z — P||||vp(x) — P|| = 2. Daraus folgt sofort vp o vp = idgn+1\(p}, insbesondere
ist vp ein HomGomorphismus. Weiters gilt

4(x, P)

lvp@)I* =1+ ——5
[ — P
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und daher ist vp(z) € S™ genau dann, wenn x € P+ = {z € R**! : (z, P) = 0}.
Die Einschréinkung von vp liefert daher einen Homéomorphismus

@p: P+ — S™\ {P}, op(x) = P+ (x — P).

2
[l — P
Dieser Homoomorphismus wird die stereographische Projektion mit Pol P ge-
nannt.®> Als Hyperebene in R"*! ist Pt homéomorph zu R”, daher ist auch
S™\ {P} homoomorph zu R". Nach Proposition 1.1.14 und Beispiel 1.1.23 ist
daher S™\ {P} einfach zusammenhéingend.

[.1.26. SATZ. S™ st einfach zusammenhdngend, falls n > 2.

BEWEIS. Bezeichne mit N := (0,...,0,1) € S™ den Nordpol und mit z; :=
S :=(0,...,0,—1) € S™ den Siidpol. Weiters betrachte die offenen Teilmengen
U:=8"\{N}und V := S™\{S}. Nach Beispiel 1.1.25 ist 71 (U, zo) = 0, es geniigt
daher zu zeigen, dass die von der kanonischen Inklusion ¢ : (U, zg) — (S™, z) in-
duzierte Abbildung ¢, : m (U, zg) — m(S™, zo) surjektiv ist. Sei dazu f: [ — S™
eine Schleife bei xy. Es ist zu zeigen, dass f homotop relativ Endpunkten zu
einer Schleife in U ist. Da {U,V'} eine offene Uberdeckung von S™ ist, bilden
auch die beiden Mengen f~'(U) und f~'(V) eine offene Uberdeckung des Inter-
valls I. Da I kompakt ist, existieren 0 = sy < 51 < -+ < s, = 1, sodass fiir
jedes i = 1,...,m entweder f([s;—1,s;]) C U oder f([s;—1,s;]) C V gilt, siehe
Lemma [.1.28 unten. Durch Weglassen gewisser s; konnen wir erreichen, dass
f(si) # N, fiir jedes 0 < i < m, denn ist f(s;) = N dann muss f([s;—1,5]) CV
und f([s;, si41]) € V gelten. Betrachte die reparametrisierten Einschrinkungen
fi o I — 5" fi(s) == f((1 = s)si_1 + ssi), i = 1,2,...,m. Nach Beispiel 1.1.3
gilt dann f =~ fifs--- fi,, wobel wir wieder auf die Klammersetzung verzich-
ten, da sie fiir die Aussage unwesentlich ist, vgl. Lemma [.1.6. Es geniigt nun
zu zeigen, dass jedes f; homotop relativ Endpunkten zu einem Weg in U ist,
denn dann ist auch f homotop relativ Endpunkten zu einer Schleife in U, siehe
Lemma I.1.5. Fiir die 4 mit f([s;_1,s;]) C U ist nichts zu zeigen. Betrachten wir
also ein ¢ mit f([s;_1,s;]) €V, dh. f;(I) C V. Die stereographischen Projektion
ps : R* = S+ — S"\ {S} = V aus Beispiel 1.1.25 ist ein Homdomorphis-
mus mit pg(0) = N. Also ist ¢g' o f; : I — R" ein Weg in R" und es gilt
(5" 0 f)(0) £ 0 # (p5' o fi)(1), denn f(s;) # N. Dan > 2 finden wir einen Weg
gi - T — R\ {0} mit g:(0) = (125" 0 £)(0) und (1) = (5" o f)(1). Nach Kon-
struktion ist pg o g; ein Weg in V' \ {N} C U. Da R" einfach zusammenhéngend
ist, sind die beiden Wege gogl o f; und g; homotop relativ Endpunkten in R”, siehe
Proposition 1.1.21, also sind auch f; und ¢g o g; homotop relativ Endpunkten in
V C sm. O

[.1.27. BEISPIEL. Fiir n; > 2 ist S™ x --- x S™ einfach zusammenhéngend,
siehe Satz 1.1.26 und Beispiel 1.1.24

3Unter der stereographischen Projektion wird {iblicherweise die stereographische Projektion
mit Pol P=N = (0,...,0,1) € S™ verstanden.
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Im Beweis von Satz 1.1.26 haben wir von der Lebesguesche Uberdeckungszahl
Gebrauch gemacht, und wollen daher dieses elementare Resultat kurz wiederho-
len.

1.1.28. LEMMA (Uberdeckungszahl von Lebesgue). Es sei (X, d) ein kompak-
ter metrischer Raum undU eine offene Uberdeckung von X . Dann existiert e > 0,
sodass jeder Ball mit Radius € zur Ginze in einer der Uberdeckungsmengen von
U enthalten ist. Genauer, fir jedes x € X ezistiert U € U mit B-(x) C U, wobei
B.(z) :={y € X : d(z,y) < ¢} den offenen Ball mit Mittelpunkt x und Radius ¢
bezeichnet.

BEWEIS. Da U eine offene Uberdeckung von X bildet, existiert zu jedem
x € Xeinr, >0und U, € U mit By, (x) C U,. Die Bélle B, (x) bilden
eine offene Uberdeckung von X. Wegen der Kompaktheit von X iiberdecken
schon endlich viele davon ganz X, dh. B, (v1)U---UB,, (v,)= X fiir gewisse
x1,. .., T, € X. Wir zeigen nun, dass ¢ := min{r,,,...,r,, } > 0 die gewiinschte
Eigenschaft besitzt. Sei dazu x € X. Wiéhle 1 < i < n mit x € B,,(z;). Aus
der Dreiecksungleichung folgt B,,(z) C B, (x;), und daher B.(x) C B,,(z) C
Ba,, (1) C U,,. Also liegt B.(z) zur Ginze in der Uberdeckungsmenge U,,. [

I.2. Die Fundamentalgruppe des Kreises. Wir wollen in diesen Ab-
schnitt die Fundamentalgruppe von S := {z € C : |z| = 1} bestimmen. Als
Basispunkt verwenden wir zy := 1 € S1. Fiir n € Z betrachten wir den Weg

2mwins

Wy I — St wn(s) :=e = cos(2mns) + isin(27ns). (1.2)

Da w,(0) = w,(1) = 1 ist jedes w, eine Schleife bei 1 € S* und definiert daher
eine Homotopieklasse [w,] € m1(S*,1).

1.2.1. SATZ. Die Abbildung ¢ : Z — m(S', 1), ¢(n) = |wy,], siehe (1.2), ist
ein Isomorphismus von Gruppen, m(S') = Z.

[.2.2. BEIspiEL. Fiir k € Z betrachte die Basispunkt erhaltende Abbildung

pe o (SY,1) — (84 1), p(2) := zF. Wir wollen nun den induzierten Homomor-
phismus (p,)« : (S, 1) — 71(S*, 1) bestimmen. Genauer

wollen wir zeigen, dass nebenstehendes Diagramm kom- 7 % (S 1)
mutiert, wobei ¢ : Z — (S, 1) den Isomorphismus aus a l( :

Satz 1.2.1 bezeichent und Z -5 7 der durch Multiplikation i

mit k£ gegebene Gruppenhomomorphismus ist. Tatséchlich 7 *i> (St 1)
ist (pr o wy)(s) = (e2mns)k = e2rikns — ) (s), vgl. (1.2), -

und daher (pg)«(¢(n)) = (pr)«([wn]) = [Pk own] = [Wkn] = ¢(kn). Beachte, dass p;
und p_; beides Homéomorphismen sind, die induzierten Homomorphismen (p; ).
und (p_1). aber nicht iibereinstimmen.

Fiir den Beweis von Satz 1.2.1 betrachten wir die Abbildung
p:R— S p(s) = €™, (1.3)
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Drei Eigenschaften von p werden wesentlich in den Beweis von Satz 1.2.1 einge-
hen. Erstens ist der Definitionsbereich R einfach zusammenhéngend, siche Bei-
spiel 1.1.23, weiters ist p~1(1) = Z C R und schliefllich hat p die sogenannte
Homotopieliftungseigenschaft.

[.2.3. PROPOSITION (Homotoplehftungselgenschaft) Fsseien H : Y xI — S*

und h 'Y — R stetig mit poh = Hy. Dann exzistiert genau eine stetige Abbildung
H:Y xI—>RmitpoH=H und Hy=h.*

[.2.4. BEMERKUNG. Bezeichnen wir mit ¢y : Y — Y X I, p(y) := (y,0),
die Inklusion bei 0, so lasst sich die Aussage von Proposition 1.2.3 schén an

nebenstehenden Diagramm veranschaulichen. Die Vorausset- i

zung in Proposition 1.2.3 besagt gerade, dass das duflere Qua- Y — - R
drat kommutiert, dh. die Komposition p o i stimmt mit der Lol Hl/H/ g i P
Komposition H o ¢g iiberein. Die Konklusion von Propositi- v « } _H_ gl

on [.2.3 besagt nun, dass eine eindeutige stetige Abbildung
H Y x I — R existiert, die die beiden Dreiecke kommutativ macht, dh. die
Komposition H o ¢y stimmt mit A iiberein, und p o H stimmt mit H iiberein.

1.2.5. BEMERKUNG. Sind f: X — S! und f : X — R stetige Abbildungen
mit po f = f, dann wird f ein Lift von f genannt. In diesem Fall sagen wir
auch f kann iiber p zu einer stetigen Abbildung f geliftet werden. Nicht jede
Abbildung lasst sich stetige iiber p liften, etwa besitzt die identische Abbildung
idg1 : S! — S' keinen stetigen Lift, sieche Satz 1.2.1. Existiert ein Lift f von
f, dann ist dieser nicht eindeutig, denn durch Translation mit ganzen Zahlen
erhalten wir unendlich viele weitere Lifte.

Wir verschieben den Beweis von Proposition 1.2.3 und betrachten zunéchst
die folgenden beiden Spezialfille: Y = {x}, der einpunktige Raum, sowie Y = I,
siehe die Propositionen 1.2.6 und [.2.8 unten.

1.2.6. PROPOSITION. Es sei f: 1 — S' ein Weg und & € R mit p(¥) = f(0).
Dann existiert genau ein Weg f: 1 — R mitpo f = f und f(0) =27

BEWEIS. Wenden wir Proposition [.2.3 auf den einpunktigen Raum Y := {*},
die Abbildung h : {*} — R, h(%) := Z, und H : (¥} x I — S' H(x,t) := f(t), a
so erhalten wir eine eindeutige stetige Abbildung H : {*} x I — RdiepoH = H
und Hy = h erfiillt. Offensichtlich hat dann f(t) := H(*,t) alle gewiinschten
Eigenschaften. U

1.2.7. BEISPIEL. Fiir die Wege @, : [ — R, @,,(s) :=ns, n € Z, gilt ©,,(0) =0,
On(1) = n und p o @, = w,. Insbesondere ist @, ein Lift von w,, siehe (I1.2).

st G : Y x I — X eine Abbildung und ¢ € I so schreiben wir Gy : Y — X fiir die
durch G¢(y) := G(y,t) definierte Abbildung. In dieser Proposition also Hy(y) := H(y,0) und
Ho(y) := H(y,0).
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Beachte, dass @, nur fiir n = 0 geschlossen ist. Wir werden die Wege @,, auch im
Beweis von Satz 1.2.1 unten verwenden.

1.2.8. PROPOSITION. Es sei h : I — R ein Weg und H : I x I — S eine

Homotopie von Wegen mit Hy = po h. Dann ezistiert eine eindeutige Homotopie
von Wegen H: 1 x I — R mitpoH = H und Hy = h.

BEWEIS. Wenden wir Proposition 1.2.3 mit Y := [ an, so erhalten wir eine
eindeutige stetige Abbildung H:IxI— RmitpoH = H und Hy = h. Es
ist noch zu zeigen, dass H eine Homotopie relativ Endpunkten ist. Fiir i = 0,1
betrachten wir dazu den Weg &; : I — R, &,(t) := H(i,t). Aus po H = H folgt
(pod;)(t) = H(i,t) und dies ist konstant in ¢, da H eine Homotopie von Wegen ist.
Aus Hy = h erhalten wir weiters &;(0) = H(i,0) = h(i). Aus der Eindeutigkeits-
aussage in Proposition 1.2.6 folgt daher, dass ¢; mit dem konstanten Weg Chi)

iibereinstimmen muss. Also ist H tatséchlich eine Homotopie von Wegen. U

BEWEIS VON SATZ 1.2.1. Zur Surjektivitit von ¢: Sei f : I — S* eine Schlei-
fe bei 1 € S'. Zu zeigen ist, dass n € Z mit ¢(n) = [f] existiert. Nach Propo-
sition 1.2.6, und da p(0) = 1, existiert ein Weg f : I — R mit po f = f und
f(0) = 0. Da p(f(1)) = f(1) = 1, und weil p~'(1) = Z, muss f(1) ganzzahlig
sein, n := f(1) € Z. Beobachte nun, dass f und @, aus Beispiel 1.2.7 beides
Wege in R sind die bei 0 starten und bei n enden. Aus dem einfachen Zusam-
menhang von R, siehe Beispiel 1.1.23, und Proposition 1.1.21 erhalten wir eine
Homotopie von Wegen H : I x I — R von Hy = &, nach H; = f. Es ist dann
H :=poH : IxI — S* eine Homotopie von Wegen von Hy = po Hy = po&, = w,
nach Hy = po Hy = po f = f. Daher gilt ¢(n) = [w.] = [f].

Zur Injektivitiat von ¢: Seien also m,n € Z und ¢(m) = ¢(n). Zu zeigen ist
n =m. Da ¢(m) = ¢(n) existiert eine Homotopie von Wegen H : I x I — S von
Hy = wp, nach Hy = w,. Nach Proposition 1.2.8, und da p o @, = wy,, existiert
eine Homotopie von Wegen H:IxI — RmitpoH = H und Hy = Op,.
Da H die Endpunkte fixiert gilt insbesondere Hy(0) = Hy(0) = &,(0) = 0
und Hy(1) = Hy(1) = &n(1) = m. Weiters ist po H = Hy = w,. Aus der
Eindeutigkeitsaussage in Proposition 1.2.6 folgt daher H; = @,,, und wir erhalten
m = Hy(1) = &u(1) = n.

Zur Homomorphismus Eigenschaft von ¢: Seien m,n € Z. Es ist zu zeigen
d(m—+n) = ¢(m)o(n). Betrachte dazu die Translation 7,,, : R — R, 7,,,(s) := m+s.
Dann ist @y, (7, © @,) ein Weg in R der bei 0 startet und bei m + n endet. Auch
Wmn 1st ein Weg von 0 nach m+n. Da R einfach zusammenhéngend ist, existiert
eine Homotopie von Wegen H : I xI — R von ﬁfo = Wpin Nach H, = Om(Tmown),
siche Proposition 1.1.21. Es ist daher H := poH : I x I — S* eine Homotopie von
Wegen von Hy = poH, = POWmin = Wman nach Hy = poH; = po (wm(Tmown)) =
(po@m)(poTmow,) = (powm)(pon) = wnwy,. Es gilt daher wy, 1y, >~ wpwy, also

o(m +n) = [Winin] = [Wnwn] = [wi][wn] = (M) (n). u



L2. DIE FUNDAMENTALGRUPPE DES KREISES 17

Es bleibt schliellich noch Proposition 1.2.3 zu beweisen. Wir beginnen mit
einigen Vorbereitungen. Fiir den Rest des Abschnitts seien H : Y x I — S L und
h:Y — R stetig mit po h = Hy wie in Proposition 1.2.3.

1.2.9. LEMMA (Uberlagerungseigenschaft). Es existieren offene Teilmengen
U, C S* und offene Teilmengen UJ C R, o € {0,1}, j € Z, mit folgenden
Eigenschaften:

(i) UyuU; = St.
(i) p(Ua) = Uy, U
(iii) UINUF =0, falls j # k.

(iv) plgg : UL — Uy ist ein Homéomorphismus.

BEWEIS. Setzen wir Uy := S\ {1} und U; := S'\ {—1}, so ist {Uy,U;}
eine offene Uberdeckung von S*, und es gilt p~'(Uy) = R\ Z sowie p~'(U;) =
R\ (3 +Z). Die Intervalle Ul = (j,j+1) und U/ := (j — 2,7+ 3), j € Z, haben
dann die gewiinschten Eigenschaften. 0

[.2.10. LEMMA. Zu jedem Punkt y € Y existieren eine offene Umgebung N
vony, 0 =ty <t; <ty <---<t,=1unday,...,a, € {0,1}, sodass fir jedes
i=1,...,n gilt H(N x [t;i-1,t;]) C Us,.

BEWEIS. Seialsoy € Y fix. Zu jedem s € I existiert ag € {0, 1} mit H(y,s) €
U,,, siche Lemma 1.2.9(i). Da H stetig ist, finden wir zu jedem s € I eine offene
Umgebung N, von y und eine offene Umgebung J; von s mit H(N; x J) C U,,.
Klarerweise bildet {Js}ses eine offene Uberdeckung von I. Da I kompakt ist,
existieren 0 =ty < t; < -+ < t, = 1L und sy,...,s, € I mit [t;_1,t;] C J,,
1 < < n, siehe LemmaI.1.28. Betrachte nun die offene Umgebung N := (., Ny,
von y. Fir 1 < i < n gilt dann H(N X [ti,l,ti]) C H(Nsi X Jsi) C U,,,. Mit
a; = ay, folgt daher die Behauptung. 0

[.2.11. LEMMA. Zu jedem y € Y ewistieren eine offene Umgebung V von y
und eine stetige Abbildung G :V x I — R mit po G = H|yxr und Go = hly .

BEWEIS. Sei also y € Y fix. Nach Lemma 1.2.10 existieren eine offene Umge-
bung N vony, 0 =ty <t; <---<t,=1und ay,...,a, € {0,1}, sodass
H(N X [ti—hti]) - Uai fiir i = 1, 2, o, n. (14)
Wegen (1.4) und p o h = Hy ist p(h(y)) = Hy,(y) € U,,, also existiert j; € Z
mit h(y) € UJ!, siche Lemma 1.2.9(ii). Betrachte die offene Umgebung V' :=
NN A=Y (Uf) von y und die Abbildung
G': V! xfto,ty) UL CR, G':= (pywl.ll)‘1 o Hl|vixjiom]-

Nach (I.4) und Lemma L.2.9(iv) ist ~@1 wohldefiniert und stetig. Offensichtlich gilt
poGl = H |1 jto,,)- Aus Hy = po h erhalten wir po G%O = Hy, |y1 = poh|yr, und
da p auf 0&11 injektiv ist folgt (N}’%O = h|y1.
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Wegen (1.4) und p o G' = Hlviyito ) Ist (G, (v)) = Hy,(y) € U,,, also
existiert j, € Z mit G}, (y) € U%, siche Lemma 1.2.9(ii). Betrachte die offene

a2’

Umgebung V2 := V1N (G},)"*(U%) von y und die Abbildung
G? V2 X [ty ty] — [7&22 CR, G? = (p]ngz)_l o Hlv2x(e ty)-

Nach (I.4) und Lemma I1.2.9(iv) ist G? wohldefiniert und stetig. Offensichtlich gilt
poG? = H|yzup, 1y Es folgt po éfl = Hi|ly2 = po étlllvz, und da p auf (76{22
injektiv ist, erhalten wir G2 = G, |y+1.
Induktiv fortfahrend erhalteg wir offene Umgebungen ViovzZo...oyn
von y und stetige Abbildungen G* : V¥ x [t;_1,t;] —C Ug; CR, 1< i<n,sodass
poGi=H
Betrachte nun die offene Umgebung V' := V" von y und definiere eine Abbildung
G : V><I—>RdurchG|VX11t] G|V><11t] DaGt v = G21|Vlstd1es
wohldefiniert. Aus der Stet1gkelt von G |VX ti1,;) und Lemma 1.1.2 folgt, dass G
stetig ist. Aus po G = H|yi it:_1,t,] €rhalten wir p o G=H lvx1. SchlieBlich folgt
aus G}O = h|y1 auch Gy = hly. Also hat G alle gewiischten Eigenschaften. O
1.2.12. LEMMA. Sind f,§ : I — R zwei Wege mit po f = pog und f(0) = §(0),
dann gilt f =g.
BEWEIS. Wir betrachten die Menge Z := {s € I : f(s) = g(s)}. Da f und
g beide stetig sind, ist Z eine abgeschlossene Teilmenge von I. Da f(0) = §(0)
ist 0 € Z, also Z # ). Wir werden unten zeigen, dass Z auch offen in I ist. Aus
dem Zusammenhang von [ folgt dann Z = I, also f = ¢g. Um die Offenheit von
I zu zeigen, sei s € Z. Nach Lemma 1.2.9 existieren o € {O 1} und j € Z mit
f(s) = g(s ) € Ui. Betrachte die offene Umgebung W := f~1(U7) N g~ (U7) von

s.Dapof=pog, und da p\Ug U — U, injektiv ist, siche Lemma 1.2.9(iv),
erhalten wir fly = §|w. Also ist W C Z und daher Z offen in I. O

”1 7 ~i e o
Vistitl, Go =hlyi und Gy =G |y firi=2,... n

BEWEIS VON PROPOSITION [.2.3. Nach Lemma [.2.11 existiert zu jedem y €
Y eine offene Umgebung V¥ von y und eine stetige Abbildung G¥ : V¥ x I — R
mit poGY = H lvuxr und G = h]vy Sind y1,y» € Y, so stimmen die Abbildungen
G¥ und G¥2 auf (V¥ N VyQ) x I iiberein, denn ist y € V¥ N V¥ dann gilt fiir
die Wege f : I — R, f(t) = éyl(y, t)yund g : I — R, g(t) := éyQ(y,t) sowohl
(po f)(t) = H(y,t) = (po §)(t), t € I, als auch f(0) = h(y) = §(0), und daher
G¥ (y,t) = f(t) = §(t) = G¥(y, 1) fiir alle t € I, siche Lemma 1.2.12. Wir erhal-
ten daher eine Abbildung H:Y xI— R, sodass H lvuxr = Gy fiir jedesy € Y.
Da die Einschrinkung von H auf jede der offenen Mengen V¥ x I stetig ist, muss
H stetig sein. Aus po GY = H|yvy« erhalten wir p o H = H. SchlieBlich folgt
aus GY = h|yw auch Hy = h. Damit ist die Existenz der Abbildung H in Propo-
sition 1.2.3 gezeigt. Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu verifizieren. Seien dazu
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H'H? : Y xI — Rmit poH' = H = poH?*und H} = h = H? Zuy € Y betrach-
ten wir die Wege f : I — R, f(t) := H'(y,t), und § : I — R, §(t) := H?(y,1).
Dann gilt (po f)(t) = H(y,t) = (po §)(t), t € I, sowie f(0) = h(y) = §(0). Aus
Lemma 1.2.12 folgt daher H'(y,t) = f(t) = §(t) = H?(y,t) fiir alle t € I, also
stimmen H' und H? iiberein. U

Damit ist der Beweis von Satz 1.2.1 vollstiandig. Im Rest dieses Abschnitts
wollen wir noch einige Anwendungen besprechen.

1.2.13. BEISPIEL. Fiir P € R" ist ¢ : S"7! x (0,00) — R"\ {P}, ¢(x,t) :=
P + tx, ein Homoéomorphismus. Mit Hilfe von Satz [.1.26 und Proposition 1.1.17
sehen wir, dass R™ \ {P} einfach zusammenhéngend ist, falls n > 3. Im Fall
n = 2 gilt 7 (R? \ {P}) & Z nach Satz [.2.1 und Proposition 1.1.17. Genauer,
und fiir P = 0, sehen wir, dass die Inklusion ¢ : S* — C* := C\ {0} einen
Isomorphismus ¢, : 71(S') — 71 (C*) induziert. Im Fall n = 1 ist R \ { P} nicht
(weg)zusammenhéngend, also auch nicht einfach zusammenhéngend.

1.2.14. SATZ. R? ist nicht homéomorph zu R™, 2 # n.

BEWEIS. Sei also ¢ : R? = R" ein Homoomorphismus. Wéihle einen Punkt
P € R? und setze Q := ¢(P) € R™. Die Einschrinkung von ¢ liefert einen

Homgéomorphismus ¢|g2\(py : R* \ {P} = R\ {Q}. Ist n = 0, so erhalten wir
einen Widerspruch, denn R? \ {P} # 0 aber R°\ {Q} = 0. Auch im Fall n = 1
erhalten wir einen Widerspruch, denn R? \ { P} ist wegzusammenhéngend, aber
R\ {Q} ist nicht wegzusammenhéngend. SchlieBlich fiihrt auch der Fall n > 2 auf
einen Widerspruch, denn R?\ { P} ist nicht einfach zusammenhéingend, wihrend
R™\ {@} sehr wohl einfach zusammenhéngend ist, sieche Beispiel 1.2.13. Es muss
daher n = 2 sein. d

[.2.15. BEMERKUNG. Es gilt allgemein R™ 2 R"”, falls m # n. Wir werden
dies spéter zeigen, die Fundamentalgruppe reicht hierfiir nicht aus. Es ist iibri-
gens leicht zu sehen, dass R™ und R™ nur dann diffeomorph sein kénnen, wenn
m = n gilt. Ist ndmlich ¢ : R™ — R" ein Diffeomorphismus und zy € R™ belie-
big, dann folgt aus der Kettenregel, dass die Jacobimatrix D, ¢ einen linearen
Isomorphismus zwischen R™ und R" liefert, und dies ist natiirlich nur fiir m =n
moglich.

1.2.16. BEISPIEL. Fiir n € N bezeichnen wir mit 7" := S x --- x S! den
n-dimensionalen Torus. Aus Proposition 1.1.17 und Satz 1.2.1 folgt m (7T™) =
7" =7 X --- x Z. Ein expliziter Isomorphismus ist durch ¢,, : Z" — m (1", z,,),
¢n(k) = [wg], gegeben. Hierbei bezeichnet wy : I — T™ den Weg wi(s) =
(e¥mikis ePmikas) k= (ky, ..., k,) € Z" und als Basispunkt verwenden wir
z, = (1,...,1) € T". Insbesondere sehen wir, dass S? nicht homéomorph zu 7%
sein kann, denn die Fundamentalgruppen 71 (S?) = 0 und 7, (7T?) = Z? sind nicht
isomorph, siehe Satz [.1.26 und Proposition 1.1.14. Etwas allgemeiner sehen wir,

dass S™ und T™ nicht homoéomorph sind, n > 2.
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1.2.17. BEISPIEL. Auf R” betrachte die Aquivalenzrelation z ~ y < 3k €

Z" : y = z + k. Die Abbildung p : R® — T, p(xy,...,x,) 1= (e2™o1 . eZrien)
induziert einen Homéomorphismus R"/~ = T". Wir kénnen den Torus daher
auch als Quotient von R™ verstehen. Mit M,, ,(Z) bezeichnen wir die Menge
aller ganzzahligen (m x n)-Matrizen. Jedes A € M,, ,(Z) definiert eine stetige
(lineare) Abbildung fis : R® — R™, fia(z) := Az. Beachte, dass aus = ~ y
auch fis(x) ~ fia(y) folgt. Daher faktorisiert fi4 zu einer stetigen Abbildung
pa I — T™ pojig = ua o p. Beachte auch, dass ps Basispunkt erhaltend
ist, pa : (T, x,) — (™, x,,). Wir wollen nun die induzierten Gruppenhomo-
morphismen (pa). @ m (T, x,) — m(T™, ;) bestim- o
men. Genauer wollen wir zeigen, dass (pa).(¢n(k)) =  Z" — m(T", z0)
Om(Ak) gilt, k € Z", wobei ¢ den Isomorphismus aus N - l ().
Beispiel 1.2.16 bezeichnet. In anderen Worten, wir wol-
len zeigen, dass das nebenstehende Diagramm kommu-  Z™ — m(T™, x)
tiert. Fiir k € Z™ betrachten wir den Weg @y, : I — R", -
Wk (s) := sk. Offensichtlich gilt dann p o &) = wy, wobei wy : I — T™ den Weg
aus Beispiel 1.2.16 bezeichnet. Weiteres haben wir die Relation ji4 0 W = @ag.
Wir erhalten daraus pig owr, = ta0po W = Pojig 0Wr = PO Wap = Wag, also
(1) (@n(k)) = (pa)([wr]) = [pa o wi] = [war] = dn(Ak).

Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heifit Retrakt von X, falls
eine stetige Abbildung r : X — A existiert mit r(z) = x fir alle z € A. Jede
solche Abbildung r wird Retraktion von X auf A genannt. Eine Retraktion ist also
nichts anderes als eine stetige Linksinverse der kanonischen Inklusion ¢ : A — X,
dh. rov=1idyu.

[.2.18. PROPOSITION. FEs sei A ein Retrakt von X, und xq € A. Dann ist der
von der kanonischen Inklusion v : (A, xo) — (X, zo) induzierte Homomorphismus
Lt (A, 20) — m (X, x0) injektiv.

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert eine Retraktion r : X — A, dh. row =
id4. Insbesondere gilt r(xg) = o, wir kénnen daher r als Abbildung punktierter
Raume 7 : (X, z9) — (A, xo) auffassen. Aus Proposition 1.1.13 erhalten wir r, o
e = (rot)y = (id(aze))s = idn, (4,20, also muss ¢, injektiv sein. O

1.2.19. SATz. S* ist nicht Retrakt von D?, dh. es gibt keine stetige Abbildung
r: D?* — S mit r(z) = z fir alle x € S*.

BEWEIS. Als konvexe Teilmenge von R? ist D? einfach zusammenhingend,
siehe Beispiel 1.1.23, also 71(D?) = 0. Nach Satz 1.2.1 gilt m(S!) = Z. Es kann da-
her keine injektive Abbildung m(S') — 71 (D?) existieren. Aus Proposition 1.2.18
folgt nun, dass S! nicht Retrakt von D? sein kann. OJ

[.2.20. BEMERKUNG. Die Aussage von Satz [.2.19 bleibt in beliebigen Dimen-
sionen richtig, S™~! ist nicht Retrakt von D™, n € N. Fiir n = 1 ist dies trivial,
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denn jede stetige Abbildung von D' = [—1,1] nach S* = {—1,1} muss kon-
stant sein. Den Fall n > 2 werden wir spéater behandeln, die Fundamentalgruppe
reicht hierfiir nicht aus. Wir wollen hier noch einen differentialtopologischen Be-
weis dieser Aussage skizzieren. Wir nehmen indirekt an es wire r : D* — Sn~!
eine Retraktion, r ot = idgn-1. Wir kénnen r durch eine glatte Retraktion ap-
proximieren, diirfen daher 0.B.d.A. annehmen, dass r eine glatte Abbildung ist.
Nach dem Satz von Sard exisiert ein regulirer Wert zq € S"!. Nach dem im-
pliziten Funktionensatz ist M := r~!(zy) eine kompakte glatte 1-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit von D™ mit Rand OM = M N S™ 1. Aus r o1 = idgn1 folgt
MnNS™ 1 = {zy}, also hat M genau einen Randpunkt. Andererseits ist jede kom-
pakte 1-dimensionale Mannigfaltigkeit zu einer endlichen disjunkten Vereinigung
Stu---usSturlu--- Ul diffeomorph und muss daher eine gerade Anzahl von
Randpunkten besitzen. Wir erhalten einen Widerspruch, es kann also keine solche
Retraktion r geben. Derselbe Beweis zeigt, dass der Rand ON einer kompakten
glatten Mannigfaltigkeit mit Rand N nicht Retrakt von N sein kann.

1.2.21. SATZ (Brouwerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung f : D? —
D? besitzt einen Fizpunkt.

BEWEIS. Indirekt angenommen f : D?> — D? hitte keinen Fixpunkt. Dann
kénnen wir eine stetige Abbildung r : D? — S! definieren, indem wir z € D?
den eindeutig bestimmten Schnittpunkt des Halbstrahls {z +t(z — f(z)) : t > 0}
mit S zuordnen. Eine einfache Rechnung zeigt, dass diese Abbildung durch die
Formel r : D* — S', r(z) := a+t(x)(z— f(z)) gegeben ist, wobei ¢ : D* — [0, 00),

o fa) =) (e fla) — )+ (1 )| f () o]

[F(@) =]
In dieser Darstellung ist auch die Stetigkeit von r evident. Fiir z € St gilt r(z) =
x, denn aus 1 > ‘f(x)’Q = |z+ f(z) —x‘z = ‘x}2+2<x,f(x) —z)+|f(z) —x|2 >
1+2(z, f(z) — z) + 0 folgt (z, f(z) — z) < 0 und damit t(z) = 0. Also ist r eine

Retraktion von D? auf S, ein Widerspruch zu Satz 1.2.19. Daher muss f einen
Fixpunkt besizten. 0

t(z) :

[.2.22. BEMERKUNG. Auch Satz [.2.21 bleibt in beliebigen Dimensionen rich-
tig, jede stetige Abbildung f : D™ — D" besitzt einen Fixpunkt, n € N. Fiir
n = 1 folgt dies aus dem Zwischenwertsatz der Analysis. Fiir n > 2 werden
wir dies mit Hilfe derselben Konstruktion aus der hoéherdimensionalen Versi-
on von Satz 1.2.19 herleiten, vgl. Bemerkung 1.2.20. Es ldsst sich auch umge-
kehrt Satz 1.2.19 auf elementare Weise aus Satz 1.2.21 herleiten, denn setzen
wir eine Retraktion r : D? — S!' mit der sogenannten Antipodalabbildung
A: 8" — 81 A(z) := —2, zusammen, wiirden wir eine fixpunktfreie Abbildung
toAor:D? — D? erhalten.
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[.2.23. SATZ (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante Polynom
mit komplexen Koeffizienten besitzt eine Nullstelle in C.

BEWEIS. Sei also
p(2) = anz" + ap_12" '+ 4 a1z + ao, n>0,a€C, a,#0

ein Polynom und p(z) # 0 fiir alle z € C. Zu zeigen ist n = 0. Die Schleife

I — ,5’17 = M
! 7= Jyem) (1)
definiert ein Element [f] € 71(S!,1). Die Abbildung
O it
S N 0]

ist eine Homotopie relativ Endpunkten vom konstanten Weg Hy = ¢; nach H; =
f. Daher repriisentiert f das neutrale Element in 7y (S, 1). Andererseits ist

G:IxI—C*:=C\{0}
é(S, t) = tnp(e27ris/t) _ an627rins + tan_1€27ri(n—1)s N tn—1a1€27ris + t"ag

eine stetige Abbildung, und

G:I1xI— St G(s,t) == é<87t)/é(07t)
| | TG, 1)/G0, 1))

definiert eine Homotopie relative Endpunkten von Gy = w, nach G; = f,
vgl. (1.2). Also gilt [w,] = [f] € 7(S*, 1), und daher ist auch [w,] das neutrale
Element in 71(S*, 1). Aus Satz 1.2.1 folgt nun n = 0. O

1.2.24. KOROLLAR. Es seip(z) = ap2"+a,_12" 1+ -+a1z2+aq ein Polynom
n-ten Grades, n € N, a; € C, a, # 0. Dann existieren a, ..., o, € C, sodass

p(z)=an(z—)(z—ag) (2 — ap).
Uber C zerfillt daher jedes Polynom in Linearfaktoren.

BEwEIs. Wir diirfen uns auf normierte Polynome beschrianken, es sei daher
0.B.d.A. a,, = 1. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die
Aussage trivial. Fiir den Induktionsschritt sei nun p ein normiertes Polynom n-ten
Grades, n > 2. Nach Satz 1.2.23 existiert o, € C mit p(a,) = 0. Polynomdivision
mit Rest liefert ein Polynom (n — 1)-ten Grades ¢ und eine Konstante ¢ € C
mit p(z) = q(2)(z — an) + ¢. Setzen wir z = a,, so erhalten wir sofort 0 =
plan) = qlan)(an, — ay) + ¢ = ¢, dh. p(z) = q(2)(z — ). Beachte, dass mit
p auch ¢ ein normiertes Polynom ist. Nach Induktionsvoraussetzung existieren
daher aq,...,a,—; € Cmit ¢(z) = (z — )+ (2 — ay_1), woraus nun p(z) =
(z—aq) - (2 — ap) folgt. Damit ist der Induktionsschritt gezeigt. O
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I.3. Homotopieinvarianz. Zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y heiflen
homotop falls eine stetige Abbildung H : X x I — Y mit Hy = f und H; = g
existiert. Dabei bezeichnet H; : X — Y die stetige Abbildung H,(x) := H(x,t),
t € I. Jede solche Abbildung H wird eine Homotopie von f nach g genannt.

Wir schreiben f ~ ¢ oder f 2 g. Ist f: X — Y homotop zu einer konstanten
Abbildung, dh. existiert yo € Y mit f =~ ¢,, wobei ¢, : X — Y, ¢, (x) := yo,
dann nennen wir f nullhomotop.

I1.3.1. PROPOSITION. Homotop zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der stetigen Abbildungen X — Y.

BEWEIS. Der Beweis ist vollig analog zu dem Beweis von Proposition 1.1.1.
Ist f: X — Y stetig, dann gilt f 2 fmit H: XxI —Y, H(x,t) = f(z), also ist
die Relation reflexsiv. Ist f 2 g, dann folgt ¢ < f mittels G(z,t) := H(x,1 — 1),
also ist die Relation symmetrisch. Gilt f g g und g }g h so definiert

H'(z,2 falls 0 <t < 1/2
H:XxI—Y, Hxt) = (z,2t) alls 0t <1/
H'(z,2t — 1) falls1/2<t<1
eine Homotopie von f nach h, dh. f 2 h, und damit ist die Relation auch
transitiv. Die Stetigkeit von H folgt wieder aus Lemma I.1.2. 0

Die mit obiger Aquivalenzrelation assoziierten Aquivalenzklassen werden Ho-
motopieklassen genannt. Die Menge der Homotopieklassen stetiger Abbildungen
X — Y wird mit [X,Y] bezeichnet. Die von f : X — Y représentierte Klasse
werden wir mit [f] bezeichnen.

1.3.2. BEISPIEL. Bezeichnet {*} den einpunktigen Raum, dann koénnen wir
[{*}, X] mit der Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X identifizie-
ren. Dabei entspricht [f] € [{x}, X] die (wohldefinierte) Wegzusammenhangs-
komponente von X die f(x) enthélt.

[.3.3. BEMERKUNG. Die Menge der Homotopieklassen [S!, X] héingt eng mit
der Fundamentalgruppe 7 (X) zusammen, siehe Satz 1.3.33 unten.

[.3.4. LEMMA. FEs seien fo, f1: X —= Y und go,91 : Y — Z stetige Abbildun-
gen mit fo >~ fi1 und go ~ g1. Dann gilt auch gyo fo >~ g1 0 fi. Wir erhalten daher
eine wohldefinierte Verknipfung [X,Y] x [Y, Z] — [X, Z], ([f],[9]) — lg o f].

BEWEIS. Es seien F' : X x I — Y und G : Y x I — Z Homotopien mit
fo < f1 und go g g1. Dann liefert H : X x [ — Z, H(x,t) := G(F(x,t),t) eine
Homotopie von gg o fy nach ¢, o fi, dh. gg o fo 2 g1 0 fi. U

[.3.5. DEFINITION (Homotopiedquivalenz). Eine stetige Abbildung f : X —
Y wird Homotopiedquivalenz genannt, falls eine stetige Abbildung g : ¥ — X
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existiert, sodass go f ~ idy und f o g ~ idy gilt. Zwei topologische Rdume X
und Y heiflen homotopiedquivalent, falls eine Homotopiedquivalenz f : X — Y
existiert. In diesem Fall schreiben wir X ~ Y, und sagen auch X und Y haben
denselben Homotopietyp.

Jeder Homéomorphismus f : X — Y ist eine Homotopiedquivalenz, denn
g:= f':Y — X erfiillt ja sogar go f = idx und f o ¢ = idy. Homdomorphe
Raume sind daher stets homotopiedquivalent. Die identische Abbildung idy :
X — X ist eine Homotopiedquivalenz, es gilt daher X ~ X. Ist f : X — Y
eine Homotopiedquivalenz und g : ¥ — X mit go f ~ idy, f o g ~ idy, dann
ist trivialerweise auch g : Y — X eine Homotopiedquivalenz. Aus X ~ Y folgt
daher Y ~ X. Sind f: X — Y und g : Y — Z zwei Homotopiedquivalenzen,
dann ist auch die Komposition go f : X — Z eine Homotopiedquivalenz, siehe
Lemma [.3.4. Aus X ~ Y und Y ~ Z folgt daher stets X ~ Z. Ist f : X — Y
eine Homotopiedquivalenz und ist g : X — X homotop zu f, dann ist auch g¢
eine Homotopiedquivalenz.

[.3.6. BEMERKUNG. Eine stetige Abbildung ¢ : Y7 — Y5 induziert eine Ab-
bildung ¢. : [X,Yi] — [X, Y], v«([f]) := [p o f]. Nach Lemma 1.3.4 ist ¢,
wohldefiniert. Ist ¢ : Y5 — Y3 eine weitere stetige Abbildung, dann gilt of-
fensichtlich (¢ 0 @), = ¥, 0 ¢, : [X, V7] — [X,Y¥3] und (idy). = idjxy). Sind
@0, 1+ Y1 — Yy homotop, so gilt (wo). = (1)« : [X, V1] — [X, Y], siche Lem-
ma [.3.4. Ist ¢ : Y7 — Y5 eine Homotopiedquivalenz, dann induziert diese eine
Bijektion ¢, : [X,Yi] — [X,Y5]. Ist ndmlich ¢ : Y5 — Y; mit ¢ o p ~ idy,
und ¢ o ¢ ~ idy,, dann folgt ¥, o . = (¥ 0 ), = (idy,)« = idxy,) und
@i 0y = (poh), = (idy,)s = id[x,yy, also ist 9, @ [X,Y5] — [X, V7] die In-
verse von ,. Insbesondere induziert eine Homotopiedquivalenz ¢ : Y7 — Y5 eine
Bijektion zwischen der Menge der Wegzusammenhangskomponenten von Y; und
der Menge der Wegzusammenhangskomponenten von Y5, siehe Beispiel 1.3.2.

[.3.7. BEMERKUNG. Eine stetige Abbildung ¢ : Xy — X; induziert eine
Abbildung ¢* : [X1,Y] — [Xo,Y], ©*([f]) := [f o ¢]. Wieder ist ¢* wegen
Lemma 1.3.4 wohldefiniert. Ist v : X3 — X, eine weitere stetige Abbildung,
dann gilt (p o) = ¢¥* o p* : [X1,Y] — [X3,Y] und (idx)* = idxy]. Sind
®o, 1+ Xo — Xi homotop, so gilt (wo)" = (¢1)* 1 [X1,Y] — [Xo, Y], siehe
Lemma [.3.4. Ist ¢ : X9 — X; eine Homotopiedquivalenz, dann induziert diese
eine Bijektion ¢* : [ X1, Y] — [Xo, Y]. Ist ndmlich ¢ : X; — X5 mit p o) ~idx,
und 1 o ¢ =~ idx, dann folgt ¥* o ¢* = (p o) = (idx,)* = idix,y] und
g or)* = (Yo)* = (idx,)* = idx, y), also ist ¢* : [ X5, Y] — [X;,Y] die Inverse
von p*.

1.3.8. DEFINITION (Kontrahierbare Raume). Ein topologischer Raum X heift
kontrahierbar falls er den Homotopietyp des einpunktigen Raumes hat, X ~ {x}.

Ein topologischer Raum X ist genau dann kontrahierbar, wenn die konstante
Abbildung X — {*} eine Homotopiedquivalenz ist. Dies ist genau dann der Fall,



L.3. HOMOTOPIEINVARIANZ 25

wenn xy € X existiert, sodass die Inklusion {x¢} — X eine Homotopiedquivalenz
ist. Offensichtlich ist X kontrahierbar genau dann, wenn die identische Abbildung
idx nullhomotop ist, dh. wenn zg € X und eine Homotopie H : X x I — X mit
Hy =idx und H; = ¢,, existieren, wobei ¢,, : X — X, ¢z, () := ¢, die konstante
Abbildung bezeichnet.® Ein kontrahierbarer Raum muss wegzusammenhingend
sein, denn fiir x € X ist t — H(x,t) ein Weg von x nach xq. Ist X kontrahierbar
und z; € X beliebig, dann gilt idx ~ ¢,,, dh. die Inklusion {z1} — X ist eine
Homotopiedquivalenz, fiir jedes x; € X. Letzteres folgt aus der Tatsache, dass
ein Weg von zy nach z; als Homotopie zwischen der Inklusion {zo} — X und
der Inklusion {z;} — X aufgefasst werden kann.

1.3.9. BEISPIEL. Fiir einen kontrahierbaren Raum Y ist jede stetige Abbildung
X — Y nullhomotop, die Menge [X, Y] besteht daher aus nur einem Element.
Um dies einzusehen fixiere y € Y. Wegen der Kontrahierbarkeit von Y ist die
identische Abbildung idy : Y — Y homotop zur konstanten Abbildung ¢, :
Y = VY,idy >~ ¢y. Sei nun f : X — Y stetig. Aus Lemma [.3.4 folgt dann
f =idyof ~ ¢c,o0 f = ¢, also ist f homotop zu der konstanten Abbildung
¢ X =Y, ¢(z) =y

1.3.10. DEFINITION (Deformationsretrakt). Ein Teilraum A eines topologi-
schen Raumes X heiit Deformationsretrakt von X falls eine Homotopie H :
X x I — X mit folgenden Eigenschaften existiert: Hy = idx, H;(X) C A und
H|4 = idy fiir alle t € I. In diesem Fall wird r := H; : X — A als Deformati-
onsretraktion bezeichnet, und H wird manchmal eine retrahierende Deformation
genannt. Bezeichnet ¢ : A — X die kanonische Inklusion, so gilt r o ¢ = id4, De-

formationsretraktionen sind daher Retraktionen. Schlief3lich ist ¢ : A — X eine

Homotopiesiquivalenz, denn idy ~ ¢ o7r.°

[.3.11. BEMERKUNG. Existiert xy € X, sodass der einpunktige Teilraum
{zo} € X Deformationsretrakt von X ist, dann ist X offensichtlich kontrahier-
bar. Die Umkehrung stimmt i.A. jedoch nicht. Es ist nicht schwer einen kon-
trahierbarer Raum X und ein Punkt @) € X zu konstruiert, sodass {Q} nicht
Deformationsretrakt von X ist.

1.3.12. BEISPIEL. Die Sphire S~ ! ist Deformationsretrakt von R™\ {0}, es ist
nédmlich H : R"\ {0} x I — R"\ {0}, H(z,t) := (1—t)z+ ﬁx eine retrahierende

Deformation. Insbesondere ist die kanonische Inklusion S"~! — R™ \ {0} eine
Homotopiedquivalenz.

SEs ist nicht verlangt, dass die Homotopie den Punkt zo festhilt, dh. wir verlangen nicht,
dass H(xzg,t) = zq gilt.

SWir folgen hier den Definitionen in [19, page 24] oder [4, page 2]. In [18, Definition 2.4.3]
oder [15, page 30] wird dies als strenger Deformationsretrakt bezeichnet. Verlangen wir statt
Hi|a =id4 nur Hy|4 = id4 dann erhalten wir den Begriff des schwachen Deformationsretrakts.
In diesem Fall ist » : X — A immer noch eine Retraktion, und auch die Inklusion ¢ : A — X
ist eine Homotopiedquivalenz.
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[.3.13. BEISPIEL (Sternférmige Teilmengen). Eine Teilmenge X C R™ heifit
sternformig, falls z € X mit folgender Eigenschaft existiert: x € X, ¢t € [0,1] =
tz+ (1 —t)z € X. Dies bedeutet gerade, dass die affine Strecke von x nach z
zur Génze in X liegt. Jedes solche z wird ein Zentrum von X genannt. Ist z ein
Zentrum von X, dann ist {z} ein Deformationsretrakt von X, eine retrahierende
Deformation ist durch H : X x I — X, H(x,t) := tz + (1 — t)x gegeben.
Insbesondere ist die Inklusion {z} — X eine Homotopiedquivalenz. Sternférmige
Teilmengen sind daher stets kontrahierbar. Dasselbe gilt fiir konvexe Teilmengen,
denn konvexe Teilmengen sind sternformig, jeder ihrer Punkte ist Zentrum.

1.3.14. BEISPIEL. Es sei P € S™. Dann ist S™\ { P} = R"™ kontrahierbar, siche
Beispiel I.1.25. Jede stetige Abbildung X — S™\{P} ist daher nullhomotop, siehe
Beispiel 1.3.9. Insbesondere ist die Inklusion des Aquators St — 8 x o (x,0),
nullhomotop. Hierfiir ldsst sich auch ganz leicht eine explizte Homotopie angeben,
H:S8"'xI— S" H(z,t):=(v1—t2x,t). Fiir t = 0 erhalten wir die Inklusion
des Aquators, Hy(z) = (z,0), und fiir ¢ = 1 erhalten wir die konstante Abbildung
Hy(z)=(0,...,0,1).

1.3.15. BEISPIEL. Ist A Deformationsretrakt von X, und ist B Deformations-
retrakt von Y, dann ist A x B Deformationsretrakt von X x Y. Sind namlich
G:XxI —- Xund H :Y x I — Y retrahierende Deformationen von X
auf A bzw. von Y auf B, so ist (z,y,t) — (G(z,t), H(y,t)) eine retrahierende
Deformation von X x Y auf A x B.

Fiir die Konstruktion von Homotopien auf Quotientenrdumen wird sich fol-
gendes Resultat der mengentheoretischen Topologie als hilfreich erweisen, ein
Beweis findet sich in [14, 1.7.9 Satz 5].

1.3.16. LEMMA. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einem topologischen
Raum X, und es bezeichne p : X — X/~ die kanonische Projektion auf den
Quotientenraum. Weiters sei K ein lokalkompakter Hausdorffraum. Dann ist

pxidg: X X K — (X/~) x K
eine Quotientenabbildung, dh. eine Teilmenge U C (X/~) x K ist genau dann
offen, wenn (p x idg)"H(U) offen in X x K ist.
1.3.17. LEMMA. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einem topologischen

Raum X, und es bezeichne p : X — X/~ die Projektion auf den Quotientenraum.
Weiters sei H : X x I — 'Y eine Homotopie mit folgender Eigenschaft

T, T € X, t€1l, 11 ~x9 = ]:I(xl,t) = H(xq,t).
Dann ezistiert genau eine Homotopie H : (X/~) x I — Y mit H(p(x),t) =
H(z,t), fir allex € X undt e I.

BEWEIS. Offensichtlich gibt es genau eine Abbildung H : (X/~) x [ — Y
mit H(p(x),t) = H(x,t). Es bleibt daher nur die Stetigkeit von H zu zeigen. Dies
folgt aber sofort aus Lemma [.3.16 und der Stetigkeit von H. U



L.3. HOMOTOPIEINVARIANZ 27

Ist A ein nichtleerer Teilraum eines topologischen Raumes X, dann schrei-
ben wir X/A fiir den Raum der aus X entsteht wenn wir A zu einem einzigen
Punkt kollabieren. Genauer bezeichnet ~ die von a ~ b, a,b € A, erzeugte Aqui-
valenzrelation auf X, dann definieren wir X/A := X/~ und versehen X/A mit
der Quotiententopologie. Wir erhalten eine stetige Abbildung p : X — X/A, die
als kanonische Projektion bezeichnet wird. Sie bildet ganz A auf einen einzigen
Punkt in X/A ab den wir mit % := p(A) bezeichnen. Wir kénnen den Quotienten
daher auch als punktierten Raum (X/A, %) auffassen. Ist (Z, z9) ein punktierter
Raum und f : X — Z eine stetige Abbildung mit f(A) = {z}, dann gibt es ge-
nau eine Abbildung punktierter Riume f : (X/A, *) — (Z,2), sodass fop = f.
Die Stetigkeit von f folgt sofort aus der Definition der Quotiententopologie auf
X/A.

[.3.18. BEISPIEL (Kegel). Ist X ein topologischer Raum, dann wird
CX = (X x1)/(X x{0})

der Kegel iiber X genannt. Der Basispunkt {x} ist ein Deformationsretrakt von
CX, die Abbildung H : (X xI)xI — X xI, H(z,s,t) := (x, (1—t)s), faktorisiert
zu einer retrahierenden Deformation H : CX x I — CX auf den Punkt {x}.
Die Stetigkeit von H folgt aus Lemma [.3.17. Insbesondere ist die kanonische
Inklusion {*} — CX eine Homotopiedquivalenz, und C' X daher kontrahierbar.
Die Abbildung ¢ : X — CX, «(z) := [(z,1)], ist ein Homéomorphismus auf
ihr Bild, wir kénnen X daher als Teilraum von C'X auffassen. Offensichtlich ist
CX \ {x} eine offene Umgebung von +(X), und ¢(X) ist Deformationsretrakt
dieser Umgebung, denn CX \ {x} = X x (0, 1].

Ist ACY und ¢ : A — X stetig, dann definieren wir
XU, Y i=(XUY)/~,

wobei ~ die von a ~ ¢(a), a € A, erzeugte Aquivalenzrelation auf der disjunkten
Vereinigung X 1Y bezeichnet. Wir sagen der Raum X U, Y entsteht aus X durch
Ankleben von Y ldngs ¢. Wir erhalten

zwei kanonische stetige Abbildungen ¢x :

X —XU,Y und p:Y — XU, Y. Die / \
Abbildung ¢x ist ein Homdomorphismus

auf ihr Bild, wir kénnen X daher als Teil- XUpY - ==~ -
raum von X U, Y auffassen. Bezeichnet \ /

Lty : A — Y die kanonsische Inklusion, “

dann gilt offensichtlich tx o ¢ = @ o 14. Y

Der verklebte Raum X U, Y hat folgende universelle Eigenschaft. Sind ¢y x : X —
Z und Yy : Y — Z zwei stetige Abbildungen mit ¢ x o ¢ = ¥y 014 dann exi-

stiert eine eindeutige stetige Abbildung ¢ : X U, Y — Z mit ¢¥x = 1 o tx und
Yy = 1 o ¢. Wir werden diese Abbildung mit ¢ x U, ¥y := ¢ bezeichnen.
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[.3.19. LEMMA. Es sei A ein Deformationsretrakt von Y und ¢ : A — X
stetig. Dann ist 1x(X) ein Deformationsretrakt von X U, Y, und die kanonische
Emnbettung 1x : X — X U, Y daher eine Homotopiedquivalenz.

BEWEIS. Essei H : Y xI — Y eine retrahierende Deformation, dh. Hy = idy,
Hy(Y) € A und Hy|4 = idy. Betrachte die Abbildung G : (X UY) x [ —
X U, Y die durch G(z,t) := i1x(x), (z,t) € X x I, und G(y,t) := ¢(H(y,1)),
(y,t) € Y x I, definiert ist. Da Hy|4 = idy faktorisiert G' zu einer stetigen
Abbildung G : (X U, Y) x I — X U, Y, vgl. Lemma 1.3.17. Wegen H, = idy
ist Go = idxu,y. Da Hi(Y) C A gilt Gi(X U, Y) C 1x(X). Schlieflich ist
Gt|LX( x) = id,(x) fiir alle ¢ € I. Daher ist G eine retrahierende Deformation und
tx (X) ein Deformationsretrakt von X U, Y. O

1.3.20. BEISPIEL (Abbildungszylinder). Es sei ¢ : Y — X stetig, und es be-
zeichne vy : Y — Y X I die Einbettung ¢y (y) := (y,1). Wir kénnen ¢ als eine
auf dem Teilraum A := 1y (Y) =Y x {1} de-

finiert Abbildung auffassen. Der Raum Z, := x X Zy,=XU, (Y xI)
XU, (Y xI) wird der Abbildungszylinder von ¢ )
genannt. Wir erhalten eine kanonische Einbet- v T“’

tung tx : X — Z, und eine stetige Abbildung Y
@Y xI — Z, mit 1x o = ¢ oy. Offen-
sichtlich ist A ein Deformationsretrakt von Y x I, nach Lemma 1.3.19 ist daher
tx(X) ein Deformationsretrakt von Z, und die Einbettung tx : X — Z, eine
Homotopiedquivalenz. Die Abbildung jy : Y — Z,, jy(y) := ¢(y, 0) liefert auch
eine Einbettung von Y in Z,. Diese ist zu tx o ¢ homotop, H : Y x I — Z,
H(y,t) .= ¢(y,t), liefert eine Homotopie von Hy = jy nach Hy = ¢ory = 1x0p.
Bis auf Homotopie(dquivalenz) kénnen wir daher jede stetige Abbildung als Ein-
bettung auffassen.

Y x 1

Zwei Abbildungen punktierter Raume f, g : (X, x0) — (Y, yo) heilen homotop
relativ Basispunkt falls eine stetige Abbildung H : [ x X — Y mit Hy = f,
Hy = g und H(zo,t) = o, fir alle t € I, existiert. Jede solche Abbildung
H heifit eine Homotopie relativ Basispunkt von f nach g. Fiir jedes t € [ ist
H: : (X,20) — (Y,v), Hi(z) := H(x,t), eine Abbildung punktierter Raume.
Wie in Proposition 1.3.1 lisst sich zeigen, dass dies eine Aquivalenzrelation auf
der Menge der Abbildungen punktierter Rédume liefert. Die Aquivalenzklassen
werden wir mit [(X, zo), (Y, yo)] bezeichnen. Auch Lemma 1.3.4 bleibt sinngeméf
fiir Abbildungen punktierter Rdume richtig. Eine Abbildung punktierter Raume
[ (X,z0) — (Y,y0) wird Homotopieiquivalenz punktierter Rdiume genannt,
falls eine Abbildung punktierter Raume g : (Y, y9) — (X, x¢) existiert, sodass
go f ~id(x4) relativ Basispunkt und f o g ~id(y,,) relativ Basispunkt. In die-
sem Fall schreiben wir (X, x¢) =~ (Y, y). Auch die Bemerkungen 1.3.6 und 1.3.7
haben offensichtliche Analoga fiir punktierte Raume.
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1.3.21. BEISPIEL. Ist A ein Deformationsretrakt von X und zy € A, dann ist
die kanonische Inklusion (A, zg) — (X, o) eine Homotopiedquivalenz punktierter
Réume.”

1.3.22. BEISPIEL. Ist (X, z) ein punktierter Raum, dann kénnen wir die Men-
ge [(S°,1), (X, zo)] mit der Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X
identifizieren. Dabei entspricht [f] € [(S°, 1), (X, x¢)] die (eindeutig bestimmte)
Wegzusammenhangskomponente von X die f(—1) enthélt.

1.3.23. BEISPIEL. Ist (X, ) ein punktierter Raum, dann kann die Menge
[(S',1), (X, x0)] auf kanonische Art mit 7, (X, x¢) identifiziert werden, siehe Pro-
position 1.3.32 unten.

1.3.24. PROPOSITION. (Homotopieinvarianz) Sind ¢, : (X, z9) — (Y, v0)
homotop relativ Basispunkt, dann induzieren diese denselben Homomorphismus
zwischen den Fundamentalgruppen, dh. ¢, = ¥, : (X, zo) — m (Y, yo).

BEWEIS. Sei f: I — X eine Schleife bei zy. Weiters sei H : X x I — Y eine
Homotopie relativ Basispunkt von Hy = ¢ nach H; = 4. Dannist G : I X — Y,
G(s,t) := H(f(s),t), eine Homotopie relativ Endpunkten von Gy = Hpo f = @o f
nach Gy = Hyo f = 4o f, also o f £ o f und damit ¢,([f]) = [po f] =
[¢ 0 f] = ¥u([f])- m

[.3.25. PROPOSITION. Ist ¢ : (X,z9) — (Y,yo) eine Homotopiediquivalenz
punktierter Riume, dann induziert diese einen Isomorphimus zwischen den Fun-

damentalgruppen, . : (X, xo) 5 m (Y, v0)-

BEWEIS. Sei dazu ¢ : (Y,y0) — (X,20), sodass ¥ o ¢ =~ id(x4, relativ
Basispunkt und ¢ o ¢ ~ id(y,,) relativ Basispunkt. Aus Proposition 1.3.24 folgt
o, = (Vo). = (id(x.0))s = idr (x,20) SOWiE @y 010, = (po1b), = (d(yyy))s =
ids, (vyo)- Also sind ¢, und 1), zueinander inverse Gruppenisomorphismen.

1.3.26. PROPOSITION. FEs sei H : X x I — Y eine Homotopie, vy € X,
Yo := Ho(xo), y1 := Hi(zo), und es bezeichne h : I —'Y den Weg h(t) := H(xo, 1)
von yo nach y1. Dann gilt (Ho)x = By o (Hy)s : m (X, x0) — m1(X, y0).

BEWEIS. Sei also f: I — X eine Schleife bei zy. Die Abbildung

h(4s) falls 0 < s < t/4,
G:IxI—Y, G(s,t) == H(f(ﬁ),t) falls t/4 < s <1—1t/2,
h(2 — 2s) falls 1 —t/2 < s <1,

definiert eine Homotopie relativ Endpunkten in Y von Gy = Hp o f nach G, =
(h(Hy o f))h. Also gilt (Ho).([f]) = [Hoo f] = [Go] = [G1] = [h(Hy 0 f)h] =
Bu([Hio f]) = (Bro (H1):) ([F)- o

i.A

"Ist A nur ein schwacher Deformationsretrakt, dann ist die Inklusion (A, z¢) — (X, z0) i.A.
keine Homotopiedquivalenz punktierter Rdume.
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1.3.27. SATZ (Homotopieinvarianz). Ist ¢ : X — Y eine Homotopiedquivalenz
und xo € X, dann ist ¢, : 7 (X, z9) — m (Y, p(20)) ein Isomorphismus.

BEWEIS. Da ¢ eine Homtopiedquivalenz ist, existieren eine stetige Abbildung
¥ Y — X sowie Homotopien H : X x [ — X und G : Y x [ — Y mit
o 2 idx und po 2 idy. Betrachte den Weg h : I — X, h(t) := H(zo,t) von
(p(0)) nach 2o, und den Weg g: I — Y, g(t) = G(w(0),1) von p(t(¢(x0))
nach p(xg). Nach Proposition 1.3.26 gilt

T (Y, go(xg))

SR s
po(idx ). = B sowie p.oth, = (po), = N i N
(Go)s = B,0(G1)s = B,0(idy), = f,. Da- ﬁhl_ / _iag

her kommutiert das nebenstehende Dia- 7, (X, wgo(xo)) LA (Y7 Spwgp(xo))
gramm. Nach Proposition 1.1.18 ist (3,

ein Isomorphismus, also muss v, surjektiv sein. Da (3, ein Isomorphismus ist,
muss 1, auch injektiv sein. Damit ist 1, ein Isomorphismus, woraus wir nun
schlieflen, dass ¢, : m1 (X, xg) — m (Y, ¢(x0)) ein Isomorphismus sein muss. [

Px

[.3.28. BEMERKUNG. Aus Propostion 1.1.14 folgt, dass wir die Fundamental-
gruppe als eine topologische Invariante wegzusammenhingender Raume auffassen
kénnen, dh. homdomorphe wegzusammenhéngende topologische Rdume miissen
isomorphe Fundamentalgruppen haben. Satz 1.3.27 besagt nun, dass die Funda-
mentalgruppe sogar eine Homotopieinvariante wegzusammenhéngender Rdume
liefert, dh. homotopiedquivalente wegzusammenhéngende topologische Réume
miissen isomorphe Fundamentalgruppen haben. In anderen Worten, sind die Fun-
damentalgruppen zweier wegzusammenhéngender Rdume nicht isomorph, dann
konnen die Rdume nicht einmal homotopiedquivalent sein.

[.3.29. KOROLLAR. Kontrahierbare Rdume sind einfach zusammenhdngend.

BeEwEIS. Ein kontrahierbarer Raum X ist wegzusammenhégend, siehe oben,
und die konstante Abbildung X — {*} ist eine Homotopiefiquivalenz. Nach
Satz 1.3.27 induziert diese einen Isomorphismus 7m1(X) = m1({*}). Aus m({*}) =
0 folgt daher auch m(X) = 0. O

1.3.30. BEISPIEL (Mobiusband). Auf I x [—1,1] betrachte die von (0,y) ~
(1,—y), y € [~1,1], erzeugte Aquivalenzrelation. Der damit assoziierten Quo-
tientenraum M := (I x [-1,1])/~ wird Mdbiusband genannt. Es bezeichne
p: I x[—1,1] — M die kanonische Projektion und S := p(I x {0}). Die retrahie-
rende Deformation H : (I x [=1,1]) x I — I x [-1,1], H(z,y,t) := (z, (1 —t)y),
faktorisiert zu einer retrahierenden Deformation H : M x I — M, po H, = H,op,
von M auf S. Daher ist S ein Deformationsretrakt von M und die Inklusion
S — M eine Homotopiedquivalenz. Da S homomorph zu S! ist, erhalten wir
m (M) = 7,(S') = Z. Die Schleife I — M, s — p(s,0), repriisentiert einen
Erzeuger von 7y (M).
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[.3.31. BEISPIEL. Betrachte wieder die Abbildungen pi4 : (17, ) — (T, )
aus Beispiel 1.2.17, A € M,, ,(Z). Aus Proposition 1.3.24 und der Berechnung
des induzierten Homomorphismus in Beispiel 1.2.17 sehen wir, dass p4 und pp
nicht homotop relativ Basispunkt sind, falls A # B € M,, ,(Z). Die Abbildung
Mopn(Z) — [(T", ), (T™, z,)], A — [p4], ist daher injektiv.

Unter der Einpunktvereinigung zweier punktierter Raume (X, zo) und (Y, yo)
verstehen wir den punktierten Raum der aus der disjunkten Vereinigung X LY
durch Identifikation der beiden Punkte xq und vy ensteht. Genauer,

(X, 20) V (Y, 90) == (X UY) /{0, %o}, %)
Die beiden Abbildungen punktierter Raume tx : (X, z0) — (X, 20) V (Y, 0),

() = (2, 90)), und 1y < (Y, 90) — (X, 20) V(Y 90), tx(y) := [(o, y)], werden als
kanonische Einbettungen bezeichnet. Beide

sind Homoomorphismen auf ihr Bild, wir (X, o) ox

konnen daher (X, z), und ebenso (Y, o), " l \

als Teilraum von (X, zg) V (Y, o) auffas- .

sen. Die Einpunktvereinigung hat die fol- (X, z0) V (Y, y0) — - =2 o (Z, %)
gende universelle Eigenschaft. Sind px , T

(X, 20) = (Z, 20) und py : (Y, y0) — (Z, 20) ) /

zwei Abbildungen punktierter Rdume, dann (Y, yo)

existiert eine eindeutige Abbildung punk-

tierter Raume ¢ : (X, 20) V (Y, 20) — (Z, 20), sodass porx = px und pory = py,
siehe nebenstehendes Diagramm. Diese Abbildung ist durch ¢(x,y0) := ¢x(x),
x € X, und p(z9,y) := ¢y (y), y € Y, gegeben und wird mit px V ¢y bezeich-
net. Beachte, dass px(z9) = 20 = ¢y (yo) und daher px V ¢y wohldefiniert ist.
Analog definieren wir die Einpunktvereinigung beliebig vieler punktierter Rdume
(Xa,Ta), a € A, durch

\/(Xa,ma) = ((|_| Xo)/{za:ac€ A},*).

acA acA

Wieder haben wir kanonische Inklusionen tq @ (Xa,%a) — Vyeu(Xar, o) mit
folgender universellen Eigenschaft. Ist (Z,zp) ein punktierter Raum und sind
Yo & (Xay o) — (Z,z9) Abbildungen punktierter Raume, o € A, dann existiert
genau eine Abbildung punktierter Réaume ¢ : \/ o 4(Xqo, 7a) — (Z, 29), sodass
PO Ly = P, fir alle a € A.

Betrachte nun wieder S' C C mit Basispunkt 1 € S!. Weiters bezeichnen
b (SH1) — (81 1) v (SY 1) und ¢p 2 (ST 1) — (SY, 1) v (S 1) die beiden
kanonischen Inklusionen. Definiere Abbildungen punktierter Raume:

2y fallsImz >0
(S 1) — (SY. 1) v (S 1 —Jal) o
pr(951) = (S V(SLL,  ulz) {@(22) falls Tm 2 < 0.

v:(Sh1) — (S'1), v(z)=2z1=z2
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Wir kénnen damit eine alternative Beschreibung der Fundamentalgruppe geben.
1.3.32. PROPOSITION. Ist (X, z) ein punktierter Raum, dann definiert
U= \IJ(XJEO) : [(Slv 1)’ <X> .CE())] - 7T1(X7 ZU()), \Ij([f]) = [f owl]?

eine Bijektion, siehe (1.2), und es gilt V([f])¥(lg]) = Y([(f V g) o u]) sowie
U([f])~ = V([f ov]). Diese Bijektion ist natiirlich, dh. fiir jede Abbildung punk-
tierter Raume ¢ : (X, o) — (Y, yo) kommutiert das folgende Diagramm:

[(Sl,w,fx,xo)] mﬁ,xo)
(ST 1), (Y, 0)] —2 ey (Y, 30)

Dabei bezeichnet P - [(Sl7 1)7 (Xa l’o)] - [(Slv 1)7 (Y7 yO)]7 (70*([f]) = [(,0 © f]
BEWEIS. Zunichst ist U wohldefiniert, denn sind f,g: (S*,1) — (X, ) ho-

motop relativ Basispunkt, f 2 g, dann ist (s,t) — H(wy(s),t) eine Homotopie
relativ Endpunkten von f ow; nach g owy, also [f ow;] = [gowi] € m (X, xp).
Beachte, dass w; : I — S' zu einem Homdomorphismus 7/{0,1} — S fak-
torisiert. Daher definiert f +— f o w; eine Bijektion zwischen der Menge der
Abbildungen punktierter Riume (S',1) — (X, z0) und der Menge der Schlei-
fen bei xg. Es folgt sofort, dass ¥ surjektiv ist. Wir sehen aber auch, dass
H — H o (w; x id;) eine Bijektion zwischen der Menge der basispunkterhal-
tenden Homotopien S' x I — X mit H;(1) = 2o und der Menge der Homotopien
I x I — X relativ Endpunkt x( liefert. Daraus folgt nun auch die Injektivitét
von W. Nun zur Beschreibung der Gruppenstruktur. Fiir f : (S1,1) — (X, )
gilt U([f)7" = [fow]™ = [fow] = [fow] = [fovow]=T([for]). Ist
weiters ¢ : (S',1) — (X, zo) dann gilt

(f V 9)(2(wi(25))) = f(wr(2s)) fir 0 < s < 3,
(fVg)(a(wi(2s = 1)) = g(wi(2s — 1)) fiir 53 <s<1
wobei wir wi(s)? = w;(2s) = wi(2s — 1) im ersten Gleichheitszeichen verwendet
haben. Wir schlieBen (fV g) o powy = (fow)(gowr), also ¥([(fV g)opu]) =
U([f])¥([g]). Fiir die Natiirlichkeitsaussage bemerken wir, ¢, (¥ (x4, ([f])) =
pu([fown]) = [po(fowr)] = [(wof)owr] = Vv ([of]) = Ty (#x([f]). O

Fiir einen punktierten Raum (X, zo) sei ®(x 4, : m (X, 29) — [S', X] durch
die Komposition

((fvg)opow)(s) = {

N
B(x o) (X, T0) —=2 [(S1,1), (X, 20)] — [ST, X], (1.6)
definiert, wobei W x ,,) die Bijektion aus Proposition 1.3.32 bezeichnet und die

Abbildung [(S,1), (X, zg)] — [S*, X] einer Homotopieklasse relativ Basispunkt
die entsprechende sogenannte freie Homotopieklasse zuordnet.
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[.3.33. SATZ. Es sei X ein wegzusammenhdngender topologischer Raum und
o € X. Die Abbildung ®(x .,y aus (1.6) induziert eine Bijektion zwischen der
Menge der Konjugationsklassen® von m1(X,x) und [S', X]. Fiir jeden Weg h
von xg = h(0) nach x, = h(1) gilt weiters ®(x .,y = P(x,z9) © Bn, vgl. Propositi-
on 1.1.18. Schlief$ich ist ® natiirlich, dh. fir jede Abbildung punktierter Rdume
v (X, 20) — (Y,v0) kommutiert das folgende Diagramm:

P (x,20)

7T1(X,l’0) [Sl,X]

l%p* J{‘P*
(I)(Y,yo) 1

US| (Y7 yO) [S ) Y]

BEWEIS. Es sei h: I — X ein Weg von xy := h(0) nach x; := h(1). Weiters
sei f: I — X eine Schleife bei ;. Dann definiert

h(4s +1t) falls 0 < s < 1,
G:IxI—X,  Gst)=1qf(5H5)  falls I <s < 4
h(2—2s+t) falls 2t <s<1,

eine Homotopie von Gy = (hf)h nach G1 = f. Dies ist i.A. keine Homotopie re-
lativ Endpunkten, es gilt jedoch G(i,t) = h(t), fiir i = 0,1 und alle t € I. Daher
faktorisiert G zu einer Homotopie G : S* x I — X, G(wi(s),t) = H(s,t). Wir
erhalten @(x 4,)([f]) = P(xz0)([RSR]) € [S*, X], und damit ®(x z,) = P(x,z0) © On-
Fiir Wege mit h(0) = xy = x1 = h(1) besagt dies gerade, dass konjugierte Ele-
mente in 71 (X, x) auf dasselbe Element in [S?, X] abgebildet werden. Auch die
Surjektivitdt von ®x ,,) folgt aus dieser Konstruktion. Ist ndmlich f:8' =X
stetig dann finden wir auf Grund des Wegzusammenhangs von X einen Weg
Weg h von h(0) = zo nach h(1) = f(1), und G definiert eine Homotopie zwi-
schen G; = f und der Schleife Gy die wegen Go(1) = zp im Bild der Abbildung
[(S%,1),(X,z0)] — [S*, X] liegt. Es bleibt noch zu zeigen, dass ®(x 4, auf der
Menge der Konjugationsklassen injektiv ist. Seien also fy, f1 : I — X Schleifen bei
T, sodass P (x z0)([fo]) = P([f1]). Es ist zu zeigen, dass [fo] und [f1] in 71 (X, x0)
konjugiert sind. Nach Voraussetzung existiert eine Homotopie H : S x I — X
mit Hyow; = fo und H; ow; = f;. Betrachte nun die Schleife h : I — X,
h(t) := H(1,t), und

h(4s) falls 0 < s < t/4,
F:IxI—X,  F(st):=4¢H(w/({5),t) fallst/4<s<1-1/2,
h(2 — 2s) falls 1 —¢/2 < s < 1.

8Zwei Elemente g; und g, einer Gruppe G heifien konjugiert, falls h € G mit go = hg1h™!
existiert. Dies definiert offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf G. Die damit assoziierten
Aquivalenzklassen werden Konjugationsklassen von G genannt.
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Dies ist eine Homotople relativ Endpunkten von Fy = Hy o w; = fy nach F} =

(h(Hy o wy))h = (hfi)h. Damit ist [fo] = [hfih] = [R][fi][R]7, also sind [fo]
und [fi] konjuglerte Elemente in 7 (X, zo). Die Natiirlichkeit von @ folgt aus der
Natiirlichkeitsaussage in Proposition 1.3.32. 0

[.3.34. KOROLLAR (Einfacher Zusammenhang). Fiir einen wegzusammenhdin-
genden topologischen Raum X sind dquivalent:

(i) m(X) =0, dh. X ist einfach zusammenhdingend.
(i) Jede stetige Abbildung f : S* — X ist nullhomotop.
(iii) Jede stetige Abblidung f : S' — X lisst sich zu einer stetigen Abbildung
F : D? — X fortsetzen, dh. f = Fou, wobeit : S* — D? die kanonische
Inklusion bezeichnet.

BEWEIS. Die Aquivalenz (i)« (ii) folgt aus Satz 1.3.33 und der Beobachtung,
dass die Menge der Aquivalenzklassen einer Gruppe G genau dann einpunktig
ist, wenn G nur aus dem neutralen Element besteht. Betrachte nun die stetige
Abbildung ¢ : S* x I — D? C C, p(z,t) := tz. Existiert eine stetige Abbildung
F:D? - X mit For = f, dann liefert H := Foyp : S* x I — X eine Homotopie
von der konstanten Abbildung Hy = cpy nach H; = F ot = f. Damit ist die
Implikation (iii)=>(ii) gezeigt. Sei nun umgekehrt H : S x I — X eine Homotopie
von einer konstanten Abbildung Hy = ¢,, nach H; = f. Beachte, dass ¢ einen
Homgomorphismus (S* x I)/(S* x {0}) = D? induziert. Daher faktorisiert H zu
einer stetigen Abbildung F': D? — X, F o = H, fiir die dann F o1 = H, = f
gilt. Damit ist auch die Implikation (ii)=-(iii) gezeigt. O

1.3.35. BEISPIEL. Betrachte wieder die Abbildungen p4 : (7", z,,) — (T™, x,)
aus Beispiel 1.2.17, A € M,,,(Z). Seien nun A # B € M, ,(Z). Aus Bei-
spiel 1.2.17 folgt (pa)« # (uB)e @ m(T™ x,) — m(T™,x,). Mit Hilfe von
Satz 1.3.33 sehen wir nun, dass auch die induzierten Abbildungen (114)., (15)« :
(S, T"] — [S',T™] verschieden sind, denn ®(pn ) @ m (1", x,) — [ST,T"] ist
bijektiv da (7™, x,,) abelsch ist. Also kénnen g4 und pp nicht einmal homotop
sein, siche Bemerkung 1.3.6. In anderen Worten, die Abbildung

Mm,n(Z) - [Tn’ Tm]’ A [MA]7

ist injektiv. Wir werden spéter sehen, dass diese Abbildung sogar bijektiv ist,
Moo (Z) = [T, T™]. Im Fall n =1 = m folgt dies aus Satz 1.4.1(i) unten.

I.4. Der Abbildungsgrad. Es sei f : S' — S! stetig. Weiters sei h : I —
S* ein Weg von h(0) = 1 nach h(1) = f(1). Betrachte die Gruppenhomomorphis-
men

Z % m(Sh1) L (81 £(1) 2 (st 1) £ 2,

siehe Satz [.2.1 und Proposition 1.1.18. Nach Bemerkung I.1.20 ist deren Kompo-
sition unabhéngig von der Wahl des Weges h, denn 7 (S?) ist abelsch. Als Homo-
morphismus Z — Z muss sie durch Multiplikation mit einer ganzen Zahl gegeben
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sein. Diese Zahl wird der Abbildungsgrad von f genannt und mit deg(f) € Z
bezeichnet. Es gilt daher 5, (f.(¢(k))) = ¢(kdeg(f)) fiir alle k € Z.

1.4.1. SATZ. Fiir den Abbildungsgrad stetiger Funktionen f,g:S' — St gilt:
(i) deg(f) = deg(g) & f =g,
(ii) deg(f o g) = deg(f)deg(g).
(iii) deg(f) =n, falls f(z) = 2", n € Z.

BEWwWEIS. Wir leiten zunéchst eine etwas andere Beschreibung des Abbildungs-
grades her. Wenden wir auf ¢(deg(f)) = Bn(f«(¢(1))) die Abbildung ® g1 ;) aus
Satz 1.3.33 an, so erhalten wir (®s11) 0 ¢)(deg(f)) = P(sr.1)(Bu(fi(@(1)))) =
(I)(Sl,f(l))(f*((b(l))) = (D(Sl,f(l))([f o wl]) = [f] [Sl Sl] Nach Satz 1.3.33 ist
die Abbildung @511y 0 ¢ : Z — [S', S'] bijektiv, denn 1(S') ist abelsch. Wir
erhalten daher deg(f) = (@(51,1) o gb)fl([f]), woraus nun auch die erste Behaup-
tung folgt. Nun zu (ii). Da nach Satz 1.3.33 jede stetige Abbildung S' — S!

homotop zu einer den Basispunkt 1 fixierenden Abbildung ist, diirfen wir nach
(i) 0.B.d.A. annehmen f(1) = 1 = g(1). Daher gilt f.(¢(k)) = ¢(kdeg(f)) so-

wie g.(¢(k)) = ¢(kdeg(g)), k € Z. Es folgt (f o g).(¢(k)) = fulg:(d(k))) =
fe((kdeg(g))) = ¢(kdeg(g) deg(f)), also deg(f o g) = deg(f) deg(g). Behaup-
tung (iii) folgt aus Beispiel 1.2.2. O

[.4.2. PROPOSITION. Es sei f : St — St stetig und deg(f) # 0. Dann ist f
surjektiv.

BEWEIS. Wir gehen indirekt vor und nehmen an f : S' — S! ist nicht
surjektiv. Dann existiert P € S', sodass f : S' — S'\ {P}, also faktorisiert
fo o m(SY1) — m (ST N\ {P}, f(1)) — m (S, f(1)). Nach Beispiel 1.1.25 ist
m(ST\ {P}) = 0, also stimmt f, : (S, 1) — 7(S?, (1)) mit dem trivialen
Homomorphismus iiberein, es muss daher deg(f) = 0 gelten. O

[.4.3. PROPOSITION. Es sei f : S' — St eine gerade stetige Abbildung, dh.
f(—=2) = f(2) fir alle = € S*. Dann ist deg(f) gerade.

BEWEIS. Betrachte die Abbildung ¢ : S' — S!, ¢(z) := 2% Beachte, dass
q eine Quotientenabbildung ist, dh. U C S ist genau dann offen, wenn ¢~ (U)
offen in S! ist. Sind 21,2, € S! mit q(z1) = q(22), dann gilt f(z1) = f(29)
nach Voraussetzung an f. Daher faktorisiert f zu einer stetigen Abbildung g :
St — S dh. goq = f. Aus Satz 1.4.1 erhalten wir nun deg(f) = deg(go q) =
deg(g) deg(q) = 2deg(g), also ist deg(f) gerade. O

[.4.4. PROPOSITION. Es sei f: St — St eine stetige Abbildung, sodass f(z) #
—z fiir alle z € St. Dann ist f homotop zur identischen Abbildungidg:, und daher

deg(f) = 1.
BEWEIS. Aus der Voraussetzung an f folgt, dass

(1—-1t)f(z) +tz

H:S'xI— St H(Z’t)::|(1—t)f(z)+tz|’
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eine wohldefinierte Homotopie von Hy = f nach H; = idg: ist. Aus Satz 1.4.1

folgt daher deg(f) = deg(ids1) = 1. O
Die Abbildung A : S — S, A(z2) := —z, wird als Antipodalabbildung be-
zeichnet. Beachte, dass H : S' x [ — S', H(z,t) := €™z, eine Homotopie von

Hy = idg1 nach H; = A liefert, die Antipodalabbildung ist daher homotop zur
identischen Abbildung, A ~ idg:. Insbesondere gilt deg(A) = 1 nach Satz 1.4.1.

[.4.5. PROPOSITION. FEs sei f : St — S eine stetige Abbildung ohne Fizpunkt,
dh. f(z) # z, fir alle 2 € St. Dann ist f homotop zur Antipodalabbildung® A,
und daher deg(f) = 1.

BEWEIS. Die Abbildung Ao f : S' — St erfiillt die Voraussetzungen von
Proposition 1.4.4, dh. (Ao f)(z) # —z, fiir alle 2 € S*. Daher ist sie homotop zur
identischen Abbildung, Aof ~ idg:. Aus der offensichtlichen Relation Ao A = idg:
erhalten wir nun f =idgiof = Ao Ao f~ Aoidgi = A. U

Eine weitere Moglichkeit den Abbildungsgrad zu verstehen liefert Propositi-
on 1.4.6(iii) unten. Wir erinnern uns an die Abbildung p : R — S, p(s) = e7is,
aus Abschnitt 1.2, siehe (1.3). Weiters bezeichnen wir mit 7, : R — R, 7,(s) :=
s +y, die Translation um y € R. Offensichtlich gilt 7, o 7, = Ty, 4y, = Ty, © Tys -

1.4.6. PROPOSITION. Fliir eine stetige Abbildung f : St — St gilt:
(i) Es ezistiert eine stetige Abbildung f:R =R, sodass po f = f op.
(i) Sind fl, fo: R — R zwei Abbildungen wie in (i), dann existiert k € Z,
sodass fo = 14 0 fl
(iii) Jede Abbildung f : R — R wie in (i) erfillt for = Tdeg(f) © f, dn.
f(s+1) = f(s) + deg(f) fiir alle s € R.

BEWwEIS. Ad (i): Fixiere zy € R mit p(x¢) = f(1). Sei nun « > 0. Da [0, z] =
I existiert genau eine stetige Abbildung g, : [0,2] — R mit g,(0) = x¢ und
P Je = f o plog, siche Proposition 1.2.6. Ebenso existiert genau eine stetige
Abbildung %, : [~,0] — R mit h,(0) = 2o und p o h, = f o p|_sq. Zusammen
definieren §, und h, eine stetige Abbildung f, : [, x] — R mit f,(0) = 2 und
pof,=fo Plj—z,0- Auch gibt es nur eine Abbildung f, mit diesen Eigenschaften.
Fiir 2/ > 0 stimmen daher f, und f,, auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich
[—x, 2] N [—2',2'] iiberein. Wir kénnen daher die gewiinschte Abbildung f:R—
R durch f l—2a2] = f, definieren. Ad (ii): Seien also fi,fo : R — R, sodass

pofi = f op = po fr. Insbesondere gilt p(f1(0)) = p(f2(0)), also existiert
k € Z mit f5(0) = f1(0) + k. Fiir € R betrachten wir die Wege g : [ — S,

g(t) == f(p(tr)), g : I — R, Gi(t) := (70 fi)(tx), und gy : [ — R, Go(t) := fo(tw).
Nach Wahl von k ist §;(0) = g2(0). Weiters haben wir po §; = g = p o go. Nach

Da A ~ idg: kénnten wir hier A durch die identische Abbildung ersetzen. In héheren
Dimensionen wird jedoch A die richtige Verallgemeinerung liefern.
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der Eindeutigkeitsaussage in Proposition 1.2.6 miissen g; und g» iibereinstimmen,
insbesondere folgt fg( ) =0g2(1) = g1(1) = (1 o fl)( ). Da z € R beliebig war
erhalten wir fo = 73,0 f1. Ad (111) Zunichst gilt pofor = fopori = fop= pof.
Nach (ii) existiert n € Z mit f o7 = 7, o f. Insbesondere, f(1) = (f oT)(0) =
(1,0£)(0) = £(0)+n. Da R einfach zusammenhingend ist, ist der Weg fli:I1—R
homotop relativ Endpunkten zum Weg ¢ — f(0) 4+ nt. Durch Komposition mit p
sehen wir, dass der Weg fow; = fop|;=po f |; homotop relativ Endpunkten
zum Weg ¢ +— 2™/ Oy (¢ ) ist. Daher ist die Abbildung f : S* — ST homotop zur
Abbildung z — 2™/ SchlieBlich zeigt die Homotopie H(z,t) := ¢2mit/(0) ;.
dass f zur Abbildung z — z™ homotop ist, nach Satz 1.4.1(iii) gilt daher n =

deg(f). O

1.4.7. SATZ. Es sei f: St — St eine ungerade stetige Abbildung, dh. f(—z) =
—f(2) fiir alle z € S*. Dann ist deg(f) ungerade, f daher nicht nullhomotop.

BEWEIS. Betrachte die Antipodalabbildung A : S — S, A(2) := —z. Be-
achte AoA = idg: und po7y ), = Aop, vgl. Proposition 1.4.6(i). Die Voraussetzung
an f besagt dann fo A = Ao f. Nach Proposition 1.4.6(i) existiert eine stetige
Abbildung f : R — R mit po f = fop. Es fOlgtpO(fOTl/Q) = fopoTy, =
foAop=Aofop=Aopof = pO(T1/20f> Nach Proposition 1.4.6(iii)
existiert daher k£ € Z, sodass fo Ti/2 = T O Tij2 © f = Th41/2 © f Wir erhalten
daraus f 0T = f OTy/20T1/2 = Tk+1/2 © f O Ti/2 = Tk4+1/2 © Tk+1/2 © f = Tok+1 © f
Andererseits gllt auch f O Ty = Tdeg(f) © f sieche Proposition 1.4.6(iii). Es folgt

daher Tyeg(p) © f = Tops1 0 f, also deg(f) = 2k + 1. Somit ist deg(f) ungerade.
Nach Satz I.4.1 kann f nicht nullhomotop sein. U

1.4.8. SATZ. Es existiert keine stetige Abbildung f : S* — S' mit f(—x) =
—f(z) fiir alle x € S*.

BEWEIS. Wir gehen indirekt vor und nehmen an f : S? — S ist eine stetige
Abbidung mit f(—z) = —f(z) fiir alle z € 5% Bezeichnet ¢« : S' — 52 1(2) :=
(2,0) die Inklusion des Aquators, so erhalten wir eine stetige Abbbildung g :=
four:S'— St mit g(—x) = —g(x). Nach Satz [.4.7 ist g nicht nullhomotop.
Andererseits ist ¢ : S — S? nullhomotop, siehe Beispiel 1.3.14, also muss auch
g = f ot nullhomotop sein, sieche Lemma 1.3.4. Wir erhalten einen Widerspruch,
es kann also keine solche Abbildung f : S? — S! geben. O

[.4.9. BEMERKUNG. Wir werden spéter sehen, dass Satz [.4.8 in héheren Di-
mensionen richtig bleibt: ist f : ™ — S™ stetig und f(—xz) = —f(z) fiir alle
r € ™, dann muss m < n sein. Fiir m < n existieren tatséchlich solche Abbil-
dungen, etwa f: S™ — S™ f(z) := (z,0,...,0).

1.4.10. SATZ (Borsuk-Ulam). Ist f : S? — R? eine stetige Abbildung, dann
existiert v € S* mit f(z) = f(—x).
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BEWEIS. Indirekt angenommen es gilt f(z) # f(—=x) fiir alle x € S% Die
stetige Abbildung

9:82_>51’ g(x) — f(a:)—f(—:c)

|f(2) = f(~2)]
erfillt dann g(—z) = —g(x) und wir erhalten einen Widerspruch zu Satz 1.4.8.
Also muss z € S? mit f(z) = f(—=z) existieren. O

[.4.11. BEMERKUNG. Inbesondere sehen wir, dass es nicht moglich ist S? in-
jektiv und stetig nach R? abzubilden, dh. S? kann nicht homdomorph zu einem
Teilraum von R? sein. Auch Satz 1.4.10 bleibt in htheren Dimensionen richtig: ist
f:S™ — R™ eine stetige Abbildung, dann existiert z € S™ mit f(x) = f(—x).
Dies folgt analog aus der Verallgemeinerung von Satz [.4.8. Umgekehrt ldsst sich
Satz 1.4.8 auf elementare Weise aus Satz [.4.10 herleiten, denn eine stetige Abbil-
dung f : S? — S mit f(—z) = —f(z) konnen wir als stetige Abbildung S? — R?
auffassen fiir die dann sicherlich f(z) # f(—=z) gilt.

[.4.12. BEMERKUNG. Nach Satz [.4.1 liefert der Abbildungsgrad eine Bijekti-
on [S1, 8] = Z. Da die kanonische Inklusion S — C* eine Homotopiedquivalenz
ist, induziert sie eine Bijektionen [S?, S'] =[S, C*], sieche Bemerkung 1.3.6. Wir
erhalten daher auch einen Abbildungsgrad deg(f) € Z fiir stetige Abbildungen
f: St — C* mit Eigenschaften analog zu denen in Satz 1.4.1. Ebenso lassen sich
Abbildungsgrade stetiger Abbildungen C* — S* oder C* — C* definieren.

1.4.13. BEMERKUNG. Fiir stetig differenzierbares f : St — St gilt

d 271'13
deg(f) L /f - '](Ce<27rls) ) ds

271 z - 27r1

Um dies einzusehen wiihle t; € R mit ™0 = f ( ) und betrachte die Abbildung

5 5 1 t%f(e%is)
f:1—C, f(t)_to—i_%oaf(eTis)
Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhalten wir sofort
%(f(e%it)e—%if(t)) _ 0 also f( 27r1t) —2mif(t) _ f(627ri-0) —27if(0) _ f(l)e—zrrito _
1, und daher f(e>™*) = e2™/()_Insbesondere ist f reellwertig und po f = f o 2

vgl. Proposition 1.4.6(i). Aus Proposition 1.4.6(ii) erhalten wir f o = Tueg(s) 0 f-
Auswerten bei t = 0 liefert f( ) = (f 0 71)(0) = (Taeg(p) © )(0) = deg(f) + £(0),

also deg(f) = f(1) - F(0) = 7 J2 &E0 g

1.5. Der Satz von Seifert—van Kampen. Im Satz von Seifert—van Kam-
pen, siehe Satz [.5.5 unten, tritt das freie Produkt von Gruppen in Erscheinunug,
wir beginnen daher mit einer Diskussion desselben. Sind G und H zwei Gruppen,
dann gibt es eine Gruppe G* H, das sogenannte freie Produkt von G' und H, sowie
zwei Gruppenhomomorphismen (g : G — G+« H und vy : H — G« H die folgende
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universelle Eigenschaft haben. Sind ¢¢ : G — K und ¢y : H — K zwei Gruppen-
homomorphismen, dann existiert ein eindeutiger Grup-

penhomomorphismus ¢ : G« H — K mit p o 1 = ¢g G e
und ¢ oty = @p. Diesen Homomorphismus bezeichnen ibc\
wir mit pg* g = @. Wir werden die Existenz von Gx H

in Lemma 1.5.1 unten zeigen und wollen sie fiir den Mo-
ment als gegeben annehmen. Die universelle Eigenschaft TU/
bestimmt das Tripel (G * H, (¢, ty) bis auf kanonischen PH
[somorphismus eindeutig. Genauer, ist F' eine Gruppe

und sind jg : G — F sowie jg : H — F zwei Gruppenhomomorphismen die auch
diese universelle Eigenschaft haben,'® dann gibt es genau einen Gruppenisomor-
phismus v : Gx H — F mit oug = jo und oy = jg.'! Daraus folgt sofort die
Existenz kanonischer Isomorphismen GxH = HxG, (G1%G2) %G5 = G+ (GyxG3)
sowie {1} * G = G.

Wenden wir die universelle Eigenschaft auf K = G, ¢g = idg und den tri-
vialen Homomorphismus ¢y = 1 an, so erhalten wir einen Homomorphismus
pg : Gx H — G mit pg ot = idg und pg oty = 1. Analog ldsst sich ein
Homomorphismus py : G« H — H mit pg oty = idg und pg o t¢ = 1 kon-
struieren. Insbesondere sind (g und vy beide injektiv, wir kénnen daher G und
H als Untergruppen von G * H auffassen. Auch erhalten wir einen surjektiven
Homomorphismus (pg,py) : Gx H — G x H.

Die Bilder von tg und ¢ty erzeugen die Gruppe G x H. Bezeichnet ndmlich
K die von 1g(G) U ty(H) erzeugte Untergruppe von G x H, dann erhalten wir
aus der universellen Eigenschaft einen Homomorphismus ¢ : G * H — K mit
potig =t und p oty = tgy. Durch Komposition mit der kanonischen Inklusion
t: K — G * H erhalten wir einen Homomorphismus toy : Gx H — G *x H
mit (Lo @) oig = tg und (1o ) oty = ty. Aus der Eindeutigkeitsaussage der
universellen Eigenschaft folgt ¢ o ¢ = idg.g. Also muss ¢ surjektiv sein, K daher
mit G % H iibereinstimmen. Somit sehen wir, dass G U H die Gruppe G * H
tatsédchlich erzeugt.

Wir widmen uns nun der Konstruktion von G * H, bzw. etwas allgemeiner,
der Konstruktion des freien Produkts *,c4G, beliebig vieler Gruppen G,,.

[.5.1. LEMMA. Es seien G, Gruppen, o € A. Dann ezistiert eine Gruppe, die
wir mit xo,ecAGo bezeichnen und das freie Produkt der G, mennen, sowie Homo-
morphismen Ly, : Go — *0eaGor, a € A, mit folgenden Eigenschaften:

0dh. zu jedem Paar von Homomorphismen g : G — K und ¢y : H — K existiert ein
eindeutiger Homomorphismus ¢ : F' — K mit ¢ 0 jg = pg und o jg = @g.

HDjeser Isomorphismus ist durch ¢ := jg * ju gegeben. Seine Inverse erhalten wir aus der
universellen Eigenschaft von F' angewandt auf ¢ = tg und ¢y = tg. Dass dies tatséchlich
die Inverse liefert folgt dann aus den Eindeutigkeitsaussagen in den universellen Eigenschaften
von G« H und F.
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(i) Lo ist injektiv, wir kénnen daher jede der Gruppen G, als Untergrup-
pe von *acaGo auffassen und werden die Inklusionen i, meist unter-
driicken.

(ii) Upes Ga erzeugt die Gruppe xqeaGq. Jedes Element x # 1 € *,caGa
lasst sich daher in der Form x = ¢y - - - g, mit g; € G,, schreiben. Dabes
konnen wir auch erreichen, dass g, # 1 € G, und o; # oy fiir v =
1,...,n—1. Fine solche Darstellung von x wird reduzierte Darstellung
genannt.

(iii) Die reduzierte Darstellung von x # 1 € %4,c4G, ist eindeutig, dh. gilt
g1 Gn = = hy---hy und sind beide Darstellungen reduziert, g; €
Ga;, hy € Gg;, dann folgt n = m, a; = B; und g; = h; fir alle i =
1,...,n.

(iv) Sind ¢o @ Go — K Gruppenhomomorphismen, o € A, dann existiert
genau ein Gruppenhomomorphismus ¢ : xacaGo — K, sodass p o1, =
O, flir alle o € A. Wir werden diesen Homomorphismus mit *,ca@q =
© bezeichnen.

BEWEIS. Unter einem Wort verstehen wir jede endliche Folge (g1, 92, ..., 9n)
wobei jedes der g; in einer der Gruppen G, liegt. Auch die Folge der Lénge 0 ist
zugelassen und wird als das leere Wort bezeichnet. Ein Wort (g1, ..., ¢,) heifit
reduziert, falls g; # 1 € G,,, 1 = 1,...,n,und o; # a4 fiiri =1,...,n — 1.
Insbesondere ist das leere Wort () reduziert. Es bezeichne W die Menge aller
reduzierten Worte, und &(W) die Permutationsgruppe von W, dh. die Menge
der Bijektionen W — W. Fiir a € A und g € G, definieren wir eine Abbildung
L, : W — W indem wir einem reduzierten Wort (gi,...,¢,) mit g; € G,, ein
Element in W wie folgt zuordnen:

(91,---59n) falls g = 1,

(9,91,---,9n)  falls g # 1 und a; # a,

(991,92, --,9,) fallsg#1, a1 = a und gg; # 1,
(92,93,---,9,) fallsg#1, a; =aund gg; = 1.

Lg(gh cee 7gn) =

Eine einfache Fallunterscheidung zeigt L, = idy und LyoL, = Ly, fiir alle g, h €
G,. Insbesondere ist L,-1 = (L,)7", jedes L, daher bijektiv. Wir erhalten einen
Gruppenhomomorphismus ¢, : G, — &(W), g — L,. Wenden wir L, auf das
leere Wort () € W an, erhalten wir Ly(()) = (g), falls g # 1, also ist ¢, injektiv.
Definieren wir nun *,caGy als die von (J, ¢4 ta(Ga) erzeugte Untergruppe in
S (W), dann sind die Behauptungen (i) und (ii) offensichtlich wahr. Nun zu (iii):
Sei also g1+ gn = h1- - hm € *qeaGq mit g; € Go, und h; € Gg,;, und so,
dass beide Darstellungen reduziert sind. Nach Konstruktion ist Ly, o---0 L, =
Ly, 0---0Ly, € S(W). Wenden wir diese Permuatation auf das leere Wort
() € W an, dann erhalten wir wegen der Reduziertheit der Darstellungen

(gla s 7gn) = (Lg1 O OLQn)(()) = (Lh1 O OLhm)(O) = (hlv"'7hm)>
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und damit n = m, a; = [3; sowie g; = h;, t = 1...,n. Nun zu (iv): Seien also
Homomorphismen ¢, : G, — K gegeben, a € A. Ist x # 1 € #%,4e4G, und
T = g1--- gy seine reduzierte Darstellung, g; € G,,, so definieren wir ¢(x) =
Loy (91) -+ La, (gn). Setzen wir noch ¢(1) := 1, dann liefert dies nach (iii) eine
wohldefinierte Abbildung ¢ : *,c4G, — K fiir die offensichtlich ¢ o ¢, = @, gilt,
a € A. Es bleibt noch zu zeigen, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir
zeigen zunéchst

0(g1 - Gn) = Pay (91) Ve, (Gn), fiir beliebige g; € Ga,. (1.7)

Wir werden (I.7) mittels Induktion nach n beweisen. Existiert ein ¢ mit 1 <

i <nund g; = 1 € G,,, dann erhalten wir aus ¢,,(g;) = 1 und der Induk-

tionsvoraussetzung (g1 gn) = ©(g1- 1 - gn) = oy (g1) 1 Pa, (gn)
Par(g1) 100, (gn) = a1 (91) * Pai(gi) o, (gn). Existiert ein ¢ mit 1
i <mnund a; = a1, so folgt aus ¢a, (9:igi11) = Pa,(9i)Pas, 1 (9i+1) und der Indu
tionsvoraussetzung (g1 - gigi+1°** gn) = Pai(91) o, (9iGi+1) - P, (9n)
©Par(91) ** Pa; (95)Pasir (Git1) - Pan (gn). Tritt keiner der beiden Félle ein, dann
war die Darstellung ¢, - - - g, schon reduziert, und es bleibt nichts zu zeigen. Da-
mit ist (I.7) bewiesen, woraus wir nun sofort die Homomorphismus Eigenschaft
von ¢ erhalten. Die Eindeutigkeit von ¢ folgt aus (ii), denn ¢ ist auf einer die
Gruppe erzeugenden Teilmenge durch die ¢, vorgegeben. 0

AN

[.5.2. BEMERKUNG. Das freie Produkt ist weit davon entfernt eine kommuta-
tive Gruppe zu sein. Ist etwa h # 1 € H und g # 1 € G, dann gilt stets gh # hg
im freien Produkt G % H, siche Lemma 1.5.1(iii). Ebenso sehen wir sofort, dass
das Zentrum von G * H trivial ist, wenn nur G # {1} und H # {1}.

[.5.3. BEISPIEL. Ist G eine Gruppe, dann wird die von den Kommutatoren
{ghg™*h™' : g,h € G} erzeugte Untergruppe die Kommutatoruntergruppe von
G genannt und mit [G, G| bezeichnet. Dies ist stets eine normale Untergrup-
pe von G. Die Quotientengruppe G** := G/[G, G] wird die Abelisierung von G
genannt. Sie hat folgende universelle Eigenschaft. Ist A eine abelsche Gruppe
und ¢ : G — A ein Homomorphismus, dann existiert genau ein Homomorphis-
mus o : G — K mit o op = ¢, wobei p : G — G* den kanonischen
Homomorphismus der mit der Quotientengruppe assoziiert ist bezeichnet. Dies
folgt aus o(ghg™*h™) = ©(g)e(h)p(g)te(h)™! = 1, denn A ist kommutativ.
Insbesondere faktorisiert jeder Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H zu einem
Homomorphismus abelscher Gruppen " : G2 — H?b,

Die von den Inklusionen ¢, : G4, — *4eaGo induzierten Homomorphismen

ab . . .
Lib : Gib — (*a'e AGa/) bestimmen einen Homomorphismus

Par = <aé‘A Ga> " (18)

a€A
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Es ist leicht einzusehen, dass dies ein Isomorphismus ist. Fiir das n-fache freie
Produkt *"Z := Z x - - - x Z erhalten wir daher (Z*---xZ)*» X Z & .- -®Z = 7"
Es folgt «"Z 2 «x™Z falls n # m, denn Z™ 2 7.

[.5.4. BEMERKUNG. Wir wollen noch kurz auf die universelle Eigenschaft
der direkte Summe abelscher Gruppen eingehen. Es seien A,, a € A, abelsche
Gruppen, und es bezeichnen ¢, : A, — @a’e 4 Ao die kanonischen Inklusionen.
Ist B eine weitere abelsche Gruppe, und sind ¢, : A, — B Homomorphismen,
a € A, dann existiert genau ein Gruppenhomomorphismus ¢ : @ .4 Aa — B,
sodass ¢ o 1, = (p,, fir alle a € A. In Beispiel 1.5.3 oben haben wir genau diese
Eigenschaft verwendet um (I.8) zu konstruieren.

Es seien U,V C X zwei offene Teilmengen mit X = U UV, und es sei x(y €

UNV ein Basispunkt. Betrachte die vier im kommutativen Diagramm links ange-
, deuteten kanonischen ‘

(UNV, ) LA (U,x¢) Inklusionen, wyojy = m(U NV, xg) Gv)y (U, x)

; ty o jy. Gehen wir zu '
J/]V J,LU den Fundamentalgru- l“")* l(bu)*
™ (X7 :BO)

(V, ) v (X, z) ppen tber so erhalten 71(V, 20)
wir induzierte Abbil-
dungen wie im zweiten Diagramm. Nach Propostion 1.1.13 gilt (1)« o (Ju)« =
(tvoju)s = (tv o Jv)« = (tv)« © (Jv )+, also kommutiert auch dieses Diagramm.
Insbesondere erhalten wir einen Homomorphismus

D= (tp)s * (tv)s : m(U, x0) * w1 (V) 20) — m(X, 20), (1.9)

(tv)«

und jedes der Elementen ((ju).o) ((jv)*a)_l, o € m((UNV,x), liegt im Kern

von ®, denn es ist ®(((ju):0)((jv):0)™") = ((tw)(jv):0) ((Lv)*(jv)*a)_l = 1.
Damit liegt auch der von ihnen erzeugte Normalteiler

N = N({((jU)*U) ((jv)*a)fl coem(UN V,:Bg)}> (I.10)
im Kern von @, in Zeichen N C ker(®).

[.5.5. SAaTz (Seifert—van Kampen). Es sei X = U UV wobei U und V offen
m X sind. Weiters seien U, V sowie U NV wegzusammenhdingend und xy €
UNV. Dann ist ® surjektiv, siehe (1.9), und es gilt ker(®) = N, siehe (1.10).
Insbesondere ist (X, o) = (71 (U, z0) * m1(V, 20)) /N.

BEWEIS. Um die Notation zu vereinfachen setzen wir Uy := U und Uy := V.
Wir zeigen zunéchst die Surjektivitdt von ®. Sei dazu f : I — X eine Schleife
bei zo. Da {Uy, Uy} eine offene Uberdeckung von X bildet, ist {f~1(Uy), f~1(Us)}
eine offene Uberdeckung des Intervalls I. Nach Lemma 1.1.28 existieren 0 = sy <
$1<-+<s,=1lund aq,...,qa, € {1,2}, sodass f([s;_1,si]) C U,,, fiir jedes i =
1,...,n. Durch Weglassen gewisser Unterteilungspunkte s; konnen wir erreichen,
dass f(s;) € UyNU, fiir allei = 0,. .., n, denn wire etwa f(s;) € Uy \ Uy dann gilt
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sowohl f([s;_1, s;]) C Uy als auch f([s;, s;41]) C Uy. Betrachte die reparametrisier-
ten Einschrankungen f; : [ — U,, C X, fi(s) := f((l—s)si_l +ssi), i=1,...,n.
Es gilt f ~ fify--- f, relativ Endpunkten in X, siehe Beispiel 1.1.3. Da U; N U,
wegzusammenhéngend ist, finden wir Wege h; : I — U; N U, von h;(0) = o nach
hi(1) = f;(1) = f(si), 1 = 1,...,n — 1. Weiters seien hy := h, := ¢,, die kon-
stanten Wege. Wir erhalten [ ~ (hoflﬁl)(hlfﬁg)(hgfgﬁg) (P 1 fnhn) relativ
Endpunkten in X, denn h;h; =~ Cf(s,)- Jeder der Faktoren h;_; f;h; ist eine Schleife
bei zy in U,, und definiert daher ein Element o; € m(U,,, x¢), 0; := [hi—1fih z]
1= 1, .o, N Es folgt CI>(O‘1 s O'n) = q)(O'l) s (I)(O'n) = [(h0f1h1) tee (hn_lfnhn)] =
[f] € m (X, x0), also ist ® surjektiv.

Es bleibt noch zu zeigen ker(®) C N. Seien also fj : I — Upg, Schleifen bei o,
1L<k<m,B,...,0n € {1,2}, sodass ®([f1] -+ [fm]) =1 € m (X, ). Es ist zu
zeigen, dass [fi] - [fm] = 1 € (71 (U1, x0) * m1(Us, 9))/N. Betrachte die Schleife
f:1— X, f:= fifa:-- fm. Nach Voraussetzung ist [f] = ®([f1]) - P([fm]) =
O([f1] - [fm]) = 1 € m1(X, xp). Daher existiert eine Homotopie von Wegen H :
I x 1 — X von Hy = c,, nach H; = f. Da {U;,U,} eine offene Uberdeckung
von X ist, muss auch {H~'(U;), H'(U,)} eine offene Uberdeckung von I x [
sein. Nach Lemma I1.1.28 existieren 0 = sp < 51 < --- < s, = 1lund 0 =t <
ty <--- <t,=1sowie of € {1,2}, sodass H([s;_1,s;] x [t;—1,t;]) C U, fir alle
1 <i,5 < n. Betrachte die Wege Z

wl I —U,;CX ul(s) = H((1— s)si_1 + ssi, t5)

b1 —-U,; CX bl(s) == H((1 - szl+ssz,]1)

W:1—-U,CX H(t) == H(sj_1, (1 — t)tj1 + 1)

rl I —-U;CX rl(t) == H (s, (1 — t)t; + 1)
Da Hy = f = f, - f,, diirfen wir durch Ubergang zu einer feineren Zerlegung
von I x I 0.B.d.A. annehmen, dass 0 = i < i; < ... < i,, = n existieren mit
ap g =ap == = [ und

up U g Up relativ Endpunkten in Ug,, 1 <k <m. (L.11)
Da das Rechteck [sZ 1,8i] X [tj_1,t;] einfach zusammenhéngend ist, und weil
H([Si_l,Si] X [t] 1, ]) - U g, fOlgt

Pl ~ b relativ Endpunkten in U_;, 1 <i,j < n. (L.12)

Da Uy, Us und Uy NU; wegzusammenhéngend sind, existieren Wege ﬁf I — X,
0 <1,7 < n, mit folgenden Eigenschaften:
(i) B7(0) = xo und 3/(1) = H(s;, ;).
) BT — U, C X falls H(s;, t;) € U,
(i) B/ . I — Uy NU, C X, falls H(s;,t;) € Uy NUs.
) B =y, falls H(s;, t;) = xo.
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Betrachte nun die folgenden Schleifen bei zy, siehe (i) und (ii):
o =0 lp T — U,CX, lA)g =pE T — U,CX
U=p7Up  1—-U,CX, #=p""p3 1-U,CX
Aus (1.12) erhalten wir (8713 ) (8 yulB)(87'rlB]) ~ 815 (Hulr)B ™" ~
B~ 1v! 37" relativ Endpunkten in U_;, und daher

][] = ] € m(Uyom),  1<ij<n (113)
Da H eine Homotopie relativ Endpunkten ist und wegen (iv) gilt
[f{] =lem (Ua{,xo) und [fﬂ =lem (Ua;l,ﬂ?o), 1<j<n  (L14)

Da Hy = ¢,, und wegen (iv) gilt auch

b}] =1€n(Uy,z), 1<i<n. (L15)
Aus (I.11) und (iv) erhalten wir
[ﬂ§271+1} [11&714_2] oo [QALZC] = [fk] - Wl(ng,[Eo), 1< k <m. (116)

Weiters haben wir die Relationen
[ff,l] = [Zf] € (7T1(U175U0) * 7T1(U27330))/N7 1<j<n,2<i<n. (L17)

Um dies einzusehen unterscheiden wir zwei Félle. Ist o ; = o, dann gilt offen-

sichtlich [ff_l] = [lﬂ € m(U_,w0) und damit auch (I.17). Ist a_, # o, dann
sind 7| und I/ Wege in U; N Uy, siehe (iii), und (7] = [lﬂ € m(Uy NUy, x9),
woraus nun (1.17) folgt, vgl. (I.10). Analog ldsst sich zeigen

[a]7] = [t]] € (m(Ur,20) * m(Uz,20)) /N, 2<j<n1<i<n (L18)

7

Aus (1.13), (L.14) und (I.17) erhalten wir, in (71 (Uy, zo) * m1(Us, 39)) /N,

(o] - (03] = (] (@] [#) - (B (@) (M) = [ad] -+ [a2]
Zusammen mit (I.18) und (1.15) folgt, in (w1 (Uy, xo) * m1 (U, 0)) /N,

(] - fan] = (o8] -+ 0] = (@i ™' - [ = = B - [b] = 1
Verwenden wir noch (1.16) so erhalten wir schliefllich die Relation [f1]-- - [fn] =1
in (m1(Uy, o) * m1(Uz, 20)) /N. Damit ist der Beweis vollstindig. O

[.5.6. BEIsSPIEL. Wir wollen nun mit Hilfe von Satz I.5.5 nochmals verifizieren,
dass S™ einfach zusammenhéngend ist, n > 2, vgl. Satz 1.1.26. Nach Beispiel 1.1.25
sind U := S" \ {N} und V := 5™\ {S} zwei einfach zusammenhéngende offene
Teilmengen von S" = UUV. Dan > 2,ist UNV = R"\ {0} wegzusam-
menhéngend. Aus Satz 1.5.5 folgt daher m(S™) = 0.



L5. DER SATZ VON SEIFERT-VAN KAMPEN 45

[.5.7. BEISPIEL (Suspension). Es sei X ein topologischer Raum, und es be-
zeichne ~ die von (z,1) ~ (y,1) und (x,—1) ~ (y, —1) erzeugte Aquivalenzrela-
tion auf X x [-1,1], z,y € X. Der Quotientenraum

X = (X x [-1,1]) /~

wird die Suspension oder Einhdngung von X genannt. Die Suspension entsteht
daher aus X x [—1,1] indem wir X X {1} zu einem und X X {—1} zu einem
anderen Punkt kollabieren. Etwa ist ¥.S™ = S"*1 Fassen wir X als Teilraum
des Kegels CX auf, vgl. Beispiel 1.3.18, dann gilt offensichtlich ¥X = CX/X.
Ist X wegzusammenhéngend, dann ist XX einfach zusammenhéngend. Dies folgt
aus Satz 1.5.5 indem wir die offenen Teilmengen U := (X x (—1,1])/~ und
V= (X x [-1,1))/~ von £X = U UV betrachten. Beide sind kontrahierbar,
vgl. Beispiel 1.3.18, also einfach zusammenhéngend, siche Korollar 1.3.29, und es
ist UNV =2 X x (—1,1) wegzusammenhéngend.

Betrachte Einpunktvereinigung \/, . ,(Xa, 7o) punktierte Réume (X,,4),
a € A. Die kanonischen Inklusionen iy : (Xa,%a) — Vyea(Xar, 2or) induzie-
ren Gruppenhomomorphismen (to); : 71(Xa,Za) — ™1 (Vyea(Xor, 2ar)). Diese
definieren einen Gruppenhomomorphismus, siehe Lemma 1.5.1(iv),

 m(Xay2a) = m(\/ (Xa,ma)>. (1.19)

acA

[.5.8. PROPOSITION. Es seien (X, ), o € A, punktierter Hausdorffraume.
Weiters sollen offene Umgebungen U, C X, von x, ezistieren, sodass {x,} De-
formationsretrakt von U, ist. In dieser Situation ist (1.19) ein Gruppenisomor-
phismus. Insbesondere gilt m (X, z0) V (Y, y0)) = m (X, z0) * 71 (Y, y0).

BEwEIS. Wir behandeln zunéchst die Einpunktvereinigung zweier Rdume
(X1V Xo, %) = (X1, 21) V (Xa,22). O.B.d.A. seien X; und X, wegzusammenhé&n-
gend, vgl. Proposition 1.1.16. Betrachte die offenen Teilmengen U := (U, z) V
(Xg,29) und V = (Xy,21) V (Us,22) von X7V Xo = U U V. Eine retrahie-
rende Deformation von U; auf {z;} zusammen mit der identischen Abbildung
idx, liefert eine retrahierende Deformation von U auf X,, vgl. Lemma 1.3.17.
Also ist die Einbettung (Xs,z5) — (U, %) eine Homotopiedquivalenz und indu-
ziert daher einen Isomorphismus m1(Xs, x2) = m1(U, %), sieche Proposition 1.3.24.
Ebenso induziert (Xi,z1) — (V,*) einen Isomorphismus 71 (X7,z1) = m (V) *).
Eine retrahierende Deformation von U; auf {z;} zusammen mit einer retrahie-
renden Deformation von Us auf {z5} liefern eine retrahierende Deformation von
UNV = (Uy,x1) V (U, x9) auf {x}. Also ist U NV kontrahierbar und damit
einfach zusammenhéngend, siehe Korollar 1.3.29. Aus Satz [.5.5 folgt daher

7T1((X1,£L’1> V (XQ,[I)Q)) = 7T1(X1,£L‘1) * 7T1(X2,l‘2).

Mittels Induktion sehen wir, dass die Aussage der Proposition auch fiir endliche
Indexmengen A richtig bleibt.
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Sei nun A beliebig. Ist F© C A eine Teilmenge so erhalten wir nebenste-
hendes kommutatives Diagram. Beachte, dass die beiden vertikalen Pfeile in-
jektive Homomorphismen bezeichnen. Fiir den
rechten folgt dies aus der Tatsache, dass eine x m(Xa) o ™ (\/ ) Xa)
stetige Abbildung \/ o4 Xoa — Vaer Xo exi- acd o
stiert die linksinvers zur kanonischen Inklusion T T

Xo — V,ea Xo ist. Fiir endliches F ist -
zl/éegntere h01>i/zoerftale Pfeil ein Isomorphismus, ofek ol (Xa) == T (Vaep Xa)
siche oben. Es folgt sofort, dass (I.19) injektiv
ist, siche Lemma [.5.1(ii). Nach Lemma 1.5.9 unten muss jede Schleife in \/ . , Xo
schon in einer endlichen Einpunktvereinigung \/ . X, liegen. Aus obigem Dia-
gram folgt nun auch die Surjektivitat von (1.19). O

[.5.9. LEMMA. Es seien (Xa, ), a € A, punktierte Hausdorffriume und
K C V,ca(Xa,24) eine kompakte Teilmenge der Einpunktvereinigung. Dann
existiert eine endliche Teilmenge FF C A mit K C \/ . p(Xa,%a).

BEWEIS. Essei F:={a € A:0# KN (X,\{z,})}. Dann gilt offensichtlich
K CV ,cr Xo. Fiir jedes a € F wihle einen Punkt 2z, € K N (X, \ {z.}). Die
Menge L :={z,: « € F} C K hat dann gleich viele Elemente wie F'. Es geniigt
daher zu zeigen, dass L endlich ist. Wegen der Hausdorffeigenschaft von X, ist
LNX, = {z,} abgeschlossen in X,, also ist L eine abgeschlossene Teilmenge von
V e Xa- Folglich ist L abgeschlossen in K und damit eine kompakte Teilmenge.
Weiters ist X, \ {#q} eine offene Teilmenge von \/ ., Xq mit (X, \ {za}) N L =
{za}, daher tragt L die diskrete Topologie. Als diskreter kompakter Raum muss
L endlich sein. O

[.5.10. BEIsPIEL. Fiir n; > 2 ist ™ V --- V §™ einfach zusammenhéngend,
siehe Satz 1.1.26 und Proposition 1.5.8. Mit Hilfe von Satz 1.2.1 erhalten wir
aber auch m(S*V .-V S!) & Z % .- x Z. Einpunktvereinigungen von Kreisen
konnen also nur dann homotopiedquivalent (homéomorph) sein, wenn sie gleich
viele Faktoren besitzen, sieche Beispiel 1.5.3 und Satz 1.3.27.

[.5.11. BEISPIEL. Es seien P, ..., P, paarweise verschiedene Punkte in R".

Der Raum R™ \ {Py,..., P;} ist homotopiedquivalent zur Einpunktvereinigung
Sn=lv .o v S mit k Faktoren. Fiir n > 3 ist daher R™\ {P, ..., P} einfach
zusammenhéngend, siehe Satz 1.3.27 und Beispiel 1.5.10. Im Fall n = 2 folgt

T (RE\{Pr,...,P}) 2 Zx - L.

Fiir [ # k sind daher R*\{P}, ..., P} und R*\{P,, ..., P} nicht homotopiefiqui-
valent, und daher auch nicht homéomorph.

1.5.12. BEISPIEL (Abbildungskegel). Es sei ¢ : Y — X stetig. Weiters be-
zeichne CY = (Y x I)/(Y x {0} den Kegel itber Y, p : Y x I — CY die
Quotientenabbildung, * := p(Y x {0}) die Spitze des Kegels und ¢ty : ¥ —
CY die Einbettung, ty(y) = p(y,1). Wir kénnen ¢ als eine auf der Teilmenge
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A= 1y(Y) C CY definierte Abbildung betrachten. Der Raum C, := X U, C'Y
wird der Abbildungskegel von ¢ genannt. Wir erhalten eine kanonische Einbet-
tung tx : X — C, und eine stetige Abbildung i

¢ : CY — C, mit 1x o ¢ = ¢ o1y. Beachte, dass X—=Co =X, Y

die Abbildung tx o ¢ : Y — C, nullhomotop ist, QPT TSZJ
denn H : Y x I — C,, H(y,t) := ¢(p(y,t)) lie- oy
fert eine Homotopie von der konstanten Abbildung Y Y

Hy = cpx) nach Hy = ¢ oy = 1x o . Weiters ist U := C, \ {¢(*)} eine of-
fene Umgebung von ¢x(X), und ¢x(X) ist Deformationsretrakt von U, denn
U= XU, (Y x(0,1]) und Y x {1} ist Deformationsretrakt von Y x (0, 1],
vgl. Lemma 1.3.19. Insbesondere ist die Einbettung ¢x : X — C, \ {¢(x)} ei-
ne Homotopiedquivalenz. Ebenso ist V := ¢(p(Y x [0,1))) = C, \ tx(X) eine
offene Umgebung von ¢(x) und {¢(x)} ist Deformationsretrakt von V', denn
V = (Y x[0,1))/(Y x {0}). Insbesondere ist V' kontrahierbar. Schliefilich ist
Jy = Hipp: Y = UNV, jy(y) := &y, 1/2)), eine Einbettung und eine Ho-
motopiedquivalenz. Fassen wir Y als Teilraum des Abbildungszylinders Z,, wie in
Beispiel 1.3.20 auf, so erhalten wir einen Hom6omorphismus C, = Z,,/Y.

[.5.13. SATZ (Fundamentalgruppe des Abbildungskegels). Es seien X, Y zwei
wegzusammenhdngende topologische Raume, ¢ : Y — X stetig, yo € Y und z¢ :=
©(yo). Weiters bezeichne vx : X — C, die kanonische Einbettung, siehe oben.
Dann ist der Homomorphismus (1x). : m(X,xo) — m(Cy,tx(x0)) surjektiv,
und sein Kern stimmt mit dem von img(ap* s (Y, y0) — m(X, xg)) erzeugten
Normalteiler tiberein. Insbesondere gilt

m1(Coy tx(w0)) = m (X, w0) /N (img (m1(Y, o) == m1(X, 70))).

BewEIs. Wir verwenden die Notation aus Beispiel 1.5.12, C, = UUV'. Die ka-
nonische Einbettung ¢y : X — U ist eine Homotopiedquivalenz, V' ist kontrahier-
bar, und jy : Y — UNV ist eine Homotopiedquivalenz. Betrachte den Basispunkt
x1 = jy(yo) € UNV. Aus Satz 1.5.5 folgt, dass der von der Inklusion induzierte
Homomorphismus 71 (U, 1) — m(C,,, 1) surjektiv ist und sein Kern mit dem

von img((jy). @ m(Y,y0) — m(U,x1)) er-

zeugten Normalteiler iibereinstimmt. Betrach- 7 (v, ) — 2> 7, (X, z0)
te die Homotopie H : Y x [ — U, H(y,t) :=
ooy 1 — 1/2), von Hy = poty = ixo O] x| o

¢ nach H; = jy, und den Weg h : I — m(U,21) Pn (U, ix (20))
U, h(t) := H(yo,t), von h(0) = tx(x) nach =

h(1) = ;. Nach Proposition 1.3.26 kommu- l l

tiert das obere Rechteck im nebenstehenden
Diagramm, das untere kommutiert trivialer-
weise. Daher ist der Homomorphismus (tx). @ m1 (X, z9) — m1(Cy, tx(z0)) sur-
jektiv, und sein Kern mit dem von img(y.) erzeugten Normalteiler iiberein-
stimmt. U

771(Cg07 xl) % 7T1(C<p7 LX(xO))
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[.5.14. KOROLLAR (Ankleben einer Zelle). Es sei X ein wegzusammenhdngen-
der topologischer Raum, ¢ : S"' — X stetig, yo € S"!, 2o := p(yo) € X, und
es bezeichne v : X — X U, D" die kanonische Einbettung. Dann gilt:

(i) Firn > 3 ist v, : m (X, z9) — m (X U, D", 1(x0)) ein Isomorphismus.

(i) Firn =2 ist v, : m (X, x0) — m(X Uy, D, 1(z0)) surjektiv, und sein
Kern stimmt mit dem von img(y,) erzeugten Normalteiler iberein, wo-
bei p. : m(S" 1 yo) — (X, xo). Insbesondere ist (X U, D", 1(x0)) =
(X, $0)/N(img(90*))-

BEWEIS. Beachte, dass C'S"~! = D" denn die Abbildung S x I — D",
(x,t) — tx, faktorisiert zu einem Homdomorphismus C'S"™' — D™. Damit gilt
X U, D" = C,. Fiir n > 2 ist S"! wegzusammenhéngend, aus Satz 1.5.13 folgt
daher die Surjektivitdt von ¢, @ m (X, z9) — m (X U, D™, 1(z0)) und ker(t,) =
N (img(py)). Fiir n > 3 ist S"! einfach zusammenhingend, siehe Satz 1.1.26,
also ker(c,) = 0. O

[.5.15. BEISPIEL. Betrachte die Abbildung ¢ : ST — S, ¢(2) := 2%, k € Z,
und den Raum X := S' U, D% Nach Korollar 1.5.14(ii) induziert die Einbettung
v : S' — X einen Isomorphismus 7;(S*, 1)/ img(p.) = m (X, (1)) wobei @, :
(St 1) — m (S, 1). Mit Hilfe von Beispiel 1.2.2 sehen wir daher, dass 7 (X) =
Zy. Die Schleife f := 10w : I — X, siehe (1.2), reprisentiert einen Erzeuger in
71(X), und es gilt die Relation [f]* = 1.

Wir erinnern uns, dass CP" die Menge aller 1-dimensionalen komplexen li-
nearen Teilriume von C"*! bezeichnet, n € Ny. Fithren wir auf C"™! \ {0} die
Aquivalenzrelation v ~ w < 3\ € C : Av = w ein, dann koénnen wir CP" mit
(C"*t1\ {0}) /~ identifizieren, Cv « [v]. Wir versehen CP™ mit der Quotienten-
topologie,

CP" := (C™'\ {0})/~.
Betrachten wir 52" als Teilraum von C"*!, 521 = {y € C*™! : ||v|| = 1}, dann
induziert die kanonische Inklusion S?"*! — C"*!\ {0} einen Homdomorphismus
S+l 22 (€t \ {0})/~. Seine Inverse ist die von der radialen Projektion
Crt\ {0} — S v~ Lov, induzierte stetige Abbildung (C"*!'\ {0})/~ —

llvll
S+l /. Wir kénnen CP"™ daher auch als Quotient der Sphiire verstehen,

CP’)’L — S2n+1/N.

Die kanonische Projektion S?"*! — CP" wird als Hopfabbildung bezeichnet. Da
S2nt1 kompakt ist, und da auch die Aquivalenzklassen in S2"! abgeschlossen
sind, sehen wir, dass CP" ein kompakter Hausdorffraum ist. Bemerke auch, dass
CP" als stetiges Bild der wegzusammenhiingenden Sphire S?"*! selbst wegzu-
sammenhéngend ist.

CPY ist ein einpunktiger Raum. CP' ist homéomorph zu S? und daher einfach
zusammenhédngend, siehe Satz 1.1.26. Tatséichlich induziert die Abbildung ¢ :
53— 52, p(z,w) := (2zw, |w|* — |2|?), einen HomSomorphismus $%/~ = S2.
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Die Inklusion C* — C"*! induziert eine Einbettung ¢ : CP"™' — CP". Es
bezeichne p, : C"*1\ {0} — CP" die kanonische Projektion. Betrachte die ste-
tige Abbildung ® : D*" — CP", ®(2) := p,(z,1/1 — [|z]?). Diese ist surjektiv
und auf B> = {z € C" : ||z| < 1} injektiv. Bezeichnet ¢ : S?"~' — CP"!
die Hopfabbildung so gilt offensichtlich ®|g2n-1 = ¢ 0 . Wir erhalten eine stetige
Abbildung ¢ U, ® : cpn! U, D** — CP". Diese ist bijektiv, also ein Homéomor-
phismus. Wir sehen daher, dass CP™ aus CP™ ! durch Ankleben einer 2n-Zelle
lings der Hopfabbildung ¢ : $?"~! — CP"! entsteht,

CcpP" = CpP" 'y, D™ (1.20)

Nach Korollar 1.5.14 induziert die kanonische Einbettung ¢ : CP"~! — CP" einen
Isomorphismus 7, (CP" ') 2 m;(CP"), falls n > 1. Mittels Induktion folgt nun,
dass CP" einfach zusammenhéngend ist, fiir alle n € Ny. Wir haben also gezeigt:

[.5.16. PROPOSITION. CP" ist einfach zusammenhdingend, n € N.

Es bezeichne HP" := (H"*! \ {0})/~ = S*3/~ den quaternionischen pro-
jektiven Raum, und ¢ : $"~! — HP" ! die kanonische Projektion. Dann gilt

HP" = HP" ' U, D' (1.21)

Genau wie im Fall des komplexen projektiven Raums erhalten wir daher aus
Korollar 1.5.14:

[.5.17. PROPOSITION. HP" ist einfach zusammenhdingend, n € Ny.

Wir wollen nun analog zum komplexen Fall auch die reellen projektiven
Réume behandeln. Wir erinnern uns, dass RP" die Menge aller 1-dimensionalen
linearen Teilriume von R™*! bezeichnet, n € Ny. Fiithren wir auf R"*' \ {0} die
Aquivalenzrelation v ~ w < I\ € R : Ao = w ein, dann koénnen wir RP" mit
(R™*1\ {0})/~ identifizieren, Rv < [v]. Wir versehen RP" mit der Quotienten-
topologie,

RP™ := (R™"\ {0})/~.
Die kanonische Inklusion S" — R"*!\ {0} induziert einen Homdomorphismus
5"/~ =2 (R™™\ {0})/~. Seine Inverse ist die von der radialen Projektion R"*!\
{0} = 5™, v HTluv’ induzierte stetige Abbildung (R"*!\ {0}) /~ — 5" /~. Wir
konnen RP™ daher auch als Quotient der Sphére verstehen,
RP" = S"/~.

Wie im komplexen Fall schliefflen wir, dass RP" ein wegzusammenhéngender,
kompakter Hausdorffraum ist.

Die Inklusion R* — R”"*! induziert eine Einbettung ¢ : RP"™' — RP". Es
bezeichne p, : R"™\ {0} — RP" die kanonische Projektion. Betrachte die stetige
Abbildung @ : D" — RP", ®(z) := p,(z, /1 — ||z[[?). Diese ist surjektiv und
auf B" = {z € R" : ||z|| < 1} injektiv. Bezeichnet ¢ : S"~! — RP""! die
kanonische Projektion, so gilt offensichtlich ®|gn-1 = ¢ 0 . Wir erhalten eine
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stetige Abbildung ¢ U, ® : RP"' U, D* — RP". Diese ist bijektiv, also ein
Homoomorphismus. Wir sehen daher, dass RP™ aus RP" ™ durch Ankleben einer
n-Zelle langs der kanonischen Projektion ¢ : S"~' — RP"! entsteht,

RP" =~ RP"' U, D".

RP ist ein einpunktiger Raum, und RP* = D!'/{—1,1} = S'. Insbesonde-
re 7 (RP') 2 Z. Aus Beispiel 1.5.15 erhalten wir 7;(RP?) = Z,. Nach Korol-
lar 1.5.14 induziert die kanonische Einbettung ¢ : RP"™' — RP” einen Isomor-
phismus m; (RP" ') = 7, (RP"), falls n > 3. Mittels Induktion erhalten wir daher
T (RP™) = Z,. Die Schleife f : I — RP", f(s) := py(cos(ws),sin(rs),0...,0),
repréasentiert einen Erzeuger in m1(RP"), n > 1. Fiir n > 2 gilt die Relation
[f]> = 1. Wir halten fest:

1.5.18. PROPOSITION. Es gilt 71 (RP') 2 Z sowie 711 (RP?) & Zy, und der von
der Inklusion RP' — RP? induzierte Homomorphismus m (RP') — m (RP?) ist
nicht trivial. Weiters induziert die Inklusion RP?* — RP" einen Isomorphismus

Zy = m (RP?) = 7 (RP™), fiir n > 2.

1.6. Die Fundamentalgruppe einiger Matrizengruppen. Wir wollen in
diesem Kapitel damit beginnen die Topologie der Matrizengruppen zu studieren.
Unter Anderem werden wir die Fundamentalgruppen der orthogonalen und der
unitdren Gruppen berechnen.

Fiir n € N bezeichne

GL,(C) := {A € M, ,(C) : det A # 0}

die Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen mit komplexen Eintragungen.
Dies ist eine offene Teilmenge von M,,,(C) = C* und wir versehen GL,,(C) mit
der induzierten Teilraumtopologie. Weiters betrachten wir die Untergruppe der
unitdren Matrizen,

U, :={U € M,,,(C) | U*"U = I,,;}

wobei [, die (n x n)-Einheitsmatrix bezeichnet. Wir versehen U,, mit der Teil-
raumtopologie. Da durch stetige Gleichungen gegeben, ist U,, abgeschlossen in
C™*. Da die Spalten einer unitiren Matrix Einheitsvektoren bilden, ist U, C C"’
auch beschriankt. Nach dem Satz von Heine-Borel ist U, daher kompakt. Etwa
ist U; = S'. Es bezeichne

An(C) :={D € M, ,(C) : D;; € (0,00) fiir alle ¢, und D; ; =0 falls i > j}

die Gruppe der komplexen oberen Dreiecksmatrizen mit positiven reellen Ein-
tragungen auf der Diagonale, versehen mit der von M,, ,(C) = C™ induzierten
Teilraumtopologie. Die Abbildung

¢ : U, xA,(C) — GL,(C), o(U,D) :=UD (1.22)
ist sicherlich wohldefiniert und stetig.
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[.6.1. PROPOSITION. Die Abbildung (1.22) definiert einen Homdomorphismus,
GL,(C) 2 U, xA,(C) und es gilt A,(C) = R" x C""~V/2_ Insbesondere ist U,
Deformationsretrakt von GL,(C), und die kanonische Inklusion U, — GL,(C)
daher eine Homotopiedquivalenz.

BEWEIS. Zunéchst ist ¢ injektiv, denn aus UyD; = Uy Dy, U; € U,, D; €
A, (C), folgt Uy'U; = DDt € U, NAL(C) = {I,}, also U; = Uy und D; =
D,. Mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren werden wir
nun eine Umkehrabbidlung angeben. Sei dazu A = (v1|vs] - - - |v,) € GL,(C) mit
Spalten v; € C". Definiere rekursiv

|~

121 = U1 Uy = mﬂﬂl
= 1~
Uy 1= Vg — <U2,U1>U1 Ug = WUQ
S 1~
U = Ok — (U, Ur)un — -+ = (Uk, Up—1) U1 Uk 7= F Uk
S 1~
Up, 2= Uy — (Up, Up)Up =+ — (Up, U1 ) Up—1 Up = Trlin
Nach Konstruktion bildet (ug,...,u,) eine Orthonormalbasis von C", also ist

P1(A) == (up|ug| - - - |uy,) € U,. Dies liefert eine stetige Abbildung ; : GL,,(C) —
Un, A+ 91(A). Nach Konstruktion gilt

gu1|u2| e ]un)l = §v1|v2| +++|vy) - DiN1DaNy - - - Dy N,

—r(A) —A €A(C)
wobei Dy, Ny € A,(C) durch
1 7<v;f,u1> 1
L o :
D, = 1 und Ny = =

gegeben sind. Daher ist ¢, (A) 1A = (DyNy---D,N,)™! € A,(C) und wir er-
halten eine stetige Abbildung v, : GL,(C) — A,(C), ¥u(A) = ¢ (A)1A.
Setzten wir ¢ = (¢1,%9) : GL,(C) — U, xA,(C), dann gilt offensichtlich
o = idgr,(c), also ist (1.22) surjektiv. Zusammen mit der Injektivitdt von
(I.22) folgt, dass ¢ die Umkehrabbildung von ¢ ist. Also ist (1.22) tatsdchlich ein
Homo6omorphismus.

Durch Logarithmieren der Diagonaleintrdge erhalten wir einen Homd&omor-
phismus A, (C) = R" x C*"~1/2 Inbesondere bildet die einpunktige Teilmenge
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{I,} einen Deformationsretrakt von A, (C). Daher ist auch U, x{I,,} Deforma-
tionsretrakt von U,, xA,,(C). Mit Hilfe des Homéomorphismus (1.22) sehen wir,
dass U,, Deformationsretrakt von GL,(C) ist. O

Es bezeichne SL,(C) := {A € GL,(C) : det(A) = 1} die spezielle lineare
Gruppe, SU,(C) := U, NSL,(C) die spezielle unitiare Gruppe und SA,(C) :=
A, (C)NSL,(C). Alle diese Gruppen seien mit der von GL,(C) induzierten Teil-
raumtoplogie versehen. Als abgeschlossene Teilmenge von U, ist SU,, kompakt.

1.6.2. BEISPIEL. SU; ist ein einpunktiger Raum. SU, ist homdomorph zu S3
und daher einfach zusammenhéngend, siehe Satz 1.1.26. Um einen Hom&omor-
phismus S® = SU, anzugeben betrachten wir S® als Teilraum von C2?, S3 =
{(z,w) € C*: |2|* + |w|* = 1}. Es ist dann ¢ : $* — SUs, (z,w) — ( ), ein
Homoomorphismus.

Ist n < m, dann kénnen wir GL,(C) als Untergruppe von GL,,(C) auffas-
sen, der Homomorphismus A — (‘61 Imo,n) ist eine Einbettung. Dies liefert auch

Einbettungen U,, C U,,, SL,(C) C SL,,(C) und SU,, C SU,,.

[.6.3. PROPOSITION. Die Einschrinkung von (1.22) liefert einen Homdéomor-
phismus SL,,(C) = SU,, xSA,(C) und es gilt SA,(C) = R*1 x C*n=D/2 [ns-
besondere ist SU, Deformationsretrakt von SL,(C), und die kanonische Inklu-
sion SU,, — SL,(C) daher eine Homotopiedquivalenz. Weiters gilt GL,(C) =
GL1(C) x SL,(C) sowie U, = U; x SU,,.

Beweis. Klarerweise bildet (I1.22) die Teilmenge SU,, x SA,,(C) nach SL,(C)
ab. Sei nun A € SL,(C). Nach Proposition 1.6.1 existieren U € U, und D €
A,(C) mit UD = A. Es folgt 1 = det(A) = det(U) det(D). Da det(U) € S* und
det(D) € R, schliefen wir det(U) = 1 = det(D), dh. U € SU,, and D € SA,(C).
Daher schrénkt sich (1.22) zu einer Bijektion SU,, xSA,(C) = SL,(C) ein, die
nach Proposition 1.6.1 ein Homdomorphismus sein muss. Wie im Beweis von Pro-
position 1.6.1 folgt, dass SU,, Deformationsretrakt von SL, (C) ist. Matrizenmul-
tiplikation liefert Homéomorphismen U; x SU,, = U,, und GL;(C) x SL,(C) =
GL,(C). O

[.6.4. PropoSITION. SU,, und SL,(C) sind einfach zusammenhdngend.

Fiir den Beweis von Proposition 1.6.4 betrachten wir die stetige Abbildung

p:SU, . — S p(A) := AN, (1.23)
wobei N :=(0,...,0,1) € §"™! C C"*™! den (n + 1)-ten Einheitsvektor bezeich-
net, p(A) ist daher die letzte Spalte von A.

1.6.5. LEMMA. Es sei P € S*"! und es bezeichne X := S**1\ {P}. Dann
ezistiert ein Homdomorphismus ¢ : X x SU, — p (X)), sodass po ¢ = pr,
und p(z, AU) = p(x, A)U fir alle A,U € SU,,, x € X. Dabei bezeichnet pry :
X x SU,, — X die Projektion auf den ersten Faktor.'?

12Eg ist daher (1.23) ein Hauptfaserbiindle mit Strukturgruppe SU,,.
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BEWEIS. Wir konstruieren zunéchst eine stetige Abbildung o : X — SU,, 14
mit p o o = idy, siehe Vorlesung.

Wir definieren nun ¢ : X x SU, — p~(X), p(x, A) := o(z)A. Offensicht-
lich gilt p(z, AU) = ¢(x, A)U, fir A,U € SU,. Es ist aber auch p(p(z, A)) =
p(o(x)A) = p(o(z)) = z, also po ¢ = pry. Fir B,C € SU,; gilt offensicht-
lich p(B) = p(C) genau dann, wenn C~'B € SU,. Wegen p(c(p(B))) = p(B)
erhalten wir insbesondere o(p(B))™'B € SU,, fiir B € p~'(X). Es ist daher
Y pH(X) - X x SU,, ¥(B) := (p(B),o(p(B))"'B), eine stetige Abbildung.
Eine einfach Rechnung zeigt, dass dies die Umkehrabbildung von ¢ ist. Also ist
¢ ein Homdomorphismus. U

BEWEIS VON PROPOSITION [.6.4. Nach Proposition 1.6.3 ist die Inklusion
SU,, — SL,(C) eine Homotopiedquivalenz, es geniigt daher zu zeigen, dass SU,,
einfach zusammenhéngend ist. Wir gehen induktiv vor. Der Fall n = 1 ist trivial,
denn SU; besteht aus nur einem Punkt. Nehmen wir also induktiv an, SU,, ist
einfach zusammenhingend. Fixiere einen Punkt P € S***! und betrachte die bei-
den offenen Teilmengen U := p~ (5?1 \ {P}) und V := p~1(S*"*1\ {—-P}) von
SU,,+1, siehe (1.23). Es gilt dann offensichtlich SU,,;; = UUV. Aus Lemma 1.6.5
erhalten wir aber auch U = (S*"+1\ { P}) x SU,, sowie V & (S*"*1\ {-P}) x SU,,.
Da S*+1\ {P} = R*"+! =~ G2+l [P} siehe Beispiel 1.1.25, schlieBen wir aus
unserere Induktionsannahme, dass U und V beide einfach zusammenhingend
sind, siehe Beispiel 1.1.24. Wir sehen daraus aber auch, dass U NV wegzusam-
menhéngend ist, denn UNV = p~1 (S I\ {P, —P}) = (S*"+*1\{P, - P})xSU,, &
(R \ {0}) x SU,. Aus Satz 1.5.5 folgt nun, dass SU,,; = U UV einfach
zusammenhéngend ist. Damit ist der Induktionsschritt gezeigt und der Beweis
vollstandig. 0

[.6.6. PROPOSITION. Die Gruppen U, und GL,(C) sind wegzusammenhdn-

gend. Die Inklusionen S' = U; — U, C GL,(C), induzieren Isomorphismen
7 = 7T1(Sl) = 7T1(U1) = 7T1(Un) = 7Tl<GLn((C))

BEWEIS. Bach Proposition 1.6.1 ist die kanonische Inklusion U,, — GL,(C)
eine Homotopiedquivalenz, es geniigt daher U,, zu behandeln. Nach Propositi-
on 1.6.3 gilt U; x SU,, = U,,. Alle Behauptungen folgen daher sofort aus Propo-
sition 1.6.4, Proposition 1.1.17 und Satz 1.2.1, denn U; = S*. [

Fiir n € N betrachte die Gruppe
GL,(R) := {A € M,,,(R) : det A # 0}
der invertierbaren reellen (n x n)-Matrizen, und die Gruppe
0, = {A € GL,(R) : A"A = In}
der orthogonalen Matrizen. Weiters bezeichne

An(R) :={D € M, ,,(R) : D;; € (0,00) fiir alle 4, und D; ; =0 falls i > j}
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die Gruppe der reellen oberen Dreiecksmatrizen mit positiven Eintragungen auf
der Diagonale. Alle diesen Gruppen seien mit der von M,, ,(R) = R induzierten
Teilraumtopologie versehen. Beachte GL,(R) C GL,(C) und O,, = U,, N GL,(R).
Insbesondere ist O,,, als abgeschlossene Teilmenge von U,,, kompakt. Bemerke
auch, dass det : GL,(R) — R* und det : O,, — S° surjektiv sind, die Gruppen
GL,(R) und O,, daher nicht wegzusammenhéngend sein kénnen. Etwa gilt O; =

= {—1,1}. Es bezeichne weiters GL(R) := {A € GL,(R) : det(A) > 0}, und
und SO,, := {A € O, : det(A) = 1} = GL(R) N O,, die spezielle orthogonale
Gruppe.

1.6.7. BEISPIEL. SO; ist ein einpunktiger Raum. Es gilt SO, = S, also
m1(SO2) = Z. Die Abbildung I — SOq, t — (9525t sin2rt ) - faktorisiert ndmlich
zu einem Homoomorphismus S' =2 I/{0,1} = SO,. Weiters gilt SO3 = RP?,
und daher 71 (SO3) = Zs, siehe Proposition 1.5.18. Um dies einzusehen, betrachte
wir $® C H als Einheitssphire in Hamiltons Quaternionen. Weiters bezeichne
[:=1t={z € H:z=—2} ¥R die rein imaginiren Quaternionen. Fiir z € H
definiert \, : I — I, \.(y) := xyZ, eine R-lineare Abbildung. Fiir z € S? ist ),
ist eine Isometrie auf I. Wir erhalten daher eine stetige Abbildung ) : S* — SOs.
Diese faktorisiert durch die Projektion S* — RP® zu einem Homo6omorphismus
RP? = SO5. Die Multiplikation in H definiert eine Gruppenstruktur auf S*, und

p:S? — SO3 ist ein Homomorphismus.

Ist n < m dann kénnen wir GL, ( ) als Untergruppe von GL,,(R) auffas-
sen, der Homomorphismus A — ( n) ist eine Einbettung. Dies liefert auch

Einbettungen O,, C O,,, GL(R) C GL *(R) und SO,, C SO,,,.

1.6.8. PROPOSITION. Schrinken wir (1.22) auf reelle Matrizen ein, so erhal-
ten wir einen Homdéomorphismus GL,(R) =2 O, xA,(R), und es gilt A,(R) =
R™ x R™"=Y/2 " Insbesondere ist O, Deformationsretrakt von GL,(R), und die
kanonische Inklusion O, — GL,(R) daher eine eine Homotopiedquivalenz. Wei-
teres Einschrinken liefert einen Homéomorphismus GL(R) = SO, xA,(R).
Somit ist SO,, Deformationsretrakt von GLT(R), und die kanonische Inklusi-
on SO,, — GL}!(R) daher eine Homotopieiquivalenz. Schlieflich ist GL,(R) =
0; x GL(R) sowie O, = O; x SO,,.

BeEwEIs. Offensichtlich liefert die Einschrankung von (1.22) eine injektive ste-
tige Abbildung O,, XA, (R) — GL,(R). Es geniigt zu zeigen, dass diese auch sur-
jektiv ist, nach Proposition 1.6.1 muss sie dann ein Homdomorphismus sein. Sei
also A € GL,(R) € GL,(C). Nach Proposition 1.6.1 existieren U € U, und D €
A, (C) mit A =UD. Es folgt D*D = D*I,,D = D*U*UD = A*A € GL,(R). Da
D und D* reelle Diagonaleintréage haben folgt mit ein wenig linearer Algebra, dass
D eine reelle Matrix sein muss, dh. D € A,(C) N M, ,(R) = A,(R). Damit ist
auch U eine relle Matrix, also U € U,, "M, ,(R) = O,,. Dies zeigt O,, xA,(R) =
GL,(R). Da det(D) > 0 sehen wir, dass sich dies zu einem Homdomorphismus
SO, xA,(R) = GL; (R) einschréinkt. Durch Logarithmieren der Diagonaleintrige
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erhalten wir einen Homoomorphismus A, (R) = R® x R™"~1/2. Wie im Beweis
von Proposition 1.6.1 folgt, dass O,, Deformationsretrakt von GL,(R), und SO,
Deformationsretrakt von GL; (R) ist. Matrizenmultiplikation liefert Homomor-
phismen O; x GL}(R) — GL,(R) und O; x SO,, = O,,. O

Es bezeichne SL,(R) := {A € GL,(R) : det(A) = 1} die spezielle lineare
Gruppe, und SA,(R) := A,(R) N SL,(R).

[.6.9. PROPOSITION. FEinschrinken von (1.22) liefert einen Homdéomorphis-
mus SL,(R) = SO, xSA,(R), und es gilt SA,(R) = Rt x R*"=D/2 [nshe-
sondere ist SO,, Deformationsretrakt von SL,(R), und die kanonische Inklusion
SO,, — SL,(R) daher eine eine Homotopiedquivalenz. Weiters ist GL,(R) =
GL;(R) x SL,(R) und GL(R) = GL] (R) x SL,(R). Somit ist SL,(R) Defor-
mationsretrakt von GL(R), und die Inklusion SL,(R) — GL!(R) daher eine
Homotopiedquivalenz.

BEWEIS. Die erste Aussage folgt sofort aus Proposition 1.6.8, denn fiir U €
SO, und D € A,(R) gilt det(UD) = det(D). Durch Logarithmieren der Diago-
naleintriige erhalten wir einen Homdomorphismus SA,,(R) =& R™~! x RMn=1/2,
Wie im Beweis von Proposition 1.6.1 folgt nun, dass SO,, Deformationsretrakt von
SL,(R) ist. Matrizenmultiplikation liefert Homéomorphismen GL; (R) xSL,,(R) =
GL,(R) und GL{ (R) x SL,(R) = GL}(R). Da GL; (R) kontrahierbar ist, sechen
wir auch, dass SL,(R) Deformationsretrakt von GL; (R) ist. O

1.6.10. PROPOSITION. Die Gruppen SO,, SL,(R) und GL}(R) sind wegzu-
sammenhdngend, n € N. Die kanonischen Inklusionen induzieren Isomorphis-
men 7, = 7T1(SOQ) = 7T1<SL2(R)) = Wl(GL;(R)) und ZQ = 7T1(SO‘3,) = 7Tl<SOn) =
71 (SL,(R)) & m (GLY(R)) fiir n > 3.

Fiir den Beweis von Proposition 1.6.10 betrachten wir die stetige Abbildung

p: SO, — S, p(A) :== AN, (I.24)

wobei N := (0,...,0,1) € S® C R™" den (n + 1)-ten Einheitsvektor bezeichnet,
p(A) ist daher die letzte Spalte von A.

1.6.11. LEMMA. Es sei P € S", n € N, und es bezeichne X := S" \ {P}.
Dann existiert ein Homdomorphismus ¢ : X x SO, 5 p Y X), sodass po p =
pry und p(z, AU) = @(x, A)U fir alle A,U € SO, © € X. Dabei bezeichnet
pr; : X x SO,, — X die Projektion auf den ersten Faktor.'®

BEWwEIS. Wir konstruieren zunéchst eine stetige Abbildung o : X — SO, 14
mit p o o = idy, siehe Vorlesung.

Wir definieren nun ¢ : X x SO,, — p~1(X), ¢(z, A) := o(z)A. Offensichtlich
gilt p(x, AU) = p(x, A)U fur alle A,U € SO,,. Es ist aber auch p(p(z,A)) =

I3Es ist daher (1.24) ein Hauptfaserbiindel mit Strukturgruppe SO,,.
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p(o(x)A) = p(o(x)) = x, also po p = pr;. Fir B,C € SO, gilt offensicht-
lich p(B) = p(C) genau dann, wenn C~ !B € SO,,. Wegen p(c(p(B))) = p(B)
erhalten wir insbesondere o(p(B))~'B € SO,, fir B € p~'(X). Es ist daher
Y pH(X) —» X x SO, ¥(B) := (p(B),o(p(B))"'B), eine stetige Abbildung.
Eine einfach Rechnung zeigt, dass dies die Umkehrabbildung von ¢ ist. Also ist
¢ ein Homdomorphismus. 0

BEWEIS VON PROPOSITION 1.6.10. In Proposition 1.6.9 haben wir gesehen,
dass die Inklusionen SO, — SL,(R) = GL;}(R) Homotopieiquivalenzen sind.
Fiir n < 3 folgt daher alles aus Beispiel 1.6.7. Es geniigt daher zu zeigen, dass
SO, 11 wegzusammenhéngend ist, und dass die Inklusion SO,, — SO,,;; einen

Isomorphismus 71 (SO,) — 71 (SOps1) induziert, n > 3. Dabei verwenden wir
den Basispunkt I,, € SO,,.

Wihle einen Punkt P € S™ sodass P # N und —P # N. Betrachte die
offenen Teilmengen U := p~!(S™ \ {P}) und V := p~*(S"™ \ {—P}) von SO, 1,
siehe (1.24). Offensichtlich ist SO, 3 = U UV und SO,, CU NV. Dan > 3 sind
S\ {P}, S"\ {—P} und S™\ {P, —P} einfach zusammenhéngend.

Wir zeigen zunéchst, dass SO, 11 wegzusammenhéngend ist. Wir fithren den
Beweis durch Induktion nach n, und diirfen daher SO,, als wegzusammenhéngend
annehmen. Nach Lemma 1.6.11 sind dann U und V' wegzusammenhéngend, also
muss auch U UV = SO,,,; wegzusammenhéngend sein.

Aus Lemma 1.6.11 folgt auch, dass die Inklusionen SO,, — U NV, SO, — U

und SO, — V Isomorphismen 71 (S0,) = m (U N V), m(S0,) = m(U) und
m1(S0,) = m (V) induzieren. Nach Satz 1.5.5 induziert daher auch die Inklusion

SO,, — SO, 41 einen Isomorphismus m1(SO,,) =N T1(SOpy1)- O

[.6.12. PROPOSITION. Die Gruppe O, hat zwei Wegzusammenhangskompo-
nenten, die eine stimmt mit SO,, tberein, die andere ist homdéomorph zu SO,,.
Die Gruppe GL,(R) hat zwei Wegzusammenhangskomponenten, die eine stimmit
mit GL} (R) diberein, die andere ist homéomorph zu GL (R).

BEWEIS. Nach Proposition 1.6.10 sind SO, sowie GL;(R) wegzusammen-
héngend. Alles folgt daher aus den Homoomorphismen O; x SO,, = O, und
0; x GL(R) = GL,(R) aus Proposition 1.6.8, denn O; = {—1,1} ist ein zwei-
punktiger Raum. U

Wie wir oben gesehen haben sind die Fundamentalgruppen von S, C*, 7™,
GL,(R), GL,(C), SL,(R), SL,(C), O,, U,, SO, und SU, alle abelsch. Dies
ist kein Zufall, denn die Fundamentalgruppe einer topologischen Gruppe muss
abelsch sein, siehe Korollar 1.6.21 unten. Eine topologische Gruppe ist eine Grup-
pe G die mit einer Topologie versehen ist, sodass Multiplikation p: G x G — G,
(g,h) — u(g,h) := gh und Inversion v : G — G, g — v(g) := g~! stetig sind.



L.6. DIE FUNDAMENTALGRUPPE EINIGER MATRIZENGRUPPEN 57

[.6.13. BEISPIEL. Jede Untergruppe einer topologischen Gruppe ist beziiglich
der Teilraumtopologie eine topologische Gruppe. Produkte topologischer Grup-
pen sind wieder topologische Gruppen.

[.6.14. BEIsPIEL. Jede Gruppe, versehen mit der diskreten Topologie, ist eine
topologische Gruppe.

[.6.15. BEISPIEL. R™ und C", versehen mit der iiblichen Topologie, bilden
beziiglich der Addition abelsche topologische Gruppen. Allgemeiner kann jeder
topologische Vektorraum beziiglich der Addition als abelsche topologische Gruppe
aufgefafit werden.

1.6.16. BE1spIEL. C* = C\ {0}, versehen mit der von C induzierten Topologie,
bildet beziiglich der Multiplikation komplexer Zahlen eine abelsche topologische
Gruppen. Als Untergruppen con C* sind auch S, R* = R\ {0} und R* = (0, 00)
abelsche topologische Gruppen. Der Torus 7" = St x --- x S ist eine abelsche
kompakte topologische Gruppe.

1.6.17. BEISPIEL. Die Matrizengruppen GL,(C) und GL,(R), versehen mit
der von M, ,(R) =2 R™ bzw. M, ,(C) = C* induzierten Teilraumtopologie,
bilden beziiglich der Multiplikation von Matrizen topologische Gruppen. Daher
bilden auch die Untergruppe O,,, U,, SO,,, SU,,, SL,(R) und SL, (C) topologische
Gruppen.

Unter einem H -Raum verstehen wir einen punktierten Raum (X, ) zusam-

men mit einer Abbildung punktierter Raume p : (X, e) x (X, e) — (X, e), sodass
po (idx,c.) und po (¢, idx) beide homotop relativ Basispunkt zu idyx sind. Da-
bei bezeichnet ¢, : (X,e) — (X, e) die konstante Abbildung, c¢.(xz) := e. Die
Abbildung p wird auch als Multiplikation bezeichnet.

[.6.18. BEISPIEL. Jede topologische Gruppe ist ein H-Raum. In diesem Fall
gilt sogar po (idx xc.) = idx und po (c.oidx) = idx, wobei p die Gruppenmul-
tiplikation und e das neutrale Element bezeichnen.

[.6.19. SATZ (Fundamentalgruppe von H-Rdumen). Es sei (X, e) ein H-Raum
mit Multiplikation p: (X, e) x (X, e) — (X, e). Dann stimmt der von der Multi-
pikation induzierte Homomorphismus

e (X e) x (X e) =m((X,e) x (X,e)) — m(X,e)
mit der Multiplikation in m (X, e) dberein, dh. fir o,7 € m(X,e) gilt p.(o,7) =
ot. Insbesondere ist m (X, e) abelsch.

BEWEIS. Es seien f,g : I — X zwei Schleifen bei e. Betrachte die stetige
Abbildung H := po (f xg): I xI — X, H(s,t) = pu(f(s),g(t)). Beachte, dass
H die vier Eckpunkte von I x I auf e abbildet. Weiters seien ¢1 : I — [ X I,
11(8) == (8,0), o : I — I xX I, 15(t) := (1,¢t), und ¢3 : I — I x I, 15(t) := (¢,1).

14 Raum, nach Heinz Hopf.
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Da I x I einfach zusammenhéngend ist, gilt ty.o ~ ¢3 relativ Endpunkte, also
auch (H o 11)(H o 19) ~ H o3 relativ Endpunkte, und damit [H o (1][H o 5] =
[H o 15) € mi(X, ¢). Wegen (H o 1)(t) = p(f(¢), g(t)) st [H o 15] = (], g]) €
mi(X,e). Da (H ou)(s) = u(f(s),9(0)) = p(f(s),e) = (po (idx,ce) o f)(s) ist
Hou = po(idy,c)o f~idxof = f relativ Enpunkte, denn u o (idx,c.) ~
idy relativ Basispunkt. Daher gilt [H o +1] = [f] € m (X, e). Analog folgt aus
po (ce,idy) ~ idx, dass [H o9 = [g] € m1(X, e). Insgesamt erhalten wir [f][g] =
[H o u1|[H 03] = [H o) = pu([f], [9]), womit die erste Behauptung bewiesen ist.
Seiennun ¢y : I — Ix1, 14(t) :=(0,t),und ¢5 : I — IxI, 15(s) := (s,1). Wie oben
folgt 1415 ~ 13 relativ Endpunkte, [Howy|[Hows] = [Hows] = p.([f], [g]) € (X, e),
[H o) = [g), [H o) = [f] und damit [g][f] = p.(f], [g]); also ist m1(X,e)
abelsch. Der Beweis der Kommutativitit von 7 (X, ) kann durch folgendes etwas
algebraischere Argument ersetzt werden. Da die Multiplikation in (X, e) von
einer stetigen Abbildung induziert wird muss sie ein Homomorphismus sein, und
dies ist nur fiir abelsche Gruppen moglich, siehe Bemerkung 1.6.20 unten. 0

[.6.20. BEMERKUNG. Fiir eine Gruppe I ist die Multiplikation p : I' x ' — T°
genau dann ein Homomorphismus, wenn I' abelsch ist, denn ((g1, h1)(g2, h2)) =

M(glgm h1h2> = g1g2h1hs und M(gh hl)ﬂ(gm h2) = g1h1g2hs.

1.6.21. KOROLLAR. Es sei GG eine topologische Gruppe mit neutralem Element
e, Multiplikation u : G x G — G und Inversion v : G — G. Dann ist m (G, e)
abelsch. Sind f,g : I — G zwei Schleifen bei e, dann reprsentiert die Schleife
po (fyg): 1 — G, tw— f(t)g(t) = n(f(t),g(t)), das Produkt von [f] und [g], dh.
(o (f,9)] = [fllg] € m(G,e). Weiters reprisentiert vo f : [ — G, t — v(f(t)) =
f(t)7, das inverse Element von [f], dh. [vo f] =[f]"' € m(G,e).

BEWEISs. Beachte, dass (G,e) durch g zu einem H-Raum wird, siehe Bei-
spiel 1.6.18. Nach Satz 1.6.19 ist daher 7 (G, e) abelsch, und es gilt [uo (f,g)] =
[f1lg] € m1(G,e). Es bleibt noch zu zeigen, dass der von der Inversion v : G —
G induzierte Homomorphismus v, : m(G,e) — m(G,e) mit der Inversion in
71 (G, e) tbereinstimmt. Dies folgt nun aus der Relation ¢, = p o (v,idg), denn
1 = (co)vo = (po (1,idg))wo = pu(vio,0) = (vio)o, also v,o = o1, fiir alle
o€ m(G,e). O

1.7. Weitere Beispiele zum Seifert—van Kampen Satz. Um die etwas
komplizierteren Fundamentalgruppen einigermaflen in den Griff zu bekommen,
wiederholen wir kurz die Darstellung von Gruppen durch Erzeuger und Relatio-
nen. Ist S eine Menge, dann nennen wir F(S) := %7 die freie Gruppe iiber
S. Zu jedem s € S haben wir einen kanonischen injektiven Homomorphismus
s : Z — F(S), siche Lemma I.5.1. Wir bezeichnen ¢4(1) € F(S) wieder mit s.
Jedes Element in o # 1 € F(S) lésst sich in der Form 2 = %52 ... sn schreiben,
wobei s; € S und k; € Z. Dabei kénnen wir auch erreichen, dass alle k; # 0 und
s; # S;+1. Unter diesen Voraussetzungen ist die Darstellung dann eindeutig, siehe
Lemma I.5.1(iii). Ist K eine Gruppe und fiir jedes s € S ein k, € K gegeben,
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dann existiert ein eindeutiger Homomorphismus ¢ : F/(S) — K, sodass ¢(s) = ks
fiir alle s € S, siche Lemma 1.5.1(iv).

Eine Gruppe G heifit frei falls eine Menge S existiert, sodass G = F'(S). Die
Kardinalzahl £S wird der Rang der freien Gruppe G genannt und mit rank(G) be-
zeichnet. Dies ist wohldefiniert, denn aus F(S) = F(S’) folgt @, 4 Z = F(S)* =
F(S")*™ =@, o Z und damit §S = 45’ siche Beispiel 1.5.3.

1.7.1. BEISPIEL. Fiir eine beliebige Menge S gilt w1 (\/,c4(S", 1)) = F(S),
siche Proposition 1.5.8 und Satz 1.2.1. Bezeichnet ¢, : (S',1) — V/,.4(S', 1) die

kanonische Inklusion, dann bildet der obige Isomorphismus das Bild des Standar-
derzeugers (). ([w1]) € m1(V,eq(Sh, 1)) auf s € S C F(S) ab.

Ist R C F(S) eine Teilmenge so schreiben wir (S | R) := F(S)/N(R), wobei
N(R) den von R erzeugten Normalteiler in F(S) bezeichnet. Ist G eine Gruppe
und G = (S | R) dann nennen wir (S | R) eine Prdsentation von G mit Erzeugern
S und Relationen R. Sei nun K eine weitere Gruppe und fiir jedes s € S ein
ks € K gegeben, sodass der durch ¢(s) = k; bestimmte Homomorphismus ¢ :
F(S) — K auf jedem Element von R verschwindet, dh. ¢(r) = 1 € K fiir alle
r € R. Dann ist N (R) C ker(¢), also faktorisiert ¢ zu einem Homomorphismus
¢:(R]S)=F(S)/N(R) — K mit ¢(s) = ks.

Eine Gruppe G wird endlich prdsentierbar, geannt, falls eine Prisentation
G = (S| R) mit endlichen Mengen S und R existiert. Ist S = {sy,...,s,} und
R = {ry,...,ry} dann schreiben wir fur (S | R) auch (s1,...,8, | 71,...,7m)
oder (s1,...,8, |ri=1,...,rpm =1).

Jede Gruppe G besitzt die Présentation G = (S | R) mit S := G und
R = ker(p), wobei ¢ : F(S) — G den durch ¢(g) = g gegebenen Homomor-
phismus bezeichnet. Es faktorisiert ndmlich ¢ zu einem, offensichtlich bijektiven,
Homomorphimus (S| R) = F(S)/N(R) = F(S)/ker(¢) — G.

Falls r € N(R) dann ist N(R) = N(RU {r}) und daher

(S|R)=(S|RU{r}). (1.25)
Ist t ¢ S und w € F(S), dann gilt
(S|R) = (SU{t} | RU{t 'w}). (1.26)

Um dies einzusehen, sei ¢ : (S | R) — (SU{t} | RU{t"'w}) der durch p(s) =
s, s € S, eindeutig bestimmte Homomorphismus. Betrachte weiters den durch
P(s) = s, s € S, und P(t) = w eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢ :
(SU{t} | Ru{t~'w}) — (S| R). Offensichtlich ist 1) o p = id. Es gilt aber auch
pot =id, denn in (SU{t} | RU{¢t'w}) haben wir ¢(¢(t)) = w = t.

Sind (S | R) und (S’ | R') zwei endliche Prisentationen derselben Gruppe,
dh. (S| R) = (S" | R'), dann ist es stets moglich durch endlich viele Uberginge
der Art (1.26) und (1.25), die sogenannte Tietze-Prozesse, von der Prisentation
(S| R) zu der Présentation (S” | R) zu gelangen, siche etwa [18, Satz 5.8.2].
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Schliefilich seien noch
(S| R) * (S’ ] R') =~ (SuU S’ | RU R'> (1.27)

und

(S|R)™ = (S| RUK) (1.28)
erwihnt, wobei K = {sts™'t™' : s # t € S}. Der durch ¢(s) = s bestimmte
Homomorphismus ¢ : (S | R) — (S | RU K) faktorisiert ndmlich zu einem

Homomorphismus ¢ : (S | R)*® — (S| RUK) der invers zu dem durch (s )
bestimmten Homomorphismus (S | RUK) — (S | R)? ist, pot) = id, oy =

[.7.2. BEIsPIEL. Es gilt:
(i) (5| -) 2 2.

i) (s,t| —) =2 Zx*Z.

i) (s,t|stsH ) XZBZ.
v) (s|s") = Zn, fir n € Z.
{
i) (

_

(ii
(i

.

$,t | §" ") = Ly % Ly, fiir myn € Z.
s, t|smt" sts WYY 2 Z,, ® Z,, fiir m,n € Z.
(vii) (s,t] s* 3 3t4> = 0.

1.7.3. BEISPIEL (Kleinsche Flasche). Auf S' x I betrachte die von (z,0) ~
(z7,1) erzeugte Aquivalenzrelation. Der Quotientenraum K := (S* x )/~ wird
als Kleinsche Flasche bezeichnet. Es seip : S* x I — K die Quotientenabbildung.
Betrachte nun die offenen Teilmengen U := p((S*\ {—1}) x I) sowie V :=
p((S*\ {1}) x I) von K = U U V. Die Réume U und V sind Mébiusbénder,
vgl. Beispiel 1.3.30, die Schleife a : I — U, a(s) := p(1,s), reprisentiert einen
Erzeuger in 7 (U,a(0)) = Z, und b: I — V, b(s) := p(—1, s), reprisentiert einen
Erzeuger in m(V,b(0)) =& Z. Fiir den Durchschnitt gilt U NV = (0,7) x S,
die Schleife r := ryry reprisentiert einen Erzeuger in 7w (U NV, xy) = Z, wobei

1L = UNV,ri(s) =p@i,s),und o : I — UNV, rys) := p(—i,s), und

zo = r(0) € UNV. Weiters seien h, : I — U, hy(s) := p(ie”™*/2,0), und
hy : I — V., hy(s) := p(ie™/2,0), also he(0) = hy(0) = 20, ha(1) = a(0) =
a(1) und hy(1) = b(0) = b(1). Wir erhalten Erzeuger o := [hoah,] € 71 (U, x0),
B = [hybhy) € T (V,30) und p := [r] € 7 (U NV, x0). Der von der Inklusion
induzierte Homomorphismus (U NV, zy) — (U, xp) bildet p auf a? ab, und
der Homomorphismus 7, (UNV, zy) — 71 (V, xg) bildet p auf 3% ab. Aus Satz 1.5.5
folgt daher (K, xo) = (o, 8 | «*372). Eine niitzlichere Darstellung erhalten wir
wie folgt:

K)={a,f|a®87?) = (a,B,7 |7 'af", ?57%) nach
(a,8,7] aya'y, v 'aB™, o®37%) nach
(@, 8,7 ava™ly, v af™h) nach
= <O‘ v ‘ aya ’Y> nach

oo

=)

1.26
[.25
[.25
1.26

1%

1%

(I.26)
(1.25)
(1.25)
(1.26)
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Wir wollen noch zeige, dass 71 (K') isomorph zu Z x Z ist, wobei Z x Z die Menge
Zx Z mit der Gruppenstruktur (ki, 1) (ks, l2) = (k1+(—1)"ky, l;+15) bezeichnet.'
In Z x Z gilt die Relation (0,1)(1,0)(0,1)7(1,0) = (0,0) also bestimmt ¢(a) =
(0,1) und ¢(y) = (1,0) einen Homomorphismus ¢ : (a,7 | aya™v) — Z x Z.
Wegen p(vFal) = (1,0)%(0,1)! = (k,1) ist ¢ surjektiv. Aus der Relation ay =
v~ ta folgt, dass sich jedes Element in 2 € {a,~ | aya™1y) in der Form z = y*a!
schreiben lésst, k, [ € Z. Daraus sehen wir sofort, dass ker(y) = 0, also ist ¢ auch
injektiv. Insgesamt folgt

m(K) = Z % Z.
Fiir die Abelisierung erhalten wir
7y (K)*P = <a,7 ‘ a’ya_17>ab = <a,7 ‘ ayaty, a’ya‘l'y_1> nach (1.28)
=~ (o, ‘ v*, aya~ly, aya~'y") nach (1.25)
= <a,”y ‘ 72, a’ya‘lfy_1> nach (1.25)
=~ (a,7 | 72>ab nach (1.28)
= ((a]=) = {7 | 72>)ab nach (1.27)

~ (Z+Z,)" 2 7 & Z,

Die Kleinsche Flasche ist daher weder zur Sphire S? noch zum Torus 72 homto-
piefiquivalent (homdomorph), denn 7 (S5?) = 0 und m(7T?) X Z & Z.

Unter einer geschlossenen Fldche verstehen wir einen kompakten, (weg)zu-
sammenhingenden Hausdorffraum der lokal zu R? homdomorph ist, dh. jeder
Punkt besitzt eine zu R? homéomorphe Umgebung.'® Die Sphire S2, der Torus
T2, die projektive Ebene RP? und die Kleinsche Flasche K aus Beispiel 1.7.3 sind
geschlossene Flédchen.

Fiir g € N betrachte die Einpunktvereinigung von 2g Kreisen \/*?(S*, 1) und
bezeichne mit ¢, : (S*,1) — \/*(S*,1) die kanonische Inklusion der k-ten Kom-
ponente, 1 < k < 2¢. Fiir 1 < j < g definiere Schleifen a; : I — \/29(5’1,1),
a; == t; 0wy, und by : [ — \/*%(S',1), b; := 144; 0 wy. Betrachte schlieBlich die
Schleife ¢ := aibyaiby - - - azbyd,b, und fasse sie als Abbildung S* = 1/{0,1} —

156ind G und H zwei Gruppen, bezeichnet Aut(H) die Gruppe der Automorphismen von
H, und ist ¢ : G — Aut(H) ein Homomorphismus, dann definiert die Multiplikation (h1,¢1) -
(h2,g2) == (h1pg, (h2), g192) auf der Menge H x G eine Gruppenstruktur. Diese Gruppe wird
mit H X, G bezeichent und ein semidirektes Produkt von H und G genannt. Ihr neutrales
Element ist (1,1), das Inverse von (g, h) ist durch (g,h)™* = (¢,-1(h™'),g7") gegeben. Wir
haben einen injektiven Homomorphismus ¢ : H — H %, G, ¢(h) := (h, 1), und einen surjektiven
Homomorphismus p : H x, G — G, p(h, g) := g. Weiters ist ker(p) = img(¢), und daher H ein
Normalteiler von H i, G. Fiir den trivialen Homomorphismus ¢ = 1 erhalten wir H %, G =
H x G. Das Beispiel im Text oben kommt von ¢ : Z — Aut(Z) = {1}, ¢;(k) = (—1)'k.

6Dje geschlossenen Flichen sind daher genau die zusammenhiingenden, kompakten 2-
dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeiten ohne Rand.
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V*(S', 1) auf. Der Raum M, := (\/**(S,1)) U, D? wird die orientierbare Fliche
vom Geschlecht g genannt. Wir setzen noch M, := S?. Es ist leicht einzusehen,
dass jedes M, tatséchlich eine geschlossene Fliche ist, g € Ng. Etwa gilt M; = T2
Aus Korollar 1.5.14 erhalten wir folgende Darstellung ihrer Fundamentalgruppe,

7T1(Mg) = <O[1,ﬁ1, c. 7055]769 | [al,ﬁl] e [Olg,ﬁg]>

wobei wir die iibliche Notation [a, 3] := aBa~!37! fiir den Kommutator von «
und [ verwenden. Mittels (I.28) und (I1.25) berechnen wir die Abelisierung,

7Tl<Mg)ab = <alaﬁla cee 7agvﬁg | [051761] T [agvﬁg]v [aia aj}a [ﬂza 6j]7 [aia ﬁj]>
= <0517517 . ,Oégvﬁg | [ai7aj]7 [ﬁzﬁﬁj]? [O‘z‘yﬁjp

= <alaﬁla---7agvﬁg | _>ab
X (Zok -k L) 279

Fiir ¢ € N betrachte die Einpunktvereinigung von g Kreisen \/?(S*,1) und
bezeichne die kanonische Inklusion der k-ten Komponente mit ¢ : (S, 1) —
V(51 1), 1 <k <g.Fir 1 <k < g definiere Schleifen a;, : I — \/?(S', 1), a; :=
ti o wi. Fasse die Schleife ¢ := ajajasas - - - aya, als Abbildung S* = 1/{0,1} —
V(S 1) auf. Der Raum Ny := (\/?(S*, 1)) U, D? wird als die nicht orientierbare
Fliche mit Geschlecht g bezeichnet. Jedes IV, ist eine geschlossene Fléche, g € N.
Etwa gilt N; = RP? und N, = K, siche Beispiel 1.7.3. Aus Korollar 1.5.14 erhalten
wir fiir die Fundamentalgruppe

~ 2 2 2
T (Ng) & (o, ..., aq | afa3 - o),

und fiir ihre Abelisierung

WI(Ng)ab = <a1, Qg ’ alas - 043, [, aj]>
= (..., 00,7 |7V T mas oy, aiog - al, [, a])
= <a1, Qg Y | v v gy ay, ddag - ozg, [y, ozj]>
o <a1, ceyQgy Y | v, v laras - Qg [Oéi,OéjD
x~ <a1, ceey Oy Y | 72, 7_1oz1042 cee ozg>ab

[

ab
<C¥1, sy g1, ’ 72>
ab
= ({aul=) %o (agr | =) = (7h?)
> (Zw- % LxTy)" 2297 @ Z,
Wir halten diese Resultate in folgendem Korollar fest.

[.7.4. KOROLLAR. Fiir die gechlossenen Flichen gilt:
7-‘-1(]\4—g) = <0517B17 s o 7ag7/6_q } [0417/61] T [ag7/69]>7 ﬂ-l(Mg)ab = Z297

1 (Ng) = <a1, S0 ’ ajas - Oé§>, 7T1(Ng)ab =75 g Z,.
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Insbesondere sind die Flichen My, Ny, My, Ny, Mo, N3, ... paarweise nicht homo-
topiedquivalent (homdéomorph).

[.7.5. BEMERKUNG. Die geschlossenen Fléchen sind vollstandig klassifiziert,
jede geschlossene Fléche ist zu genau einer der Flachen My, Ny, My, Ny, Ms, . ..
homdomorph. Die Berechnung der Fundamentalgruppen oben hat gezeigt, dass
eine geschlossene Fliche zu hochstens einer solchen Flache homoéomorph sein
kann. Um zu zeigen, dass sie tatséchlich zu einer Féche dieser Liste homoomorph
ist sind vollig andere Methoden notig.

Unter einem Knoten verstehen wir eine Teilmannigfaltigkeit K C R3, wobei
K =~ S'. Zwei Knoten K; und K, heifien dquivalent, falls ein Homoomorphis-
mus ¢ : R® 5 R3 mit p(K,) = K, existiert. Sind zwei Knoten dquivalent,
dann miissen die Fundamentalgruppen der Knotenkomplemente isomorph sein,
(lass,)s : m(RP\ Ky) = m(R?\ K,). Dies erméglicht es, zwei Knoten als
nicht dquivalent zu erkennen. Fiir Torusknoten sind diese Berechnungen in [18,
Beispiel 5.7.11] bzw. [4, Example 1.24] ausgefiihrt. Ist ein Knoten gegeben, dann
lasst sich stets eine Présentation, die sogenannte Wirtinger Prdsentation, der
Gruppe m (R?\ K) durch Erzeuger und Relationen angeben, siche etwa [4, Exer-
cise 22 in Section 1.2] oder [10, Chapter 11]. Wir begniigen uns hier mit der
Berechnung der Fundamentalgruppe des Komplements des trvialen Knoten, sie-
he Beispiel 1.7.6 unten.

Oft ist es bequem Knoten als Teilmannigfaltigkeiten von S% aufzufassen. Da-
zu wihlen wir einen Punkt oo € S% und identifizieren R? = $3 \ {occ}, vgl. Bei-
spiel 1.1.25. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass zwei Knoten K; und K5 in R? genau
dann dquivalent sind, wenn ein Homdomorphismus ¢ : S? — S mit p(K;) = Ko
existiert. Auch induziert die Inklusion R* \ K — 5%\ K einen Isomorphismus
m(R3\ K) = m (5% \ K). Dies folgt aus Satz 1.5.5 mit U := R*\ K C S?\ K
und einer geeigneten offenen Umgebung V von oo € S% \ K, sodass V = B3 und
VNnU = B3\ {0}

[.7.6. BEISPIEL (Triviales Knotenkomplement). Betrachte X := S3\S', wobei
ST CC, S CC?und St C 83 via z — (z,0). Die Abbildung ¢ : X — C x S,
o(z,w) = (%, ﬁ) ist ein Homoomorphismus, es gilt daher 71 (X) = Z. Genauer,
die Inklusion f : S' — X, f(w) := (0,w), induziert einen Isomorphismus f, :
m1(S') — m(X). Die Schleife I — X, s + (0,e*#), repriisentiert daher einen
Erzeuger in m (X).

L.7.7. SATZ. Zu jeder Gruppe G existiert ein wegzusammenhdngender Haus-

dorffraum X mit m (X) = G. Ist G endlich prisentierbar, dann kann X kompakt
gewdhlt werden.

BEWEIS. Sei G = (S | R) = F(S)/N(R) eine Prisentation von G mit Erzeu-
gern S und Relationen R C F(5). Betrachte die Einpunktvereinigung von Krei-
sen \/, g(S,1). Nach Beispiel 1.7.1 ist m (\/,.g(S", 1)) = F(S). Jede Relation
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r € R C F(S) kann daher als Element in 71 (\/,c4(S", 1)) = [(S*, 1), V,cs(S", 1)]
aufgefasst werden, siche Proposition 1.3.32. Fiir jedes r € R sei ¢, : (S',1) —
V,es(S', 1) eine stetige Abbildung die r repésentiert. Es bildet dann (¢,). :
m(SY, 1) — 7 (V,es(5% 1)) den Erzeuger [wi] € m1(S*,1) auf r ab. Die Abbil-
dungen ¢, liefern eine stetige Abbildung

@ : \/(Sl, 1) — \/(Sl, 1).
reR seS

Das Bild von ¢, : 71 (V,cp(S% 1)) — m1(V,es(S, 1)) stimmt dann mit der von
R erzeugten Untergruppe von F'(S) iiberein, also ist N (img(p.)) = N (R).

Bezeichnet nun X := C, den Abbildungskegel von ¢, dann folgt m(X) =
T1(V,es(S 1)) /N (img(p.)) = F(S)/N(R) = G, siehe Satz 1.5.13. Ist G endlich
préasentierbar, dann konnen wir S und R endlich wahlen, und der eben konstru-
ierte Raum X ist dann kompakt. 0



II. Uberlagerungen

Jeder hinreichend zusammenhéngende topologische Raum besitzt eine ein-
fach zusammenhingende, die sogenannte universelle Uberlagerung. Geometrische
Strukturen der Basis lassen sich oft in kanonischer Weise auf diese universelle
Uberlagerung liften. Die Fundamentalgruppe der Basis wirkt frei auf der univer-
sellen Uberlagerung und lisst iiblicherweise die gelifteten geometrischen Struk-
turen invariant. Die Uberlagerungstheorie liefert daher ein Werkzeug mit dem
das Studium geometrischer Objekte auf die einfach zusammenhéngende Situa-
tion zuriickgefithrt werden kann. Als Beispiele seien hier nur die Theorie der
Lie-Gruppen, die Riemannschen Flachen und die vollstdndigen Riemannschen
Mannigfaltigkeiten mit konstanter Schnittkriimmung erwéhnt.

Unter schwachen Zusammenhangsvoraussetzungen ist eine vollstdndige Klas-
sifikation der Uberlagerungen eines Raumes mit Hilfe seiner Fundamentalgruppe
moglich. Auch das Liftungsproblem lédsst sich mittels der Fundamentalgruppe
16sen. SchlieBlich kénnen Uberlagerungen dazu verwendet werden die Fundamen-
talgruppen mancher Rdume zu bestimmen.

Einfiihrungen in die Uberlagerungstheorie finden sich etwa in [8, Kapitel IX],
[4, Chapter 1.3], [18, Kapitel I1.6], [14, Kapitel I11.6] oder [15, Chapter 2]. Fiir
eine kurze Darstellung mittels Gruppoiden siehe [13, Chapter 3.

I1.1. Elementare Eigenschaften von Uberlagerungen. Eine surjektive
stetige Abbildung p : X — X wird eine Uberlagerung genannt, falls jeder Punkt
r € X eine offene Umgebung U mit folgender Eigenschaft besitzt: Es existie-
ren eine Indexmenge A und disjunkte offene Teilmengen Uy C X, X e A, mit
p ' U) = yen U,, sodass Plg, U, — U ein Homoomorphismus ist, fiir jedes
A € A. In diesem Fall sagen wir U wird gleichméfig von p iiberlagert. In diesem
Zusammenhang werden X als Basis, X als Total- oder Uberlagerungsmum und p
als Uberlagerungsabbildung bezeichnet. Wir sagen auch X ist eine Uberlagerung
von X, wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht welche Abbildung p gemeint
ist.

I1.1.1. BEISPIEL. Die Abbildung p: R — S, p(t) := > ist eine Uberlage-
rung, die offenen Teilmengen S* \ {1} und S'\ {—1} werden von p gleichmiBig
iiberlagert, siche Lemma 1.2.9.

Unter einem Isomorphismus zwischen zwei Uberlagerungen p1 X, - X
und po X2 — X verstehen wir einen Homoomorphlsmus Y X1 — XQ fir
den py 0 o = p; gilt. Zwei Uberlagerungen desselben
Raums werden isomorph genannt, falls ein Isomorphis-
mus zwischen ihnen existiert. Ein Isomorphismus von \ /
Uberlagerungen ¢ : X — X wird Automorphismus
oder Decktransformation von X genannt. Die Menge
der Decktransformationen einer Uberlagerung bildet beziiglich der Komposition

von Abbildungen eine Gruppe die mit Deck(p) oder Deck(X) bezeichnet wird.
65
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I1.1.2. BEMERKUNG. Jede Uberlagerung ist ein lokaler Homdomorphismus
und daher insbesondere eine offene Abbildung.!” Auch ist jede Uberlagerung
p: X — X eine Quotientenabbildung, dh. eine Teilmenge U C X ist genau dann
offen, wenn ihr Urbild p~(U) offen in X ist. Ein surjektiver lokaler Homoomor-
phismus muss i.A. keine Uberlagerung sein, etwa ist p : (0,37) — S*, p(t) := ™,
keine Uberlagerung. Weder 1 € S noch —1 € S! besitzen offene Umgebungen
die von p gleichméfig iiberlagert werden.

I1.1.3. BEISPIEL. Ist F' ein nicht leerer diskreter topologischer Raum, dann
ist die kanonische Projektion px : X x F' — X eine Uberlagerung. Jede Bijektion
7 : F — F liefert eine Decktransformation X x F' — X x F, (z, f) — (z,7(f)).
Wir erhalten einen injektiven Gruppenhomomorphismus &(F') — Deck(px).

I1.1.4. BEISPIEL. Ist p : X — X eine Uberlagerung und A C X ein Teilraum,
dann ist die Einschrénkung pl,-1(4) : p~*(A) — A eine Uberlagerung. Fiir diese

eingeschrinkte Uberlagerung wird auch die Notation X |4 verwendet.

Eine Uberlagerung wird trivial genannt, wenn sie zu einer Uberlagerung py :
X X F — X isomorph ist, siehe Beispiel I1.1.3. Die néchste Proposition zeigt,
dass Uberlagerungen stets lokal trivial sind.

I1.1.5. PROPOSITION. Es sei p : X — X eine Uberlagerung und U C X
eine offene Teilmenge die von p gleichmdf$ig tiberlagert wird. Dann existiert ein
diskreter Raum F und ein Homdéomorphismus ¢ : p ' (U) — U x F, sodass
pu © @ = plp-1wy, wobei py : U x ' — U die kanonische Projektion bezeichnet.

Die eingeschrinkte Uberlagerung X\U 1st daher trivial.

BEWEIS. Da U von p gleichméBig iiberlagert wird existieren eine Indexmen-
ge A und disjunkte offene Teilmengen Uy C X, A € A, mit p™'(U) = ||, Ux
und so, dass p|[~]A : Uy — U ein Homoéomorphismus ist, fiir jedes A\ € A. Wir

versehen A mit der diskreten Topologie und be- "

trachten die Abbildung ¢ : U x A — p~1(U), UxA = pH(U)
Y(x,A) := (plg,) " (x). Offensichtlich ist 1 bijek- \ /

tiv, und es gilt pov = py. Da 1) die offenen Men- bu - P

gen U x{\} homdomorph auf die offenen Mengen
U, abbildet, ist 9 ein Homdomorphismus. Setzen wir F' := A und ¢ := ~!, dann
haben diese die in der Proposition formulierten Eigenschaften. O

I1.1.6. BEMERKUNG. Offensichtlich gilt auch die folgende Umkehrung von
Proposition I1.1.5. Ist p : X — X eine stetige Abbildung und existieren zu jedem

1"Bine Abbildung f : Y — Z wird lokaler Homdomorphismus genannt, falls jeder Punkt
y € Y eine offene Umgebung U besitzt die durch f homéomorph auf eine offene Umgebung von
f(y) abgebildet wird. Diese Eigenschaft bleibt dann fiir jede in U enthaltene offene Teilmenge
richtig. Lokale HomGomorphismen sind stetig und offen. Dabei heifit eine Abbildung f : Y — Z
offen, falls sie offene Teilmengen von Y auf offene Teilmengen in Z abbildet.
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Punkt x € X eine offene Umgebung U von z, ein diskreter Raum F' und ein
Homgomorphismus ¢ : p~'(U) — U x F mit pyop = p|,~1(y), dann muss p schon
eine Uberlagerung sein.

Ist p : X — X eine Uberlagerung und z € X, dann wird F, := p~!(z) die
Faser iiber x genannt. Aus der Definition einer Uberlagerung folgt sofort, dass
ihre Fasern diskrete topologische Raume sind. Die Kardinalitdt der Faser iiber
z wird die Blitterzahl der Uberlagerung an der Stelle = genannt. Die Blitter-
zahl einer Uberlagerung definiert eine lokal konstante Funktion auf X. Fiir zu-
sammenhédngendes X muss daher die Blatterzahl konstant sein. Wir sprechen
von einer n-blittrigen oder n-fachen Uberlagerung, falls jede Faser aus genau n
Punkten besteht.

_IL.1.7. BEISPIEL. Jeder Homomorphismus p : )~( — X ist eine ein-bléttrige
Uberlagerung. Umgekehrt muss jede ein-blattrige Uberlagerung ein Homdomor-
phismus sein, sieche Bemerkung I1.1.2.

I1.1.8. BEISPIEL. Die Abbildung p : R — S! aus Beispiel I1.1.1 ist eine
unendlich-bléttrige Uberlagerung. Fiir n € Z ist die Translation 7, : R — R,
To(t) :=t + n, eine Decktransformation. Wir erhalten einen injektiven Gruppen-
homomorphismus Z — Deck(p), n +— 7,.

I1.1.9. BEISPIEL. Fiir n € N ist die Abbildung p, : S* — S, p,(2) := 2",
eine n-blittrige Uberlagerung. Dabei ist S' = {z € C : |z| = 1}. Es bezeichne
G, ={CeC:¢ =1} C 8 C C die Menge der n-ten Einheitswurzeln.
Diese bilden beziiglich der Multiplikation komplexer Zahlen eine zu Z,, isomorphe
Gruppe, ein Isomorphismus ist durch Z, =R G, k] — e?™k/n gegeben. Jedes
¢ € G, definiert eine Decktransformation p; : S' — S, pc(z) := (2. Wegen
Derica = Dai © Dy C1, G € Gy, erhalten wir einen injektiven Homomorphismus

Zn = Gn - DeCk(pn)u C e

I1.1.10. BEISPIEL. Die Abbildung p : C — CX, p(z) := e¥# liefert eine
unendlich-blittrige Uberlagerung. Fiir n € Z ist 7, : C — C, 7,(2) := 2z + n,
eine Decktransformation. Wir erhalten einen injektiven Homomorphismus Z —
Deck(p), n +— 7,. Schrinken wir diese Uberlagerung auf den Teilraum S' C C*
ein, so erhalten wir die Uberlagerung aus Beispiel 11.1.8.

II.1.11. BeispIEL. Fiir n € N ist die Abbildung p, : C* — C*, p,(z) =
2", eine n-bléttrige Uberlagerung. Jede n-te Einheitswurzel ¢ € G,,, siche Bei-
spiel I1.1.9, definiert eine Decktransformation p : C* — C*, p¢(2) := (z. Wieder
haben wir einen injektiven Homomorphismus Z,, = G,, — Deck(p,). Schrianken
wir diese Uberlagerung auf den Teilraum S' C C* ein, so erhalten wir die Uber-
lagerung aus Beispiel 11.1.9.

n

I1.1.12. BEISPIEL. Die Quotientenabbildung p : S™ — RP" ist eine zweiblétt-
rige Uberlagerung. Die sogenannte Antipodalabbildung A : S™ — S™, A(x) := —=,
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ist eine Decktransformation. Wegen A? = idg» erhalten wir einen injektiven Ho-
momorphismus Zy — Deck(p), [0] — idgn, [1] — A.

11.1.13. BEISPIEL. Sind p : X — X und ¢ : Y — Y zwei Uberlagerungen,
dann ist auch p X ¢ : X x Y — X x Y eine Uberlagerung. Mittels Induktion
folgt, dass endliche Produkte von Uberlagerungen wieder Uberlagerungen sind.
Fiir unendlich viele Faktoren bleibt dies jedoch nicht richtig, siche etwa [15,
Example 2.2.9].

I1.1.14. BEISPIEL. Sind p; : Xj — X Uberlagerungen, j € J, dann ist auch
Lljejpj : I—lje X; — X eine ﬂberlagerung.

_I1.1.15. BEMERKUNG. Die Komposition zweier Uberlagerungen ist i.A. keine
Uberlagerung, siehe etwa [15, Example 2.2.8].

Der Totalraum einer Uberlagerung erbt viele topologische Eigenschaften der
Basis. Auch lassen sich geometrische Strukturen der Basis oft in kanonischer
Weise auf die Uberlagerung liften. Der Rest dieses Abschnitts sei einigen ein-
fachen Beispielen dazu gewidmet. Ein weniger triviales Beispiel werden wir in
Abschnitt 1.8 diskutieren.

I1.1.16. BEISPIEL. Ist X ein Hausdorffraum und p : X — X eine Uberla-
gerung, dann ist auch X Hausdorffsch. Liegen zwei Punkte von X nicht in der
selben Faser so konnen sie auf Grund der Hausdorff Eigenschaft von X durch dis-
junkte offene Umgebungen der Form p~!(U) und p~(V') getrennt werden. Liegen
sie in der gleichen Faser, dann folgt direkt aus der Uberlagerungseigenschaft von
p, dass sie durch disjunkte offene Mengen der Form U A, und U A getrennt werden
konnen.

I1.1.17. BEISPIEL. Ist X ein parakompakter Hausdorffraum und p : X=X
eine Uberlagerung, dann ist auch X ein parakompakter Hausdorffraum. 18 Um dies
einzusehen sei U eine offene Uberdeckung von X. Da die Basis X parakompakt
ist finden wir eine lokal endliche offene Uberdeckung {U;}c; von X, sodass jedes
U; gleichméBig von p iiberlagert wird. Es gibt daher diskrete Rdume F); mit
p1(U;) =2 U; x Fj, siehe Proposition I1.1.5. Es existiert dann auch eine offene
Uberdeckung {V;};e; von X mit V; C Uj fiir jedes j € J. Ist nimlich f; :
X — [0,1], j € J, eine Zerlegung der Eins mit supp(f;) € U;, dann konnen
wir V; := {x € X : fj(z) # 0} verwenden. Beachte, dass V; als abgeschlossene

BWir erinnern uns, dass ein topologischer Raum X parakompakt heifit, falls jede offene
Uberdeckung eine lokal endliche offene Verfeinerung besitzt. Genauer, ist I eine offene Uber-
deckung von X, dann existiert eine offene Uberdeckung V von X die U verfeinert (dh. zu jedem
V €V existiert ein U € Y mit V C U) und lokal endlich ist (dh. jeder Punkt z € X besitzt
eine Umgebung die nur endlich viele der offenen Mengen V' € V schneidet.) Ein Hausdorffraum
ist genau dann parakompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine untergeordnete Zerlegung der
Eins besitzt, siehe etwa [8, Kapitel VIII§5] oder [14, Kapitel 1.8.6]. Nach einem Satz von Stone
ist jeder metrisierbare Raum parakompakt, siche [14, Kapitel 1.8.7].
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Teilmenge eines parakompakten Raums selbst parakompakt ist. Damit sind auch
p Y(V;) =2 V; x F; parakomapakt. Fiir jedes j € J existiert daher eine lokal
endliche offene Uberdeckung V; von p~(V}), die die Uberdeckung {U Np~'(V};) :
U e Z;l} verfeinert. Fiir jedes j € J ist dann W = {‘7 Np 1(V;) : V e f)]}
eine offene Uberdeckung von p~'(V;) die die Uberdeckung {U Np 4(V;) : U e
U} verfeinert. Da (J;c, V; = X bildet W := U,
von X die U verfeinert. Es bleibt noch zu zeigen, dass W lokal endlich ist. Mit
{U,},es ist auch {p~'(V;)}jes eine lokal endliche Uberdeckung. Es geniigt daher
zu zeigen, dass zu fixem j € J und & € X eine Umgebung von # existiert die nur
endlich viele der Uberdeckungsmengen in V trifft. Liegt z nicht in p~1(V}) ist
dies offensichtlich, denn p~1(V}) ist abgeschlossen in X. Im Fall # € p~(V}) folgt
dies aus der lokalen Endlichkeit von V Damit ist W eine lokal endliche offene
Verfeinerung von U, und X daher parakompakt.

W eine offene Uberdeckung

I1.1.18. BEISPIEL. Ist X eine topologische Mannigfaltigkeit' und p : X — X
eine Uberlagerung, dann ist auch X eine topologische Mannigfaltigkeit. Dies folgt
aus Beispiel 1I.1.17 und der Tatsache, dass p ein lokaler Homdomorphismus ist.

I1.1.19. BEISPIEL. Ist X eine glatte Mannigfaltigkeit und p : X — X eine
Uberlagerung, dann gibt es auf X genau eine glatte Struktur die p zu einem
lokalen Diffeomorphismus macht. Jede Decktransformation ist dann ein Diffeo-
morphismus von X.

_ IL.1.20. BEISPIEL. Ist X eine Riemannmannigfaltigkeit und p : X — X eine
Uberlagerung, dann gibt es auf X genau eine Riemannmetrik die p zu einer lokalen
[sometrie macht. Jede Decktransformation ist dann eine Isometrie von X.

[1.1.21. BEISPIEL. Ist X eine symplektische Mannigfaltigkeit und p : X—-X
eine Uberlagerung, dann gibt es auf X genau eine symplektische Struktur die p zu
einem lokalen Symplektomorphismus macht. Jede Decktransformation ist dann
ein Symplektomorphismus von X.

I1.1.22. BEISPIEL. Ist X eine komplexe Mannigfaltigkeit und X — X eine
Uberlagerung, dann gibt es auf X genau eine komplexe Struktur die p zu einem
lokalen Biholomorphismus macht. Jede Decktransformation ist dann ein Biholo-
morphismus von X.

BUnter einer topologischen Mannigfaltigkeit verstehen wir einen lokal euklidischen para-
kompakten Hausdorffraum. Dabei wird ein topologischer Raum lokal euklidisch genannt, falls
jeder Punkt eine zu R™ homdéomorphe offene Umgebung besitzt. Mit Hilfe eines Satzes von
Stone lésst sich zeigen, dass ein lokal euklidischer Hausdorffraum genau dann parakompakt
ist, wenn er metrisierbar ist. Wir kénnen topologische Mannigfaltigkeiten daher dquivalent als
metrisierbare lokal euklidische Rdume definieren.
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II.2. Strikt diskontinuierliche Gruppenwirkungen. Unter einer Links-
wirkung einer Gruppe G auf einer Menge X verstehen wir eine Abbildung (die
Wirkung) A : G x X — X, (g,2) — gz :=g-x:= N\(x) := N*(g) := A(g, z) mit
folgenden beiden Eigenschaften:

(i) Fir g, h € Gund z € X gilt g(hz) = (gh)z, dh. A(g, A(h,z)) = A(gh, x).

(ii) Fiir das neutrale Element 1 € G und z € X gilt 1o = x, dh. A\(1,2) = «.

In dieser Situation sagen wir auch die Gruppe G wirkt von links auf der Menge

X. Aus (i) und (ii) folgt x = 1z = (¢ 'g)x = g *(g9x), also A,~1 0 A\, = idx, oder

Ag-1 = (Ag)~'. Daher ist jedes A, bijektiv, also eine Permutation von X. Wegen
(i) ist die Abbildung

G—6(X), grA (IL.1)

ein Gruppenhomomorphismus, wobei &(X) die Gruppe der Permutationen von
X bezeichnet. Umgekehrt definiert jeder Homomorphismus G — &(X) in offen-
sichtlicher Weise eine Linkswirkung von G auf X.

Eine Gruppenwirkung A heifit ¢reu wenn der Homomoprhismus (I1.1) injektiv
ist, wenn also nur das neutrale Element von G trivial, dh. durch die Identitét,
wirkt. I.A. ist der Kern von (II.1) ein Normalteiler N in G und die Wirkung (II.1)
faktorisiert zu einer treuen Wirkung G/N — &(X) der Gruppe G/N auf X.

Eine Gruppenwirkung heifit transitiv falls zu je zwei Punkten x,y € X ein
g € G mit gx = y existiert. Ist x € X, dann nennt man Gz := {gx : g € G} den
Orbit von z. Die Wirkung ist daher transitiv genau dann wenn fiir einen (und
dann jeden) Punkt z € X gilt Gx = X. Fiir g € G ist A\,(Gz) = Gz, also erhalten
wir eine Gruppenwirkung G — &(Gz) der Gruppe G auf dem Orbit Gz. Die
Wirkung von G auf Gz ist stets transitiv. Unter der Isotropiegruppe eines Punktes
x € X verstehen wir die Untergruppe G* := {g € G : gx = z} von G. Diese
besteht daher aus allen Gruppenelementen die den Punkt x stabilisieren und wird
auch Stabilisatoruntergruppe genannt. Wir erhalten eine Bijektion G/G* = Gz,
gG* +— gx, zwischen den Linksnebenklassen®® von G* und dem Orbit Gz.

Eine Gruppenwirkung heifit frei wenn folgendes gilt: Ist ¢ € G und z € X
mit gr = z, dann folgt schon g = 1. In anderen Worten, fiir g # 1 hat A\, € 6(X)
keinen Fixpunkt. Dies ist genau dann der Fall, wenn alle Isotropiegruppen trivial
sind, dh. G* = {1} fiir alle z € X. In diesem Fall erhalten wir fiir jedes z € X
eine Bijektion G = Gz, g — gz, zwischen G und dem Orbit durch .

Unter einer Rechtswirkung von G auf X verstehen wir eine Abbildung p : X x
G— X, (x,9)—xg:=x-g9:=pI(x) = p(g9) := p(x,g), mit x1 = z und (xg)h =
x(gh) fiir alle g,h € G. Ist p : X x G — X eine Rechtswirkung, dann definiert
A Gx X — X, Mg,z) := p(z,g7 "), eine Linkswirkung von G auf X. Alle
mit einer Linkswirkung assozierten Begriffe besitzen daher ein offensichtliches

20st G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, dann definiert g; ~ g < 9y g e H
eine Aquivalenzrelation auf G. Thre Aquivalenzklassen sind von der Form gH = {gh : h € H}
und werden Linksnebenklassen von H genannt. Fiir die Menge der Linksnebenklassen schreiben
wir G/H.
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Analogon fiir Rechtswirkungen. Etwa ist eine Rechtswirkung nichts anderes als
ein Anti-Homomorphismus G — &(X).

Unter einer stetigen Linkswirkung einer diskreten Gruppe G auf einem topo-
logischen Raum X verstehen wir eine Linkswirkung A : G x X — X die stetig
ist, wobei G' mit der diskreten Topologie versehen ist. Jedes A, : X — X ist
dann stetig, und wegen (A\,) "' = A,-1 ein Homdomorphismus. Eine stetige Links-
wirkung liefert daher einen Gruppenhomomorphismus G — Homeo(X), g — A,
wobei Homeo(X') die Gruppe der Homéomorphismen von X bezeichnet. Umge-
kehrt definiert jeder solche Gruppenhomomorphismus eine stetige Linkswirkung
der diskreten Gruppe G auf X. Analog sprechen wir von einer stetigen Rechts-
wirkung, falls die Wirkung p : X x G — X stetig ist.

Eine stetige Wirkung einer diskreten Gruppe G auf einem topologischen Raum
X wird strikt diskontinuierlich genannt, wenn jeder Punkt in x € X eine Umge-
bung U besitzt fiir die gilt gU N U = 0, fiir alle g # 1 € G. Offensichtlich muss
eine strikt diskontinuierliche Gruppenwirkung frei sein, die Umkehrung gilt i.A.
jedoch nicht. Aus gU NU = ) folgt gU NhU = ( fiir alle g # h € G. Insbeson-
dere ist die von X auf dem Orbit Gz induzierte Topologie diskret, die Bijektion
G = Gz also ein Homdomorphismus diskreter Rdume. Fiir Wirkungen endlicher
Gruppen ist folgende Beobachtung oft hilfreich.

I1.2.1. PROPOSITION. Jede stetige freie Wirkung einer endlichen diskreten
Gruppe auf einem Hausdorffraum ist strikt diskontinuierlich.

BEWEIS. Sei also GG eine endliche Gruppe die frei und stetig auf einem Haus-
dorffraum X wirkt. Sei nun = € X. Da die Wirkung frei ist, sind die Punkte gz,
g € @G, alle verschieden. Wegen der Hausdorffeigenschaft von X finden wir zu
jedem g # 1 € G eine Umgebung Vg1 von z und eine Umgebung 1/;]2 von gx mit
V) NV = 0. Auf Grund der Stetigkeit der Wirkung ist dann Vj := V! ng~'V?
eine Umgebung von z fir die gV, NV, = () gilt. Wegen der Endlichkeit von G ist
auch U := ﬂg# V, eine Umgebung von z. Nach Konstruktion gilt gU N U = (),
fiir alle g # 1 € G. Also ist die Wirkung strikt diskontinuierlich. O

Eine Linkswirkung von G auf X definiert eine Aquivalenzrelation auf X durch
r ~y < 3dg € G gr =y. Thre Aquivalenzklassen stimmen mit den Orbits
{iberein, es ist also x ~ y genau dann wenn Gz = Gy. Die Menge der Aquiva-
lenzklassen wird als Orbitraum der Wirkung bezeichnet und mit X/G = X/~
bezeichnet. Wir versehen X /G mit der Quotiententopologie, dh. mit der fein-
sten Topologie, sodass die kanonische Projektion p : X — X/G stetig ist. Eine
Teilmenge V' von X/G ist genau dann offen, wenn p~(V) offen in X ist.

I1.2.2. BEISPIEL. Ist G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, dann
definiert G x H — G, (g, h) — gh, eine Rechtswirkung von H auf G. Thre Orbits
stimmen mit den Linksnebenklassen von H iiberein, siehe oben.

I1.2.3. ProrosITION. Wirkt die Gruppe G strikt diskontinuierlich auf dem
topologischen Raum X, dann ist die kanonische Projektion p : X — X/G eine
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Uberlagerung. Ihre Blitterzahl stimmt mit der Ordnung von G iberein. Jedes
Element von G liefert eine Decktransformation, und wir erhalten einen injektiven
Homomorphismus von Gruppen G — Deck(p).

BEwEIS. Offensichtlich ist p stetig und surjektiv. Weiters ist p eine offene
Abbildung, denn fiir offenes U C X ist auf Grund der Stetigkeit der Wirkung
auch p~'(p(U)) = Uyeq gU offen in X, also p(U) offen in X/G. Sei nun z € X
und U eine offene Umgebung von z, sodass gU N hU = () fiir alle g # h € G.
Dann sind {gU } 4, disjunkte offene Teilmengen in X, und fiir die offene Menge
V= p(U) C X/G gilt p~'(V) = |],eq 9U- SchlieBlich ist fiir jedes g € G die
Einschrankung pl,s : gU — V eine stetige Bijektion, und wegen der Offenheit
von p daher ein Homoomorphismus. Also ist p : X — X/G eine Uberlagerung.
Fir g € G liefert A\, : X — X, A\;(x) := gz, einen Hombomorphismus, und da
offensichtlich auch p o A, = p gilt, ist A; eine Decktransformation. Die Relation
Agh = Ag 0 A, besagt gerade, dass G — Deck(X), g — A;, ein Homomorphismus
ist. Dieser Homomorphismus ist injektiv, denn strikt diskontinuierliche Wirkun-
gen sind stets treu. 0

I1.2.4. BEISPIEL. Die Abbildung Z x R — R, (n,t) — n + t, definiert eine
stetige Linkswirkung der diskreten Gruppe Z auf dem topologischen Raum R.
Diese Wirkung ist strikt diskontinuierlich, denn fiir ¢ € R und 0 # n € Z gilt
(n+U)NU =0, wobei U = (t — 1t + 1). Daher ist die Orbitprojektion R —
R/Z eine Uberlagerung, siehe Proposition I11.2.3. Bis auf den Homéomorphismus
R/7Z = S* ist dies die Uberlagerung aus Beispiel 11.1.8 oben.

I1.2.5. BEISPIEL. Die Abbildung Z" x R" — R™, (k,x) +— k-+x, ist eine strikt
diskontinuierliche Linkswirkung von Z" auf R™. Nach Proposition 11.2.3 ist die
Orbitprojektion p : R® — R"™/Z" eine unendlich-bléttrige Uberlagerung. Beachte,
dass R"/Z" = St x ... x St = T™ vgl. Beispiel 1.2.17.

I1.2.6. BEISPIEL. Es bezeichne wieder (G,, die Gruppe der n-ten Einheitswur-
zeln, n € N, siehe Beispiel I1.1.9 oben. Die Abbildung G,, x S — S, (¢, 2) — (z,
ist eine freie und daher strikt diskontinuierliche Linkswirkung, siche Propositi-
on I1.2.1. Nach Proposition I1.2.3 ist die Orbitprojektion p, : ST — S'/G, eine
n-blittrige Uberlagerung. Fiir den Quotientenraum gilt S*/G,, 22 S*, wir erhalten
daher wieder die Uberlagerung aus Beispiel I1.1.9.

I1.2.7. BEISPIEL. Die Gruppe {—1,1} = Z, wirkt auf der Sphére S™ durch
(£1)x := £z in strikt diskontinuierlicher Weise, siehe Proposition I1.2.1. Nach
Proposition 11.2.3 ist die Orbitprojektion S™ — S™/Zy = RP™ eine zwei-bléttrige
Uberlagerung, vgl. Beispiel 11.1.12 oben.

I1.2.8. BEISPIEL (Linsenrdume). Fiir n € N betrachten wir die Sphére 52"~ C
C". Weiters seien p € N und ¢,...,¢, € Z, sodass p teilerfremd zu g; ist, fiir
jedes 1 < j < n. Es bezeichne G, = Z, die Gruppe der p-ten Einheitswurzeln.
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Eine elementare Rechnung zeigt, dass G, x S?"™1 — S2"71 (. (21,...,2,) =
(C'z1,...,C2,), eine stetige Linkswirkung von G, auf S?"~! definiert. Die-
se Wirkung ist frei. Um dies einzusehen sei k € Z, ( = e2™k/P ¢ G, und
(21, .y 20) € S mit ¢+ (21,...,20) = (21,...,2,). Wihle j, sodass z; # 0.
Aus (¥z; = z; erhalten wir dann e?™ka;/P = 1 also muss p die Zahl kq; teilen.
Da p und ¢; teilerfremd sind, ist p ein Teiler von &, also ¢ = 1 und die Wirkung
tatséchlich frei. Nach Proposition I1.2.1 ist sie daher strikt diskontinuierlich. Ihr
Orbitraum wird als Linsenraum L(p;qi,...,q,) := S*"~1/Z, bezeichnet. Etwa
gilt L(2;1,...,1) = RP*!. Die Orbitprojektion S**' — L(p;qi,...,q,) ist
eine p-bléttrige Uberlagerung, siche Proposition I1.2.3.

11.2.9. BEISPIEL (Kleinsche Flasche). Betrachte die Gruppe Z x Z mit Multi-
plikation (kq,l1)(ko, l3) = (k:l +(=1D)"ky, Iy + lg), vgl. Beispiel 1.7.3. Eine einfache
Rechnung zeigt, dass (k1) - (z,y) := (k + (=1)'z,l + y) eine Linkswirkung von
7 x 7 auf R? definiert. Diese Wirkung ist strikt diskontinuierlich, die Quotien-
tenabbildung R?> — R?/(Z x Z) daher eine unendlich-blittrige Uberlagerung,
siehe Proposition I1.2.3. Der Quotientenraum R?/(Z x Z) ist zur Kleinschen Fla-
sche aus Beispiel 1.7.3 homéomorph.

[1.2.10. BEISPIEL. Die Abbildung A : T? — T2, A(z,w) := (—z,w), erfiillt
A? = idg» und definiert eine freie Wirkung der Gruppe Z, auf 7% = S' x S
Nach Proposition I1.2.1 ist dies eine strikt diskontinuierliche Wirkung, die Quoti-
entenabbildung 7% — T?/Zy daher eine zwei-blittrige Uberlagerung, siche Propo-
sition I1.2.3. Der Quotientenraum 72 /Z, ist zur Kleinschen Flasche homomorph,
siehe Beispiel 1.7.3.

I1.3. Homotopieliftungseigenschaft. Sei p : X — X eine Uberlagerung
und f:Y — X eine stetige Abbildung. Jede stetige Abbildung f:Y — X mit
po f = f wird ein Lift oder eine Hochhebung von f iiber p ge- -
nannt. Es stellt sich nun die Frage unter welchen Umstéanden so X
ein Lift von f existiert. Dieses Problem lésst sich elegant mit Hil- y ip
fe des induzierten Homomorphismus f, : m(Y) — m(X) l6sen, v f X
siehe Satz I1.4.5 unten. Wir beginnen zunéchst damit die Eindeu-
tigkeit eines solchen Lifts zu besprechen. Die néchste Proposition besagt, dass fiir
zusammenhéngendes Y ein Lift von f schon durch den Wert bei einem einzigen
Punkt vollstandig festgelegt ist.

I1.3.1. PROPOSITION. FEs seien p: X — X eine Uberlagerung, Y zusammen-
hingend und f G:Y — X stetig mit p o f = po g. Existiert ein Punkt yo € Y

mit f(yo) = g(yo), dann gilt schon f =g.

BEWEIS. Betrachte die Teilmenge A := {y eY: f(y) = g(y)}. Da yy € A
ist A # (). Wir zeigen zunichst, dass A offen ist. Sei dazu y € A. Wegen der
Uberlagerungseigenschaft von p, existiert eine Umgebung U von f(y) = §(y),
sodass plg : U — X injektiv ist. Wegen der Stetigkeit von f und § ist W :=
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10 ng- L(U) eine Umgebung von y in Y. Aus po f = pog und der Injektivitit
von pl : U — X folgt flw = §lw. Daher ist W C A und A also offen. SchlieBlich
zeigen wir, dass A auch abgeschlossen ist. Sei dazu y ¢ A, also f(y) # g(y). D

po f =po g gilt jedenfalls p( f(y) =pg ( )). Aus der Uberlagerungselgenschaft
von p erhalten wir disjunkte Umgebung U von f ( ) und V von §(y). Wegen der
Stetigkeit von fund gist W= f~ YU) N g (V) eine Umgebung von y in Y.
Aus UNV = () erhalten wir W C Y \ A, also ist A abgeschlossen. Aus dem
Zusammenhang von Y folgt nun A = Y und daher f = g. 0

I1.3.2. PROPOSITION. Fs sei p : X — X eine Uberlagerung und X zusam-
menhdingend. Dann wirkt die Gruppe der Decktransformationen strikt diskonti-
nuierlich auf X . Insbesondere ist diese Wirkung frei.

BEWEIS. Es sei # € X. Wegen der Uberlagerungselgenschaft von p existiert
eine offene Umgebung U von , sodass ply - U — X injektiv ist. Sei nun ¢ eine
Decktransformation mit ¢(U) N U # . Wir finden daher § € U mit o(j) € U.
Da p o ¢ = p folgt aus der Injektivitét von p|g, dass ¢(9) = §. Aus Propositi-
on T1.3.1 erhalten wir daher ¢ = idg. Also ist die Wirkung von Deck(X) strikt
diskontinuierlich. 0

Jede Uberlagerung hat die Homotopieliftungseigenschaft, siche Satz I1.3.3 un-
ten. Der Beweis ist vollig analog zu dem Beweis von Proposition 1.2.3.

I1.3.3. SaTz (Homotopieliftungseigenschaft). Es seien p : X — X eine Uber-
lagerung, H : Y xI — X eine Homotopie und h:Y — X stetig, sodass pOh Hy.
Dann existiert genau eine Homotopie H:YxI—X mztpOH H und Hy = h.

BEWEIS. Die Eindeutigkeit von H folgt aus Proposition I1.3.1 und dem Zu-
sammenhang von I, denn fiir fixes y € Y ist I — X, t — H,(y) ein stetiger
Lift des Weges I — X, t — Hy(y), mit Anfangspunks Ho(y) = h(y). Nun zur
Konstruktion von H. Aus der Uberlagerungseigenschaft von p erhalten wir eine
offene Uberdeckung {U,}aea von X, sodass jedes U, von p gleichméBig iiberla-
gert wird. Die Beweise von Lemma [.2.10 und 1.2.11 lassen sich miihelos auf die
vorliegende Situation verallgemeinern.

11.3.4. LEMMA. Zu jedem Punkt y € Y existieren eine offene Umgebung N
vony, 0 =ty <t <ty <---<t,=1und ay,...,a, € A, sodass fiir jedes
1=1,....,n giltH(Nx [ti1, ]) CU,,

BEWEIS. Da {U,}aca eine Uberdeckung von X bildet, existiert zu jedem
s € I einayg € Amit H(y,s) € U,,. Da H stetig ist, finden wir zu jedem
s € I eine offene Umgebung N, von y und eine offene Umgebung .J; von s mit
H(N, x J,) C U,,. Klarerweise bildet {.J,}.c; eine offene Uberdeckung von I.
Da I kompakt ist, existieren 0 = tg < t; < --- < t, = 1 und sy,...,s, € [
mit [t;_1,¢;] C JS7 1 < i < n, siche Lemma [.1.28. Betrachte nun dle offene
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Umgebung N := (_; N, von y. Fiir 1 <4 < n gilt dann H(N x [t;_q,4;]) C
H(Ns. X Js.) CU,, - Mit o; := aj, folgt daher die Behauptung. ]
Y

I1.3.5. LEMMA. Zu jedem y € Y ezistieren eine offene Umgebung V_von
und eine stetige Abbildung G-V x I — X mit po G = Hl|yxr und Go = h]v

BEWEIS. Nach Lemma I1.3.4 existieren eine offene Umgebung N von y, 0 =
to<ti <---<t,=1lund o, ...,qa, € A, sodass

H(N x [ti-1,t;]) C U,,, firi=1,2,...,n. (I11.2)

Da U, von p gleichméflig iiberlagert wird, existiert eine Indexmenge A, disjunkte

offene Teilmengen U}, A € A,, mit p~'(U,) = L en. U} und so, dass ploa U, Ul —

U, ein HomGomorphismus ist, fiir jedes A € A,. Wegen (I1.2) und p o h = Hy ist
p(h(y)) = Hy,(y) € Uy,, also existiert \; € A,, mit h(y) € UAl Betrachte die
offene Umgebung V! := NN h_l(Uéf) von y und die stetige Abblldung

= ~ -~ < -1
GV x [tg, t1] — UL € X, G = (P|g§i) o Hly1xtg,n)-

Offensichtlich gilt p o G! = H|v1 o). Aus Hy = po h erhalten wir po é%o =
Hylvr = pohlyr, und da p auf UQ! injektiv ist folgt G = hy:.

Induktiv fortfahrend erhalten wir offene Umgebungen Viovzo e 2V
von y, und \; € A, sowie stetige Abbildungen G : V¥ x [t;_y,t;] =C U2 C X,
1 <i < n, sodass

po G'=H Vix[ti1,tis étlo = ;L|V1 und éiiﬂ = éi;ll
Betrachte nun die offene~Umgebung V' := V" von y und definiere eine Abbildung
G:V x I — Rdurch Glyyp 4] = Glvxpi4). Da Gy, |v = Gi |y ist dies
wohldefiniert. Aus der Stetlgkelt von G |Vt 1.t und Lemma 1.1.2 folgt, dass G
stetig ist. Aus po G =

yvi firi=2,...,n.

VZX[ 1,4 erhalten wir po G=H lvx1. SchlieBlich folgt
aus G = h|yr auch Gy = h|y. Also hat G alle gewiinschten Eigenschaften. [

Nach Lemma I1.3.5 existiert zu Jedem y € Y eine offene Umgebung V¥ von
y und eine stetige Abbildung GY x I — X mit poGY = H|yuy; und Gy =
h|Vy. Wie im Beweis der Elndeutlgkelt von H, erhalten wir aus Proposition 11.3.1
und dem Zusammenhang von I, dass die Abbildungen G¥ und G¥* auf (VN
VyQ) x I iibereinstimmen miissen, y1,y2 € Y. Es existiert daher eine Abbildung
H:Y xI— X, sodass H|Vy><1 = G, fiir jedes yey. Aus den entsprechenden
Eigenschaften von G folgt sofort po H = H und Hy = h. Auch die Stetigkeit von
H ist offensichtlich, denn die Einschrankungen von H auf die offenen Teilmengen
V¥ x I sind stetig. Damit ist der Beweis von Satz 11.3.3 vollstindig. U

I1.3.6. KorOLLAR (Liften von Wegeg). Es seien p: X — X eine Uberlage-
rung, f 1 — X ein Wegin X und & € X mit p(Z) = f(0). Dann existiert genau
ein Weg f: 1 — X mitpo f=fund f(0) =%
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BEWEIS. Die folgt aus Satz I1.3.3 mit Y = {x}, vgl. Proposition I.2.6. O
I1.3.7. KOROLLAR. Es seien p: X — X eine Uberlagerunyg, und f,g: 1 — X

zwei Wege die homotop relativ Endpunkten sind. Weiters seien f,g : I — X:
Lifts von [ und g mit gleichem Anfangspunkt f(0) = g(0). Dann sind auch f
und g homotop relative Endpunkten in X . Insbesondere haben f und g denselben

Endpunkt, f(1) = g(1).

BEWEIS Es bezeichne H : I xI — X eine Homotopie relativ Endpunkten von

= fnach H; = g. Nach Satz I1.3.3 existiert eine Homotopie H:IxI — X mit

— fund poH = H. Da fiiri = 0,1 der Weg t — p(H(i,t)) = H(i,t) konstant

ist, muss nach der Eindeutigkeitsaussage in Korollar 11.3.6 auch t +— H(i,t)
konstant in ¢ sein. Also ist H eine Homotopie relativ Endpunkten. Insbesondere
gilt Hy(0) = FIO( 0) = f(0) = §(0). Also ist s — Hi(s) ein Lift von g mit
Anfangspunkt H,(0) = §(0). Aus der Eindeutigkeitsaussage in Korollar 11.3.6
schliefen wir H, = §. Also ist H eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = f
nach H; = §. 0

Es sei p: X — X eine Uberlagerung, zo € X und es bezeichne Foy = p Y(z0)
die Faser iiber xy. Wir erhalten eine Abbildung

Fry x m(X,20) = Fop, (&, [f]) = & [f]:= fz(1) (IL.3)
wobei f; : I — X den eindeutigen Lift von f mit Anfangspunkt fx(O) =T
bezeichnet, vgl. Korollar 11.3.6. Beachte, dass dies nach Korollar I1.3.7 tatséchlich

wohldefiniert ist, denn der Endpunkt fi(l) héngt nur von der Homotopieklasse
von f ab.

11.3.8. PROPOSITION. Istp : X — X eine Uberlagerung und zo € X, dann de-
finiert die Abbildung (11.3) eine Rechtswirkung der Fundamentalgruppe m (X, o)
auf der Faser F,, = p~ (o). Diese Wirkung kommutiert mit der Linkswirkung
der Gruppe der Decktransformationen Deck(X), dh. p(z - 0) = @(Z) - o fiir alle
¢ € Deck(X), & € F, und o € (X, x). Fiir wegzusammenhingendes X ist die
Rechtswirkung (11.3) transitiv.

BeEwEis. Da das neutrale Element 1 € (X, z¢) durch die konstante Schleife
cx, Teprasentiert wird, gilt offensichtlich -1 = 2 fiir jedes 7 € FgﬁO Sind f und g

zwei Schleifen bei xy und & € F,, so folgt (f g) fng fxgx 7], und daher
z-([fllg]) = 2-[f9) = (f9):(1) = (fsgz1n1) (1) = Gap)(1) = (f- [/])-1g]. Dies zeigt,
dass (IL.3) tatséchlich eine Rechtswirkung auf [, definiert. Ist ¢ € Deck(X)
eine Decktransformation so gilt ¢ o f; = fso und wir erhalten ¢(z - [f]) =

o(f(1)) = (po f2)(1) = fom (1) = () - [f], also kommutiert die Rechtswirkung
von 71(X, xo) mit der Linkswirkung der Decktransformationen. Zur Transitivitit:
Ist X wegzusammenhéngend, so finden wir zu zwei gegebenen Punkten T, 7, €
F,, einen Weg f mit f(0) = &, und f(1) = Z;. Da p(iy) = xo = p(Z) ist
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f := po f eine Schleife bei z, und definiert daher ein Element [f] € 71 (X, z).
Nach Konstruktion ist Zg - [f] = #1, die Wirkung also transitiv. O

Unter einer punktierte Uberlagerung verstehen wir eine Abbildung punktier-
ter Riaume p : (X, %) — (X, z0) deren zugrundeliegende Abbildung p: X — X

eine Uberlagerung ist. Punktierte Uberlagerun- 0

gen werden auch Uberlagerung mit Basispunkt (X, Z0) (Y, %)
genannt. Unter einem [somorphismus zwischen /

zwei punktierten Uberlagerungen p : (X ,Tg) — ? !

(X, x0) und ¢ : (Y, o) — (X, xo) verstehen wir (X, 20)

einen Homéomorphismus punktierter Riaume ¢ : (X, %) — (Y, o) mit gop = p.
Existiert so ein Isomorphismus, dann nennen wir die beiden punktierten Uberla-
gerungen isomorph.

I1.3.9. DEFINITION (Charakteristische Untergruppe). Unter der charakteristi-
sche Untergruppe einer punktierten Uberlagerung p : (X, Zo) — (X, xo) verstehen
wir die Untergruppe img(p.) = p.(m1 (X, Zg)) von m1 (X, xo).

I1.3.10. BEMERKUNG. Sind p : (X, &) — (X, z0) und ¢ : (Y, 5) — (X, )
zwei isomorphe punktierte Uberlagerungen, dann stimmen ihre charakteristi-
schen Untergruppen iiberein, denn ist ¢ : (X, %) — (Y, 7o) ein Isomorphimus
punktierter Uberlagerungen, dann folgt p,(m (X, %0)) = (q o @) (71 (X, %)) =
¢ (s (m1(X,30))) = ¢ (71 (Y, §o)), siehe Proposition 1.1.14.

I1.3.11. PROPOSITION. FEs seip: (X, %) — (X, x0) eine punktierte Uberlage-
rung und es bezeichne Fy, := p~'(xq) die Faser iiber xy. Dann gilt:

(i) Der Homomorphismus p, : (X, To) — m (X, xo) ist injektiv, die cha-
rakteristische Untergruppe p,(m (X, Zg)) daher zu (X, Zg) isomorph.
(i) Fiir eine Schleife f bei zo gilt [f] € p.(71(X, Z0)) genau dann, wenn sie
sich zu einer Schleife bei To liften lisst, dh. f;;o(l) = Zg.
(iii) Die Isotropiegruppe von To beziglich der Rechtswirkung (I11.3) stimmt
mit der charakteristischen Untergruppe p. (i (X, &) tberein. Wir er-
halten daher eine injektive Abbildung

(X, 20)/ps (M1 (X, o)) — Fiy, o Iy -0, (11.4)

wobei 7 (X, x0)/pe(m1(X, &0)) die Menge der Rechtsnebenklassen be-
zeichnet. . .
(iv) Fir o € m (X, z) gilt p.(m (X, Zo - 0)) = 0 (pu(m(X, Z0)))o.

Ist dariberhinaus X wegzusammenhingend, dann gilt weiters:
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(v) Die Abbildung (11.4) ist eine Bijektion. Die Bldtterzahl von p stimmt
daher mit dem Index**der charakteristischen Untergruppe p*(m(X', Z9))
in m (X, o) dberein.

(vi) Fir zo, 2, € Fy, sind die charakteristischen Untergruppen p.(m (X, Zo))
und p,(m1(X, #1)) konjugiert?® in m (X, x0).

(vil) Jede zu p,(mi(X, %)) konjugierte Untergruppe in m (X, o) ist von der
Form p,(m(X, %)) fiir einen geeigneten Punkt &y € Fy,.

(vii) Die Gleichung ¢(io) = Zo - ®(), ¢ € Deck(X), definiert einen injekti-
ven Gruppenhomomorphismus

® : Deck(X) — No (x.00) (0 (1 (X, %0))) /pi (11 (X, F0)). (IL.5)

BEWEIS. Die Aussagen (i) und (ii) folgen sofort aus Korollar 11.3.7. Ad (iii):
Aus (ii) sehen wir, dass die Isotropiegruppe von Z mit der charakteristischen
Untergruppe p, (71 (X, &)) iibereinstimmt. Es folgt daher i - 01 = & - 0y <
o - (0'102_1) =T) & 010'2_1 S p*(m(X fo)) = p*(m(X 530))01 = p*(ﬂl(X,fo))O'Q.
Dies zeigt, dass (I1.4) wohldefiniert und injektiv ist. Ad (iv): Sei f eine Schleife
bei x die o représentiert, und f : I — X ihr Lift mit Anfangspunk f(0 ) = To.
Nach Definition ist dann Z - o = f(1). Nach Proposition 1.1.18 gilt 7 (X, Zy) =
ﬁf(m(X,io-a)). Es folgt p*(m(X,mo)) = Dy (ﬁf(m(X,xo a))) = a(p*(m(X,xo
0)))o~" und damit die Behauptung. Sei nun X wegzusammenhiingend. Nach
Proposition 11.3.8 ist dann die Rechtswirkung von (X, x¢) auf F,, transitiv,
daher (II.4) surjektiv, woraus nun (v) folgt. Aus der Transitivitit der Wir-
kung von m (X, zo) auf F,, zusammen mit (iv) folgt (vi). Auch (vii) folgt so-
fort aus (iv). Wenden wir uns schlieBlich (viii) zu. Sei ¢ € Deck(X). Wegen
der Transitivitdt der Wirkung von 7 (X, zo) auf F,, existiert o € m; (X, o) mit
©(Tg) = Ty - 0. Aus (iv) erhalten wir p*(m(X ©(i0)) = o p.(m(X,%0))0,
nach Bemerkung 11.3.10 gilt aber auch p, (7, (X, ¢(&0))) = ps(m (X, Zo)). Es folgt
o pu(mi(X,70))o = pu(mi(X,30)), also 0 € Ny (x.u) (p+(m1(X,30))). Zusam-
men mit (v) sehen wir daher, dass (%) = T - ®(¢) tatsichlich eine Abbildung
® : Deck(X) — Nz (X.,20) (p*(m(X Z9)) )/p*(m(f(,jo)) definiert. Diese ist injek-
tiv, denn die Wirkung von Deck(X) auf F,, ist frei, siehe Proposition II.3.2. Nach
Proposition 11.3.8 kommutieren die Wirkungen von Deck(X) und (X, zo) auf
der Faser F,. Daher ist Z- ®(po)) = (po1))(Zo) = ¢(To-P(¥)) = @(To) - P(¢) =

2Hst @ eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, dann wird die Kardinalzahl §(G/H)
der Indexr von H in G genannt. Der Index einer Untergruppe ist daher die Anzahl der Links-
nebenklassen von H, und dies stimmt mit der Anzahl ihrer Rechtsnebenklassen {iberein.

227wei Untergruppen H; und Hs einer Gruppe G werden konjugiert genannt, falls ¢ € G mit
gH g~ = H, existiert. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Untergruppen
von G.

st G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, dann heiBt Ng(H) := {9 € G:
gHg™ ' = H} der Normalisator von H in G. Dies ist die grofite Untergruppe von G, die H als
Normalteiler enthélt.
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(70 B()) - B() = Fo - (B(2)B(¥)), also B(p 0 1) = B(p)@(). Damit ist auch
die Homomorphismuseigenschaft von ® gezeigt. O

I1.4. Liften von Abbildungen. Unter schwachen Zusammenhangsvoraus-
setzungen erlaubt die charakteristische Untergruppe eine vollstdndige Losung
des Liftungsproblems. Wir bendétigen hierfiir den folgenden Zusammenhangsbe-
griff. Ein topologischer Raum X heifit lokal wegzusammenhdngend, falls zu jedem
Punkt z € X und jeder Umgebung U von z, eine wegzusammenhingende Um-
gebung V von z mit V C U existiert. In anderen Worten, jeder Punkt in z € X
besitzt eine Umgebungsbasis aus wegzusammenhéngenden Umgebungen. Ist X
lokal wegzusammenhéngend und U eine offene Umgebung von x € X, dann bil-
den die Punkte in U die sich durch einen Weg in U mit x verbinden lassen
eine offene wegzusammenhédngende Umgebung von z. In einem lokal wegzusam-
menhédngenden Raum besitzt daher jeder Punkt sogar eine Umgebungsbasis aus
offenen wegzusammenhéngenden Umgebungen.

[1.4.1. BEMERKUNG. FEin lokal wegzusammenhégender Raum ist genau dann
wegzusammenhéngend wenn er zusammenhéngend ist. Dies folgt aus der Tatsa-
che, dass in einem lokal wegzusammenhéngenden Raum die Wegzusammenhangs-
komponenten offen und daher auch abgeschlossen sind.

11.4.2. BEMERKUNG. Fiir eine Uberlqgerung p: X — X gilt: X ist genau
dann lokal wegzusammenhéngend wenn X lokal wegzusammenhéngend ist. Dies
folgt aus der Tatsache, dass p ein lokaler HomGomorphismus ist.

[1.4.3. BEISPIEL. Jeder lokal kontrahierbare Raum ist lokal wegzusammen-
héngend. Dabei heifit ein topologischer Raum [lokal kontrahierbar, wenn jeder
Punkt eine Umgebungsbasis kontrahierbarer Umgebungen besitzt, dh. zu jedem
Punkt z und jeder Umgebung U von z existiert eine kontrahierbare Umgebung V'
von x mit V C U. Etwa sind topologische Mannigfaltigkeiten offensichtlich lokal
kontrahierbar und damit auch lokal wegzusammenhéngend.

I1.4.4. BEISPIEL. Bezeichne Z := {0} U{: : n € N} C R und betrachte
X = (I x{0}) U (Z x I). Der Raum X ist wegzusammenhéngend, aber nicht
lokal wegzusammenhéngend. Keiner der Punkte (0,y) € X, y € (0, 1], besitzt
eine Basis aus wegzusammenhéngenden Umgebungen.

I1.4.5. SaTz (Liftungskriterium). Es seip : (X, o) — (X, x0) eine punktierte
Uberlagerung und (Y, yo) ein zusammenhdngender, lokal wegzusammenhdngender
punktierter Raum. Fine Abbildung punktierter Riume f : (Y, yo) — (X, x0) ldsst
sich genau dann zu einer Abbildung punktierter Riume f = (Y,yo) — (X, &)
liften, wenn f.(m1(Y,v0)) in der charakteristischen Untergruppe von p enthalten
ist, dh. wenn gilt f.(m(Y,v0)) C pu(m(X,%0)). In diesem Fall ist der Lift f

eindeutig.



80 II. UBERLAGERUNGEN

BEWEIS. Die Bedingung ist offensichtlich notwendig, denn ist f : (Y,y) —
(X, &) ein Lift von f, dann erhalten wir f.(m(Y,50)) = (po f)u(m(Y,10)) =
p(fo(m (Y, 10)) C pu(mi(X, &)). Die Eindeutigkeit des Lifts folgt aus Propositi-
on I.3.1. Nun zur Konstruktion von f . Da'Y wegzusammenhéngend ist, siche Be-
merkung I1.4.1, existiert zu jedem Punkt y € Y ein Weg o : I — Y von ¢(0) = g,
nach o(1) = y. Es ist dann f oo ein Weg in X mit Anfangspunkt (fo0)(0) = xo.
Nach Korollar I1.3.6 lasst sich dieser Weg {iber p zu einem Weg JQ—(/T mit An-
fangspunkt (ffc\)/a)(O) = i liften. Wir setzen f(y) := (f/<\>77)(1) und tiberzeugen
uns zundchst davon, dass dies wohldefiniert, dh. unabhéngig von der Wahl von
o ist. Ist 7 ein weiterer Weg von yo nach y, dann ist f o (o7) = (foo)(foT)
eine Schleife bei g, die sich wegen f.(m(Y,y0)) C p*(m(f( ,Zo)) und Propositi-
on I1.3.11(ii) zu einer Schleife bei Z liften ldsst. Es miissen daher die Endpunkte
von f/C\D_;' und ]75/7' tibereinstimmen, (J??)Tj)( 1) = (f OT)( ), und damit ist f
wohldefiniert. Offensichtlich gilt po f = f und f (yo) = Zo- Es bleibt noch die
Stetigkeit von f zu verifizieren. Sei dazu y € Y und U eine offene Umgebung von
f (y), sodass U := 7r(U ) offen und p|; : U — U ein Homdomorphismus ist. Da f
stetig und Y lokal wegzusammenhéngend ist, existiert eine wegzusammenhéngen-
de Umgebung V' von y mit f(V) C U. Es geniigt zu zeigen f( ) C U. Sei dazu
v € V und a ein Weg in V' von y nach v. Dann ist ca ein Weg von 3y nach v, und
(m)((ph]) Yo foa) der Lift des Weges fo(oa) mit Anfangspunkt Z,. Nach De-

finition von f gilt daher f(v) = ((Foo)(plg) "o foa))(1) = (plg) " (F(v) € U.
Dies zeigt f(V) C U, also ist f stetig. O

[1.4.6. BEMERKUNG. Da p, : m (X,i:o) — m (X, x9) injektiv ist, sieche Propo-
sition I1.3.11(i), ist die Bedingung in Satz I1.4.5 dquivalent zu der Forderung, dass
sich der Homomorphismus f, : 7 (Y, y0) — m1 (X, o) tiber p, zu einem Homomor-
phismus \ : m (Y, y0) — w1 (X, &) liften lisst, dh. p, o A = f,. Das geometrische
Liftungsproblem lésst sich daher genau dann 16sen, wenn das entsprechende al-
gebraische Problem l6sebar ist:

(X7fo) m (X, Zo)
3 7
/f/ ip — /HA/ - ip*
¢ N TS
(Y> 3/0) (X 550) 7T1(Y, yo) - 7T1(X> 950)

I1.4.7. BEISPIEL. Fiirn > 2 und k € Ngilt [S", T*] = 0, dh. je zwei stetige Ab-
bildung S™ — T* sind homotop. Seien dazu f,g: S® — T* stetig. Betrachte die
Uberlagerung p : R¥ — T* aus Beispiel 11.2.5. Da S™ einfach zusammenhéngend
ist, folgt aus Satz 11.4.5 die Existenz stetiger Abbildungen f,§ : S” — R¥ mit
pof=fund po§=g. Da R* kontrahierbar ist, sind f und § homotop. Damit
miissen auch f und g homotop sein.
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I1.4.8. BEISPIEL. Fiir n > 2 und k € N gilt [RP", T*] = 0, dh. je zwei stetige
Abbildungen RP"™ — T* sind homotop. Wir betrachten wieder die Uberlagerung
p:RF — T* Da 7 (RP") & Z,, siehe Proposition 1.5.18, und 7 (T*) = Z*, siche
Beispiel 1.2.16, ist jeder Homomorphismus 7, (RP™) — 71 (T*) trivial. Sind also
f.g : RP" — T* stetig, dann existieren f,§ : RP" — ]Rf“ mit po f = f und

po = g, siche Satz 11.4.5. Da R* kontrahierbar ist, sind f und § homotop, also
miissen auch f und g homotop sein.

Wir nennen eine Uberlagerung p : X — X (weg)zusammenhéingend, falls X
(weg)zusammenhingend ist. Als stetiges Bild von X muss dann auch X (weg)zu-
sammenhéngend sein. Wenn wir im Folgenden von einer zusammenhéngenden
Uberlagerung p : X — X eines lokal wegzusammenhéngenden Raumes X spre-
chen dann impliziert dies, dass X und X beide wegzusammenhiingend und lokal
wegzusammenhéngend sind, siehe die Bemerkungen I1.4.1 und 11.4.2.

11.4.9. KOROLLAR. Zwei zusammenhingende punktierte Uberlagerungen ei-
nes lokal wegzusammenhdngenden punktierten Raums sind genau dann isomorph,
wenn thre charakteristischen Untergruppen tbereinstimmen. In diesem Fall gibt
es genau einen Isomorphismus punktierter Uberlagerungen zwischen ihnen.

BEWEIS. Seien ¢ : (Y, ) — (X, xo) und p : (X, %) — (X, 20) zwei zusam-
menhéingende Uberlagerungen von X. Existiert ein Isomorphismus punktierter
Uberlagerungen ¢ : (Y, ) — (X, %), dann miissen die charakteristischen Un-
tergruppen iibereinstimmen, siche Bemerkung 11.3.10. Da der Isomorphismus ¢
als Lift der Abbildung g {iber p interpretiert werden kann, folgt die Eindeutig-
keit des Isomorphismus aus Proposition I1.3.1. Ist andererseits p.(m (X, Zg)) =
¢ (m (Y, §o)) dann folgt aus Satz I1.4.5, dass 5
p und g zu Abbildungen punktierter Rdume ( < 7 e )
p: (X,2) — (Y,9) und ¢ : (Y,%) — o)

(X, Zo) gelifted werden konnen: Es ist dann \ /

q__l o p ein Automorphismus der punktierten (X,

Uberlagerung p, und wegen der Eindeutig- 0)

keit solcher Automorphismen, siche Proposition I1.3.1, muss ' op = id; gelten.
Ebenso folgt p~! o ¢ = idy. Also ist p ein Homdomorphismus und damit der

gesuchte Isomorphismus punktierter Uberlagerungen. U

[1.4.10. KOROLLAR. Fs sei X ein einfach zusammenhdngender und lokal weg-
zusammenhdngender Raum. Dann ist jede zusammenhingende Uberlagerung von
X zu der trivialen ein-blittrigen Uberlagerung idx : X — X isomorph. Weiters
ist jede Uberlagerung von X trivial.

BEWEIS. Die erste Aussage folgt sofort aus Korollar I1.4.9. Seinun p : X — X
eine nicht notwendigerweise zusammenhéngende Uberlagerung Es bezeichnen
X\, A e A, die Wegzusammenhangskomponenten von X und py = = %) X, —
X. Aus dem Wegzusammenhang von X und Korollar 11.3.6 folgt, dass jedes
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: X, — X surjektiv ist. Ist U eine wegzusammenhingende offene Teilmenge
dle von p gleichmiBig tiberlagert wird, dann wird diese auch von py gleichméBig
iiberlagert. Also ist jedes py : Xy — X eine zusammenhéngende Uberlagerung,
und daher ein Homéomorphismus. Es folgt X 2 X x A, also ist p : X — X eine
triviale Uberlagerung. 0J

I1.4.11. KOROLLAR. Es seip : X — X eine zusammenhingende Uberlage-
rung eines lokal wegzusammenhdngenden Raumes X. Weiters seien xq € X und
To,T1 € Fyy = p~'(x0). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es existiert eine Decktransformation ¢ € Deck(X) mit o(Zo) = 1.
(i) Die Untergruppen p,(m(X,%o)) und p,(m (X, &) stimmen iberein.
(iii) Fir ein (und dann jedes) o € m (X, x9) mit Tog -0 = 1 gilt 0 €
Nﬂ1(X,x0)(p*(W1(X7j0)))' B N R
(iv) Fir einen (und dann jeden) Weg f : I — X von &g nach Z; liegt [po f]
im Normalisator Ny, (x z0) (p+(m1(X, 70))).
(V) Zu jeder Schleife f bei & existiert eine Schleife § bei &y mit po f = pog.

BEWEIS. Die Aquivalenz (i)<(ii) folgt aus Korollar 11.4.9, denn eine Deck-
transformation mit (&) = Z ist ein Isomorphismus punktierter Uberlagerungen
¢ : (X, &) — (X, #). Die Aquivalenz (i)« (iii) folgt aus Proposition I1.3.11(iv).
Die Aquivalenz (iii)<(iv) ist offensichtlich. Die Aquivalenz (ii)«<(v) folgt aus
Proposition I1.3.11(ii). O

I1.4.12. KOROLLAR. FEs sei p : (X, %) — (X,x0) eine zusammenhingende
punktierte Uberlagerung eines lokal wegzusammenhdingenden Raumes X. Dann
ist (I1.5) ein Isomorphismus von Gruppen,

Deck(X) 2 Ny, (x,20) (P (11 (X, 0))) /o (w1 (X, &)

BeweEIs. Nach Proposition I1.3.11(viii) bleibt nur die Surjektivitdt des Ho-
momorphsimus ® : Deck(X) — Ny, (x,20) (p*(m(X Zg)) )/p*(m(f(,io)) zu zeigen.
Sei also 0 € Ny, (x.z0) (P (1 (X, Zo))). Nach Korollar 11.4.11 existiert eine Deck-
transformation ¢ mit ¢(Zg) = o - 0. Es folgt ®(¢) = o, also ist ® surjektiv. O

I1.5. Normale Uberlagerungen. Normale Uberlagerungen sind Uberlage-
rungen mit maximaler Symmetrie. Genauer haben wir folgende Definition. Eine
Uberlagerung p : X — X heiBt normal, wenn fiir je zwei Punkte %, 7 € X
mit p(Zo) = p(#1) eine Decktransformation ¢ € Deck(X) mit ¢(ig) = &, exi-
stiert. Eine Uberlagerung ist also genau dann normal, wenn die Gruppe der
Decktransformationen auf jeder Faser transitiv wirkt. Normale Uberlagerungen
werden manchmal auch als reguldre Uberlagerungen bezeichnet.

I1.5.1. PROPOSITION. Fir eine zusammenhingende Uberlagerung p : X — X
eines lokal wegzusammenhdngenden Raumes X sind dquivalent:

(i) p: X — X ist eine normale Uberlagerung.
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(ii) Fir einen (und dann jeden) Punkt xo € X wirkt die Gruppe der Deck-
transformationen Deck(X) transitiv auf der Faser F,, = p~'(zo).
(iii) Fir einen (und dann jeden) Punkt &y € X ist die charakteristische
Untergruppe p.(m (X o)) ein Normalteiler von m (X, p(Zo)).
(iv) Zu jeder Schleife f in X und jedem Punkt 7 € X mit p(i1) = p(f(0))
existiert eine Schieife § bei &1 mit pog=po f.
In diesem Fall gilt weiters Deck(X) = m (X, p(&0))/pemi(X, &), fiir jedes 7 €
X, und die Blitterzahl von p stimmt mit der Ordnung von Deck(X) iiberein.

BeEwES. In der Aquivalenz (i)<(ii) ist nur zu zeigen, dass wenn Deck(X)
auf der Faser F,, transitiv wirkt dies dann auch fiir jede andere Faser gilt. Sei-
en dazu g und g; mit p(go) = p(y1) und Ty € F,, beliebig. Wihle einen Weg
fo : I — X von fo(0) = §p nach fo(1) = &,. Weiters bezeichne f; : I — X
den eindeutigen Weg mit po f; = po fo und f1(0) = #;, siche Korollar I1.3.6.
Es ist dann auch z; := fl(l) € F,,, nach Voraussetzung existiert daher ei-
ne Decktransformation ¢ mit ¢(Z9) = Z;. Aus der Eindeutigkeitsaussage in
Proposition 11.3.1 folgt ¢ o fo = fl, denn beide Wege liften den Weg p o fg
und sie haben denselben Endpunkt (¢ o fo)(1) = # = fi(1). Dann gilt aber
auch ¢(go) = (p o f0)(0) = f1(0) = §;. Nun zur Implikation (ii)=-(iii): Sei
Fo € X, x9 = p(Zo) und o € m(X,x0). Da die Wirkung der Decktransfor-
mationen auf Fj,, transitiv ist, existiert ¢ € Deck(X) mit ¢(Zy) = & - o.
Nach Korollar 11.4.11 ist daher o € Ny (x40 (p*(m(f(,jo))). Da dies fiir alle
o € m(X,x) gilt muss p.(m (X, 7)) ein Normalteiler von 7 (X, ) sein. Ad
(iii)=(ii): Seien also Zg, & € Fy,. Nach Proposition 11.3.8 existiert o € m (X, xo)
mit &y - 0 = &;. Da p,(m (X, %)) ein Normalteiler von (X, x) ist, gilt ins-
besondere 0 € Ny, (x00)( *<7T1(X,i‘o))). Nach Korollar II.4.11 existiert daher
¢ € Deck(X) mit ¢(#y) = #;. Also wirkt Deck(X) transitiv auf F,,. Schlief-
lich folgt die Aquivalenz (iv)<(ii) aus Korollar 11.4.11. Ist nun p normal und
Zo € X, dann folgt aus Korollar 11.4.12 Deck(X) = m (X, p(Z0))/p.m1(X, Zo),
denn ./\fm (X (o)) (P (1 (X,xo))) = m(X,p(Zg)) da die charakteristische Unter-
gruppe ein Normalteiler ist. Schlieflich ist Deck(X) — p(io), P (o), bijek-
tiv, denn Deck(X) wirkt frei und transitiv auf Fy(zy)- Also stimmt die Blétterzahl
mit der Ordnung von Deck(X) iiberein. O

11.5.2. BEISPIEL. Jede zusammenhingende Uberlagerung eines lokal wegzu-
sammenhingenden Raums mit abelscher Fundamentalgruppe ist eine normale
Uberlagerung, siehe Proposition I1.5.1, denn Untergruppen abelscher Gruppen
sind stets Normalteiler.

I1.5.3. BEISPIEL. Betrachte die normale Uberlagerung p : S* — S, p(2) :=
2", n € N. Thre charakteristische Untergruppe ist nZ C Z = 7;(S'). Aus Propo-
sition 11.5.1 folgt daher Deck(p) = Z/nZ = Zy,.
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I1.5.4. BEISPIEL. Jede einfach zusammenhéngende Uberlagerung p : X —
X eines lokal wegzusammenhéngenden Raums X ist normal, denn die triviale
Untergruppe ist stets ein Normalteiler. In diesem Fall gilt weiters Deck(X) =
m1(X), siehe Proposition I1.5.1.

I1.5.5. BEIsPIEL. Wirkt eine diskrete Gruppe G strikt diskontinuierlich von
links auf einem topologischen Raum X, dann ist die Orbitprojektion p : X —
X/G eine normale Uberlagerung, siche Proposition 11.2.3. Ist X zusammenhin-
gend, dann ist der Homomorphismus G — Deck(p), g — A,, ein Isomorphismus.
Ist ndmlich ¢ eine Decktransformation, z € X beliebig und g € G mit p(z) = gz,
dann folgt aus Proposition I1.3.2 schon ¢ = A,. Ist dariiberhinaus X lokal wegzu-
sammenhidmgend, dann gilt G = Deck(p) = m1(X/G, p(xo))/ps(m1(X, z0)) fiir je-
des zy € X, siche Proposition I1.5.1. Ist schliefllich X einfach zusammenhéngend,
dann folgt G = Deck(p) = m (X/G).

I1.5.6. BEISPIEL. Betrachten wir die Uberlagerung p : S* — S"/Z; = RP",
n > 2, aus Beispiel 11.2.7, so erhalten wir m(RP™) = Deck(p) = Z,, siche Bei-
spiel 11.5.5.

I1.5.7. BEISPIEL. Betrachte wir die Uberlagerung p : S?"~' — S?*~1/7,

L(p;qus---,qn), n > 2, aus Beispiel I1.2.8, dann erhalten wir 7 (L Diqiy -y qn) )
Deck(p) = Z,, siehe Belsplel I1.5.5.

11.5.8. BEISPIEL. Betrachte wir die Uberlagerung p : R* — R"/Z" = T™ aus
siche Beispiel 11.2.5, so erhalten wir 71 (7") = Deck(p) = Z", siche Beispiel 11.5.5.

11.5.9. BEISPIEL. Betrachten wir die Uberlagerung p : R? — R?/(ZxZ) =2 K
aus Beispiel 11.2.9, so erhalten wir 71 (K) = Deck(p) = Z x Z, siehe Beispiel 11.5.5.

I1.5.10. BEISPIEL. Es bezeichne A : S — S? die Antipodalabbildung, A(z) :=
—2. Die Abbildung A x A : S? x §3 — S x S3 definiert eine freie Z,-Wirkung
auf 5% x S3. Es gilt (8% x S%)/Zy = SO,. Mit Hilfe von Beispiel I1.5.5 erhalten
wir daher m1(SOy4) = Zs, vgl. Proposition 1.6.10.

[Pl

I1.5.11. BEISPIEL (Poincarés Homologie Sphire). Es bezeichne K C R? einen
Ikosaeder mit Mittelpunkt 0 € R3. Weiters bezeichne G C SO3 die Gruppe der
Orientierungs bewahrenden Symmetrien von K, dh. jene A € SO3 mit A(K) = K.
Diese Gruppe wird als Ikosaeder Gruppe bezeichnet und ist zur Alternierenden
Gruppe A5 = {0 € &5 : sign(o) = 1} isomorph, G = As. Gruppenmultipli-
kation liefert eine strikt diskontinuierliche Linkswirkung von G auf SOj. Un-
ter der Poincaré Homologie Sphére verstehen wir den Raum (Manmgfaltlgkelt)

= SO3 /As. Es bezeichne nun p : §® — SO3 die universelle Uberlagerung
aus Belsplel 1.6.7. Es ist dann G := p~'(G) eine Untergruppe von S, denn p ist
ein Gruppenhomomorphismus. Die Gruppe G wird die bindre Ikosaeder Gruppe
genannt. Da p eine zwei-bléttrige Uberlagerung ist, gilt G = 246G = 2845 = 120,
G ist jedoch nicht zur symmetrischen Gruppe isomorph, G 2 S5. Multiplikation
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liefert eine strikt diskontinuierliche Linkswirkung von G auf S3. Offensichtlich
induziert p einen Homéomorphismus S°/G = SO3 /G = M. Aus Beispiel I11.5.5
folgt daher m;(M) = G, insbesondere kann M nicht homéomorph zu S® sein.
Weiters haben wir 7 (M) = G = (s,t | (st)?,s%,15), fiir die Abelisierung folgt
daher 1 (M)., = (s, t | (st)?, 8%, 15, sts7't71) =0 = 7,(5%).p.-

I1.6. Konstruktion von Uberlagerungen. Sei (X, ) ein zusammenhin-
gender und lokal wegzusammenhéngender punktierter Raum. Wir haben im letz-
ten Abschnitt gesehen, dass zusammenhiingende punktierte Uberlagerungen von
(X, xo), bis auf Isomorphie, durch ihre charakteristische Untergruppe bestimmt
sind, siehe Korollar I1.4.9. Es stellt sich nun die Frage, ob jede Untergruppe von
m1 (X, xg) als charakteristische Untergruppe einer punktierten Uberlagerung von
(X, xo) auftritt. Beispielsweise ist 71 (X, o) die charakteristische Untergruppe der
trivialen Uberlagerung idx : (X,z9) — (X, o). Das andere Extrem wire eine
Uberlagerung p : (X, %) — (X, o) mit trivialer charakteristischer Untergrup-
pe. Da p, : m (X, %) — m (X, xo) stets injektiv ist, siehe Proposition I11.3.11(i),
ist dies genau dann der Fall wenn X einfach zusammenhingend ist. Eine solche
Uberlagerung wird universell genannt.

I1.6.1. DEFINITION (Universelle Uberlagerung). Eine Uberlagerung p : X —
X eines zusammenhéngenden und lokal wegzusammenhéngenden Raums X wird
universell genannt, falls X einfach zusammenhéngend ist.

[1.6.2. BEMERKUNG. Ein zusammenhéngender und lokal wegzusammenhén-
gender Raum besitzt, bis auf Isomorphie, hochstens eine universelle Uberlagerung
X — X, siehe Korollar I1.4.9. Wir sprechen daher von der universellen Uberla-
gerung. Eine weitere schwache Zusammenhangseigenschaft der Basis stellt die
Existenz einer universellen Uberlagerungen sicher, siche Satz I1.6.9 unten. Uni-
verselle Uberlagerungen sind stets normal, und es gilt Deck(X) 2 7 (X), siche
Beispiel 11.5.4.

I1.6.3. BEISPIEL. Die Abbildung R — S! aus Beispiel 11.2.4 ist die univer-
selle Uberlagerung des Kreises. Ebenso ist R — T, siehe Beispiel 11.2.5, die
universelle Uberlagerung des Torus. Die Quotientenabbildung S™ — RP" aus
Beispiel 11.2.7, ist die universelle Uberlagerung des projektiven Raums, n > 2.
Ebenso ist die Quotientenabbildung S?"~! — L(p; q1, .. ., q,), siche Beispiel 11.2.8,
die universelle Uberlagerung des Linsenraums, n > 2. Die Abbildung R? —
R?/(Z x Z) = K aus Beispiel 11.2.9 ist die universelle Uberlagerung der Klein-
schen Flasche. Die Abbildung S® — SOs; aus Beispiel 1.6.7 ist die universelle
Uberlagerung von SO3. Die Abbildung S® x S* — SO, aus Beispiel I11.5.10 ist die
universelle Uberlagerung von SOy.

I1.6.4. BEMERKUNG. Es sei p : (X, %) — (X, z0) eine punktierte univer-
selle Uberlagerung eines lokal wegzusammenhéngenden Raums X. Weiters sei

H C m(X,x0) eine Untergruppe. Es bezeichne ® : Deck(X) — m (X, zo) den
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durch ¢(Zg) = Zo - ®(¢) gegebenen Isomorphismus. Dann definiert h - & :=
®~1(h)(Z) eine strikt diskontinuierlich Linkswirkung von H auf X, siehe Pro-
position I1.3.2. Also ist die Orbitprojektion p : (X, &o) — (X /H, o) eine (univer-
selle) Uberlagerung, wobei gy := p(&), siche Proposition 11.2.3. Die Abbildung
p faktorisiert zu einer surjektiven stetigen Abbildung -

q: (X/H,j) — (X,z0), dh. go p = p. Dieses ¢ ist (X, %)

p
eine Uberlagerung, denn jede wegzusammenhingen- \
de offene Teilmenge U C X die von p gleichméBig P (X JH, )
iiberlagert wird, wird auch von ¢ gleichméfig tiber- /

q

lagert. Fiir die charakteristische Untergruppe von ¢ (X, 20)
gilt q.(m (X /H,15y)) = H. Betrachte dazu eine Schlei- 0

fe f : I — X bei zy und ihren Lift f : I — X mit f(()) = Zg. Dann ist
pof:I— X/H der Lift von f iiber ¢ mit Anfangspunkt (po f)(0) = §o. Dieser
Lift ist genau dann geschlossen, wenn &g - [f] = f(1) € 5 (go) = H - Fg = & - H
liegt, und dies ist genau dann der Fall wenn [f] € H, denn die Rechtswirkung
von 71 (X, x20) auf Fj, ist frei wegen des einfachen Zusammenhangs von X. Aus
Proposition I1.3.11(ii) folgt daher die Behauptung iiber die charakteristische Un-
tergruppe von q.

11.6.5. PROPOSITION (Universalitiit der universellen Uberlagerung). Es sei
p: (X, %) — (X,z0) eine punktierte universelle Uberlagerung des lokal weg-
zusammenhingenden Raumes X, und es sei q - (Y, §o) — (X, x) eine weitere
zusammenhdingende Uberlagerung. Dann existiert genau eine Abbildung punktier-
ter Riume p: (X, 7o) — (Y, i) mit gop = p, und diese ist eine Uberlagerung.

BEWEIS. Es beizeichne H = ¢.(m1(9,%0)) C m1(X,xo) die charakteristische
Untergruppe von ¢. Nach Korollar 11.4.9 ist ¢ zu der punktierten Uberlagerung
(X/H, o) — (X, z0) aus Bemerkung I1.6.4 isomorph. O.B.d.A. diirfen wir daher
Y = X/H annehmen. Die Orbitprojektion p : X — X /H ist dann die gesuchte
Uberlagerung. O

Es sei p: X — X eine universelle Uberlagerung und z, € X. Dann existieren
g € Fy,, offene Umgebungen U von iy und U von x,, sodass ply - U—U
ein Homdomorphismus ist. Die kanonische Inklusion ¢ : U — X lésst sich dann
als Komposition © = p o (p|z)~" schreiben. Aus (X, &) = 0 folgt nun, dass
te = pso((plg) ')« der triviale Homomorphismus sein muss. Ein Raum kann daher
nur dann eine universelle Uberlagerung besitzen wenn er folgende Eigenschaft hat:

I1.6.6. DEFINITION (Semilokal einfach zusammenhéngend). Ein topologischer
Raum X heiflt semilokal einfach zusammenhdngend, falls jeder Punkt zy € X
eine Umgebung U besitzt, sodass jede Schleife in U bei xg, in X nullhomotop
ist. In anderen Worten, die kanonische Inklusion U — X induziert den trivialen
Homomorphismus 71 (U, zg) — 71 (X, xp).
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I1.6.7. BEMERKUNG. Jeder lokal kontrahierbare Raum ist semilokal einfach
zusammenhéngend, vgl. Bemerkung I11.4.3. Insbesondere sind topologische Man-
nigfaltigkeiten semilokal einfach zusammenhéngend. Allgemeiner ist jeder lokal
einfach zusammenhéngende Raum auch semilokal einfach zusammenhéngend.
Dabei heifit ein Raum lokal einfach zusammenhéngend falls jeder Punkt eine Um-
gebungsbasis aus einfach zusammenhéingenden Umgebungen besitzt. Natiirlich
ist auch jeder einfach zusammenhéngende Raum semilokal einfach zusammen-
héngend.

I1.6.8. BEISPIEL. Der Teilraum X :=J, y{z € R? : ||z — | = 2} von R? ist
nicht semilokal einfach zusammenhéngend, der Punkt 0 € X besitzt keine Umge-
bung U deren induzierter Homomorphismus 7 (U) — m1(X) trivial ist. Der Kegel
CX is kontrahierbar, also einfach zusammenhéngend und damit auch semilokal
einfach zusammenhéngend, er ist aber nicht lokal einfach zusammenhéngend.

11.6.9. SATZ (Universelle Uberlagerung). Es sei X ein zusammenhdingender,
lokal wegzusammenhdingender und semilokal einfach zusammenhdingender Raum.
Dann eistiert eine universelle Uberlagerung p : X — X.

BEWEIS. Wir fixieren einen Basispunkt z, € X, und definieren X als die
Menge der Homotopieklassen relativ Endpunkten von Wegen in X mit Anfangs-
punkt z,

X = {Wege o : I — X mit Anfangspunkt o(0) =z0}/ =~ .

Ist o ein Weg mit ¢(0) = zo, dann schreiben wir [o] € X fiir die von ihm
reprasentierte Aquivalenzklasse. Offensichtlich ist
p: X - X, p(lo]) = o(1) (I1.6)

eine wohldefinierte Abbildung, die wegen des Wegzusammenhangs von X auch
surjektiv ist. Als Basispunkt in X withlen wir die Homotopieklasse des konstanten
Weges, Zg := [cy,]. Dann gilt p(Zo) = 0.

Ist [0] € X und U C X offen, dann definieren wir eine Teilmenge Up,) € X
durch

U = {[o7] € X : 7 ein Weg in U mit (1) = 7(0)}.

Wir versehen X mit der grébsten Topologie sodass alle diese Mengen (7[,, offen

sind. Eine Abbildung f : Z — X ist also genau dann stetig, wenn fiir jede
der Mengen U[(,] das Urbild f~'(U},) offen in Z ist. Fiir [o] € Uy, N VU2 gilt

[0] € Wig) € Ujyy) N Vipy], wobei W := U NV, daher bilden die Mengen U, sogar

eine Basis der Topologie auf X.
Ist v ein Weg in X mit Anfangspunkt 7(0) = xo, dann definiert

F:iI— X, At) = [s —(ts)], (IL.7)
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einen Weg in X mit Anfangspunkt 5(0) = #, und Endpunkt 7(1) = [v]. Die
Stetigkeit von 7 lésst sich leicht mit Hilfe der obigen Beschreibung stetiger Ab-
bildungen nach X verifizieren. Weiters gilt offensichtlich p o 4 = =, also ist 4 ein
Lift von ~. Daraus folgt nun insbesondere, dass der Raum X wegzusammenhé&n-
gend ist, denn 7 verbindet den Basispunkt Z, mit [v].

Die Abbildung (IL6) ist stetig, denn ist [0] € X und U C X offen mit
p([o]) € U, dann ist [0] € Uy, und Uy € p~ (V).

Wir zeigen als niichstes, dass p : X — X tatséchlich eine Uberlagerung ist.
Sei dazu x € X. Da X lokal wegzusammenhéngend und semilokal einfach zusam-
menhéngend ist, existiert eine wegzusammenhéngende offene Umgebung U von
x mit der Eigenschaft, dass die Inklusion U — X den trivialen Homomorphismus
m(U,z) — m(X,z) induziert. Es bezeichne F, = p~'(z) C X, die Menge der
Homotopieklassen von Wegen von zy nach x. Dann gilt zunéchst

Ui, N Uy =0 falls [01] # [02] € F. (IL8)

Um dies einzusehen nehmen wir an es gilt U (o] N U (0] 7 0. Dann existieren zwei
Wege 7 und 75 in U mit Anfangspunkt 71(0) = = = 75(0), sodass o177 ~ 0979
relative Endpunkten in X. Da m(U,z) — m(X,x) trivial ist, gilt m7 ~ ¢,
relativ Endpunkten in X. Es folgt 01 >~ o177y =~ 09 relative Endpunkten in X,
also [01] = [09] € X. Dies zeigt (I1.8). Da U wegzusammenhéngend ist, folgt
sofort p~H(U) = Upjer, Uls)- Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir jedes [0] € F,

Plg,, U = U (I1.9)

ein Homéomorphismus ist. Wegen des Wegzusammenhangs von U ist (I1.9) sur-
jektiv. Aus der Trivialitit von m(U,z) — m(X,x), folgt die Injektivitat von
(I1.9). Da p stetig ist, bleibt blo noch zu zeigen, dass (I1.9) eine offene Abbil-
dung ist. Sei dazu [7] € Uy, und W C U, offen mit [y] € W. Dann existiert
eine wegzusammenhéngende offene Umgebung V' von (1) mit ‘7[“/] C W. Fiir
diese gilt p(f/h]) =V, also ist p(WW) 2 V eine Umgebung von p([y]). Dies zeigt,
dass (I1.9) eine offene Abbildung, und damit ein Homéomorphismus ist. Daher
ist (I11.6) tatsichlich eine zusammenhiingende Uberlagerung.

SchlieBlich ist noch 7 (X, ) = 0 zu verifizieren. Nach Proposition II.3.11(3)
geniigt es p.(m (f( ,To)) = 0 zu iiberpriifen. Sei also 7 eine Schleife bei zy mit
[v] € pu(m1(X, ). Nach Proposition I1.3.11(ii) ist der Lift 4, siehe (IL.7), ein
geschlossener Weg, dh. (1) = Zo. Da §(1) = [y], bedeutet dies aber gerade, dass
[v] = 1 € m(X,z0). Also ist jedes Element in p,(m(X, %)) trivial und daher
p(m1 (X, %)) = 0. Damit ist der Beweis des Satzes vollstindig. O

I1.6.10. KOROLLAR. Es sei (X, xg) ein zusammenhdngender, lokal wegzusam-
menhdngender, semilokal einfach zusammenhdingender punktierter Raum, und
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H C 7 (X, z0) eine Untergruppe. Dann existiert eine zusammenhdngende punk-
tierte Uberlagerung p : (X,%0) — (X, xo) mit charakteristischer Untergruppe
p,k(ﬂ'l(X,jjo)) =H.

BEWEIs. Dies folgt aus Satz 11.6.9 und Bemerkung 11.6.4. U

Aus Korollar I1.4.9 und Korollar I1.6.10 erhalten wir nun folgende vollsténdige
Klassifikation der zusammenhéngenden punktierten Uberlagerungen eines hinrei-
chend zusammenhéngenden punktierten Raums.

11.6.11. KOROLLAR (Klassifikation punktierter Uberlagerungen). Sei (X, z)
ein zusammenhdngender, lokal wegzusammenhdngender und semilokal einfach zu-
sammenhdngender punktierter Raum. Die Korrespondenz die jeder zusammen-
hingenden punktierten Uberlagerung von (X, x0) ihre charakteristische Unter-
gruppe zuordnet, definiert eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen zu-
sammenhdngender punktierter Uberlagerungen von (X, zo) und den Untergruppen
von w1 (X, xo).

Ist p: X — X eine wegzusammenhingende Uberlagerung und z, € X, dann
sind die charakteristischen Untergruppen p*(m(X' ,T0)), To € Fyy = p (1), al-
le konjugiert in (X, xg), siehe Proposition 11.3.11(vi). Die Konjugationsklasse
der charakteristischen Untergruppe ist daher auch ohne Basispunkt in X wohl-
definiert. Aus Korollar 11.6.11 und Proposition I1.3.11(vii) erhalten wir folgende
vollstéandige Klassifikation der zusammenhéngenden Uberlagerungen eines hinrei-
chend zusammenhéngenden Raums.

I1.6.12. KOROLLAR (Klassifikation von Uberlagerungen). Es sei X ein zu-
sammenhdngender, lokal wegzusammenhdngender, semilokal einfach zusammen-
hingender Raum, und xo € X. Die Korrespondenz die jeder zusammenhdngenden
Uberlagerung von X die Konjugationsklasse ihrer charakteristische Untergruppe
zuordnet, definiert eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen zusammenhdn-

gender Uberlagerungen von X und den Konjugationsklassen von Untergruppen in
1 (X, ZL'()) .

II.7. Darstellungen der Fundamentalgruppe. Wir wollen in diesem Ab-
schnitt eine etwas andere Klassifikation der Uberlagerungen diskutieren. Diese
liefert eine genaue Beschreibung aller, nicht notwendigerweise zusammenhéngen-
den, Uberlagerungen eines hinreichend zusammenhéngenden Raums.

Wir erinnern uns, siche Proposition I1.3.8, dass jede Uberlagerung p : XX
eine Rechtswirkung der Fundamentalgruppe (X, zo) auf der Faser p~!(xq) de-
finiert, wobei o € X ein beliebiger Basispunkt ist. Ist ¢ : X — Y ein Iso-
morphismus von Uberlagerungen, ¢ : ¥ — X, dann liefert die Einschriinkung
von ¢ eine dquivariante Bijektion ¢g = @|,-1z0) P (zo) — ¢ '(z0), dh.
wo(Zo - o) = po(To) - o, fiir alle Ty € p~!(x) und alle o € m1(X, xg). Ist nédmlich
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f I — X eine Schleife bei 2o und f : I — X der Lift iiber p mit Anfangs-
punkt f (0) = Zo, dann ist p o f: I — Y der Lift von f iiber ¢ mit Anfangs-

punkt (¢ o £)(0) = ¢o(Z) woraus sofort die Aquivarianz von g folgt, denn
2o(@o) - [f] = (20 HHL) = 2ol F(1)) = @o(ds - [F]).

Wir nennen zwei Rechtswirkungen p; : S; x G — S;, © = 1,2, einer Gruppe G
dquivalent falls eine dquivariante Bijektion ¢ : S; — Sy exstiert, dh. ¢(s - g) =
©(s) - g, fiir alle s € S; und alle g € G. Isomorphe Uberlagerungen liefern daher
dquivalenten Rechtswirkungen der Fundamentalgruppe.

I1.7.1. SATZ. Es sei X ein zusammenhdngender, lokal wegzusammenhdngen-
der und semilokal einfach zusammenhdingender Raum und xo € X . Ordnen wir ei-
ner Uberlagerung p : X — X die Rechtswirkung der Fundamentalgruppe (X, 20)
auf der Faser p~'(xq) zu, so erhalten wir eine bijektive Korrespondenz zwischen
der Menge der Isomorphieklassen von Uberlagerungen von X und den Aquiva-
lenzklassen von Rechtswirkungen von m (X, x).

BEWEIS. Zu einer gegebenen Rechtswirkung von (X, zo) auf einer Men-
ge S konstruieren wir zunéchst eine Uberlagerung p : X — X, sodass die auf
p~Y(zo) induzierte Rechtswirkung von 7T1(X ,To) dquivalent zu der gegebenen
Wirkung auf S ist. Es bezeichne dazu ¢ : ¥ — X die universelle Uberlage-
rung von X, siehe Satz 11.6.9. Wihle gy € Y mit ¢(Jo) = o, und bezeichne mit
® : Deck(Y) — w1 (X, ) den duch ¢(io) = 9o - ®() gegebenen Isomorphismus.
Auf Y x S betrachten wir die Linkswirkung o - (§,s) == (®7'(0)(7),s - (671)),
(7,s) €Y x S, 0 € m(X,x). Es bezeichne X := (Y x S)/m (X, o) den Orbit-
raum, und p : X — X die durch p([7, s]) := q(y) definierte Abbildung. Beachte,
dass p wohldefiniert, stetig und surjektiv ist. Tatséchlich ist p eine Uberlagerung,
denn jede wegzusammenhéngende offene Teilmenge in X die von ¢ gleichméfig
iiberlagert wird, wird auch von p gleichméfig iiberlagert, siehe Proposition II.1.5.
Die Abbildung ¢ : S — p~(x), ©(s) := [, s] ist eine Bijektion, denn die Wir-
kung von (X, o) auf ¢~ (IE()) ist frei und transitiv. Sei nun f : I — X eine
Schleife bei 29, und f : I — Y der Lift mit Anfangspunkt f(0) = go. Zu gegebe-
nem s € S ist dann I — X, t — [f(¢), s, ein Lift von f iiber p mit Anfangspunkt
p(s). Bs folgt w(s)-[f] = [f(1),s] = [Go-[f],s] = [®7(FD(@0) 5] = [Go, s+ [f]] =
o(s-[f])- Alsoist ¢ : S — p~!(zp) eine dquivariante Bijektion. Bis auf Aquivalenz
erhalten wir also jede Rechtswirkung von (X, zo) aus einer Uberlagerung von
X, dh. die Korrespondenz ist surjektiv.

Nun zur Injektivitit der Korrespondenz: Es sei p : X — X eine Uberlagerung
und es bezeichnen F' := p~!(x() die Faser iiber xy versehen mit der iiblichen
Rechtswirkung von m1(X, xg). Es geniigt zu zeigen, dass die oben konstruierte
Uberlagerung (Y x F) /7 (X, z0) — X isomorph zu der Uberlagerung p : X — X
ist. Wir definieren eine Abbildung ¢ : Y x F' — X wie folgt. Sind § € Y, und
#y € F, dann wihlen wir einen Weg f : I — Y von f(0) = §j, nach f(1 )
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P

und bezeichnen mit (go f); den eindeutigen Lift des Weges go f : I — X

mit Anfangspunkt Z,. ABf\@"und des einfachen Zusammenhangs von Y ist der
Endpunkt ¢(g, 7o) = (go f); (1) unabhingig von der Wahl von f. Ist o €
m1(X, z9) dann gilt (@~ (0)y, Zo- (071)) = (7, To), also faktorisiert ¢ zu einer
Abbildung ¢ : (Y x F)/m (X, xz0) — X. Es liisst sich nun leicht verifizieren, dass

¢ ein Isomorphismus von Uberlagerungen ist. U

[1.7.2. BEMERKUNG. Es sei X ein zusammenhéngender, lokal wegzusammen-
héngender und semilokal einfach zusammenhéngender Raum, zy € X, p eine
Rechtswirkung von 7 (X, x¢) auf einer Menge S und p : X — X die entsprechen-
de Uberlagerung, siche Satz I1.7.1. Es ist dann X zusammenhéngend genau dann,
wenn p transitiv ist. In diesem Fall stimmt die Konjugationsklasse der Charak-
teristischen Untergruppe von p mit der Konjugationsklasse der Isotropiegruppe
{0 € m(X,70) : s- 0 = s} iiberein, wobei s € S beliebig ist.?* Insbesondere ist
p genau dann universell, wenn die Wirkung p transitiv und frei ist. Im transi-
tiven (zusammenhéngenden) Fall ist p genau dann eine normale Uberlagerung,
wenn eine (und dann jede) Isotropiegruppe {o € m(X,z¢) : s- 0 = s} einen
Normalteiler in 71 (X, xq) bildet.

I1.7.3. BEMERKUNG. Es sei G eine Gruppe und S eine Menge. Jeder Rechts-
wirkung p von G auf S kénnen wir eine Linkswirkung A von G auf S zuordnen,
Mg, s) :== p(s,g~1). Offensichtlich liefert dies eine Bijektion zwischen den Links-
wirkungen von GG auf S und den Rechtswirkungen von G auf S. Eine Linkswir-
kung von G auf S ist aber nichts anderes als ein Homomorphismus G — &(5).
Aus Satz I1.7.1 erhalten wir daher eine bijektive Korrespondenz zwischen Iso-
morphieklassen von Uberlagerungen eines Raums (X, x0) und Aquivalenzklassen
von Homomorphismen (X, z9) — &(S5). Dabei sind zwei Homomorphismen
i s m(X,x0) — S(S;), i = 1,2, Aquivalent, wenn eine Bijektion ¢ : S; — S5
existiert, sodass p o A\;(0) o o=t = \y(0), fiir alle o € (X, x). Wollen wir alle
Uberlagerungen von (X, ) mit vorgegebener Blitterzahl bestimmen, geniigt es
daher eine Menge S gegebener Kardinalitit zu wihlen und alle Aquivalenzklas-
sen von Homomorphismen (X, z9) — &(S) zu bestimmen. Dabei sind zwei
Homomorphismen Ay, Ay : m (X, z9) — S(5) dquivalent, falls 7 € &(S) existiert,
sodass 7o A\j(0) o 771 = N\y(0), fiir alle o € 7, (X, x0).

11.7.4. BEisPIEL. Wir wollen alle zwei-fachen Uberlagerungen von S* Vv S*
bestimmen. Diese stehen in bijektiver Korrespondenz mit Aquivalenzklassen von
Homomorphismen 7;(S* vV §') — &, := &({1,2}), siche Bemerkung I1.7.3. Da
G4 = Zsy abelsch ist, sind zwei solche Homomorphismen nur dann dquivalent wenn
sie {ibereinstimmen. Da m; (S*V S') 2 (a,b | —) stehen diese Homomorphismen in
bijektiver Korrespondenz mit G5 x G4, dabei entspricht einem Homomorphismus

2411 diesem Fall sind die Isotropiegruppen von s € S alle konjugiert.
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¢ (a,b] =) — 6, das Paar (p(a), (b)) € &3 x 6,.% Es gibt daher genau vier
(Aquivalenzklassen von) Homomorphismen 7 (S' v S') — &,, und damit genau
vier Isomorphieklassen zwei-blittriger Uberlagerungen von S' Vv S'. Bis auf eine
sind sie alle zusammenhéngend.

I11.7.5. BEISPIEL. Wir wollen alle drei-fachen Uberlagerungen von S* Vv S*
bestimmen. Diese stehen in bijektiver Korrespondenz mit Aquivalenzklassen von
Homomorphismen 71 (S' v S') — &3 := 6({1,2,3}). Dam (S'VSh) = (a,b | —),
stehen diese Homomorphismen in bijektiver Korrespondenz mit &3 x B3, einem
Homomorphismus ¢ entspricht dabei das Paar (¢(a), p(b)). Mit wenig Aufwand
lisst sich folgende Liste verifizieren, sie enthélt aus jeder Aquivalenzklasse von
Homomorphismen (Paaren) genau einen Repriisentanten.?®

e@ || O | 0 | 0 [(2)](12)](12)] (12) | (123) | (123) | (123) | (123)
pb) || O [(12)](123) ] O |(12) [ (13)[(23)] O | (12) | (123) | (132)

zush. H nein‘nein‘ ja ‘nein‘nein‘ ja ‘ ja ‘ ja ‘ ja ‘ ja ‘ ja

Es gibt daher genau 11 drei-fache Uberlagerungen von S'V S*, und 7 davon sind
zusammenhéngend.

11.7.6. BEISPIEL. Wir wollen alle drei-fachen Uberlagerungen der Kleinschen
Flasche K bestimmen. Wir erinnern uns, dass m(K) = (a,b | a?b2), siehe
Beispiel 1.7.3. Wieder geniigt es die Aquivalenzklassen von Homomorphismen
{ab | a*v™%) — &3 zu bestimmen. Die Zuordnung ¢ — (@(a),go(b)) liefert eine
Bijektion von der Menge der Homomorphismen (ab | a*h™2) — &3 auf die Men-
ge der Paare (0,7) € 63 x &3 mit 0* = 72 Folgende Liste enthiilt aus jeder
Aquivalenzklasse von Homomorphismen (Paaren) genau einen Reprasentanten.

pla) | O | 0 |(12)(12)](12) ]| (123)
p) || O [(12)] O [(12)](13)](123)

zush. H nein ‘ nein ‘ nein ‘ nein ‘ ja ‘ ja

Es gibt daher, bis auf Isomorphie, genau sechs drei-blittrige Uberlagerungen der
Kleinschen Flasche, und zwei davon sind zusammenhéngend.

I1.8. Uberlagerungen topologischer Gruppen. Wir wollen diesen Ab-
schnitt mit zwei Anwendungen des Liftungskriteriums abschlielen, siche Propo-
sition II.8.1 und Proposition I1.8.2. In beiden Féllen werden topologische bzw.
geometrische Strukturen von der Basis auf den Totalraum geliftet.

I1.8.1. PropPOSITION (Uberlagerungen von H-Réumen). Es seip : (X, &) —

(X,e) eine zusammenhingende punktierte Uberlagerung eines lokal wegzusam-
menhdngenden H-Raums mit Multiplikation p: (X, e) x (X,e) — (X,e). Dann

25Dies folgt aus der Tatsache, dass wir einen Homomorphimus (a,b| —) auf den Erzeugern
a und b beliebig vorgeben konnen und er dadurch schon vollstindig festgelegt ist.

26Wir verwenden hier die iibliche Zyklenschreibweise fiir Elemente in &5. Etwa bezeich-
net (12) die Transposition von 1 und 2, (123) bezeichnet eine zyklische Permutation, und ()
bezeichnet die identische Permutation.
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existiert genau eine Abbildung punktierter Riume [i : (X,¢) x (X,&) — (X,¢)
mit po i = o (p X p), und diese macht (X, é) zu einem H-Raum.

BewEs. Fiir den von po (p x p) : (X,é) x (X,6) — (X,e) induzierten
Homomorphismus gilt (o (p X p))*(m((f(,é) X (X,é))) = ,u*(p*(m(f(,é)) X
p*(m(f(,é))) = p.(m(X,€)), denn g, ist die Multiplikation in (X, e), siche
Satz 1.6.19, und p, (m (X, €)) ist eine Untergrup- ) v
pe. Nach Satz I1.4.5 existiert daher eine eindeu- (X,é) x (X,e)-—=(X,¢é)
tige Abbildung punktierter Rdume f : (X, é) x
(X,&) — (X,é) mit poji=po(pxp). Sei nun J,po ip
H : X x I — X eine Homotopie relativ Basis- (X,e) x (X,e) . (X, e)
punkt e von Hy = idy nach H; = po (idx,c.).

Dann ist G := H o (p x id;) : X x I — X eine Homotopie relativ Basispunkt é
von G = p nach Gy = po (idx, ce) op. Nach Satz 11.3.3 existiert eine Homotopie
G : X xI — X mit poG = Gund Gy = id;. Dat — p(G(é,t)) = G(é,t) = é muss
auch t — G (é,t) konstant in ¢ sein, also ist G eine Homotopie relativ Basispunkt
é. Dapojio(idg, cz) = po(pxp)o(idg,cs) = po(p,pocs) = po(idy, c.)op = poG
folgt fio (idg, cs) = Gy, denn die beiden Abbildungen stimmen bei € iiberein, sie-
he Proposition I1.3.1. Damit ist G eine Homotopie relativ Basisunkt von id ¢
nach fio (idg, ;). Ebenso lisst sich idg ~ fi o (cg, idg) zeigen. Also ist (X, ) ein
H-Raum. OJ

I1.8.2. PROPOSITION (Uberlagerungen topologischer Gruppen). Es sei p :
G — G eine zusammenhingende Uberlagerung einer lokal wegzusammenhdingen-
den topologischen Gruppe G mit neutralem Element e. Weiters sei ¢ € G mit
p(€) = e. Dann gibt es auf G genau eine Gruppenstruktur mit neutralem Element
¢, die G zu einer topologischen Gruppe und p : G — G zu einem Homomorphis-
mus macht. Ist G abelsch, dann auch G.

BEWwWEIS. Nach Proposition I1.8.1 gibt es genau eine stetige Abbildung i :
GxG— Gmit poji=po(pxp) und fi(é,¢é) = & wobei i : G x G — G die
Multiplikation in GG bezeichnet. Insbesondere ist damit die Eindeutigkeitsaussage
gezeigt.

Da die Multiplikation p assotiativ ist, dh. po (u x idg) = p o (idg xu), folgt
pofio(ixidg) = po(pxp)o(ixidg) =po((pop)xp) =po((uo
(pxp)) xp) = po(uxidg)o(pxpxp)=polidgxp)o(pxpxp) =
po(px (po(pxp))) =po(px(pofi)) =pmo(pxp)o(idg xji) = pojio(idg xi)
also liften fi o (fi x idg) und fi o (idg x 1) dieselbe Abbildung G x G x G — G.
Wir erhalten fio (fi x idgs) = fio (idg X /i), denn die beiden Abbildungen stimmen
beim Punkt (€, é, €) iiberein, siehe Proposition I1.3.1. Damit ist /i eine assotiative
Multiplikation.

Da e neutrales Element von G, dh. po (c.,idg) = idg, folgt po fio (cz idg) =
po(pxp)o(csidg) = po(poce, p) = po(ce,idg)op = idg op = poidgs, also liften
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fio(ce,ids) und idg dieselbe Abbildung G — G. Wir erhalten fio (cg, idg) = idg,
denn die beiden Abbildungen stimmen beim Punkt € iiberein. Damit ist € links-
neutrales Element der Multiplikation ji. Analog lédsst sich zeigen, dass ¢ auch
rechts-neutrales Element von i ist.

Es bezeichne k : G x G — G x G, k(g,h) :== (h,g), und & : G x G — G x G,
7#(g,h) = (h,§). Ist G kommutativ, dann gilt o x = p und es folgt po fio i =
po(pxp)ok =poko(pxp)=po(pxp)=poij,also liften fiok und i dieselbe
Abbildung G x G — G. Wir erhalten fi o & = ji, denn die beiden Abbildungen
stimmen beim Punkt (¢, ) iiberein. Damit ist auch G kommutativ.

Es bezeichne nun v : G — G die Inversion, v(g) = g~'. Fiir den von
vop: (G,& — (G,e) induzierten Homomorphismus gilt (v o p),(m (G, é)) =
Vo (po(m1(G,€))) = pu(mi(G,€)), denn p,(m1(G,€)) ist eine Untergruppe und v,
ist die Inversion in (G, e), siche Korollar 1.6.21. Nach Satz I1.4.5 existiert da-
her eine stetige Abbildung 7 : G — G mit po# = vop und (&) = & Aus
po (v,idg) = c. folgt po fio (7,idg) = ,uo(po) (7,idg) = po(pov,p) =
po (v,idg) op=c.op=poce, also liften fio (7,idy) und ¢z dieselbe Abbildung
G — G. Wir erhalten fi o (#,ids) = ¢z, denn die beiden Abbildungen stimmen
beim Punkt é iiberein. Damit ist 7(g) das Linksinverse von ge G. Ebenso folgt
fio (idg, ) = ¢z, also ist #(§) auch Rechtsinverses von § € G. Damit ist G eine
topologische Gruppe. 0

11.8.3. BEMERKUNG. Es seien G und G zwei zusammenhiingende topologi-
sche Gruppen und p : G — G ein Homomorphismus der eine Uberlagerung ist.
Es bezeichnen e € G und é € G die neutralen Elemente. Jedes § € ker(p) = F,
definiert Decktransformationen \; € Deck(G), Az(h) := gh, und p? € Deck(G),
p9(h) == hg. Wegen \; 5(€) = g = pI(€) muss \; = pg gelten, siehe Propositi-
on 11.3.2. Es folgt gh = hg fiir alle § € ker(p) und h € G. Also liegt ker(p)
im Zentrum C(G) von G. Auch folgt, dass die Decktransformationen transitiv
auf den Fasern von p wirken, also ist p eine normale Uberlagerung. SchlieBlich
ist ker(p) — Deck(G), § — Ag, ein Isomorphismus von Gruppen mit Inversem
Deck(G) — ker(p), ¢ — (). Fiir einfach zusammenhingendes G erhalten wir
insbesondere 71 (G) 2 Deck(G) 2 ker(p).



I1I. Kategorien und Funktoren

Die Kategorientheorie bietet eine Sprache die sich gut eignet Gemeinsamkei-
ten in unterschiedlichen Disziplinen der Mathematik herauszuarbeiten und zu
formalisieren. Sie liefert auch eine Mdoglichkeit verschiedene Gebiete in transpa-
renter Weise miteinander in Beziehung zu setzen. Gerade in der algebraischen
Topologie wo wir topologischen Rdumen algebraische Gebilde zuordnen ist dies
die Sprache der Wahl, und dort wurden die grundlegenden Begriffe der Kategori-
entheorie auch erfunden.

Wir orientieren uns hier an [6, Chapter II]. Sehr knappe Einfiihrungen finden
sich auch in [4, Chapter 2.3] und [18, Kapitel 8.4]. Eine ausfiihrliche Darstellung
bietet [11].

III.1. Kategorien. Eine Kategorie C besteht aus:

(i) Einer Klasse von Objekten.

(ii) Zu je zwei Objekten X und Y von C, eine Menge C(X,Y). Die Ele-
mente von C(X,Y) werden Morphismen von X nach Y genannt. Ist
f €C(X,Y) so deuten wir dies auch durch f: X — Y an.

(iii) Zu je drei Objekten X,Y und Z von C eine Abbildung, die sogenannte
Komposition auch Verknipfung, C(X,Y) x C(Y,Z) — C(X,Z). Sind
feC(X,Y)und g € C(Y, Z) dann schreiben wir g o f oder gf fiir den
entsprechenden Morphismus in C(X, 7).

Diese Daten miissen den folgenden beiden Axiomen geniigen:

(A1) Zu jedem Objekt X von C existiert ein Morphismus idx € C(X,X),
sodass fiir alle Objekte Y, Z von C und alle Morphismen f € C(X,Y),
g € C(Z,X) stets foidy = f und idy og = g gilt. (neutrale Elemente,
identische Morphismen)

(A2) Fiir Objekte X, Y, Z und W von C und Morphismen f € C(X,Y), g €
C(Y,Z), h € (Z,W) gilt stets (hog)o f =ho(go f). (Assotiativitit
der Verkniipfung)

ITI.1.1. BEMERKUNG. Ist C eine Kategorie, dann sind die neutralen Elemente
idy durch die Eigenschaft f oidy = f und idx og = ¢ eindeutig bestimmt. Ist
ndmlich 1x € C(X, X) ein weiterer Morphismus, sodass fiir alle Objekte Y, Z von
C und alle f € C(X,Y), g € C(Z,X) die Relationen foly = fund 1xog =g
gelten, dann folgt 1x = 1x oidy = idy.

Ein Morphismus f € C(X,Y) einer Kategorie C wird ein Isomorphismus ge-
nannt, falls ein Morphismus g € C(Y, X) mit fog = idy und go f = idx exi-
stiert. Im Existenzfall ist so ein Morphismus ¢ eindeutig bestimmt. Ist ndmlich
h € C(Y, X) ein weiterer Morphismus mit foh = idy und ho f = idy, dann folgt
g = goidy = go(foh) = (gof)oh = idx oh = h. Wir bezeichnen den Morphismus
g daher mit f~! € C(Y, X). Mit f ist natiirlich auch f~! ein Isomorphismus, und
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es gilt (f71)™' = f. Sind f; € C(X,Y) und f, € C(Y,Z) zwei Isomorphismen,
dann ist auch f, o f; € C(X, Z) ein Isomorpshimus mit (foo 1)~ = f; 1o f3 .

III.1.2. BEMERKUNG. Es sei f € C(X,Y) ein Morphismus einer Kategorie
C. Weiters seien g € C(Y,X) ein Linksinverses von f, dh. g o f = idy, und
h € C(Y, X) sei ein Rechtsinverses von f, dh. f o h =idy. Dann stimmen g und
h iiberein und f ist ein Isomorphismus mit f~! = g = h. Dies folgt wieder aus
g=goidy =go(foh)=(gof)oh=idxoh=h.

II1.1.3. BEISPIEL (Kategorie der Mengen). Wir definieren eine Kategorie Set
wie folgt. Als Objekte nehmen wir alle Mengen. Fiir zwei Objekte, dh. Mengen,
X und Y bestehe die Menge der Morphismen Set(X,Y’) aus allen Abbildungen
von X nach Y. Schliefilich ist die Verkniipfung von Morphismen durch die iibliche
Komposition von Abbildungen gegeben. Offensichtlich bildet Set eine Kategorie,
die Kategorie der Mengen und Abbildungen. Die Isomorphismen in Set sind genau
die Bijektionen.

II1.1.4. BE1sPIEL (Kategorie der punktierten Mengen). Ist X eine Menge und
xog € X so bezeichnen wir das Paar (X, x) als punktierte Menge. Unter einer
Abbildung punktierter Mengen f : (X,z9) — (Y, yo) verstehen wir eine Abbil-
dung f : X — Y fiir die f(xg) = yo gilt. Die Klasse der Objekte der Kate-
gorie Set, besteht aus allen punktierten Mengen. Die Menge der Morphismen
Set. ((X,x0), (Y,yo)) zwischen zwei Objekten, dh. punktierten Mengen, (X, o)
und (Y 70) besteht aus allen Abbildungen punktierter Mengen von (X, zg) nach
(Y, yo). Beziiglich der iiblichen Komposition bildet Set, eine Kategorie, die Kate-
gorie der punktierten Mengen. Die Isomorphismen in Set, sind genau die Basis-
punkt bewahrenden Bijektionen.

II1.1.5. BEISPIEL (Kategorie der Gruppen). Die Klasse der Objekte der Kate-
gorie Grp besteht aus allen Gruppen. Fiir zwei Objekte, dh. Gruppen, G und H
besteht die Menge der Morphismen Grp(G, H) := Hom(G, H) aus allen Grup-
penhomomorphismen von G nach H. Die Verkniipfung von Morphismen ist durch
die iibliche Komposition von Homomorphismen gegeben. Beachte, dass die Kom-
position von Homomorphismen wieder ein Homomorphismen ist. Offensichtlich
bildet Grp eine Kategorie, die Kategorie der Gruppen und Homomorphismen.
Die Isomorphismen in Grp sind genau die Gruppenisomorphismen.

I11.1.6. BeispIEL (Kategorie der abelschen Gruppen). Die Klasse der Ob-
jekte der Kategorie aGrp besteht aus allen abelschen Gruppen. Die Menge der
Morphismen aGrp(A, B) := Hom(A, B) zwischen zwei Objekten, dh. abelschen
Gruppen, A und B besteht aus allen Gruppenhomomorphismen von A nach B.
Beziiglich der iiblichen Komposition von Homomorphismen bildet aGrp eine
Kategorie, die Kategorie der abelschen Gruppen und Homomorphismen. Die Iso-
morphismen in aGrp sind genau die Isomorphismen abelscher Gruppen.
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II1.1.7. BEisPIEL (Kategorie der K-Vektorrdume). Es sei K ein Korper. Die
Klasse der Objekte der Kategorie Vspg besteht aus allen K-Vektorrdumen. Die
Menge der Morphismen Vspg(V, W) := Lg(V, W) zwischen zwei Objekten, dh.
K-Vektorrdumen, V und W besteht aus allen K-linearen Abbildungen von V
nach W. Beziiglich der iiblichen Komposition linearer Abbildungen bildet Vspy
eine Kategorie, die Kategorie der K-Vektorraume und linearen Abbildungen. Die
Isomorpshimen in Vspy sind genau die Isomorphismen von K-Vektorrdumen.

II1.1.8. BEispIEL (Kategorie der topologischen Rdume). Die Klasse der Ob-
jekte der Kategorie Top besteht aus allen topologischen Rdumen. Die Menge
der Morphismen Top(X,Y) := C(X,Y) zwischen zwei Objekten, dh. topologi-
schen Rédumen, X und Y besteht aus allen stetigen Abbildungen von X nach Y.
Beziiglich der iiblichen Komposition von Abbildungen bildet Top eine Kategorie,
die Kategorie der topologischen Rdume und stetigen Abbildungen. Beachte hier,
dass die Komposition stetiger Abbildungen wieder stetig ist. Die Isomorphismen
in Top sind genau die Homéomorphismen. Ebenso konnen wir die Kategorie der
Hausdorffraume, die Kategorie der kompakten Raume usw. betrachten.

I11.1.9. BeispIEL (Kategorie der punktierten Raume). Die Klasse der Objekte
der Kategorie Top, besteht aus allen punktierten Rdumen. Die Menge der Mor-
phismen zwischen zwei Objekten, dh. punktierten Raumen, (X, x¢) und (Y, yo) be-
steht aus allen Abbildungen punktierter Rdume (X, z9) — (Y, yo). Beztiglich der
tiblichen Komposition von Abbildungen bildet Top, eine Kategorie, die Kategorie
der punktierten Rdume. Die Isomorphismen in Top, sind genau die Homoomor-
phismen punktierter Rdume.

In allen bisher besprochenen Kategorien waren die Objekte Mengen mit ge-
wissen Strukturen (Basispunkt, Gruppenstruktur, Vektorraumstruktur, Topolo-
gie, ...) und die Morphismen waren Abbildungen die diese Struktur bewahren
(Basispunkt erhaltend, mit Gruppenmultiplikation vertriglich, linear, stetig, .. .)
In den folgenden Beispielen sind die Morphismen keine Abbildungen.

I11.1.10. BEIisPIEL. Die Klasse der Objekte der Kategorie hTop besteht aus
allen topologischen Raumen. Fiir zwei Objekte, dh. topolgische Rdume, X und Y
besteht die Menge der Morphismen von X nach Y aus allen Homotopieklassen ste-
tiger Abbildungen von X anch Y, dh. hTop(X,Y) = [X, Y], siche Abschnitt I.3.
Die Verkniipfung von Morphismen ist durch Komposition von Reprisentanten
definiert, dh. [f] o [¢] := [f o g]. Beachte, dass dies nach Lemma 1.3.4 tatsichlich
wohldefiniert ist. Mit dieser Komposition bildet hTop eine Kategorie, die Kate-
gorie der topologischen Rdume und Homotopieklassen stetiger Abbildungen. Die
Isomorphismen in hTop sind genau die Homotopiedquivalenzen.

IT1.1.11. BEIspIEL. Die Klasse der Objekte der Kategorie hTop, besteht aus
allen punktierten Raumen. Fiir zwei Objekte, dh. punktierte Raume, (X, xy) und
(Y, yo) besteht die Menge der Morphismen von (X, xy) nach (Y, yq) aus allen Ho-
motopieklassen (relativ Basispunkt) punktierter Abbildungen von (X, xy) anch
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(Y,v0), dh. hTop, ((X, o), (Y,y0)) = [(X, o), (Y, 40)], siche Abschnitt 1.3. Die
Verkniipfung von Morphismen ist durch Komposition von Reprédsentanten defi-
niert, dh. [f]o[g] := [f og|. Mit dieser Komposition bildet hTop, eine Kategorie,
die Kategorie der punktierten Raume und Homotopieklassen stetiger Abbildungen.
Die Isomorphismen in hTop, sind genau die Homotopiedquivalenzen punktierter
Réaume.

I11.1.12. BEispIEL. Wir konnen eine Gruppe G auch als Kategorie Cq auf-
fassen. Diese besitzt nur ein einziges Objekt % und die Menge der Morphismen
ist durch Cq(x, *) := G festgelegt. Definieren wir die Verkniipfung von Morphis-
men durch die Gruppenmultiplikation in G so bildet dies eine Kategorie. Jeder
Morphismus ist ein Isomorphismus, denn jedes Element in GG besitzt ein Inverses.

II1.1.13. BEISPIEL (Duale Kategorie). Zu jeder Kategorie C kann eine dual
Kategorie C°P wie folgt definiert werden. Die Klasse der Objekte von C°P stimmt
mit der Klasse der Objekte von C iiberein. Sind X und Y Objekte von C°? dann
ist die Menge der Morphismen durch C°?(X,Y) := C(Y, X) definiert. Die Ver-
kniipfung von f € CP(X,Y) mit g € CP(Y,Z) ist durch g ocor f := foc g
definiert, wobei oc die Verkniipfung in C bezeichnet. Offensichtlich bildet C°P
wieder eine Kategorie. Sie wird die zu C duale Kategorie genannt.

II1.1.14. BEISPIEL (Produktkategorie). Sind C und D zwei Kategorien, dann
lasst sich eine Produktkategorie C x D wie folgt definieren. Die Objekte von C x D
sind Paare (X,Y") wobei X ein Objekt von C, und Y ein Objekt von D ist. Auch
die Morphismen (C x D)((X, Y1), (X2, Y2)) sind Paare (f, g) wobei f € C(X;, X5)
und g € D(Y1, Ys). Die Verkniipfung wird Komponentenweise definiert.

IT1.2. Funktoren. Unter einem (kovarianten) Funktor F von einer Katego-
rie C in eine Kategorie D verstehen wir eine Zuordnung die jedem Objekt X von
C ein Objekt F'(X) aus D und jedem Morphismus f € C(X,Y’) einen Morphismus
F(f) e D(F(X),F(Y)) zuordnet, sodass

F(idy) =idpey  und  F(fog) = F(f)o F(g)

fiir beliebige Objekte X,Y,Z von C und beliebige Morphismen g € C(X,Y),
feC(Y,Z) gilt. In diesem Fall schreiben wir auch F': C — D.

II1.2.1. BEMERKUNG. Ist F' : C — D ein Funktor und f € C(X,Y) ein
Isomorphsimus, dann ist auch F(f) € D(F(X),F(Y)) ein Isomorphismus mit
F(f)™ = F(f7), denn F(f~1) o F(f) = F(f™' o f) = F(idx) = idp(x) und
F(f)o F(f™) = F(fo f) = F(idy) = idp).

I11.2.2. BEMERKUNG. Sind F' : C — D und G : D — & zwei Funktoren,
dann ist offensichtlich auch GF : C — &, (GF)(X) = G(F(X)), (GF)(f) =
G(F(f)) ein Funktor. Auch haben wir stets einen identischen Funktor id¢ : C —
C, ldc(X) = X, ldc(f) = f
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Unter einem kontravarianten Funktor F von einer Kategorie C in eine Ka-
tegorie D verstehen wir eine Zuordnung die jedem Objekt X von C ein Objekt
F(X) aus D und jedem Morphismus f € C(X,Y) einen Morphismus F(f) €
D(F(Y), F(X)) zuordnet, sodass

Fldx) =idpxy  und  F(fog) = F(g) o F(f)
fiir beliebige Objekte X,Y,Z von C und beliebige Morphismen g € C(X,Y),
f € C(Y,Z) gilt. Ein kontravarianter Funktor von C nach D ist dasselbe wie ein

kovarianter Funktor von C°°? nach D, siehe Beispiel I11.1.13. Mit Hilfe der duale
Kategorie lassen sich daher kontravariante Funktoren als kovariante auffassen.

I11.2.3. BEISPIEL (Vergissfunktoren). Eine Reihe kovarianter Funktoren er-
halten wir indem wir gewisse Strukturen vergessen. Ordnen wir etwa einem to-
pologischen Raum die zugrundeliegende Menge zu so erhalten wir einen Funktor
Top — Set. Vergessen wir den Basispunkt eines punktierten Raums so erhalten
wir einen Funktor Top, — Top. Ordnen wir einem Vektorraum die zugrunde-
liegende abelsche Gruppe zu so liefert dies einen Funktor Vsp — aGrp. Ebenso
erhalten wir einen Funktor Grp — Set, indem wir einer Gruppe die zugrundelie-
gende Menge mit dem neutralen Element als Basispunkt zuordnen. SchliefSlich sei
noch der Funktor hTop, — hTop erwihnt, der einer Homotopieklasse relative
Basispunkt die entsprechende freie Homotopieklasse zuordnet.

I11.2.4. BEISPIEL. Fassen wir eine abelsche Gruppe als allgemeine Gruppe
auf, so erhalten wir einen kovarianten Funktor aGrp — Grp. Ordnen wir einer
beliebigen Gruppe ihre Abelisierung zu, so erhalten wir einen kovarianten Funktor
Grp — aGrp. Beachte, dass jeder Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H zu
einem Homomorphismus abelscher Gruppen ¢, : Ga, — Ha, faktorisiert und
offensichtlich (¢ 0 ©)a, = Vap © Yap gilt.

I11.2.5. BEISPIEL. Ordnen wir einer stetigen Abbildung die von ihr reprasen-
tierte Homotopieklasse zu so erhalten wir kovariante Funktoren Top — hTop
und Top, — hTop,.

I11.2.6. BEISPIEL (Kegel). Wir kénnen die Kegelkonstruktion als kovarianten
Funktor C' : Top — Top auffassen. Einem topologischen Raum wird dabei der
Kegel CX := (X xI)/(X x {0}) zugeordnet, siehe Beispiel [.3.18. Ist f : X — Y
eine stetige Abbildung, dann faktorisiert f x id; : X x I — Y x Y zu einer
stetigen Abbildung C'f : CX — CY. Eine einfache Rechnung zeigt C(f o g) =
Cf o Cg sowie C'idxy = idcyx, also ist dies tatsédchlich ein Funktor. Sind f, g :
X — Y homotop, dann gilt auch C'f ~ Cg, wir konnen die Kegelkonstruktion
daher auch als Funktor C' : hTop — hTop auffassen. Die Spitze des Kegels
x € C'X ist ein ausgezeichneter Punkt, der von den Abbildungen C'f respektiert
wird. Die Kegelkonstruktion liefert daher auch Funktoren Top’ — Top! bzw.
hTop’ — hTop’, wobei Top’ die Kategorie der nicht-leeren topologischen Riume
bezeichnet und hTop’ sowie hTop/, analog definiert sind.
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II1.2.7. BEISPIEL (Suspension). Wir konnen die Suspension als kovarianten
Funktor > : Top — Top auffassen. Einem topologischen Raum X wird dabei
die Einhdngung XX := (X x [—1,1])/~ zugeordnet, siche Beispiel 1.5.7. Ist f :
X — Y stetig dann faktorisiert f x idi_;1 : X x [-1,1] — Y x [=1,1] zu
einer stetigen Abbildung Xf : ¥ X — XY. Eine einfache Rechnung zeigt nun
YX(fog) = (Xf) o (Xg) und X(idx) = idsx, also ist ¥ tatsichlich ein Funktor.
Sind f,g : X — Y homotop, dann gilt auch Xf ~ g, die Suspension liefert
daher auch einen Funktor ¥ : hTop — hTop.

I11.2.8. BEISPIEL (Fundamentalgruppe). Die Fundamentalgruppe definiert ei-
nen kovarianten Funktor m; : Top, — Grp. Einem punktierten topologischen
Raum (X, z) wir dabei die Gruppe 71 (X, xg), und einer Abbildung punktierter
Raume f : (X,z9) — (Y,yo) der Gruppenhomomorphismus f, : m (X, x¢) —
m1 (Y, yo) zugeordnet, siche Proposition 1.1.13. Die Relationen (f o g). = f. o g«
und (id(x gg))« = idr, (x,0) besagen gerade, dass dies ein kovarianter Funktor ist.
Auf Grund der Homotopieinvarianz, siehe Proposition 1.3.24, kénnen wir die Fun-
damentalgruppe auch als kovarianten Funktor m; : hTop, — Grp auffassen. Die
[somorphismen in der Kategorie hTop, sind genau die Homotopiedquivalenzen
punktierter Rdume und diese miissen durch den Funktor m; auf Isomorphismen
in der Kategorie Grp, dh. Gruppenisomorphismen, abgebildet werden, siehe Be-
merkung II1.2.1. Wir erhalten so genau die Aussage von Proposition 1.3.25.

II1.2.9. BEISPIEL. Ist S eine Menge dann bezeichnet FA(S) := @, ¢ Z die
freie abelsche Gruppe iiber S. Wir konnen S als Teilmenge (Basis) von FA(S)
auffassen. Ist A eine weitere abelsche Gruppe und A\ : S — A eine Abbildung,
dann existiert genau ein Homomorphismus abelscher Gruppen ¢ : FA(S) — A,
sodass ¢(s) = A(s) fiir alle s € S. Dies wird als die universelle Eigenschaft von
FA(S) bezeichnet. Ist nun T eine weitere Menge und f : S — T eine Abbildung,
dann existiert also genau ein Homomorphismus FA(f) : FA(S) — FA(T), sodass
FA(f)(s) = f(s), fiir alle s € S. Dies definiert eine Funktor FA : Set — aGrp.

II1.2.10. BEISPIEL. Ist S eine Menge dann bezeichnet F'(S) := *,csZ die freie
Gruppe iiber S. Wir kénnen S als Teilmenge von F(S) auffassen. Ist G eine
weitere abelsche Gruppe und A : S — G eine Abbildung, dann existiert genau
ein Homomorphismus Gruppen ¢ : F'(S) — G, sodass ¢(s) = A(s) fiir alle s € S.
Dies wird als die universelle Eigenschaft von F(G) bezeichnet. Ist nun 7' eine
weitere Menge und f : S — T eine Abbildung, dann existiert also genau ein
Homomorphismus F(f) : FI(S) — F(T), sodass F(f)(s) = f(s), fiir alle s € S.
Dies definiert eine Funktor F' : Set — Grp.

I11.2.11. BEISPIEL. Ordnen wir einem topologischer Raum X, die Algebra
der stetigen Funktionen C'(X,C) und einer stetigen Abbildung ¢ : X — Y den
Algebrahomomorphismus ¢* : C(Y,C) — C(X,C), ¢*(f) := f o, zu so er-
halten wir einen kontravarianten Funktor Top — Alg, denn offensichtlich gilt
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(p o)* = ¢* o p*. Dabei bezeichnet Alg die Kategorie der C-Algebren und
Algebrahomomorphismen.

[11.2.12. BEISPIEL. Ordnen wir einem K-Vektorraum V' seinen Dualraum
V* = L(V,K) und einer linearen Abbildung ¢ : V' — W die lineare Abbildung
" W* — V* zu, o*(\) := Ao ¢, so erhalten wir einen kontravarianten Funktor
Vspg — Vspg, denn (¢ o )" = ¢* o p*.

I11.2.13. BEISPIEL. Fiir eine Gruppe G bezeichne C(G) die Menge der Kon-
jugationsklassen in G. Da jeder Homomorphismus ¢ : G — H Konjugationsklas-
sen von G in Konjugationsklassen von H abbildet, induziert er eine Abbildung
C(p) : C(G) — C(H). Offensichtlich gilt C'(¢ o ) = C(30) o C(y), also liefert
dies einen kovarianten Funktor C' : Grp — Set. In jeder Gruppe gibt es eine
ausgezeichnete Konjugationsklasse die nur aus dem neutralen Element besteht.
Wir kénnen diese Konjugationsklasse als Basispunkt in C'(G) verwenden. Offen-
sichtlich bildet C'(¢) das ausgezeichnete Element in C'(G) auf das ausgezeichnete
Element in C'(H) ab. Also erhalten wir auch einen Funktor C' : Grp — Set,,
vgl. Beispiel I11.1.4.

I11.2.14. BEISPIEL. Es sei C eine Kategorie und X ein Objekt von C. Wir
defnieren einen Funktor C — Set indem wir einem Objekt Y von C die Menge
C(X,Y) und einem Morphismus f € C(Y;,Y3) die Abbildung f. : C(X,Y;) —
C(X,Ys), fi(¢) := fowp, zuordnen. Dieser Funktor wird {iblicherweise mit C(X, -)
bezeichnet, fiir die Abbildung f, schreiben wir auch C(X, f). Wegen (fog).(¢) =
(foglow = folgow) = fulglp)) = (fiog)lp) gilt (fog) = feogs
also ist dies ein kovarianter Funktor, vgl. Bemerkung I1.3.6. Wenden wir dies
etwa auf C = hTop und X = S an, so erhalten wir einen Funktor hTop —
Set der einem topologischen Raum Y die Menge der freien Homotopieklassen
[S1 Y] und einem stetigen f : Y} — Y, die Abbildung f, : [S, V] — [S?, V5]
zuordnet. Wenden wir die Konstruktion auf C = hTop, und X = (S',1) an so
erhalten wir einen Funktor hTop, — Set der einem punktierten Raum (Y yo)
die der Fundamentalgruppe zugrundeliegende Menge [(S*, 1), (Y, yo)] zuordnet,
vgl. Proposition 1.3.32.

[11.2.15. BEISPIEL. Es sei C eine Kategorie und Y ein Objekt von C. Wir
definieren einen kontravarianten Funktor C — Set indem wir einem Objekt X
von C die Menge C(X,Y’) und einem Morphismus f € C(X1, X5) die Abbildung
f*: C(X2,Y) — C(X1,Y) zuordnen, f*(¢) := ¢ o f. Wegen (f o g)*(¢) =
po(fog)=1(pof)log=g(f(e)=(g"0f)(p) gt (fog)" =g o[ also
ist dies ein kontravarianter Funktor, vgl. Bemerkung 1.3.7. Dieser Funktor wird
iiblicherweise mit C(-,Y") bezeichnet. Fiir die Abbildung f* schreiben wir auch

C(£,Y).
I11.2.16. BEISPIEL. Ist C eine Kategorie, dann lésst sich ein Funktor C°P x

C — Set wie folgt definieren. Einem Objekt (X,Y") von C°? x C ordnen wir die
Menge C(X,Y’) zu, und einem Morphismus (f, g) € (C®xC)((X1, Y1), (X2, Y2)) =
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C(X2, X1) x C(Y1,Ys) ordnen wir die Abbildung f*o g, = g. o f* : C(X1,Y7) —
C(Xs,Y5) zu. Dieser Funktor wird iiblicherweise mit C(-,-) bezeichnet, fiir die
Abbildung f* o g, schreiben wir auch C(f, g).

II1.3. Natiirliche Transformationen. Es seien FF : C — D und G :
C — D zwei Funktoren. Eine natirliche Transformation ¢ von F nach G be-
steht aus einem Morphismus px € D(F(X),G(X)) fir ox
jedes Objekt X von C, sodass fiir jeden Morphismus F(X) — G(X)
f € C(X,Y) nebenstehendes Diagramm kommutiert, dh.  r(y) G(f)
es gilt G(f)opx = py o F(f). Ist px € D(F(X),G(X)) oy
fiir jedes Objekt X von C ein Isomorphismus, dann wird FY) —G(Y)
o ein natirlicher Isomorphismus oder eine natiirliche Aquivalenz zwischen F und
G genannt. In diesem Fall definiert ¢x := (px)~! eine natiirliche Transformation
von GG nach F.

I11.3.1. BEISPIEL. Betrachte den Funktor G : Vspgx — Vspg der einem
Vektorraum V' seinen Bidual G(V) := (V*)* und einer linearen Abbildung ¢ :
V — W ihre Biduale G(\) := (A*)* zuordnet. Dies stimmt mit dem Quadrat des
kontravarianten Funktors in Beispiel I11.2.12 iiberein. Weiters bezeichne F' := id
den identischen Funktor Vspy — Vspgk. Zu einem Vektorraum V' betrachte
nun die lineare Abbildung ¢y : V. — (V*)*, py(v)(A) = A(v), v € V, X €
V*. Eine einfache Rechnung zeigt, dass ¢ eine natiirliche Transformation von F
nach G liefert. In der Kategorie der endlich dimensionalen Vektorrdaume ist ¢ ein
natiirlicher Isomorphismus zwischen F' und G.

I11.3.2. BEISPIEL. Die kanonische Projektion p : G — G, auf die Abelisie-
rung einer Gruppe, kann als natiirliche Transformation vom identischen Funktor
id : Grp — Grp zum Abelisierungsfunktor Grp — aGrp — Grp aus Bei-
spiel 111.2.4 aufgefasst werden.

I11.3.3. BEISPIEL. Betrachte den Fundamentalgruppenfunktor m; : Top, —
Grp, siehe Beispiel I11.2.8 sowie den Funktor F': Top, — Grp, der einem punk-
tierten Raum (X, () die in Proposition 1.3.32 besprochene Gruppe F(X, zg) :=
[(S',1), (X, x0)], und einer Abbildung punktierter Réume f : (X, z0) — (Y, v0)
den Homomorphismus F'(f) := f. zuordnet. Die in Proposition 1.3.32 beschriebe-
ne Abbildung Uy 4, : m1(X,zo) — [(S*,1), (X, z0)] definiert einen natiirlichen
Isomorphismus zwischen 71 und F'.

I11.3.4. BEISPIEL. Wir betrachten den Funktor G : Top, — Set, G(X, xq) :=
(ST, X], G(f) := f.. Weiters sei m; : Top, — Grp der Fundamentalgruppen
Funktor und C' : Grp — Set der Funktor aus Beispiel I11.2.13. Thre Komposition
liefert einen Funktor F' := C o m : Top, — Set. Die in Satz [.3.33 besprochene
Abbildung definiert eine natiirliche Transformation von F' nach G. Auf der Ka-
tegorie der wegzusammenhéngenden punktierten Rdume ist dies ein natiirlicher
[somorphismus zwischen F' und G, siehe Satz 1.3.33.
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I11.3.5. BEISPIEL. Es bezeichne FA : Set — aGrp den Funktor aus Bei-
spiel II1.2.9, und V' : aGrp — Set den Vergissfunktor. Wir betrachten nun zwei
Funktoren Set®” xaGrp — Set, némlich Set(-, V' (-)) und aGrp(FA(-), -). Der er-
ste ordnet einer Menge S und einer abelschen Gruppe A die Menge Set(S, V(A))
zu, dh. die Menge der Abbildungen von S in die der abelschen Gruppe A zugrun-
deliegende Menge V(A). Der zweite ordnet einer Menge S und einer abelschen
Gruppe A die Menge aGrp(FA(S), A) zu, dh. die Menge der Gruppenhomomor-
phismen von der freien abelschen Gruppe FA(S) in die abelsche Gruppe A. Die
universelle Eigenschaft von FA(S) liefert eine Bijektion

(s.4) 1 Set(S, V(A)) = aGrp(FA(S), A),
sodass fiir (f,¢) € (Set’® x aGrp)((S,A),(T,B)) = Set(T,S) x aGrp(A, B)

das folgendes Diagramm kommutiert:

#(5,4)

Set(S,V (A)) — aGrp(FA(S), A)
iSet( £,V() iaGrp(FA(f)ﬁw)
Set(T,V(B)) — % aGrp(FA(T), B)

(=23

Daher liefert ¢ einen natiirlichen Isomorphismus zwischen den beiden Funktoren
Set(-, V() und aGrp(FA(-), ). Wir sagen der Funktor FA ist linksadjungiert zu
V', bzw. V ist rechtsadjungiert zu FA.

[11.3.6. BEISPIEL. Es sei F' : Set — Grp der Funktor aus Beispiel II1.2.10,
und V : Grp — Set der Vergissfunktor. Wir betrachten nun zwei Funktoren
Set”” x Grp — Set, nidmlich Set(-,V(-)) und Grp(F(-),-). Der erste ordnet
einer Menge S und einer Gruppe G die Menge Set(S,V(G)) zu, dh. die Menge
der Abbildungen von S in die der Gruppe G zugrundeliegende Menge V (G). Der
zweite ordnet einer Menge S und einer Gruppe G die Menge Grp(F(S5), G) zu,
dh. die Menge der Gruppenhomomorphismen von der freien Gruppe F(.S) in die
Gruppe G. Die universelle Eigenschaft von F(.S) liefert eine Bijektion

Pisc)  Set(S,V(G)) = Grp(F(9),G),
sodass fiir (f, ) € (Set® x Grp)((S,G), (T, H)) = Set(T,S) x Grp(G, H) das

folgendes Diagramm kommutiert:

P(s,G)

Set(S,V(G)) Grp(F(5),G)
iSet(f,V(go)) lGrp(F(f),sv)

P(T,H)

Set(T,V(H)) ——— Grp(F(T), H)

[

Daher liefert ¢ einen natiirlichen Isomorphismus zwischen den beiden Funktoren
Set(-,V(:)) und Grp(F(+),-). Wir sagen der Funktor F ist linksadjungiert zu V,
bzw. V ist rechtsadjungiert zu F.
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II1.4. Produkte und Koprodukte. Es sei C eine Kategorie und X, a €
A, eine Menge von Objekten in C. Unter einem Produkt der X, verstehen wir ein
Objekt X von C zusammen mit Morphismen p, : X — X, die folgende universelle
Eigenschaft besitzen. Sind f, : ¥ — X,, a € A, Morphismen von C, dann
existiert ein eindeutiger Morphismus f : Y — X mit p, o f = f, fiir alle a € A.
Im Existenzfall ist das Objekt X und die sogenannten Projektionen p, bis auf
kanonische Isomorphie eindeutig bestimmt, dh. ist X ein Objekt von € und sind
Pa : X — X, Morphismen die ebenfalls obige universelle Eigenschaft besitzen,
dann existiert ein eindeutiger Isomorphismus f : X — X, sodass o © f = Pa,
fir alle « € A. Aus der universellen Eigenschaft von X folgt némlich, dass es
genau einen Morphismus f : X — X mit p, 0 f = pa gibt. Ebenso folgt aus
der universellen Eigenschaft von X, dass es einen Morphismus f : X — X mit
Pa © [ = Pa gibt. Die Komposition fo f : X — X erfiillt dann p, o (f o f) =
Pa, Wegen der Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft von X folgt
fof =idx. Ebenso lésst sich fo f = id ¢ zeigen. Also ist f ein Isomorphismus mit
Inverser f. Da Produkte bis auf kanonische Isomorphie eindeutig sind, sprechen
wir auch von dem Produkt der X, und schreiben dafiir meist Hae 4 Xo. Es gibt
Kategorien in denen gewisse Produkte nicht existieren.

[I1.4.1. BEISPIEL (Produkte in Set). Sind X, Mengen, dh. Objekte von Set,
so bildet [],, X, zusammen mit den kanonischen Projektionen p,, : [, Xor — X,
das Produkt in der Kategorie Set.

I11.4.2. BEISPIEL (Produkte in Top). Sind X, topologische Ridume, dh. Ob-
jekte von Top, so bildet [], X,, versehen mit der Produkttopologie, zusammen
mit den kanonischen Projektionen p, : [[, Xo — X, das Produkt in der Kate-
gorie Top.

I11.4.3. BEISPIEL (Produkte in Top,). Sind (X, z,) punktierte Rdume, dh.
Objekte von Top,, so bildet [], (Xa,za), versehen mit der Produkttopologie,
zusammen mit den kanonischen Projektionen p, : [[ (X, 2o) — (Xa, 2zo)das
Produkt in der Kategorie Top,.

II1.4.4. BEISPIEL (Produkte in Vspy). Sind V,, K-Vektorrdume, dh. Objekte
von Vspg, so bildet [], Vi, zusammen mit den kanonischen Projektionen p,, :
1., Voo — Vi das Produkt in der Kategorie Vspy.

I11.4.5. BEISPIEL (Produkte in Grp). Sind G, Gruppen, dh. Objekte von
Grp, so bildet [], Ga, versehen mit der iiblichen komponentenweisen Multipli-
kation, zusammen mit den kanonischen Projektionen p, : [[,Gow — G4 das
Produkt in der Kategorie Grp.

Es seien F': C — D ein Funktor, und X, Objekte in C. Weiters existiere das
Produkt Hi X, in C, und es bezeichnen p¢ : Hg, Xy — X, die damit assozierten
Projektionen. Durch Anwenden des Funktors F' erhalten wir Morphismen F(p€) :
F(Hi, X)) — F(X,). Ist dies stets ein Produkt der F'(X,) in D, dann sagen wir
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der Funktor F' erhdlt Produkte. In dieser Situation erhalten wir einen kanonischen
Isomorphismus ¢ : F(HZ X,) = [I2 F(X,), sodass p2 o ® = F(3€), wobei
P2 1154 F(Xo) — F(X,) die Projektionen bezeichnen.

[11.4.6. BEISPIEL. Der Fundamentalgruppenfunktor m; : Top, — Grp erhilt
Produkte, dies ist die Aussage von Proposition 1.1.17.

I11.4.7. BEISPIEL. Der Abelisierungfunktor Grp — aGrp erhélt Produkte.

Es sei C eine Kategorie und X,, a € A, eine Menge von Objekten in C.
Unter einem Koprodukt der X, verstehen wir ein Objekt X von C zusammen mit
Morphismen ¢, : X, — X die folgende universelle Eigenschaft haben: Sind f, :
Xo — Y, a€ A, Morphismen von C, dann existiert ein eindeutiger Morphismus
f:X =Y mit foi, = f, fiir alle « € A. Im Existenzfall ist das Objekt X
und die Morphismen ¢, bis auf kanonische Isomorphie eindeutig bestimmt, dh.
ist X ein Objekt von C und sind ¢, : X, — X Morphismen die ebenfalls obige
universelle Eigenschaft besitzen, dann existiert ein eindeutiger Isomorphismus
f: X — X, sodass fol, = t,, fir alle « € A. Wir sprechen daher auch von dem
Koprodukt der X, und schreiben meist Hae 4 Xo. In vielen Kategorien wird das
Koprodukt jedoch anders bezeichnet, siehe unten. Es gibt Kategorien in denen
gewisse Koprodukte nicht existieren.

II1.4.8. BEISPIEL (Koprodukte in Set). Sind X, Mengen, dh. Objekte von
Set, dann bildet die disjunkte Vereinigung| |, X, zusammen mit den kanonischen
Inklusionen ¢, : X, — ||, Xo das Koprodukt in der Kategorie Set.

I11.4.9. BEIspiEL (Koprodukte in Top). Sind X, topologische Raume, dh.
Objekte von Top, so bildet die disjunkte Vereinigung | |, X, zusammen mit den
kanonischen Inklusionen ¢, : X, — | |, X« das Koprodukt in der Kategorie Top.

I11.4.10. BeispiEL (Koprodukte in Top,). Sind (X,, z,) punktierte Raume,
dh. Objekte von Top,, so bildet die Einpunktvereinigung \/ _(Xg, z3) zusammen
mit den kanonischen Inklusionen ¢, : (Xo,24) = V (X, 2or) das Koprodukt in
der Kategorie Top,.

I11.4.11. BEispieL (Koprodukte in Vspy). Sind V,, K-Vektorrdume, dh. Ob-
jekte von Vspy, dann bildet @@, V,, zusammen mit den kanonischen Inklusionen
Lo : Vo — @, Vo das Koprodukt in der Kategorie Vspg.

I11.4.12. BEispIEL (Koprodukte in aGrp). Sind A, abelsche Gruppen, dh.
Objekte von aGrp, dann bildet @, A, zusammen mit den kanonischen Inklu-
sionen ¢, : Ay — @, Aw das Koprodukt in der Kategorie aGrp.

[11.4.13. BEISPIEL (Koprodukte in Grp). Sind G, Gruppen, dh. Objekte von
Grp, so bildet *,G, zusammen mit den kanonischen Inklusionen ¢, : G, —
%o G o das Koprodukt in der Kategorie Grp.
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Es seien F': C — D ein Funktor, und X, Objekte in C. Weiters existiere das
Koprodukt Hi X, in C, und es bezeichnen (£ : X, — Hi, X, die damit asso-
zierten Inklusionen. Durch Anwenden des Funktors F' erhalten wir Morphismen
F(:£): F(X,) — F(IIS Xo). Ist dies stets ein Koprodukt der F(X,) in D, dann
sagen wir der Funktor F' erhdlt Koprodukte. In dieser Situation erhalten wir einen

kanonischen Isomorphismus ® : [[2 F(X,) = F(Hg X,), sodass ® 0.2 = F(.£),
wobei (2 : F(X,) — [[2 F(X,) die Inklusionen bezeichnen.

[11.4.14. BEISPIEL. Schrianken wir den Funktor m; : Top, — Grp auf die
Kategorie jener punktierten Rdume ein deren Basispunkt Deformationeretrakt
einer offenen Umgebung ist, dann erhélt dieser Funktor Koprodukte. Dies ist die
Aussage von Proposition 1.5.8.

I11.4.15. BEISPIEL. Der Abelisierungsfunktor Grp — aGrp erhilt Kopro-
dukte, siehe Beispiel 1.5.3.



IV. Homologie

Jedem topologischen Raum X kann eine Folge von abelschen Gruppen H,(X),
die sogenannten Homologiegruppen von X, zugeordnet werden. Stetige Abbildun-
gen induzieren Homomorphismen zwischen den Homologiegruppen und dies lie-
fert kovariante Funktoren von der Kategorie der topologischen Raume in die Ka-
tegorie der abelschen Gruppen. Diese Funktoren sind homotopieinvariant, homo-
topiedquivalente Rdume miissen daher isomorphe Homologiegruppen haben. Die
Homologiegruppe Hy(X) misst die Anzahl der Wegzusammenhangskomponenten
von X. Fiir wegzusammenhéngende Réaume liefert der Hurewicz-Homomorphis-
mus einen Isomorphismus Hy (X) = m1(X)ap. Die Berechnung der Homologiegrup-
pen der Sphéren erméglicht u.A. die Beantwortung einiger grundlegenden jedoch
subtilen Fragen iiber Teilmengen des R™. Als Beispiel sei hier nur der Jordanschen
Kurvensatz erwihnt, siehe Satz IV.12.25 unten. Einige Lehrbiicher die Einfiithrun-
gen in die Homologietheorie bieten sind (2, 3, 4, 12, 13, 14, 15, 18].

Die Definition der Homologiegruppen erfordert einige algebraische Vorberei-
tungen denen wir uns in den Abschnitten IV.1 bis IV.4 widmen werden. Wei-
terfithrendes zu dieser sogenannten homologischen Algebra findet sich etwa in
[6]. In Abschnitt TV.5 kehren wir dann zur Topologie zuriick und geben eine De-
finition der Homologiegruppen eines Raums. In den folgenden Abschnitte IV.7 bis
IV.10 leiten wir die wesentlichen Eigenschaften des Homologiefunktors her. Ab-
schnitt IV.11 ist dem Hurewicz-Homomorphismus gewidmet. In Abschnitt IV.12
werden wir einige erste Anwendungen besprechen.

IV.1. Kettenkomplexe und Homologie. Unter einer graduierten abel-
schen Gruppe verstehen wir ein System abelscher Gruppen A,, ¢ € Z. Wir
schreiben dafiir oft A, oder bloff A. Seien nun A und B zwei graduierte abelsche
Gruppen und k € Z. Unter einem Homomorphismus ¢ : A — B vom Grad k ver-
stehen wir ein System von Homomorphismen ¢, : A, — By4x, ¢ € Z. Wir werden
dies oft durch die Notation ¢ : A, — B, andeuten. Die Menge aller Homomor-
phismen vom Grad k bezeichnen wir mit Homy(A, B). Fiir ¢,v¢ € Homy (A, B),
definieren wir ¢ + ¢ € Homy(A, B) durch (¢ + ¢),(a) := ¢,(a) + ¥,(a), a € A,.
Dadurch wird Homg (A, B) zu einer abelschen Gruppe. Sind A, B, C' gradueir-
te abelsche Gruppen und ¢ € Homy(A, B), v € Homy(B, (), dann definiert
oy € Homyp (A, C), (¢ o p)s(a) == Ygyr(pq(a)), a € A,, einen Homomor-
phismus vom Grad k + [. Beachte, dass diese Komposition bilinear ist, dh. es
gilt (1 +1P2) 0 p = Y10 + 1 0 sowie P o (1 + p2) = Y o1 +1p oy, fiir
¢, p; € Homg (A, B) und ¢, v; € Homy(B, C).

Unter einem Homomorphismus graduierter abelscher Gruppen verstehen wir
einen Homomorphismus vom Grad 0. Wir werden die Menge dieser Homomorphis-
men mit Hom(A, B) bezeichnen. Die graduierten abelschen Gruppen zusammen
mit diesen Homomorphismen bilden offensichtlich eine Kategorie. Die Isomorphis-

men dieser Kategorie sind genau jene Homomorphismen graduierter abelscher
107
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Gruppen ¢ : A — B, sodass ¢, : A, — By fiir jedes ¢ € Z ein Gruppenisomor-
phismus ist. Beziiglich obiger Addition bildet Hom(A, B) eine abelsche Gruppe,
ihr neutrales Element ist durch den triviale Homomorphismus 0 : A — B gege-
ben.

Sind A und B zwei graduierte abelsche Gruppen und gilt A, C B, fiir alle
q € Z, dann nennen wir A eine graduierte Untergruppe von B und schreiben
A C B. Die Inklusionen ¢, : A, — B, definieren einen Homomorphismus gra-
duierter abelscher Gruppen ¢ : A — B den wir als die kanonische Inklusion
bezeichnen. Unter dem Quotienten B/A verstehen wir die graduierte abelsche
Gruppe (B/A), := B,/A,, q € Z. Die Projektionen p, : B, — B, /A, liefern einen
Homomorphismus graduierter abelscher Gruppen p : B — B/A, den wir als die
kanonsiche Projektion bezeichnen. Ist ¢ : B — (' ein Homomorphismus gradu-
ierte abelscher Gruppen mit ot = 0, dann existiert genau ein Homomorphismus
graduierter abelscher Gruppen ¢ : B/A — C mit g op = .

Ist ¢ : A — B ein Homomorphismus graduierter abelscher Gruppen dann de-
finieren wir seinen Kern ker(y) als die graduierte abelsche Gruppe (ker(y)), :=
ker(y, : A, — By). Dies ist offensichtlich eine graduierte Untergruppe von A,
dh. ker(¢) C A. Analog definieren wir sein Bild img(p) als die graduierte abel-
sche Gruppe (img(y)), = img(y, : A, — B,), ¢ € Z, eine graduierte Un-
tergruppe von B, dh. img(¢) € B. Wir kénnen den Homomorpismus ¢ als
Homomorphismus ¢ : A — img(p) betrachten und es gilt ¢ o ¢ = 0, wobei
L : ker(yp) — A die kanonische Inklusion bezeichnet. Daher faktorisiert ¢ zu einen
Homomorphismus ¢ : A/ker(¢) — img(¢). Nach dem Homomorphiesatz der
Algebra ist ¢, : A,/ ker(p,) — img(y,) ein Gruppenisomorphismus, daher ist

¢ : A/ ker(p) = img(p) ein Isomorphismus graduierter abelscher Gruppen.

Die Kategorie der graduierten abelschen Gruppen besitzt Koprodukte. Sind
AN X\ € A, graduierte abelsche Gruppen dann definieren wir eine graduierte
Abelsche Gruppe @, A* durch (P, ) AY)g := @ ycp 4, und kanonische In-

klusionen 1* : A — @,,c, AV durch die Inklusionen ¢ : AY = Pyen A} Eine
einfache Uberlegung zeigt, dass dies tatsichlich die universelle Eigenschaft des
Koprodukts hat. Genauer, fiir eine weitere graduierte abelsche Gruppe B und
Homomorphismen graduierter abelscher Gruppen ¢* : A* — B existiert genau
ein Homomorphismus graduierter abelscher Gruppen ¢ : @, ., A — B, sodass
o = fiir alle A € A.

Die Kategorie der graduierten abelschen Gruppen besitzt auch Produkte. Diese
sind durch ([T cp A = [Liea Aq’\ gegeben, die kanonischen Projektionen p :
[Tyen AY — A durch die Projektionen p) : [T,y A) — A} definiert. Wieder
lasst sich leicht zeigen, dass dies die universelle Eigenschaft des Produktes besitzt,
dh. fiir Homomorphismen graduierter abelscher Gruppen ¢* : B — A* \ € A,
existiert genau ein Homomorphismus graduierter abelscher Gruppen ¢ : B —
[Then A%, sodass p* o p = @ fiir alle X € A.
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Unter einem Kettenkomplex verstehen wir eine graduierte abelsche Gruppe
C' zusammen mit einem Homomorphismus vom 0 € Hom_;(C,C) vom Grad
—1, der 0% = 0, dh. & 0 9 = 0, erfiillt. Ein Kettenkomplex ist daher ein Sy-
stem abelscher Gruppen Cj, ¢ € Z, zusammen mit einem System von Homo-
morphismen 0, : C;, — Cy,_1, ¢ € Z, sodass 9,-1 0 9, = 0, fiir alle ¢ € Z.
Wir werden Kettenkomplexe meist
mit C, C,, (C,) oder (C,,d) be- ... 2 ¢, 2t o [ Joo St
zeichnen. Die abelsche Gruppe C
wird die Gruppe der ¢-Ketten genannt. Der Homomorphismus 0 heifit Rand-
operator oder Differential des Kettenkomplexes. Die abelsche Gruppe Z, :=
Z,(C) == {c € C, : 0, = 0} wird die Gruppe der g-Zyklen genannt. Die
abelsche Gruppe B, := B,(C) = {0,41¢c : ¢ € Cyp1} wird die Gruppe der
g-Rdnder bezeichnet. Aus 0, o 9,41 = 0 folgt B, € Z, C C,. Unter der ¢-
ten Homologiegruppe des Kettenkomplexes verstehen wir die abelsche Gruppe
H,:= H,(C):= H,(C,0) := Z,/B,. Elemente von H, werden als Homologieklas-
sen bezeichnet. Ist ¢ € Z, so schreiben wir [c] € H, fiir die von ¢ représentierte
Homologieklasse. Zwei Zyklen ¢, € Z, definieren genau dann die selbe Homo-
logicklasse, wenn sie sich um einen Rand unterscheiden, dh. wenn z € Cjy; mit
¢ — ¢ = Oy412 existiert. Wir kénnen die Systeme Z,, B,, H,, q € Z, als gradu-
ierte abelsche Gruppen auffassen, und schreiben dafiir meist Z.(C'), B.(C) und
H.(C), oder blo B, Z. sowie H, wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht wel-
cher Kettenkomplex gemeint ist. Wir haben kanonische Inklusionen graduierter
Untergruppen B, C Z, C C,, und es gilt H, = Z,/B.. Ein Kettenkomplex C
heilt azyklisch falls H,(C) = 0, dh. wenn alle Homologiegruppen trivial sind.
Offensichtlich ist dies genau dann der Fall, wenn B, (C) = Z,(C), dh. wenn jeder
Zykel Rand ist, es daher keine essentiellen Zykel gibt.

IV.1.1. BEISPIEL. Betrachte den Kettenkomplex

-<—0<—0<—Z<£Z<iZ<£Z@Z<@Z<—O<—O<—---

dh. die einzigen nicht-trivialen Kettengruppen sind Cy = C; = Cy = C5 = Cy =
C5 = Z. Dann gilt Hy(C) = Z, H,(C) = Zy, H3(C) = Z & Z3, und alle anderen
Homologiegruppen verschwinden.

Eine Sequenz von Gruppen A % B Y, ¢ heift exakt falls ker(¢) = img(¢p).
Insbesondere muss daher 1) o ¢ = 0 gelten, denn dies ist zur Inklusion img(p) C

ker(7) dquivalent. Etwa ist die Sequenz A % BLo genau dann exakt, wenn ¢
surjektiv ist. Die Sequenz A % BL st genau dann exakt wenn 1 injektiv ist.
Eine Sequenz A % B%5 0 Dist genau dann exakt wenn ¢ ein Isomorphismus
ist. Unter einer kurzen exakten Sequenz verstehen wir eine exakte Sequenz der
Form 0 — A% B % ¢ — 0, dh. ¢ ist injektiv, ¢ ist surjektiv und ker(¢)) =
img(). In diesem Fall kénnen wir daher A als Untergruppe von B auffassen und
¢ induziert einen Isomorphismus C' = B/A. Die Homologiegruppe H,(C') eines
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. . o b, o,
Kettenkomplexes C' misst daher wie weit die Sequenz C,—; «— C, L Cot1

davon entfernt ist bei C; exakt zu sein. Ein Kettenkomplex C ist genau dann

: : d o ..
azyklisch wenn die Sequenz --- «— C,_1 «— C, 2 Cyg+1 < -+ bei jedem C

exakt ist.

Seien nun (C,0) und (C’,0") zwei Kettenkomplexe. Unter einer Kettenab-
bildung ¢ : C — (" verstehen wir einen Homomorphismus graduierte abel-
scher Gruppen ¢ € Hom(C, ("), sodass gilt
J o p = p o d. Kettenabbildungen werden
auch als Homomorphismen von Kettenkom-
plexen oder Komplexabbildungen bezeichnet. \L‘Pq—l Pq
Eine Kettenabbildung ist daher ein System o
von Homomoprhismen ¢, : C;, — C7, q € Z,
sodass 0} 0 g = @41 0 0, fiir alle ¢ € Z.
Die Komposition zweier Komplexabbildungen ist wieder eine Komplexabbildung.
Kettenkomplexe und Komplexabbildungen bilden daher eine Kategorie, die Ka-
tegorie der Kettenkompleze. Die Isomorphismen dieser Kategorie sind genau jene
Kettenabbildungen ¢ : C' — C’, sodass ¢, : Cy — Cy fiir jedes ¢ € Z ein Grup-
penisomorphismus ist. Sind ¢, : C — C”" zwei Komplexabbildungen, dann ist
auch p+1 : C — " eine Komplexabbildung. Die Menge der Kettenabbildungen
von C nach C’ bildet daher eine abelsche Gruppe.

Ist ¢ : C — (" eine Kettenabbildung, dann folgt aus der Relation 0’ o ¢ =
¢ o 0 sofort ¢,(Z;) € Z; und ¢,(B,) € B,. Eine Kettenabbildung induziert
daher Homomorphismen zwischen den Homologiegruppen, ¢, : H,(C) — H,(C"),
0i([c]) == [pq(0)], c € Z,(C). Statt ¢, : H,(C) — H,(C") werden wir gelegentlich
auch H,(y) : H,(C) — H,(C") schreiben.

IV.1.2. PROPOSITION (Homologiefunktor). Ordnen wir einem Kettenkomplex
C die graduierte abelsche Gruppe H.(C) und einer Kettenabbildung ¢ : C — C’
den Homomorphismus ¢, : H.(C) — H.(C") zu, so erhalten wir einen kovari-
anten Funktor von der Kategorie der Kettenkomplexe in die Kategorie der gra-
duierten ableschen Gruppen. Dh. fir je zwei Kettenabbildungen ¢ : C' — ('
und @' 2 C" — C" gilt (¢' o @)y = ¢, 0 @y, sowie (ide), = idg, (o). Weiters ist
(p 4+ 1V)s = @i + s, fiir je zwei Kettenabbildungen ¢, : C — C'.

BEWEIS. Seien ¢ : C' — C" und ¢’ : C" — C” zwei Kettenabbildungen und

¢ € Zy(C). Dann gilt (¢ 0 @.)([c]) = @l(p«([c])) = l[pq(0)]) = [0 (pq(c))] =
(gp’; gi))*([c]), alsolgofk 0w, = (¢ o). : H(C) — H,(C"). Die iibrigen Aussageél
sind ebenso trivial.

Ist C" ein Kettenkomplex und C' C C” eine graduierte Untergruppe die inva-
riant unter dem Differential von C’ ist, dh. d'(C,) C C,_; fiir alle ¢ € Z, dann
nennen wir C' einen Teilkomplex von C’. Offensichtlich bildet C' zusammen mit
der Einschrankung von ¢’ wieder einen Kettenkomplex, und die kanonische In-
klusion ¢ : C' — (" ist eine Kettenabbildung. In dieser Situation induziert das
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Differential 0" ein Differential auf der graduierten Quotientengruppe C’/C', denn
9, + C, — C_, faktorisiert zu einem Homomorphismus C;/Cy, — C;_,/Cy 1.
Dadurch wird C'/C zu einem Kettenkomplex, den wir als den Quotientenkom-
plex von C’" nach C bezeichnen. Nach Konstruktion ist die kanonische Projektion
p: C" — C'/C eine Kettenabbildung.

Ist ¢ : C — C' eine Kettenabbildung, dann bildet ker(¢) einen Teilkom-
plex von C, und img(p) ist ein Teilkomplex von C’. Weiters ist der kanonische
Isomorphismus C'/ ker(¢) = img(p) ein Isomorphismus von Kettenkomplexen.

IV.1.3. BEISPIEL. Ist C' C C’ ein Teilkomplex dann ist die kanonische Inklu-
sion C; — Cj injektiv, die induzierten Homomorphismen ¢, : H,(C) — Hy(C")
miissen aber keineswegs injektiv sein. Ebenso werden die von der kanonischen Pro-
jektion p : ¢' — C'/C induzierten Homomorphismen p, : H,(C") — H,(C'/C)
i.A. nicht surjektiv sein. Dies ldsst sich schon an einfachen Beispielen beobachten,
betrachte etwa den azyklischen Kettenkomplex --- «— 0 «— Z L7 0« S
dh. C) = C] = Z, und den Teilkomplex der durch Cy = Z und C; = 0 gegeben ist.
Trotzdem gibt es einen engen Zusammenhang zwischen den Homologiegruppen
von C'; C" und C’"/C, dieser ist jedoch ein wenig subtiler, vgl. Satz IV.3.1 unten.

Die Kategorie der Kettenkomplexe besitzt Koprodukte. Sind (C*,9*), A € A,
Kettenkomplexe dann induzieren die Differentiale 0* einen Homomorphismus
®rend” : Py C — Byep C* vom Grad —1. Offensichtlich wird @,., C*
dadurch zu einem Kettenkomplex, und die kanonischen Inklusionen ¢* : C* —
DB.eca C* sind Kettenabbildungen. Eine einfache Uberlegung zeigt, dass diese
die universelle Eigenschaft des Koprodukts haben, dh. sind ¢* : C* — (" Ket-
tenabbildungen, dann existiert genau einen Kettenabbildung ¢ : @, ., Cr — (',
sodass ¢ o 1* = ¢* fiir alle A € A gilt. Die kanonischen Inklusionen /* : C* —
@D,/cn € induzieren Homomorphismen (1), : H.(C*) — H,(P,c, C), und
diese definieren einen Homomorphismus graduierter abelscher Gruppen

@AGA H*(C/\) — H. (@AGA CA)' (IV.1)

Der Homologiefunktor vertauscht in folgendem Sinn mit Koprodukten.

IV.1.4. PROPOSITION. Der Homomorphismus (IV.1) ist ein Isomorphismus
graduierter abelscher Gruppen.

BEWEIS. Setze C' := @,., C*. Da die Inklusionen * : C* — C Kettenabbil-
dungen sind, liefern sie Inklusionen Z,(C*) — Z,(C) sowie B,(C*) — B,(C), und
diese induzieren Isomorphismen @, , Z,(C?*) = Z,(C), sowie @, B,(C*) =
B,(C). Wir erhalten daher

O = 56 S hie) * Dien ~ e o

Die Kategorie der Kettenkomplexe ber51tzt auch Produkte, diese werden im
Folgenden aber nicht wichtig sein. Sind (C*,9*), X € A, Kettenkomplexe dann
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induzieren die Differentiale 9* einen Homomorphismus X yep0* : [Lea cr —
[Tyca C* vom Grad —1. Offensichtlich wird [],., C* dadurch zu einem Ketten-
komplex, und die kanonischen Projektionen p* : [],, A CY — C* sind Kettenab-
bildungen. Eine einfache Uberlegung zeigt, dass diese die universelle Eigenschaft
des Produkts haben, dh. sind ¢* : ¢’ — C* Kettenabbildungen, dann existiert ge-
nau einen Kettenabbildung ¢ : " — [], . C?, sodass p* o = * fiir alle A € A.
Die kanonischen Projektionen p* : [],,, C* — C* induzieren Homomorphismen
(PN © Hi(TTyvea ©Y) — H.(C*), und diese definieren einen Homomorphismus
graduierter abelscher Gruppen

H, (HAGA CA) — [Thea H.(CH). (IV.2)

Der Homologiefunktor vertauscht in folgendem Sinn mit Produkten.

IV.1.5. PROPOSITION. Der Homomorphismus (IV.2) ist ein Isomorphismus
graduierter abelscher Gruppen.

BEWEIS. Analog zum Beweis von Proposition 1V.1.4. U

IV.2. Kettenhomotopie. Zwei Kettenabbildungen ¢, : C — C’ heiflen
(ketten)homotop falls ein Homomorphismus h : C' — C’ vom Grad 1 existiert,
sodass @' o h + hod = 1 — ¢ gilt. Jeder solche Homomorphismus h wird eine
(Ketten)homotopie von ¢ nach 1 genannt. Eine Kettenhomotopie wie oben ist
daher ein System von Homomorphismen h, : C; — Cy 4, sodass fiir jedes ¢ € Z
die Gleichung 0, 0 hy + hq—1 00y = g — @, gilt.

2

=Ygl Cq C(q+1
hg— hq
i q-1 \Ldﬁ%\ \L
/
. ' / 0941 '
) q—1 q q+1

Existiert eine Kettenhomotopie von ¢ nach v so schreiben wir ¢ =~ 1.

IV.2.1. LEMMA. Kettenhomotop zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der Kettenabbildungen zwischen zwei Kettenkomplexen.

BEWEIS. Ist ¢ : C' — (' eine Kettenabbildung, dann definiert A := 0 eine
Kettenhomotopie von ¢ nach ¢, also ist die Relation reflexiv. Nun zur Sym-
metrie: Es sei also h : U, — (), eine Kettenhomotopie von ¢ nach 1, dh.
—p = 0 oh+hod. Es gilt dann auch ¢p—1) = ' o(—h)+(—h)o0, also ist —h eine
Kettenhomotopie von 1 nach . Damit ist die Relation auch symmetrisch. Kom-
men wir schliefllich zur Transitivitiat. Seien dazu hy : C, — C,11 eine Kettenho-
motopie von ¢ nach o, und hy : C, — C},; eine Kettenhomotopie von ¢y nach
3. Es gilt daher g — @1 = 0'ohy+hi00 sowie p3—ps = 0’ 0hy+hyod. Durch Ad-
dition dieser beiden Gleichungen erhalten wir 3 —p; = &’ o(hy+hy)+(h1+hg)00,
also ist hy + hs eine Kettenhomotopie von ¢; nach ¢s. O
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IV.2.2. LEMMA. Kettenhomotop zu sein ist mit der Komposition von Ket-
tenabbildungen vertrdglich, dh. aus o ~ 1 : C — C" und ¢’ ~ ' : C" — C" folgt
PYop~iyor:C— C".

BEWEIS. Seien also h : C, — C;, eine Kettenhomotopie von ¢ nach ¢, und
h' . C, — C,, eine Kettenhomotopie von ¢' nach ¢'. Es gilt daher 1 — ¢ =
d oh+ hod sowie ) — ¢ = 0" oh' +h' od. Aus der ersten Gleichung und
Y'od =09" oy folgt

Yoy —pop=1¢o0doh+1pohod=0"o) oh+1 ohod.
Ebenso erhalten wir aus der zweiten Gleichung und 0’ o p = ¢ o 9 die Relation
w/osp_SDIO(’D:a/lohlo(p_i_hloalo(p:a/lohlo(p_i_hlogpoa.

Addition der letzten beiden Gleichungen liefert nun
Wol—gop=0"0@ oh+hop)+ (W oh+h op)od,
also ist ¢'oh+h'op : Cy — C7 ; eine Kettenhomotopie von ¢'op nach ¢'oe). [

IV.2.3. LEMMA. Kettenhomotop zu sein ist mit der Gruppenstruktur auf der
Menge der Kettenabbildungen vertrdglich, dh. aus o1 ~ 1 : C — C" und @y =~
Yo 1 C'— C folgl p1 + oo = by + by : C — ',

BEWEIS. Seien also hy : €\, — Cj, eine Kettenhomotopie von ¢; nach 9,
und hy : C, — C], eine Kettenhomotopie von ¢, nach ;. Es gilt daher ¢, —p =
0" ohy+ hy 00 sowie 1y — g = 0’ 0o hy + hy 0 0. Addition dieser Gleichungen liefert

(Y1 +12) = (@1 +92) = 0" 0 (h + h2) + (1 + h2) 00,
also ist hy 4+ hy : C\, — C]; eine Kettenhomotopie von ¢ + ¢y nach 1y 1. [

IV.2.4. PROPOSITION (Homotopieinvarianz). Sind ¢, : C — C" kettenho-
motope Komplexabbildungen, dann gilt o, = . : H.(C) — H,(C").

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert eine Kettenhomotopie h : C, — C, 41
mit ) — ¢ = & oh + hod. Sei nun ¢ € Z,(C) ein ¢-Zykel und betrachte die
davon représentierte Homologieklasse [c] € H,(C). Wegen dc = 0 erhalten wir
(€)= () = & (h(c)) +h(D(c)) = ' (h(c)) € B,(C"), und damit 1, ([c])—p.([c]) =
5(0)] = [2(0)] = [6(e) — ()] = 0 € Hy(C"). s gilt daher 1,((c]) = . ([c]), fir
alle [c] € H,(C). O

Eine Kettenabbildung ¢ : C — " wird (Ketten)homotopiedquivalenz ge-
nannt, falls eine Kettenabbildung 1 : C" — C' existiert, sodass ¥ o ¢ ~ id¢ und
p ot ~ide gilt. Zwei Kettenkomplexe heiflen (ketten)homotopiedquivalent falls
eine Kettenhomotopiedquivalenz C' — C’ existiert. In diesem Fall schreiben wir

C~(C'.

IV.2.5. PROPOSITION. Ist ¢ : C — C’ eine Kettenhomotopiedquivalenz, dann
ist g, : Ho(C) — H.(C") ein Isomorphismus graduierter abelscher Gruppen. Ho-
motopiedquivalente Kettenkomplexe haben daher isomorphe Homologiegruppen.
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BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert eine Kettenabbildung ¢ : ¢! — C mit
o =~ idg und @ o1 ~ ider. Aus Proposition 1V.1.2 und Proposition 1V.2.4
erhalten wir ¥, o ¢, = (¥ 0 ), = (id¢). = idu, () sowie g, 0, = (o)), =
(ider)s = idp, (o). Daher sind ¢, : H,(C) — H,(C') und v, : H,(C') — H,(C)

zueinander inverse Homomorphismen. 0

IV.2.6. BEMERKUNG. Sind C' und C’ zwei Kettenkomplexe, dann bezeich-
nen wir mit [C,C’] die Menge der Homotopieklassen von Kettenabbildungen.
Ist ¢ : C — C' eine Kettenabbildung, dann schreiben wir [¢| € [C, ("] fir
die von ¢ repréasentierte Homotopieklasse. Nach Lemma IV.2.2 erhalten wir ei-
ne wohldefinierte Verkniipfung [C, C'] x [C",C"] — [C,C"], ([¢], [¢]) = [¢' o ¢].
Wir erhalten daher eine Kategorie der Kettenkomplexe und Homotopieklassen von
Kettenabbildungen. Die Isomorphismen dieser Kategorie sind genau die Kettenho-
motopiedquivalenzen. Nach Proposition 1V.2.4 faktorisiert der Homologiefunktor
durch Kategorie der Kettenkomplexe und Homotopieklassen von Kettenabbil-
dungen.

IV.2.7. BEISPIEL (Abbildungskegel). Ist ¢ : (C,0) — (C’,0') eine Kettenab-
bildung, dann definieren wir einen Kettenkomplex (C,,0%), den sogenannten
Abbildungskegel von ¢, wie folgt:

(Coyi=Cy® Cor, (1) = (9)() + $ars(). ~0y1 ().
Da ¢ eine Kettenabbildung ist gilt tatsdchlich E)f_“"l o aqc ? =0, denn
0,505 (¢, ¢)) = 951 (94(c) + @q-1(c), =0y-1(0))
= (03-1(95(c) + ¢4-1(0)) +90q 2(—04-1(¢)), 9g-2(04-1(c)))

= (0] 1(Pu1(0)) — Py-2(Dy1(e)).0) =0.
Wir haben zwei Kettenabbildungen
5 C, 5 20, () == (c,0), (c’ ) :==c. (IV.3)
Dabei bezeichnet (SC,9%¢) den Kettenkomplex (XC)g := Cy_1, 97¢ := =01,

die sogenannte Suspension von C.

Ein Kettenkomplex C' heifit kontrahierbar, falls C' ~ 0. Dies ist genau dann
der Fall, wenn ide =~ 0. Kontrahierbare Kettenkomplexe sind azyklisch, siehe
Proposition 1V.2.5.

IV.2.8. PROPOSITION. Fine Kettenabbildung ¢ : C'— C' ist genau dann eine
Kettenhomotopiedquivalenz, wenn der Abbildungskegel C, kontrahierbar ist.

BEWEIS. Es sei h : (C,). — (C,).y1 ein Homomorphismus vom Grad 1.
Beziiglich der Zerlegung C¥ = C’ @ C,_, konnen wir h und 9% als Matrizen

schreiben,
h= (i ij) bzw. 0% = (‘3 _906). (IV.4)
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Dabei sind v : €, — Cy, g : C), — Ci 1, k: C, = Cypy und X @ C, — CL,
Homomorphismen vom Grad 0, 1, 1 bzw. 2. Es ist nun

dog+god+por 0'OX—X08—|—gogp+gpok)

Cg; Ccp_
0“2 oh+hod —( Wod —dorb pop—kod—0ok

wir erhalten daher:
1 : C" — C ist eine Kettenabbildung, und

. k
04idy, <+ ({do=Popund (IV.5)
p o ~ider, und

doX—-Xod+gop+ypok=0.

. . . ho.
Ist C, kontrahierbar, dann existiert 2 mit 0 ~ id¢, und aus (IV.5) folgt, dass
¢ eine Kettenhomotopiedquivalenz mit Inverser ¢ ist. Sei nun umgekehrt ¢ eine
Kettenhomotopiedquivalenz. Dann existiert eine Kettenabildung ¢ : ¢! — C

. . - > . k
sowie Homomorphismen g : C), — C},; und k : C,, — C,1, sodass ide >~ ¢ o

und @ oY £ ider. Durch geeignete Modifikation (siehe Vorlesung) ist es moglich
¥, g, k und X zu konstruieren, sodass alle Gleichungen auf der rechten Seite
von (IV.5) erfiillt sind. Definieren wir nun % : (C,), — (C,)«41 durch (IV.4) so

erhalten wir 0 & idc, aus (IV.5), also ist C, kontrahierbar. O

IV.3. Die lange exakte Homologiesequenz. Unter einer kurzen exakten
Sequenz von Kettenkomplexen verstehen wir eine Sequenz von Kettenkomplexen
und Komplexabbildungen

0—-CLHC 5 C"—=0
sodass die Sequenz 0 — C, 4, C, T, Cy — 0 exakt ist, fiir jedes ¢ € Z. Dies
ist genau dann der Fall wenn ¢, : Cp — C} injektiv ist, 7, : C) — Cf surjektiv
ist und img(¢,) = ker(m,) gilt. Ist etwa C' ein Teilkomplex von C”, dann haben
wir stets eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen 0 — C' — C' —
C'/C — 0. Ein anderes Beispiel liefert die Sequenz 0 — C' = Cy 5 2C — 0 des
Abbildungskegels einer Kettenabbildung ¢ : C' — C’, siehe (IV.3).

™

IV.3.1. SATZ. FEine kurze exakte Sequenz 0 — C = C' 5 C" — 0 wvon
Kettenkomplexen induziert eine lange exakte Sequenz von Homologiegruppen:

i\ Oa+1 Lx AN i\ Oq
T q+1(C ) 5 Hq<C> - Hq(0> - Hq(c ) — qfl(c) o

Diese lange exakte Sequenz ist natiirlich in folgendem Sinn. Ist

L ™

0 C C’ c” 0
VLT
0 é« ¢ C«/ il C«// 0
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ein kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen und Komplexabbildungen mit
exakten Zeilen, dann kommutiert auch folgendes Diagramm:

é Ls Tx g
e Hyy1 (O") =5 Hy(C) > Hy(C') —"> Hy(C") —> Hy 1 (C) —— -

i%’ l% J/%i J{w;’ l%

Sq+1 ~

~ Tx ~ Ta ~ 1 ~
a > Hyy1(C") > Hy(C) — Hy(C") — H,y(C") — —1(C) — -

BeEwEIs. Wir betrachten folgendes kommutatives Diagramm. Nach Voraus-
setzung sind alle Zeilen exakt.

Uy
C,;+1 q+1 C:;/Jrl 0
911 \Lagﬂ
L
0 Cy—>C s 0
laq a, la{; (IV.6)
OHCq—lgC{;A L Coa 0
9q-1 o,

0—— Cq72 g 01/172

Wir widmen uns zunéchst der Konstruktion von §, : H,(C") — H,_1(C). Sei
also a € H,(C"). Wihle einen Zykel ¢ € Z der a représentiert, dh. a = [c"].
Da 7, surjektiv ist, existiert ¢’ € C) mit m,c’ = ¢". Es folgt 7, 109,c' = 9]m,c’ =
d)c" = 0, also existiert ¢ € C;_1 mit 14_1c = 9/, denn die dritte Zeile in (IV.6)
ist bei C;_; exakt. Wir erhalten ¢, 20, 1¢ = 0, y141¢ = I, 10, = 0, denn
i 10, = 0. Aus der Injektivitdt von ¢,_o folgt nun 9,_,c = 0, dh. ¢ € Z, 1(C).
Also représentiert ¢ eine Homologieklasse [c] € H,_;(C). Wir behaupten nun,
dass diese Homologieklasse [c] € H,_;(C) nur von o € H,(C"), nicht aber von
der Wahl von ¢”, ¢ oder ¢ abhingt. Seien dazu ¢’ € Z] mit [¢'] = a, ¢ € C mit
me¢ =", und ¢ € Z, mit 14_1¢ = 9,¢. Zu zeigen ist [c] = [¢] € H, 1(C). Zunichst
existiert 2” € C7,; mit ¢’ = " + 012", denn [¢"] = a = []. Auf Grund der

Surjektivitit von my; existiert 2’ € Cj,; mit 7,12 = 2”. Wir erhalten

- / / N _ HI ! 2 ! Sl ! Z n
(¢ — ¢ —8q+1z)—c = =0Ty =7 =" = 0,42 =0,

also existiert z € Cg mit 1,2 = ¢ — ' —0; .12/, denn die zweite Zeile von (IV.6) ist
bei C) exakt. Es folgt ty—1(¢—c—9,z) = 0.& — 0b — Ohrgz = 0,012 = 0, denn
9,0,+1 = 0. Aus der Injektivitdt von ¢4, schlieBen wir daher ¢—c— 3,z = 0. Dies
bedeutet aber [¢] = [¢] € H,—1(C). wir kénnen daher 6, : H,(C") — H,_1(C)
durch §,(a) := [¢] definieren, wobei ¢ wie oben gewihlt ist.

Wir werden als néchstes verifizieren, dass o, : H,(C") — H,_1(C) ein Grup-

penhomomorphismus ist. Seien also a1, a0 € Hy(C"), ¢f, ¢y € Z mit [c]] = ay
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und [¢y] = g, ¢}, ¢y € O mit m,c) = ¢f und 7,chy = ¢ sowie ¢i, ¢ € Z, 1 mit
Lg-101 = 0,¢) und 14_1cy = 0;c5. Nach Definition von ¢, gilt dann dg(a1) = [c4]
und dy(an) = [ez]. Betrachte nun ¢ := ¢ + ¢y € Z, ¢ = ¢ + ¢, € C; und

c:=c1+ ¢ € Zyq. Dann gilt [] = oy + ag, m,d = ¢’ sowie (,_1c = 0,c'. Wir
erhalten daher §,(a; + a2) = [¢| = [c1 + ¢2] = [c1] + [c2] = 04(1) + I4(2). Also
ist &, : Hy(C") — H,_1(C) tatséchlich ein Homomorphismus.

Nun zur Natiirlichkeitsaussage. Zunéchst erhalten wir aus Proposition 1V.1.2

sofort ¢! o1, = (P  0t)y = ([0 p)s = iy 0 Y, sowie ¢! om, = (¢" om), =
(T o) = Ty 0 ¢,. Es bleibt daher nur ¢, 0, = 0,0 ¢” : H,(C") — H,—1(C)
zu zeigen. Sei also a € H,(C"), " € Z] mit a = [c"], ¢ € C mit 7,/ = ¢,

und ¢ € Z;y mit 1,_yc = J;c'. Nach Definition von ¢, gilt dann d,(a) = [¢] €
H, 1(C), also ¢.(8,()) = [@4_1¢] € H,1(C). Betrachte nun & := NS Zé’,
¢ = ¢id € C’; und ¢ := @,1¢ € Z,_1. Dann gilt [&"] = ¢/(a) € H,(C").
Weiters haben wir 71,¢" = 7,0, = @ m,d = ¢ " = ¢". Und schliefilich 7, ;¢ =
lg-1Pq-1C = P, _1lg1C = p,_10,c = a’chgc’ = 5{15’. Nach Definition von 4, gilt
daher 6,(¢!(a)) = [¢]. Zusammen mit der obigen Relation ¢, (d,(c)) = [p4—1¢] =
[¢] erhalten wir ¢, (d,(cr)) = 6,(¢ (), fiir alle « € H, (C").

Als néchstes werden wir zeigen, dass die lange Sequenz bei H,(C") exakt ist.
Aus mor = 0 folgt m, 01, = (m o), = 0, also img(t.) C ker(m,). Es geniigt
daher ker(m,) C img(t.) zu verifizieren. Sei also « € ker (7, : Hy(C") — H,(C")),
und wihle einen Représentanten ¢ € Z mit [¢] = a. Nach Voraussetzung ist
[7yc] = m([c]) = mu(a) = 0 € Hy(C"), also existiert 2" € C7; mit 97, 2" = m,c’.
Wegen der Surjektivitét von 7, finden wir 2 € C7 ,; mit 7,112 = 2”. Betrachte
nun ¢ :=c —0,,,2" € Z. Offensichtlich gilt dann auch o = [¢'] € H,(C"), dieser
Reprisentant von « erfiillt aber sogar 7,¢’ = m,c' —m,0; 12" = 7o =0, 74112 =
7o —07,12" = 0. Da die zweite Zeile in (IV.6) bei C} exakt ist, finden wir ¢ € C,
mit ;¢ = ¢. Es folgt 1, 19,c = Jyec = 9,¢ = 0. Aus der Injektivitdt von ¢4y
schlieBen wir 0,c = 0, dh. ¢ € Z,. Also reprisentiert ¢ eine Homologieklasse
[c] € Hy(C) fiir die w.([c]) = [t4¢] = [€] = a gilt. Damit liegt o im Bild des
Homomorphismus ¢, : H,(C) — H,(C"), womit nun auch ker(w,) C img(s,)
gezeigt ware.

Kommen wir nun zur Exaktheit bei H,(C"). Wir zeigen zunéchst §, om, =0,
dh. img(m.) C ker(d,). Sei also o € H,(C’) und wihle einen Reprisentanten
d € Zy mit a = [¢']. Dann gilt m,.(a) = [7,c/] € Hy(C"). Nun ist aber J;c =
0 = 1410, also d4(m. () = §,4([mec]) = [0] = 0. Damit ist img(m,) C ker(d,)
gezeigt. Nun zur anderen Inklusion ker(d,) C img(m,). Sei also a € ker(d,).
Wihle einen Représentanten ¢’ € Z] mit a = [¢"] € Hy(C"). Weiters seien
d € Cy mit myc’ = " und ¢ € Z, mit ¢,_1c = 9,¢". Nach Definition von 4, gilt
d,(a) =[] € H,—1(C). Nach Voraussetzung ist d,(a) = 0, also existiert z € C,
mit J,z = c. Betrachte nun ¢ := ¢’ — 1,2 € C}. Dann gilt 9,¢ = 0, — Otz =
04¢' — 1q-1042 = 0)¢' — 1,1 = 0, also ¢ € Z. Wir erhalten eine Homologieklasse
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@] € Hy(C") fiir die nun 7, ([¢]) = [7,0] = [m,¢ — myeq2] = [7,¢] =[] = a gilt.
Also liegt o im Bild des Homomorphismus =, : H,(C") — H,(C"), womit nun
auch ker(d,) C img(7,) gezeigt wire.

Es ist noch die Exaktheit bei H, 1(C) zu zeigen. Wieder folgt die Inklusion
img(d,) C ker(c,) sofort aus der Definition von d,, denn offensichtlich gilt ¢, 0, =
0. Widmen wir uns nun der anderen Inklusion ker(z,) € img(d,). Sei also o €
ker (u : Hy—1(C) — Hy—1(C")). Wihle einen Repréisentanten ¢ € Z,_; mit o = [c].
Nach Voraussetzung ist [1,-1¢] = t.(a) = 0 € H,1(C"), also existiert ¢’ € C; mit
0,¢ = 14-1¢. Betrachte nun ¢ := m,c’ € C. Dann gilt 9/ c" = 0w, = m; 10, =
Tg-1tq—1¢ = 0, also ¢” € Z]. Wir erhalten daher eine Homologieklasse [c"] €
H,(C") fiir die 6,([¢"]) = [¢] = « gilt. Also liegt a im Bild des Homomoprhismus
0, : Hy(C") — H,—1(C) womit nun auch ker(c,) C img(d,) gezeigt wire. O

IV.3.2. BEMERKUNG. Der Homomorphismus 6, : H,(C") — H,_1(C) der in
Satz IV.3.1 auftritt wird Einhdngungshomomorphismus genannt. Im Beweis von
Satz IV.3.1 haben wir gesehen, dass dieser durch die Formel

0q(er) = [t 2104 (m, (c")))]
wohldefiniert ist, « € H,(C"), " € Z] mit a = [c"], vgl. (IV.6). Etwas genau-
er, die Teilmenge L;_ll(af](wg 1(¢")) C C,_; ist nicht leer, sie besteht nur aus
Zyklen, dh. L;_ll((?(’](ﬂ; L") C Z,1, alle diese Zyklen reprisentieren die selbe

Homologieklasse, und diese Homologieklasse hidngt nur von «, nicht aber vom
Reprasentanten ¢’ ab.

™

IV.3.3. KOROLLAR. Es sei 0 — C = C' 5 C" — 0 eine kurze exakte Sequenz
von Kettenkomplexen. Sind zwer der drei Kettenkomplexe azyklisch, dann gilt dies
auch fiir den dritten.

BEWEIS. Wir nehmen an die Kettenkomplexe C' und C” sind azyklisch, die
anderen Félle lassen sich vollig analog zeigen. Nach Satz IV.3.1 ist die Sequenz
H,(C) = H,(C") & H,(C") exakt. Nach Voraussetzung gilt H,(C) = 0 =
H,(C"). Aus der Exaktheit folgt daher H,(C’) = 0. Da dies fiir jedes ¢ € Z gilt,
ist C" azyklisch. O

IV.3.4. KOROLLAR. Es sei

L ™

0 C c’ c” 0
bk
0 c L cv ul ol 0

eine kommutatives Diagramm von Kettenabbildungen mit exakten Zeilen. Sind
zwei der drei Homomorphismen ¢, : H(C) — H.(C), ¢, : H.(C') — H.(C")
und ¢! - H(C") — H.(C") Isomorphismen, dann gilt dies auch fir den dritten.
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BeEwEIs. Wir nehmen an ¢, : H,(C) = H.(C) und ¢" : H,(C") = H,(C")
sind Isomorphismen, die anderen Fille lassen sich vollig anlog behandeln. Nach
Satz IV.3.1 haben wir ein kommutatives Diagramm

5q 1 Lx / T " 5(1
Hqul(C”) — Hq<C) - Hq(C ) - Hq(c ) - qfl(C)

NJ/%I Nl% J/cp; NJ{@’ Nl@*
J,

= q+1 ~ Ux ~ T ~ q =

Hyr(C") === H,(C) == Hy(C") == H,(C") —= H,1(C)
mit exakten Zeilen. Nach Voraussetzung sind die vier dufleren vertikalen Pfeile
Isomorphismen. Nach Lemma IV.3.5 unten muss auch ¢, : H,(C") — H,(C") ein
[somorphismus sein, fiir jedes g € Z. O

IV.3.5. LEMMA (Fiinfer-Lemma). Es sei

A1 A2 A3 Ag

Gl GQ Gg G4 G5
Nlm N\Lm lsos Nlm Ni%
H, B H, B2 H, I H, 4 jid

ein kommutatives Diagramm von Gruppenhomomorphismen® mit exakten Zeilen.
Weiters seien @1, w2, @4 und @5 Isomorphismen. Dann ist auch @3 ein Isomor-
phismus.

BEWwWEIS. Wir zeigen zunéchst die Injektivitdt von ¢s. Sei also g3 € G3 mit

¢3(gs) = 1. Dann gilt pa(A3(g3)) = psps(gs)) = pa(l) = 1 und wegen der
Injektivitdt von 4 somit A3(gs) = 1. Da die obere Zeile bei G5 exakt ist, existiert
g2 € Go mit \y(g2) = g3. Es folgt pa(pa(g2)) = p3(A2(g2)) = ¢s(g3) = 1. Da
die zweite Zeile bei Hsy exakt ist, existiert hy € Hy mit py(h1) = ¢2(g2). Auf
Grund der Surjektivitit von ¢ finden wir g; € G; mit ¢1(g1) = hy. Es gilt
dann ¢9(Ai(g1)) = pi(w1(91)) = pi(h1) = @a(ge), also Ai(g1) = g2, denn
ist injektiv. Schlieflich erhalten wir g5 = A2(g2) = A2(A1(g1)) = 0, denn wegen
der Exaktheit der oberen Zeile bei Go gilt Ay 0 Ay = 0. Also ist 3 injektiv.
Nun zur Surjektivitdt von 3. sei dazu hy € Hjs. Da ¢, surjektiv ist existiert
91 € Gy mit ©4(gs) = p3(hs). Es folgt p5(Ai(g1)) = pa(pa(ga)) = palps(hs)) = 1,
denn 4 o u3 = 0 wegen der Exaktheit der unteren Zeile bei H,. Da o5 injektiv
ist, schlieflen wir Ay(g4) = 1. Auf Grund der Exaktheit der oberen Zeile bei G4

existiert g3 € G5 mit A\3(g3) = g4. Es folgt us (g03(g3_1)h3) = us(p3(g5 ) ps(hs) =

pa(Ns(g5 ' )pa(hs) = @algiIps(hs) = ps(hy')ps(hs) = 1. Da die untere Zeile
bei Hs exakt ist, existiert ho € Hy mit us(ho) = 3(g3')hs. Weiters finden wir

g2 € Gy mit @o(g2) = ha, denn s ist surjektiv. Wir erhalten somit 3 (g3)\2(92)) =

©3(93)p3(A2(92)) = ©3(g3)p2(p2(g2)) = ws(gs)pa(ha) = ©3(g3)es(g5 " )hs = ha.
Also ist 3 surjektiv. O

2"Die Gruppen miissen nicht notwendigerweise abelsch sein.
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IV.3.6. BEMERKUNG. Fiir abelsche Gruppen lasst sich die Aussage von Lem-
ma IV.3.5 auch aus Satz IV.3.1 wie folgt herleiten. Setzen wir Gy := Gy/ ker(\y),
Hy = Hy/ker(us), Gy := img(A\3) und Hy := img(u3) und bezeichnen wir mit Ay,
A3, [ia, fiz, P2 bzw. @4 die von g, A,

M2, 3, w2 bzw. ¢4 induzierten Homo- o X -
morphismen, so erhalten wir nebenste- 0 Go Gy Gy 0
hendes kommutatives Diagramm mit ex- %lw lwg glm
akten Zeilen. Es ist auch leicht einzuse- Yoo PR

hen, dass @5 und ¢, Isomorphismen sind. 0 Hy Hj H, 0

Damit ist die Aussage von Lemma IV.3.5

auf den Fall G; = Hy = G5 = Hs = 0 reduziert. Wir kénnen dieses Diagramm als
eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen auffassen, jede der drei nicht-
trivialen Spalten bildet einen Kettenkomplex der in Grad 0 und 1 konzentriert
ist. Die erste und dritte Spalte sind azyklisch, denn ¢y und @, sind Isomorphis-
men. Nach Korollar IV.3.3 muss daher auch die zweite Spalte azyklisch sein. Dies
bedeutet aber gerade, dass @3 ein Isomorphismus ist.

IV.3.7. PROPOSITION. Es sei 0 — A — B % C — 0 eine kurze exakte
Sequenz abelscher Gruppen. Dann sind dquivalent:
(i) Es ezistiert ein Homomorphismus o : C'— B mit po o = idc.
(ii) Es existiert ein Homomorphismus p: B — A mit poi =id,.
(iii) Es existiert ein Isomorphismus ¢ : B = AaC mit mo © = p und
poi =1. Dabei bezeichnen 1, : A - A®C und 7y : Ad C — C die
beiden Homomorphismen v(a) := (a,0) und m(a,c) := c.

BeEwEIs. Wir beginnen mit der Implikation (i)=-(ii). Sei also 0 : C' — B ein
Homomorphismus mit p o 0 = ide. Dann gilt po (idg —oop) =p—pooop =
p—p = 0, wir erhalten daher einen Homomorphismus idg —cop: B — ker(p) =
img(i). Es ist nun p := i~ o (idg —0 o p) der gesuchte Homomorphismus, denn
poi=ilto(idg—cop)oi=ilo(i—copoi)=ilto(i—0c00)=iloi=idy.
Zur Implikation (ii)=-(iii): Betrachte den Homomorphismus ¢ : B — A& C, ¢ :=
(p,p). Dann gilt T 0 = p und poi =
(p,p)oi = (poi,poi) = (ida,0) = 11, also A—t P .0 0
kommutiert nebenstehendes Diagramm. N l'd l‘ﬂ N i'd

~|idg = |ld¢

Beachte, dass auch die zweite Zeile exakt
ist. Aus Lemma IV.3.5 folgt nun, dass ¢ (——> A4 2> AdC 2> ——>0
ein Isomorphismus sein muss. Kommen
wir schlieBlich zur Implikation (iii)=-(i). Es bezeichne s : C — A & C den
durch t5(c) := (0,c¢) definierten Homomorphismus. Fiir ¢ := ¢! 0 1y gilt dann
poo =pop toi =m0 =ide, also hat o die gewiinschte Eigenschaft. O

Wir sagen einen kurze exakte Sequenz 0 — A LB C-o0 splittet falls
sie die dquivalenten Eigenschaften in Proposition IV.3.7 besitzt. Jeder Homomor-
phismus ¢ : C' — B mit po o = id¢ wird ein Splitt der Sequenz genannt. Nicht
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jede kurze exakte Sequenz splittet, etwa ist dies bei 0 — Z 27— Zo — 0 nicht
der Fall.

IV.3.8. PROPOSITION. Eine Kettenabbildung ¢ : C — C' induziert eine lange
exakte Sequenz

- — Hy(C") = Hy(Cp) — Hya(C) = ¢1(C) = Hya(Cy) — -+
Dabei bezeichnet v : C" — C,, die Kettenabbildung aus (IV.3).

Beweis. In (IV.3) haben wir eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomple-
xen 0 — C' 5 C, = %C — 0 konstruiert. Nach Satz IV.3.1 induziert diese eine
lange exakte Sequenz

1 Lx T 6q / Ly
T Hq(C) - Hq(ap) - Hq(EC) - qfl(C) - qfl(Cw) e

Bis auf die offensichtliche Identifikation H,(XC') = H,—1(C) stimmt der Einhén-
gungshomomorphismus d mit ¢, iiberein. Ersetzen wir in obiger langen exakten
Sequenz H,(XC) durch H, 1(C) so erhalten wir daher die gesuchte lange exakte
Sequenz. O

IV.3.9. PROPOSITION. Eine Kettenabbildung ¢ : C — C' induziert genau

dann einen Isomorphismus @, : H(C) = H(C"), wenn der Abbildungskegel azy-
klisch ist, dh. H(Cy,) = 0, vgl. Beispiel IV.2.7.

BEWEIS. Dies folgt aus der langen exakten Sequenz in Proposition IV.3.8. [

IV.4. Rang und Euler-Charakteristik. Jeder abelschen Gruppe kann ein
Rang zugeordnet werden, analog zur Dimension eines Vektorraums. Dies ermog-
licht die Definition der Bettizahlen und der Euler-Charakteristik eines Ketten-
komplexes. Wir fassen in diesem Abschnitt die nétigen Grundlagen aus der Alge-
bra zusammen. Weitergehende Informationen finden sich etwa in [9, Chapter I},
siehe aber auch [14, Kapitel IV§3.6] oder [6, Chapter 1.5].

Es sei A eine abelsche Gruppe. Eine Teilmenge S C A wird linear unabhdngig
genannt, falls sie folgende Eigenschaft besitzt: Ist 0 = Y _¢n.s wobei n, € Z
und fast alle ng, = 0, dann folgt ny, = 0, fiir alle s € S. Eine linear unabhéngige
Teilmenge S einer abelschen Gruppe A heifit maximal, falls es keine echt grofiere
linear unabhéngige Teilmenge gibt, dh. fiir jedes a € A ist SU{a} linear abhéngig,
dh. es gilt eine nicht-triviale Relation 0 = ma + ) 4 nys wobei m,n, € Z, fast
alle ny, = 0, aber m oder ein n, verschwinden nicht. Nach dem Lemma von Zorn
besitzt jede abelsche Gruppe A eine maximale linear unabhiingige Teilmenge.?®

28Bezeichnet U die Menge aller linear unabhiingigen Teilmengen von A, dann definiert die
Mengeninklusion eine Halbordnung auf U. Jede totalgeordnete Teilmenge von U besitzt eine
obere Schranke. Ist ndmlich 7 C U eine totalgeordnete Teilmenge, dh. fiir alle 71,7, € T
gilt Ty C Ty oder Ty C Ty, dann ist auch S := (Jo, T linear unabhéngig, dh. S € U, und
nach Konstruktion ist S obere Schranke von 7. Nach dem Lemma von Zorn [8, Letztes Kapi-
tel] besitzt U daher ein maximales Element, dh. A besitzt eine maximale linear unabhiingige
Teilmenge.
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Unter dem Rang von A verstehen wir die Kardinalzahl rank(A) := £S5, wobei S
eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von A ist. Nach Satz IV.4.1 unten
ist dies wohldefiniert.

IV.4.1. SATZ. Sind S und T zwei mazimale linear unabhdngige Teilmengen
einer abelsche Gruppe A, dann gilt 85 = 1, dh. S und T haben die gleiche
Kardinalitdt.

BEWEISs. Fiir jedes s € S gilt eine Relation

kes = Z Nset (IV.7)

teT

mit 0 # ks € Z, nsy € Z und fast alle n,y = 0, denn 7' ist maximal linear
unabhéngig. Ebenso haben wir fiir jedes ¢ € T eine Relation

it =) my.s (IV.8)

SES

mit 0 # Iy € Z, mys € Z und fast alle m;; = 0, denn S ist maximal linear
unabhéngig. Fiir ¢ € T bezeichne k, := [], ks wobei wir das Produkt nur iiber
jene endlich vielen s € S bilden fiir die m; ; # 0. Fiir ¢t € T' und s € S setzen wir
weiters kj , := k;/k; falls m;, # 0, und k; , := 0 andernfalls. Offensichtlich gilt
ki, ki, € Z, k; # 0, und im Fall my; # 0 auch ki ks = k;. Aus (IV.8) und (IV.7)
erhalten wir, fiir jedes t € T,

kit = Z my K Jkss = Z my oK Z ns,,gf = Z (Z mtské’sn&g) t.

sES SES teT teT sEeS

Da T linear unabhéngig ist, schlieffen wir

Z mt75k:€,sns,f = ktltét,t~ (IV9)

seS

wobei d;y = 1 und 9,; = 0 fiir t # t. Fiir Betrachte nun die rationalen Zahlen
Dst = nst/ks € Qund ¢ 5 := my/l; € Q. Mittels Division von (IV.9) durch kyl;
erhalten wir sofort ) ¢ qusp.; = 07, fiir alle t,t € T. Analog lisst sich auch
Y et Psitlrs = 055 verifizieren, s,5 € S.

Die rationalen Zahlen ps; und ¢ s definieren lineare Abbildungen zwischen
den freien Q-Vektorrdume iiber S bzw. T', ¢ : Q(S) — Q(T), ¢(8) := > ,cr Psat,
und ¢ : Q(T) — Q(S), ¥(t) := > cg @,s5- Die beiden Gleichungen oben besagen
gerade ¢ o ¢ = idgry und ¢ o ¢ = idgs), also sind die Vektorrdaume Q(S) und
Q(T') isomorph. Mittels linarer Algebra erhalten wir nun #S = dimg(Q(S)) =
dimg(QUT)) = £T. a

IV.4.2. BEMERKUNG. Es gilt rank(A) = dimg(A ®z Q), wir werden dies hier
aber nicht verwenden.
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IV.4.3. BEISPIEL. Fiir jede Menge S gilt rank(Z(S)) = £5, denn offensicht-
lich ist S eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von Z(S). Insbesondere
ist rank(Z™) = n. Fiir jede endliche abelsche Gruppe A gilt rank(A) = 0, insbe-
sondere ist rank(Z,,) = 0. Weiters gilt rank(Q) = 1 und rank(Q/Z) = 0.

IV.4.4. PROPOSITION. Ist 0 — A 5 B 2 €' — 0 eine kurze exakte Sequenz
abelscher Gruppen dann gilt rank(B) = rank(A) 4 rank(C').

BEWEIS. Es sei S eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von A, und
T eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von C'. Da p : B — (' surjektiv
ist, existiert eine Abbildung ¢ : C'— B mit poo = idy. Die Teilmengen i(.S) und
o(T) von B sind disjunkt, denn i(S) C ker(p) und o(7T") Nker(p) = 0. Es geniigt
nun zu zeigen, dass i(S) Uo(7T') eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von
B ist, denn dann folgt rank(B) = 4(i(S)Uo(T)) = $(i(S)) +4(c(T)) = $S +4T =
rank(A) + rank(B), wobei wir im dritten Gleichheitszeichen die Injektivitéit von
1 und o verwendet haben.

Wir beginnen mit der linearen Unabhéngigkeit. Sei also

0="> ni(s)+ Y mol(t) (IV.10)

seSs teT

mit n,, m; € 7Z, fast alle ny, = 0 und fast alle m; = 0. Anwenden von p liefert
0= crmup(o(t)) = > ,crmut, denn p oi = 0. Auf Grund der linearen Un-
abhéngigkeit der T schliefen wir m; = 0, fir alle ¢t € T'. Aus (IV.10) erhalten wir
nun auch (Y, gnss) = Y g nsi(s) =0, also >, gnes = 0, denn 7 ist injektiv.
Wegen der linearen Unabhéngigkeit von S folgt nun auch ngy = 0, fiir alle s € S.
Also ist i(S) U o (T) eine linear unabhéngige Teilmenge von B.

Um die Maximalitédt einzusehen sei b € B. Da die T eine maximale linear
unabhéngige Teilmenge von C' bildet, gilt eine nicht-triviale Relation

0= kp(b)%—ngf

wobei k, m; € Z, fast alle m; = 0, aber k oder ein m; verschwinden nicht. Es folgt
p(kb+ Y, cpmio(t)) = kp(d) + 3 ,cp mut = 0, also existiert a € A mit

i(a) =kb+ Y _ mo(t), (IV.11)

denn ker(p) C img(7). Da die S eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von
A bildet, existiert eine nicht-triviale Relation

0=la+ ) ngs (IV.12)
seS

wobei [,ng € Z, fast alle ng, = 0, aber [ oder ein n, verschwinden nicht. Wenden
wir auf (IV.12) den Homomorphimus 7 an und kombinieren wir dies mit (IV.11),
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so erhalten wir folgende Relation in B,

0=kib+> ngi(s)+ Y _ lmo(t).
ses teT
Nach Konstruktion ist dies eine nicht-triviale Relation, dh. kl, ein ng oder ein Im;
verschwinden nicht. Dies zeigt, dass i(S)Uc(T') eine maximale linear unabhéngige
Teilmenge von B ist. U

IV.4.5. BEMERKUNG. Es sei B eine abelsche Gruppe und A C B eine Un-
tergruppe. Wenden wir Proposition 1V.4.4 auf die kurze exakte Seqeunz 0 —
A — B — BJ/A — 0 so erhalten wir insbesondere rank(A) < rank(B) und
rank(B/A) < rank(B). Daher haben Untergruppen und Quotientengruppen abel-
scher Gruppen endlichen Rangs endlichen Rang.

IV.4.6. BEMERKUNG. Es sein A und B zwei abelsche Gruppen. Wenden wir
Proposition 1V.4.4 auf die kurze exakte Sequenz 0 - A — A® B — B — 0
an, so folgt wir rank(A @& B) = rank(A) + rank(B). Damit erhalten wir etwa
rank(Z" ® Zy, ® - - - @® Z,, ) = n, siche Beispiel IV.4.3.

Es sei A eine abelsche Gruppe. Eine Teilmenge S C A wird Erzeugendensy-
stem von A genannt, falls sich jedes Element a € A als endliche Linearkombi-
nation a = ZSGS nss schreiben léasst, wobei ny € Z und fast alle ny, = 0. Eine
abelsche Gruppe heifit endlich erzeugt, falls sie ein endliches Erzeugendensystem
besitzt. Eine Teilmenge S C A wird Basis von A genannt, falls sie ein linear
unabhéngiges Erzeugendensystem bildet. In diesem Fall 148t sich jedes Element
a € A auf eindeutige Weise als a = Zse ¢ Mss schreiben, wobei n, € Z und fast
alle ng = 0. Wir erhalten daher einen Isomorphsimus A = Z(S). Besitzt eine
abelsche Gruppe eine Basis, dann wird sie eine freie abelsche Gruppe genannt. Ist
A eine freie abelsche Gruppe mit Basis S, dann gilt rank(A) = £S5, denn offen-
sichtlich ist jede Basis eine maximale linear unabhéngige Teilmenge. Zwei Basen
einer freien abelschen Gruppe miissen daher stets gleiche Méchtigkeit haben, vgl.
Satz IV.4.1.

IV.4.7. KOROLLAR. Zwei freie abelsche Gruppen sind genau dann isomorph,
wenn sie gleichen Rank haben.

Ist A eine freie abelsche Gruppe mit Basis S, ist B eine weitere abelsche
Gruppe und sind fiir jedes s € S Elemente by € B vorgegeben, dann existiert
genau ein Homomorphismus ¢ : A — B mit ¢(s) = k; fiir alle s € S.

IV.4.8. PROPOSITION. Es seip : A — B ein surjektiver Homomorphismus
abelscher Gruppen, F eine freie abelsche Gruppe und ¢ : F' — B ein weiterer
Homomorphismus. Dann ezistiert ein Homomorphismus ¢ : F' — A mit po® = .

BEwEIS. Wahle eine Basis S von F'. Wegen der Surjektivitiat von p finden wir
zu jedem s € S ein ag € A mit p(as) = p(s). Der durch ¢(s) := ag, s € S, wohlde-
finierte Homomorphismus ¢ : F' — A hat dann die gewiinschte Eigenschaft, denn
auf Basiselementen s € S gilt nach Konstruktion p(¢(s)) = p(s) = ¢(s). O
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IV.4.9. PROPOSITION. Ist F' eine freie abelsche Gruppe, dann splittet jede

kurze ezakte Sequenz abelscher Gruppen 0 — A — B 2 F — 0. Insbesondere gilt
in dieser Situation B = A& F.

BEWEIS. Wenden wir Proposition IV.4.8 mit ¢ = idr an so erhalten wir
einen Homomorphismus ¢ : F' — B mit p o o = idp, also einen Splitt der kurzen
exakten Sequenz. Aus Proposition IV.3.7 folgt nun B = A& F. O

IV.4.10. PROPOSITION. Ist A eine abelsche Gruppe, dann existiert eine freie
abelsche Gruppe F und ein surjektiver Homomorphismus ¢ : F — A. Ist A
endlich erzeugt, dann kann F so gewdhlt werden, dass es eine endliche Basis
besitzt, dh. F = 7" fiir ein n € Ng.

BEWEIS. Wihle ein Erzeugendensystem S von A, und betrachte die freie abel-
sche Gruppe F' := Z(S). Der durch ¢(s) := s, s € S, definierte Homomorphismus
¢ ' — A ist dann offensichtlich surjektiv. Ist A endlich erzeugt, dann kann S
endlich gew&hlt werden. U

IV.4.11. KOROLLAR. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe hat endlichen
Rang.

BEWEIS. Dies folgt aus Proposition IV.4.10 und Bemerkung IV.4.5. U
IV.4.12. SATz. Untergruppen freier abelscher Gruppen sind frei abelsch.

BEWEIS. Sei also B eine freie abelsche Gruppe und A C B eine Untergruppe.
Wiihle eine Basis S von B, und fixiere eine Wohlordnung?®® auf S. Fiir s € S
definieren wir eine Homomorphismus ps; : B — Z auf Basiselementen durch
ps(s) == 1 und ps(t) := 0 falls s # ¢t € S. Fiir s € S bezeichne B, C B die
von {t € S :t < s} erzeugte Untergruppe. Einschrankung von p; liefert einen
Homomorphismus ¢, : AN By — Z. Da Z ein Hauptidealring ist, wird das Bild
img(qs) € Z von einem Element m, € Z erzeugt. Zu jedem s € S wihlen wir
as € AN By, sodass ¢s(as) = ms. Weiters setzen wir T := {s € S : my # 0} =
{s € S :img(qs) # 0}. Wir werden nun zeigen, dass a;, t € T, eine Basis von A
bildet.

Wir beginnen mit der linearen Unabhéngigkeit. Sei also ), .. nsa; = 0, wobei
n; € Z und fast alle n, = 0. Wir miissen zeigen, dass alle n; verschwinden. Wére
dies nicht der Fall, dann gibe es ein grofites s € T, sodass ns, # 0. Es folgt
0 = (X e mear) = qs(nsas + >, ,mar) = ngqs(as) = ngm,. Da s € T ist
ms # 0, also muss n, = 0 gelten, ein Widerspruch. Daher ist a;, t € T, linear
unabhéngig.

29Unter einer Halbordnung auf einer Menge X verstehen wir eine reflexive, transitive und
antisymmetrisch Relation. Sind dariiber hinaus je zwei Elemente vergleichbar, dh. gilt stets z <
y oder y < z, dann sprechen wir von einer Totalordnung. Eine Totalordung wird Wohlordnung
genannt, falls jede nicht-leere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt. Jede Menge lésst sich
wohlordnen, siehe etwa [8, Letztes Kapitel].
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Es bleibt zu zeigen, dass A von den Elementen a;, t € T, erzeugt wird. Es
bezeichne dazu Ay C A die von a4, t € T, erzeugte Untergruppe. Wir gehen
indirekt vor und nehmen Ay # A an. Da S wohlgeordnet ist, existiert ein kleinstes
s € S, sodass Ag N By # AN B,. Wahle nun a € AN By, sodass a ¢ Ag.
Weiters sei n € Z mit gs(a) = nmsg. Falls my = 0 so sei auch n = 0. Dann gilt
jedenfalls nas € Ag. Betrachte nun a’ := a — nay, € AN B,. Nach Konstruktion
ist ¢s(a') = gs(a —nas) = qs(a) —ngs(as) = nms —nmg = 0. Daher existiert § < s
mit o' € B; und somit @’ € AN B;. Andererseits gilt auch a’ ¢ Ay, denn a ¢ Ay
und nas € Ag. Dies zeigt AgN B; # AN Bs, ein Widerspruch zur Minimalitét von
s. Daher wird A von den Elementen a;, t € T, erzeugt. O

IV.4.13. KOROLLAR. Ist A eine abelsche Gruppe, dann existieren freie abel-
sche Gruppen Fy und Fy sowie eine kurze exakte Sequenz (0 — Fy — Fy — A — 0.
Ist A endlich erzeugt, dann konnen Fy und Fy so gewdhlt werden, dass sie end-
liche Basen besizten, dh. Fy = Z™ und F, = Z™ fir gewisse ng,n, € Ng mit
1 S ng.

BEWEIS. Nach Proposition IV.4.10 existiert eine freie abelsche Gruppe Fy und
ein surjektiver Homomorphismus p : Fy — A. Setzen wir F} := ker(p), dann ist
jedenfalls 0 — F; — Fy & A — 0 eine kurze exakte Sequenz. Nach Satz IV.4.12
ist F} eine freie abelsche Gruppe. Ist A endlich erzeugt, dann kann Fy mit end-
licher Basis gewéhlt werden, sieche Proposition IV.4.10, nach Bemerkung 1V.4.5
hat dann auch Fj endlichen Rang, besitzt also eine endliche Basis. U

IV.4.14. PROPOSITION. Ist 0 — A 5 B 2 O — 0 eine kurze exakte Sequenz
abelscher Gruppe, dann sind dquivalent:

(i) B ist endlich erzeugt.
(ii) A und C sind beide endlich erzeugt.

Insbesondere sind Untergruppen und Quotientengruppen endlich erzeugter abel-
scher Gruppen wieder endlich erzeugt.

BeEwEIs. Wir beginnnen mit der Implikation (ii)=-(i). Es sei S ein endliches
Erzeugendensystem von A, und T ein endliches Erzeugendensystem von C'. Da p
surjektiv ist, existiert eine Abbildung ¢ : C' — B mit p o 0 = id¢. Wir werden
nun zeigen, dass die endliche Menge i(S) U o(T) ein Erzeugendensystem von B
bildet. Sei dazu b € B. Dann existieren m; € Z mit p(b) = >, ., mut. Es folgt

(b= crmuo(t)) = p(b) — > ,cp mut = 0, also existiert a € A mit

i(a) =b—> mo(t),

denn ker(p) C img(i). Weiters existieren n, € Z mit a = Y _yn.s. Wenden
wir darauf den Homomorphismus ¢ an und kombinieren dies mit der vorigen



IV.4. RANG UND EULER-CHARAKTERISTIK 127

Gleichung so erhalten wir

b= Z nsi(s) + tha(t).

seS teT

Dies zeigt, dass i(S) U o(T") ein Erzeugendensystem von B bilden, also ist B
endlich erzeugt.

Nun zu der Implikation (i)=-(ii). Sei also B endlich erzeugt. Ist S ein endliches
Erzeugendensystem von B, dann bildet offensichtlich p(S) ein endliches Erzeu-
gendensystem von C', denn p ist surjektiv. Dies zeigt, dass Quotienten endlich
erzeugter abelscher Gruppen endlich erzeugt sind.

Es bleibt noch zu zeigen, dass auch A endlich erzeugt ist. Nach Porosi-
tion IV.4.10 existiert eine freie abelscher Gruppe F mit endlicher Basis und
ein surjektiver Homomorphismus 7 : ' — B. Betrachte nun die Untergruppe
Ay := 7 1(i(A)) von F. Nach Bemerkung IV.4.5 ist Ay endlich erzeugt. Wei-
ters gilt m(Ag) = i(A) = A, denn 7 ist surjektiv und 7 ist injektiv. Daher ist A
zu einem Quotienten einer endlich erzeugten abelschen Gruppe isomorph. Nach
dem vorangehenden Absatz ist daher auch A endlich erzeugt. Dies zeigt, dass
Untergruppen endlich erzeugter abelscher Gruppen endlich erzeugt sind. 0

IV.4.15. SATz (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen). Es sei
A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann existieren n € Ng und n; € N,
sodass A= 71" D Ly, ® -+ D Ln,.

BeEwEeIsskIzzE. Auf Grund von Korollar IV.4.13 existiert eine kurze exakte

/

Sequenz 0 — Z!@ L 7™ 7oA 0 und es muss [ < m gelten. Beziiglich der

Standardbasen von Z! und Z™ ist j' durch eine (m x [)-Matrix J’ mit ganzzah-
ligen Eintragungen gegeben. Durch geeignete Zeilen- und Spaltenumformungen
kann die Matrix J' auf Diagonalgestalt gebracht werden, dh. es existieren Iso-
morphismen ¢ : Z! — Z' und ¢ : Z™ — Z™, sodass der Homomorphismus
ji=1"lojoy:Z — ZM beziiglich der Standardbasen von Z' und Z™ durch

eine Matrix J der Form
ni

J = (IV.13)

0
gegeben ist, wobei n; € N. Setzen wir p := p’ 01 so erhalten wir eine kurze exakte
Sequenz 0 — Z! L 72" 2 A — 0, also A =2 Z™/j(Z"). Aus der Matrixdarstellung
von j, siehe (IV.13), folgt nun sofort A = Z"®Z,, &- - -G ZLy,,, mitn =m—k. O

IV.4.16. BEMERKUNG. Sind n und m teilerfremd, dann gilt Z,,, = Z, ®
L. Aus Satz IV.4.15 folgt daher, dass jede endlich erzeugte abelsche Gruppe
A zu einer Gruppe der Form Z" @ Zp;m DD Zplmz isomorph ist, wobei p;*
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nicht notwendigerweise verschiedene Primzahlpotenzen bezeichnen. Die Zahlen
P, ..., pp* sind durch A, bis auf ihre Reihenfolge, eindeutig bestimmt.

Ist A eine abelsche Gruppe, dann bildet die Menge der Elemente endlicher
Ordnung eine Untergruppe, die sogenannte Torsionsuntergruppe Aior. Ein Ele-
ment a € A ist genau dann in A, enthalten, wenn na = 0 fiir ein n € N. Bei-
spielsweise gilt fir A = Z" ® Z,,, ® - - - ® Zy,,, offensichtlich Aoy = Z,,, ®--- B Zy,.
Die abelsche Gruppe A wird torsionsfrei genannt, falls Ay, = 0 gilt, dh. falls
jedes nicht-triviale Element von A unendliche Ordnung hat. Es ist leicht einzu-
sehen, dass die Faktorgruppe A/A,, stets torsionsfrei ist. Offensichtlich sind alle
freien abelschen Gruppen torsionsfrei. Eine torsionsfreie abelsche Gruppe muss
jedoch nicht frei abelsch sein.?® Fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen erhalten
wir aus Satz IV.4.15

IV.4.17. KOROLLAR. Jede torsionsfreie endlich erzeugte abelsche Gruppe ist
frei abelsch.

Eine graduierte abelsche Gruppe A heifit endlich erzeugt, falls jedes A, endlich
erzeugt ist, ¢ € Z, und nur endlich viele A; # 0 sind. Ein Kettenkomplex heifit
endlich erzeugt wenn die zugrundeliegende graduierte abelsche Gruppe endlich
erzeugt ist. Wir sagen ein Kettenkomplex C hat endlich erzeugte Homologie, falls
die graduierte abelsche Gruppe H,(C') endlich erzeugt ist.

IV.4.18. DEFINITION (Euler-Charakteristik). Ist C' ein Kettenkomplex, dann
wird die Kardinalzahl b,(C) := rank(H,(C)) die ¢-te Bettizahl von C' genannt.
Hat C' endlich erzeugte Homologie so definieren wir seine Fuler-Charaktersitik als

V(€)= 37 (~1) rank(H,(C)).

Beachte, dass dies eine endliche Summe ist.

IV.4.19. PROPOSITION. Jeder endlich erzeugter Kettenkomplex C hat endlich
erzeugte Homologie und es gilt x(C) = >_ (—1)?rank(C,).

BEWEIS. Aus den kurzen exakten Sequenzen 0 — Z, — C 2, Byi — 0
und 0 — B, — Z, — H,(C) — 0 folgt, dass die graduierten abelschen Gruppen
B., Z, und H,(C) endlich erzeugt sind, siehe Proposition IV.4.14. Aus Proposi-
tion IV.4.4 erhalten wir:

rank(C,) = rank(Z,) + rank(B,_1)
rank(Z,) = rank(B,) + rank(H,(C))
Aus diesen Gleichungen folgt
rank(B,) + rank(B,_;) + rank(H,(C)) = rank(C,).

30Etwa ist Q torsionsfrei, aber nicht frei abelsch, denn rank(Q) = 1 aber Q % Z.
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Summation liefert

Z( 1)?rank(B +Z )9 rank(B,_; —1—2 ) rank(H,(C))
—Z )?rank(Cy).

Eine einfache Indexverschiebung ziegt, dass sich die ersten beiden Summen kiir-

zen, und wir erhalten x(C) = >_ (—1)?rank(H,(C)) = > (—1)?rank(C,). O

IV.4.20. KOROLLAR. Es sei 0 — C — C" — C" — 0 eine kurze exakte
Sequenz von Kettenkomplexzen. Haben zwei der drei Kettenkomplexe endlich er-

zeugte Homologie, dann hat auch der dritte endlich erzeugte Homologie und es
gilt die Formel x(C") = x(C) + x(C").

BEWEIS. Wir beginnen mit folgender Beobachtung. Ist A % B Y, C eine
Sequenz abelscher Gruppen die bei B exakt ist, und sind A sowie C' endlich
erzeugt, dann ist auch B endlich erzeugt. Dies folgt aus Proposition IV.4.14 indem
wir die kurze exakte Sequence 0 — A/ ker(¢) — B — img(¢)) — 0 betrachten.
Wenden wir dies auf die lange exakte Sequenz

B q+1(0//) — H,(C) — Hq(C/) - Hq(C”) — Hyq(C) — -+ (IV.14)

aus Satz IV.3.1 an, so sehen wir, dass auch der dritte Kettenkomplex endlich
erzeugte Homologie haben muss. Wir kénnen (IV.14) daher als endlich erzeug-
ten azyklischen Kettenkomplex L betrachten, genauer, Ls, = H,(C"), Lgs1 =
H,(C"), Lyy4o = Hy(C), q € Z. Da L azyklisch ist, gilt x(L) = 0. Aus Propositi-
on IV.4.19 folgt nun

0=x(L) =) (~1)*rank(Ly)

= Z(—l)?’q rank(Ls,) + 2:(—1)3‘”1 rank(Lsg41) + Z(—1)3q+2 rank(Lsqt2)

q

= Z )@ rank(H,(C")) — Z( 1)?rank(H, )+ Z ) rank(H,(C))

q

= X(C") —X(C") +x(0),
und damit x(C") = x(C) + x(C"). O

Eine graduierte abelsche Gruppe A wird frei genannt, falls A, eine freie abel-
sche Gruppe ist, fiir jedes g € Z. Ein Kettenkomplex heif3t frei, falls die zugrun-
deliegende graduierte abelsche Gruppe frei ist.

IV.4.21. PROPOSITION. FEin freier Kettenkomplex ist genau dann azyklisch,
wenn er kontrahierbar ist.
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BEWEIS. Sei also C' ein Kettenkomplex. Ist C' ~ 0 dann folgt H(C') = 0 aus
Proposition 1V.2.5. Es geniigt daher zu zeigen, dass azyklische freie Kettenkom-

plexe kontrahierbar sind. Sei also H(C) = 0, dh. 0 — Z, — Cy 2% Z,1 — 0
ist eine kurze exakte Sequenz, fiir jedes ¢ € Z. Nach Satz IV.4.12 ist Z, ei-
ne freie abelsche Gruppe, also splitten diese kurzen exakten Sequenzen, siehe
Proposition IV.4.9. Es existieren daher Homomorphismen o, : Z,_; — C, mit
dq 0 04 =idy,_,. Es ist dann 9, o (id¢, —sq 0 ;) = 0 und daher hy : Cy — Cyyq,
hg := 54410 (idcq —540 Gq) ein wohldefinierter Homomorphismus. Eine kurze ein-

fache Rechnung zeigt nun Og41 0 hy + hg—y 0 9, = id¢,, also ist 0 L ideg und C
daher kontrahierbar. O

IV.4.22. KOROLLAR. Eine Kettenabbildung ¢ : C' — C' zwischen freien Ket-
tenkomplexen ist genau dann einen Kettenhomotopiedquivalenz, wenn sie einen

Isomorphismus ¢, : H(C) = H(C") induziert.

BEWEIS. Dies folgt aus Proposition IV.4.21, Proposition IV.3.9 und Proposi-
tion IV.2.8. Beachte, dass der Abbildungskegel C, wieder ein freier Kettenkom-
plex ist, siche Beispiel IV.2.7. 0

IV.5. Singulidre Homologie. Fiir ¢ > 0 bezeichne
AT :={(tg,... .ty ERM | 0<t; <1, to+ - +t, =1} CRIT

den ¢-dimensionalen Standardsimplex. Dies ist die konvexe Hiille der Einheits-
vektoren eg, ..., e, in R¥1. Sei nun X ein topologischer Raum. Unter einem
singuldren q-Simplexr in X verstehen wir eine stetige Abbildung o : A9 — X.
Mit C,(X) bezeichnen wir die von allen singuléren g-Simplizes o in X erzeug-
te freie abelsche Gruppe, sie wird die g¢-te singuldre Kettengruppe von X ge-
nannt. Elemente von C,(X) sind daher formale endliche Linearkombinationen
nioy+- - - +npog, wobei n; € Z und o; singuldre ¢-Simplizes in X sind. Fiir ¢ < 0
setzen wir C,(X) := 0. Es ist dann C,(X) eine graduierte abelsche Gruppe.

IV.5.1. BEMERKUNG. Es sei X ein topologischer Raum, ¢ > 0 und A eine
weitere abelsche Gruppe. Ist zu jedem singulédren ¢-Simplex ¢ in X ein Element
a, € A vorgegeben, dann gibt es genau einen Homomorphismus ¢ : Cy(X) — A,
sodass ¢(0) = a,, fiir jedes singulédre ¢-Simplex 0. Um einen Homomorphismus
¢ : Cy(X) — A zu definieren geniigt es daher seine Werte auf singuléren ¢-
Simplizes vorzugeben, er ist dadurch wohldefiniert und eindeutig bestimmt. Soll
gezeigt werden, dass zwei Homomorphismen ¢, ¢ : Cy(X) — A tibereinstimmen,
geniigt es (o) = (o) fir jedes ¢g-Simplex o zu verifizieren, denn diese erzeugen
die Gruppe Cy(X).

Fiir ¢ > 1 und 0 < i < ¢ definieren wir stetige Abbildungen
(52 . Aq_l — Aq, 6é<t0,...,tq_1) = (to,...7ti_1,0,ti,...,tq_1). (IV].5>
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Dies ist die Einschrinkung einer affinen Abbildung RY — RY4~! die die Einheits-
vektoren wie folgt abbildet, ey — eg,..., €1 — €i_1,€ = €it1,...,64-1 — €.
Die Abbildung 5; parametrisiert die der Ecke e; € A? gegeniiberliegende (¢ — 1)-
dimensionale Seite von AY.

IV.5.2. LEMMA. Fiir ¢ >2 und 0 <i<j <q gilt 51 068_, =i 08/_].

BEWEIS. Beide Seiten der zu zeigenden Gleichung sind Einschrankungen af-
finer Abbildungen R?~! — R Es geniigt daher zu zeigen, dass die beiden
Abbildungen auf den Einheitsvektoren ey, ...,e,_o von R?! {ibereinstimmen.
Tatséchlich bilden beide Abbildungen diese Einheitsvektoren wie folgt ab: eq —
€0y, €C—1 61,6 €i41,...,6j_ 2 €;_1,6j1 > €j41,...€64_2 > €. U

Ist X ein topologischer Raum und ¢ > 1, dann definieren wir einen Homo-
morphismus 0, := 85( 1 Cy(X) — Cyq1(X) auf ¢-Simplizes 0 : A? — X, durch

q

0y(0) ==Y (~1)(c 05}, (IV.16)

i=0
vgl. Bemerkung IV.5.1. Fiir ¢ < 0 setzen wir d, := 0. Die 0, definieren daher
einen Homomorphismus 9 = 8% : C,(X) — C,_1(X) vom Grad —1.

IV.5.3. LEMMA. Es gilt 0,-1 0 0, = 0, fiir alle q € Z.

BeEwEIs. O.B.d.A. sei ¢ > 2. Weiters sei 0 : A? — X ein ¢-Simplex in X. Es
geniigt 0,-1(0,(c)) = 0 zu zeigen, siche Bemerkung IV.5.1. Aus der Definition
erhalten wir zunéchst:

q q

0p1(0(0)) = 041 (Do (~1Y (006) ) = S (~1V0,1(0 0 8))
j=0 Jj=0
= (1)) (~1)i(c o) od; )
=0 i=0
= (—D)(godiod )+ > (=1)T(codiod] )
0<i<j<q 0<j<i<qg—-1
Mittels Substitution und Lemma IV.5.2 erhalten wir fiir den zweiten Summanden:
Y (=Moo dod )= > (=) (cosi0d,)
0<j<i<q—1 0<i<j<q—1
= — Z (1) (oo 52 o 55:%)
0<i<j<q
= Y (C) (o d o)
0<i<y<q

Insgesamt folgt 9,-1(9,(c)) = 0. O
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Auf Grund von Lemma IV.5.3 bildet C, (X)) zusammen mit dem Randoperator
0: Cu(X) — Ci1(X) einen Kettenkomplex, er wird der singulire Kettenkom-
plex von X genannt. Ist f : X — Y eine stetige Abbildung, so definieren wir
einen Homomorphismus f; : Cy(X) — Cy(Y) auf ¢-Simplizes o0 : A? — X durch
fi(0) == foo, vgl. Bemerkung IV.5.1. Offensichtlich liefert dies einen Homomor-
phismus graduierter abelscher Gruppen f; : C(X) — Cy(Y).

IV.5.4. LEMMA. Fir stetiges f : X — Y st fy : Cu(X) — C.(Y) eine
Kettenabbildung, dh. es gilt 0¥ o fy = f; 0 0.

BEWEIS. Wieder geniigt es die Gleichung 0¥ o f; = f; 0 8% auf ¢-Simplizes
in X zu verifizieren, ¢ > 1. Sei also ¢ : A? — X so ein ¢-Simplex. Dann gilt

offensichtlich
q

a;/(fﬁ(U)) - 8;/<f °00) = Z(_l)z(f ogo 52)

[0 (o)) = f <Z(—1)i(0 o 52)) = Z(—l)ifﬁ(a 0 dy) = Z(—l)i(f 00 o4,
und daher 9} (fy(0)) = f4(0\(0)). O

IV.5.5. PROPOSITION. Ordnen wir einem topologischen Raum X seinen sin-
guliren Kettenkomplex C.(X) und einer stetigen Abbildung f : X — 'Y die Kel-
tenabbildung f; : C.(X) — C.(Y) zu, so erhalten wir einen kovarianten Funktor
von der Kategorie der topologischen Riume in die Kategorie der Kettenkompleze,
dh. es gilt (go f)y = gyo fs und (idx )y = ide, (x) fiir stetige Abbildungen f : X —Y
und g: Y — Z.

BEWEIS. Es ist blofl noch (g o f); = g4 o fy sowie (idx); = ide,(x) zu zei-
gen, wobei f : X — Y und g : Y — Z stetige Abbildungen sind. Beides ist
offensichtlich, etwa gilt fiir jeden ¢-Simplex o : A? — X

(950 f)(0) = g:(fi(0)) = gs(f o o) =go foo=(go f)ylo)
und daher auch gy o f; = (g o f);. U

IV.5.6. DEFINITION (Singuliére Homologie). Es sei X ein topologischer Raum.
Die Homologiegruppe H,(X) := H,(C.(X)) wird die g-te singuldre Homologie-
gruppe von X genannt. Ist f : X — Y stetig, dann wird der von der Kettenab-
bildung fy : Ci.(X) — C.(Y) in der Homologie induzierte Homomorphismus mit
fe t Hy(X) — Hy(Y) bezeichnet. Auch die Bezeichnung H,(f) : H,(X) — H,(Y)
ist gelegentlich anzutreffen.

Aus Proposition IV.5.5 und Proposition IV.1.2, siehe auch Bemerkung I11.2.2,
erhalten wir sofort
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IV.5.7. PROPOSITION. Ordnen wir einem topologischen Raum seine singuldre
Homologie H.(X) und einer stetigen Abbildung f : X — Y den induzierten
Homomorphismus f. : HJ(X) — H.(Y) zu, so erhalten wir einen kovarianten
Funktor von der Kategorie der topologischen Rdaume in die Kategorie der gradu-
ierten abelschen Gruppen, dh. es gilt (go f). = g o f. sowie (idx). = idg,(x) fir
stetige Abbildungen f: X —Y undg:Y — Z.

IV.5.8. DEFINITION (Bettizahlen und Euler-Charakteristik). Es sei X ein to-
pologischer Raum. Die Kardinalzahl
by(X) := rank(H, (X)) = by(C.(X))

wir die ¢-te Bettizahl von X genannt, siche Definition IV.4.18. Hat X endlich er-
zeugte Homologie, dh. ist die graduierte abelsche Gruppe H,(X) endlich erzeugt,
dann wird die Fuler-Charakteristik von X durch

X(X) =) (=1),(X) = x(Cu(X))

qEZ

defniert. Beachte, dass dies eine endliche Summe ist.

IV.5.9. BEMERKUNG. Die Homologie H,(X) ist eine topologische Invariante,
dh. sind X und Y homéomorphe Réume dann sind H.(X) und H,(Y') isomorphe
graduierte abelsche Gruppen. Ist ndmlich f : X — Y ein Hom6omorphismus mit
Inverser g : Y — X, go f =idx, f og = idy, dann folgt aus der Funktorialitat
sofort g. o fu = (g o f)s = (idx)s = idp,(x) und fiog. = (fog). = (idy). =
idg, (vy. Daher sind f, : H.(X) — H.(Y) und g, : H,(Y) — H,(X) zueinander
inverse Isomorphismen, vgl. Bemerkung II1.2.1. Daher sind auch die Bettizahlen
topologische Invarianten, dh. aus X = Y folgt b,(X) = b,(Y) fir alle ¢ € Z.
Ebenso miissen homoomorphe Rdume mit endlich erzeugter Homologie die gleiche
Euler-Charakteristik haben.

IV.5.10. BEMERKUNG. Fiir ¢ < 0 gilt stets H,(X) = 0, denn C,(X) = 0.

IV.5.11. BEISPIEL. Fiir die Homologie des leeren Raums gilt H,(0) = 0, denn
C.(0) = 0. Daher ist b,(0) = 0 fiir alle ¢ € Z und x(0) = 0.

IV.5.12. BEISPIEL. Fiir die Homologie des einpunktigen Raums gilt

H({+)) Z falls ¢ =0, und
! |0 falls ¢ #0.

Insbesondere ist by({*}) = 1, b,({*}) = 0 fir ¢ # 0, und x({+}) = 1. Um
dies einzusehen beobachten wir, dass es fiir jedes ¢ > 0 genau einen singuléren
g-Simplex o : A? — {x} gibt. Wir erhalten daher einen kanonischen Isomorphis-
mus C,({*}) = Z indem wir diesen Simplex o auf 1 € Z abbilden, ¢ > 0. Ein
Blick auf die Definition des Randoperators, siehe (IV.16), zeigt, dass dies einen
Isomorphismus zwischen C,({*}) und dem Kettenkomplex

e 0002272l 7202 20072 20 7
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definiert. Die Homologiegruppen lassen sich nun einfach ablesen.

Es sei X ein topologischer Raum mit Wegzusammenhangskomponenten X,
A € A. Die kanonischen Inklusionen ¢y : X, — X induzieren Homomorphismen
(tx)« : Ho(X)) — Ho(X). Diese liefern einen Homomorphismus

Dcn Ho(Xn) — Ho(X). (IV.17)

Das folgende Resultat fithrt die Berechnung der singuldren Homologie auf den
Fall wegzusammenhéngender Rdume zuriick.

IV.5.13. PROPOSITION. Der Homomorphismus (IV.17) ist ein Isomorphismus
graduierte abelscher Gruppen, dh. @@, ., Hy(X)\) = Hy(X) fiir alle q € Z.

BEWEIS. Die Kettenabbildungen (¢y); : Ci(X)) — C.(X) induzieren einen
Isomorphismus von Kettenkomplexen @, ., Cs(X») = C,(X), denn wegen des
Wegzusammenhangs von A? muss jeder Simplex ¢ : A? — X zur Génze in einem
X, liegen. Die zu beweisende Aussage folgt daher aus Proposition IV.1.4. U

IV.5.14. BEISPIEL. Es sei X ein diskreter Raum. Aus Beispiel 1V.5.12 und
Proposition 1V.5.13 folgt nun H,(X) = 0 fiir ¢ # 0. Weiters ist Hy(X) eine freie

abelsche Gruppe deren Rang mit der Anzahl der Punkte von X iibereinstimmt,
rank(Hy(X)) = tX.

Es seien X, A € A, topologische Réume und | |,_, X, ihre disjunkte Verei-
nigung. Die kanonischen Inklusionen ¢y : X, — | | vea Xy induzieren Homomor-
phismen (), : H.(X)) — H.(||ycp Xv). Diese liefern einen Homomorphismus

GB/\eA H*(XA) - H* (|—|)\EA X/\) (IV.18)
Der Homologiefunktor vertauscht in folgendem Sinn mit Koprodukten.

IV.5.15. PROPOSITION. Der Homomorphismus (IV.18) ist ein Isomorphismus
graduierte abelscher Gruppen, dh. @, Hy(X)) = Hy(|yep X)) fiir alle q € Z.

BEWEIS. Dies lédsst sich genau wie Proposition IV.5.13 beweisen. Jeder sin-
guldre ¢g-Simplex in | |, , X\ muss zur Génze in einem X liegen, die kanoni-
schen Inklusionen induzieren daher einen Isomorphismus von Kettenkomplexen
D rcn Cu(Xy) = Culyep Xn). Die zu beweisende Aussage folgt daher aus Pro-
position 1V.1.4. O

IV.5.16. PROPOSITION. Flir jeden nichtleeren wegzusammenhdngenden Raum
X induziert die konstante Abbildung ¢ : X — {x} in den einpunktigen Raum

einen Isomorphismus ¢, : Hy(X) =R Ho({*}), es gilt daher Hy(X) = Z.

BeEwEIs. Wir fixieren eine Punkt xqg € X und definieren eine Abbildung ¢ :
{*} — X durch () := z(. Offensichtlich gilt cot = idgy also ¢, 0ty = idpy, (14,
siche Proposition IV.5.7. Es geniigt daher ¢, o ¢, = idp,(x) zu zeigen, denn dann
sind ¢, @ Ho(X) — Ho({*}) und ¢, : Ho({x}) — Ho(X) zueinander inverse
Gruppenisomorphismen und die Proposition folgt aus Beispiel IV.5.12.
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Da A° einpunktig ist, kénnen wir singulire 0-Simplizes mit Punkten in X
identifizieren, fir x € X bezeichne o, : A — X den 0-Simplex o,(t) := .
Beachte (¢4 0 ¢4)(05) = (L0 ¢)4(0,) = 04, fir alle 0-Simplizes o,. Da X wegzu-
sammenhéangend ist, konnen wir zu jedem Punkt z € X einen Weg 7, : [ —
X whébhlen, sodass 7,(1) = z und 7,(0) = zo. Fiir die singuldren 1-Simplizes
T, 0 Al — X 1.(to, 1) = To(t1), gilt dann Oy(7,) = 0, — 04,. Wir definie-
ren nun einen Homomorhismus hy : Co(X) — C1(X) auf 0-Simplizes durch
ho(oy) = 7. Es folgt 01(ho(0)) = O01(1) = 05 — 0uy = 0z — (14 0 ¢4)(02),

also ) o hg = idg,(x) —t4 © ¢s. Gehen wir zur Homologie iiber, erhalten wir
0 = idp,(x) —t« © s : Ho(X) — Ho(X), siche Proposition IV.1.2, es gilt daher
auch ¢, o ¢, = id g, (x). O

Mittels Proposition IV.5.16 und Proposition IV.5.13 kénnen wir nun die O-ten
Homologiegruppen beliebiger Rdume bestimmen.

IV.5.17. PROPOSITION. Fiir jeden topologischen Raum X ist Ho(X) eine freie
abelsche Gruppe deren Rang mit der Anzahl der Wegzusammenhangskomponenten
von X dibereinstimmd.

Es bezeichne {*} den einpunktigen Raum. Ist X ein topologischer Raum, dann
gibt es genau eine (stetige) Abbildung ¢ : X — {x}. Diese induziert einen Ho-
momorphismus ¢, : H,(X) — H,({*}). Unter der reduzierten Homologie H,(X)
verstehen wir den Kern dieses Homomorphismus,

Hy(X) :=ker(c, : Hy(X) — H.({*})).
Ist f: X — Y stetig, dann gilt offensichtlich ¢¥ o f = ¢X wobei ¢* : X — {*} und
¥ 1Y — {x}. Wir erhalten c! o f, — ¢, also schrinkt sich f, : H.(X) — H,(Y)
zu einem Homomorphismus f, : H,(X) — H,(Y) ein. Die reduzierte Homologie
liefert daher einen Funktor von der Kategorie der topologischen Réaume in die
Kategorie der graduierten abelschen Gruppen. Die reduzierten Bettizahlen sind
durch b,(X) := rank(H,(X)) gegeben. Ist H,(X) endlich erzeugt, dann definieren
wir die reduzierte Euler-Charakteristik durch x(X) := Zq(—l)l;q(X). Wie aus
Proposition IV.5.18 unten hervorgeht, beinhaltet die reduzierte Homologie H, (X)
im wesentlichen die selbe Information wie die unreduzierte Homologie H,(X).

Manchmal koénnen durch Verwendung der reduzierten Homologie jedoch listige
Fallunterscheidungen vermieden werden.

IV.5.18. PROPOSITION. Es sei X # () ein topologischer Raum. Dann ist
0 = F,(X) = Hy(X) > Hy({+}) =0
eine splittende kurze exakte Sequenz. Es gill daher Ho(X) = Hy(X) ® Z sowie
H,(X) = H,(X) falls ¢ # 0. Fir die Bettizahlen erhalten wir by(X) = bo(X) + 1

und Bq(X) = by(X) falls ¢ # 0. Weiters ist lf[*(X) genau dann endlich erzeugt,
wenn H,(X) endlich erzeugt ist, und in diesem Fall gilt x(X) = x(X) + 1.
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BEWEIS. Da X # () existiert eine Abbildung ¢ : {*} — X mit cor = idy,;. Es
folgt ¢, ot = idp,(x), also ist ¢, : Ho(X) — Ho({*}) surjektiv und ¢, : Hy({*}) —
Hy(X) ist ein Splitt der kurzen exakten Sequenz. Die restlichen Aussagen folgen
nun aus Beispiel IV.5.12 und Proposition IV.3.7. U

IV.5.19. BEMERKUNG. Es ist nicht méglich einen natiirlichen Isomorphimus
©X : Hy(X) — Hy(X) ® Z zu konstruieren, dh. fiir stetige Abbildungen f : X —
Y wird i.A. nicht ¥ o f. = (f. ®idz) o o~ gelten.

IV.5.20. BEMERKUNG. Ein topologischer Raum X ist genau dann wegzu-

sammenhiingend, wenn Hy(X) = 0, siehe Proposition IV.5.18 und Propositi-
on IV.5.17. Fiir X # 0 ist dies zu Hy(X) = Z &quivalent.

IV.5.21. BEISPIEL. Betrachte die O-dimensionale Sphire S° = {—1,1}, ein
zweipunktiger Raum. Aus Beispiel IV.5.14 und Proposition IV.5.18 folgt:

HL(S0) = 2o 7 fallsqg=0 sowie I, (S0) = Z fallsq=0
I 0 falls ¢ # 0 I 0 fallsq#0

Insbesondere gilt by(S°) = 2, by(S°) = 1 und alle anderen (reduzierten) Bettizah-
len verschwinden. Fiir die Euler-Charakteristik folgt x(S%) = 2, bzw. y(S°) = 1.

~ IV.5.22. DEFINITION. Ein topologischer Raum X wird azyklisch genannt, falls
H.(X) =0 gilt.

Azyklische Rédume sind insbesondere wegzusammenhédngend, siehe Bemer-
kung IV.5.20. Ein nicht-leerer topologischer Raum X ist genau dann azyklisch,
wenn Hy(X) = Z und H,(X) = 0 fiir ¢ # 0, siehe Proposition IV.5.18. Dies
bedeutet gerade, dass X dieselben Homologiegruppen wie der einpunktige Raum
hat.

IV.6. Relative Homologie und lange exakte Sequenzen. Unter einem
Paar von Riumen verstehen wir ein Paar (X, A) wobei X ein topologischer Raum
und A C X ein Teilraum ist. Eine Abbildung von Paaren f: (X, A) — (Y, B) ist
eine stetige Abbildung f : X — Y mit f(A) C B. Wir erhalten eine Kategorie,
die Kategorie der Paare topologischer Rdume. Unter einem Homdomorphismus
von Paaren verstehen wir eine Abbildung von Paaren f : (X, A) — (Y, B), fiir
die f : X — Y ein Homéomorphismus ist und f(A) = B gilt. Dies sind genau
die Isomorphismen in der Kategorie der Paare topologischer Réume.

Ist (X, A) ein Paar von Réumen dann kénnen wir C,(A) als Teilkomplex von
C(X) auffassen. Wir definieren den singuléren Kettenkomplex des Paares (X, A)
durch Cy(X, A) := C(X)/Ci(A), und erhalten eine kurze exakte Sequenz von
Kettenkomplexen

0— Cu(A) 5 C(X) — Cu(X,A) = 0 (IV.19)

wobei ¢ : A — X die kanonische Inklusion bezeichnet. Ist f : (X, A) — (Y, B) eine
Abbildung von Paaren dann bildet die Kettenabbildung f; : C.(X) — C.(Y) den
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Teilkomplex C(A) nach C,(B) ab und induziert daher eine Kettenabbildung f; :
C.(X,A) — C.(Y, B). In anderen Worten, das folgende Diagramm kommutiert:

LX)
00— C(A) — C(X) —= Cu(X,A) —=0

J/(fIA)u . J/fu lfﬁ (IV'20>
0—> C.(B) — C(Y) —= Cu(Y, B) —= 0

Diese Zuordnung ist offensichtlich funktoriell, dh. ist ¢ : (Y, B) — (Z,C) eine
weiter Abbildung von Paaren, dann gilt (g o f); = g4 o fy, sowie (id(x,a)); =
id¢, (x,4)-Wir erhalten daher einen Funktor von der Kategorie der Paare topolo-
gischer Rdume in die Kategorie der Kettenkomplexe.

IV.6.1. DEFINITION (Relative Homologiegruppen). Ist (X, A) ein Paar von
Réumen, dann heiflt H,(X, A) := H,(C.(X, A)) die ¢-te relative Homologiegrup-
pe des Paares (X, A). Ist f: (X, A) — (Y, B) eine Abbildung von Paaren, dann
bezeichnen wir den von der Kettenabbildung f; : C.(X, A) — C.(Y, B) induzier-
ten Homomorphismus mit f, : H,(X, A) — H,(Y, B).

In diesem Zusammenhnag werden die Gruppen H,(X) manchmal als absolute
Homologiegruppen von X bezeichnet. Aus Proposition IV.1.2 erhalten wir sofort,
siehe auch Bemerkung II1.2.2

IV.6.2. PROPOSITION. Ordnen wir einem Paar von Rdumen seine relative
Homologie H.(X,A) und einer Abbildung von Paaren f : (X, A) — (Y,B) den
induzierten Homomorphismus f. : H.(X,A) — H.(Y,B) zu, so erhalten wir
einen kovarianten Funktor von der Kategorie der Paare topologischer Rdume in
die Kategorie der graduierten abelschen Gruppen, dh. es gilt (g o f)« = g« © f«
sowie (id(x,a))« = idg, (x,4) fiir Abbildungen von Paaren f : (X, A) — (Y, B) und
9:(Y,B)—(Z,0).

IV.6.3. BEMERKUNG. Betrachten wir das Paar (X, ) dann gilt C.(X,0) =
Ci(X)/Ci(0) = Cu(X) und daher H.(X,0) = H.(X), vgl. Beispiel IV.5.11. Die
relative Homologie von Paaren kann daher als Verallgemeinerung der absoluten
Homologie von Réumen betrachtet werden.

IV.6.4. DEFINITION (Relative Bettizahlen und Euler-Charakteristik). Die Ka-
rdinalzahl b, (X, A) := rank(H,(X, A)) wird die g-te relative Bettizahl des Paares
(X, A) genannt. Ist H.(X, A) endlich erzeugt, dann definieren wir die relative
Euler-Charakteristik des Paares (X, A) durch x(X, A) := >~ (=1)%,(X, A).

Wenden wir Satz IV.3.1 auf die kurze exakte Sequenz (IV.19) und (IV.20) an,
so erhalten wir

IV.6.5. PROPOSITION (Lange exakte Sequenz eines Paares). Ein Paar von
Rdumen (X, A) induziert eine lange exakte Sequenz von Homologiegruppen.:

5q 1 Lx 6q
S q+1<X’ A) L Hq(A) - Hq(X) - Hq(Xa A) - q—l(A) —
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Dabei bezeichnet v : A — X die kanonische Inklusion, und der Homomorphis-
mus Hy(X) — Hy (X, A) ist von der kanonischen Projektion C,.(X) — C.(X, A)
induziert. Diese Sequenz ist natiirlich, dh. das Diagramm

6q+1 Ly

dq
> Hy (X, A) — Hy(A) — Hy(X) — Hy (X, A) — -~

a
lf* l(fm* lf* lf*
(

5‘1 Lx 6‘1
- ——= Hy (Y, B) - Hy(B) —= Hy(Y) —= Hy(Y,B) —— - -~
kommutiert fir jede Abbildung von Paaren f : (X, A) — (Y, B).

IV.6.6. BEISPIEL. Es sei f : (X,A) — (Y, B) eine Abbildung von Paaren.
Sind zwei der drei Homomoprhismen (f|4). : H.(A) — H.(B), f. : Ho(X) —
H.Y) und f, : Ho(X,A) — H.(Y, B) Isomorphismen, dann gilt dies auch fiir
den dritten. Dies folgt aus der Natiirlichkeitsaussage in Proposition IV.6.5 und
Lemma IV.3.5. Alternativ konnen wir auch direkt Korollar IV.3.4 auf (IV.20)
anwenden.

IV.6.7. BEISPIEL. Es sei (X, A) ein Paar von Raumen. Sind zwei der drei
graduierten abelschen Gruppen H,(A), H,(X) und H.(X, A) endlich erzeugt, so
gilt dies auch fiir die dritte und wir haben x(X) = x(4) + x(X, A). Dies folgt
aus Korollar IV.4.20 angewandt auf die kurze exakte Sequenz (IV.19).

IV.6.8. BEISPIEL. Es sei (X, A) ein Paar von Riaumen. Es gilt H, (X, A) =0
genau dann, wenn die kanonische Inklusion ¢ : A — X einen Isomorphismus

L+ Hy(A) = H.(X) induziert. Dies folgt aus der langen exakten Sequenz in
Proposition 1V.6.5.

IV.6.9. PROPOSITION. Ist A ein Retrakt von X, dann zerfdllt die lange exakte
Sequenz des Paares (X, A) in splittende kurze exakte Sequenzen

0 — Hy(A) — H,(X) — H,(X, 4) — 0,
es gilt daher Hy(X) = H,(A) @ H,(X, A) fir alle q.

BEWEIS. Es bezeichne ¢ : A — X die Inklusion. Nach Voraussetzung existiert
eine stetige Abbildung r : X — A mit r o = id4. Es folgt idy, () = (ida). =
(rot)y =7r.0u,, alsoist ¢, : H,(A) — H.(X) injektiv. Wir sehen daher, dass der
Einhéngungshomomorphismus in der langen exakten Sequenz des Paares (X, A),
siche Proposition IV.6.5, verschwinden muss, denn img(d) = ker(t.) = 0. Dann
gilt aber auch ker(d) = H,.(X,A), also muss der Homomorphismus H,(X) —
H,(X, A) surjektiv sein. Daher ist 0 < H,(A) — H,(X) — Hy(X,A) — 0 fiir
jedes ¢ eine kurze exakte Sequenz. Aus r, o ¢, = idy,(4) und Proposition I1V.3.7
folgt nun auch die zweite Behauptung. 0

Wir wollen noch eine Version von Proposition IV.6.5 fiir reduzierten Homo-
logiegruppen herleiten.
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IV.6.10. PROPOSITION (Lange exakte Sequenz eines Paares). Fin Paar von
Rdumen (X, A) mit A # 0 induziert eine lange exakte Sequenz

(X, A) — RN J(A) 5 H (X)) — Hy (X, A) S, 7, 1(A) — - -

wobei t : A — X die kanonische Inklusion bezeichnet. Diese Sequenz ist natiirlich,
dh. das Diagramm

5q+1 ~ L

e Hypa (X, A) S 1, (4) = T (X) — Hy(X, 4) =
lf* i(ﬂA)* i
(

Lx

dq ~ ~
o ¢I+1(Y7B)4+1>Hq<B>4>H Y)4>Hq<Y7B)4>

kommutiert fir jede Abbildung von Paaren f : (X, A) — (Y, B).

BEWEIS. Betrachte die die Abbildung von Paaren ¢ : (X, A) — ({x}, {*}).
Aus der Natiirlichkeitsaussage in Proposition IV.6.5 erhalten wir ein kommutati-
ves Diagramm:

0 0 0 0

Sq+1 T

> Hy1({#), {¥}) —— Hy({*}) ——> Hy({x}) —> Hq({*}, {*}) LI

Cx Cx Cx T Cx
6‘1

Sq+1 L

> Hg11(X, A) Hy(A) Hy(X) —— Hy(X,A) ——

= = >Hq+1(X7A)———>Hq(A)4*>f1q(X)———>HqXA)— — >
0 0 0 0

Offensichtlich ist der mittlere obere horizontale Pfeil ein Isomorphismus. Aus der
Exaktheit der oberen Zeile folgt daher H,({x},{*}) = 0. Damit sind die beiden
duBeren Spalten exakt. Nach Proposition IV.5.18 sind auch die beiden mittle-
ren Spalten exakt. Die Homomorphismen in der mittleren Zeile induzieren daher
Homomorphismen in der unteren Zeile (strichlierte Pfeile), sodass das gesamte
Diagramm kommutiert. Wir konnen dieses Diagramm als kurze exakte Sequenz
von Kettenkomplexen auffassen. Die ersten beiden Zeilen sind azyklisch, siehe
Proposition IV.6.5. Nach Korollar IV.3.3 muss daher auch die dritte Zeile azy-
klisch sein, also ist die fragliche Sequenz exakt. 0

IV.6.11. PROPOSITION. Ist P € X, dann gilt H,(X) = H,(X,{P}).

BEWEIS. Dies folgt aus der langen exakten Sequenz des Paares (X, {P}) in
Proposition 1V.6.10, denn H,({P}) = 0. O
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IV.6.12. PROPOSITION. Ist A # () ein Retrakt von X, dann zerfillt die lange
exakte Sequenz des Paares (X, A) in splittende kurze exakte Sequenzen

0 — H,(A) — H,(X) = Hy(X, 4) =0,
es gilt daher Hy(X) = H,(A) ® H (X, A) fiir alle q.

BeEwEls. Wir kénnen genau wie im Beweis von Proposition 1V.6.9 vorgehen,
verwenden nun aber Proposition IV.6.10 anstatt Proposition 1V.6.5. U

Unter einem Tripel von Rdiumen verstehen wir ein Tripel (X, A, B) wobei
X ein topologischer Raum ist und B € A C X Teilrdume sind. Unter einer
Abbildung von Tripel f : (Xy, A1, B1) — (X3, Ag, Bs) verstehen wir eine steti-
ge Abbildung f : X; — X, mit f(A;) € Ay und f(B;) € Bs. Wir erhalten
eine Kategorie, die Kategorie der Tripel topologischer Réiume. Ist (X, A, B) ein
Tripel von Rdumen, dann induzieren die kanonischen Abbildungen von Paaren
t: (A, B) —» (X,B) und j : (X,B) — (X, A) eine kurze exakte Sequenz von
Kettenkomplexen

0= C.(A, B) % (X, B) % C,(X, A) — 0. (IV.21)
Ist f: (X1, A, By) — (X2, Ay, Bs) eine Abbildung von Tripel, dann erhalten wir
ein kommutatives Diagramm
0 —= Cu(Ay, By) —= Cu(Xy, By) == Cu(Xy, A) —= 0
J/fu ifu l i (IV.22)

Wenden wir Satz IV.3.1 auf die kurze exakte Sequenz (IV.21) und (IV.22) an,
so erhalten wir

IV.6.13. PROPOSITION (Lange exakte Sequenz eines Tripels). Fin Tripel von
Réaumen (X, A, B) induziert eine lange exakte Sequenz von Homologiegruppen.:

c o Hyy (X, A) 2 (A, B) 5 Hy(X,B) 25 Hy(X, A) % H,_y(A,B) — -+

Dabei bezeichnen v : (A, B) — (X,B) und j : (X,B) — (X, A) die kanonischen
Inklusionen. Diese Sequenz ist natiirlich, dh. das Diagramm

Sgt1 Ly Tx dq
o ——> Hgp1(X1, A1) —— Hy(A1,B1) — Hy(X1,B1) — Hy(X1,41) —— - -+

o

q+1 Ly * q
cw——> Hgp1(X2,A2) —— Hy(Az, By) —> Hy(X2,B2) —> Hy(X2,A2) — - -+

kommutiert fir jede Abbildung von Tripel f : (X, Ay, B1) — (Xa, Ag, By).
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IV.6.14. BEMERKUNG. Die lange exakte Sequenz des Tripel (X, A, (}) stimmt
mit der langen exakten Sequenz des Paares (X, A) {iberein, in diesem Fall redu-
ziert sich (IV.21) zu (IV.19), vgl. Bemerkung IV.6.3. Auch der Einhéngungshomo-
morphismus des Tripels 5549 : 7, (X, A) — H,(A,0) = H,(A) stimmt daher
mit dem Einhingungshomomrphimsus des Paares 654 : H, (X, A) — H,(A)
iiberein.

IV.6.15. BEMERKUNG. Ist (X, A, B) ein Tripel von Réumen, dann stimmt
der Einhingungshomomorphismus §48) : H, (X, A) — H, (A, B) in Proposi-
tion IV.6.13 mit der Komposition

X, A .
H,(X, A) 55 Hya(A) = Hy1(A,0) 5 H,oa(A, B)
tiberein. Dabei bezeichnet i : (A,()) — (A, B) die kanonische Inklusion und
§X4) den Einhiangungshomomorphismus der langen exakten Sequenz des Paa-
res (X, A), siehe IV.6.5. Dies folgt aus der Natiirlichkeitsaussage in Propositi-
on IV.6.13 angewandt auf die kanonische Inklusion (X, A,0) — (X, A, B) und
Bemerkung 1V.6.14 oben.

IV.6.16. BEISPIEL. Essei (X, A, B) ein Tripel von Rdumen und die kanonische
Inklusion i : B — A induziere einen Isomorphismus i, : H.(B) = H, (A). Dann
gilt H.(A, B) = 0, siehe Beispiel IV.6.8. Aus der langen exakten Sequenz in
Proposition IV.6.13 folgt nun, dass die kanonische Inklusion j : (X, B) — (X, A)

cinen Isomorphismus j, : H,(X, B) = H,(X, A) induziert.

IV.6.17. BEMERKUNG. Sind (X, A,) Paare von Raumen, A € A, so definieren
wir ihre disjunkte Vereinigung durch

UAEA(XMA)\) = (l_lAeA X>\7|_|/\EA AA)

Zusammen mit den kanonischen Inklusionen ty : (X, Ax) — [yea (X, Ax)
ist dies das Koprodukt der (X, A,) in der Kategorie der Paare topologischer
Réume. Diese Inklusionen induzieren Homomorphismen (cy). @ H.(Xy, Ax) —
H,(l)yea(Xn, Ay)), und wir erhalten einen Homomorphismus

PBrcn Ho(Xn, Ay) = He (Uyea (X, Ay)).

Dies ist ein Isomorphismus, der relative Homologiefunktor vertauscht daher mit
Koprodukten, vgl. Proposition 1V.5.15.

IV.7. Homotopieinvarianz. Als ersten wesentlichen Schritt zur Berech-
nung der Homologiegruppen wollen wir in diesem Abschnitt zeigen, dass homo-
tope Abbildungen f ~ g : X — Y denselben Homomorphismus in der Homologie
induzieren, f, = g, : H.(X) — H.(Y), siehe Satz IV.7.4 unten. Dies erfordert
wesentlich mehr Arbeit als die analoge Eigenschaft des Fundamentalgruppen-
funktors, vgl. Proposition 1.3.24.
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Wir definieren affine Abbildungen gofl AT 5 AT x [0 <i<gq,durch

902(150; cotgrn) = (o, tica b F b tige, - gt + o tgqa)
dh. eg — (€0,0),...,€; +— (€;,0), eip1 +— (€,1), ..., €001 — (€g, 1).
IV.7.1. LEMMA. Fiir die Abbildungen ¢! gilt, vgl. (IV.15).
(i) 80; °© 5é+1 = Spq ° 52+1: 1<i<gq.
(ii) ¢y 0 dgyy = incy.
(iil) ¢ ‘1 o 5211 incy.
(iv) % Yo gy = (67" x idr)wq L 1<i<j<q+1
(V) @y 00y = (0] x idr) o7}, 0< j < i < q.
Dabei bezeichnet incs : A7 — A9 X I, incs(t) := (t, s).
BEWEIS. Alle auftretenden Abbildungen sind Einschrankungen affiner Abbi-

dung R7™! — R x R, es geniigt daher die Gleichungen auf den Ecken e; € A4
zu verifizieren. O

Fiir jeden topologischen Raum X und ¢ > 0 definieren wir Homomorphismen
Py :=PX : Cy(X) — Cpa(X x I) auf ¢-Simplizes o : A; — X durch

q

Py(o) == 3 (=1 (o x idy) o g,
=0
vgl. Bemerkung IV.5.1. Fiir ¢ < 0 sei P, := 0. Wir kénnen die F, daher als einen
Homomorphismus P := P* : C,(X) — C,1(X x I) vom Grad 1 betrachten.

IV.7.2. PROPOSITION. Der Homomorphismus P : C(X) — Cy1(X x I) ist
eine natirliche Kettenhomotopie von (incg)y nach (incy )y, wobeiinc, : X — X x1,
incy(z) := (z,5). Dh. es gilt 0o P+ P o0 = (incy); — (incy)y, und das Diagramm

CL(X) L5 Ot (X x 1)

ful J/(indI)u

C(Y) T Cun(V % 1)

kommutiert fiir jede stetige Abbildung f: X — Y.

BeEwEIs. Die Natiirlichkeitsaussage ist trivial, denn fiir jeden ¢-Simplex o :
A? — X gilt offensichtlich

q

(f xidr)s(P;(0)) = Y (=1)'(f x idy) o (o x i) 0

=0

_Z foa ><1d[)og0q qu(foa):PqY(fﬁ(O')),
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woraus wir (f x id;); o PX = PY o f; schlieflen, siche Bemerkung IV.5.1.
Nun zur Gleichung 0 o P + P o 0 = (inc; )y — (incg)y. Sei wieder o : A? — X
ein ¢-Simplex. Es geniigt dann

Og+1(Py(0)) — P;—1(0,4(0)) = incy oo — incy oo (IV.23)

zu zeigen, siche Bemerkung IV.5.1. Einsetzen in die Definitionen, Aufspalten der
Summation und die Substitution ¢ — ¢ — 1 in der ersten Summe liefern:

g+l ¢
z+j J
Og41(P, E E JdeI)ogpqO(SqH

j=0 i=0
- E (—1)”](0 X idy) o gpé o 5q+1 + E (—1)”](0 X idy) o gpq o (5é+1
0<i<j<qt1 0<j<i<q
_ z+ : J z+ : ] J
=— E ]0><1d1)ocpq 00,y + g JUdeI)ocp;o(SqH

1<i<j<qg+1 0<5<i<q

Aus Lemma IV.7.1(i) erhalten wir durch Kiirzen der Terme mit i = j:
8q+1(Pq(a)) = (0’ X ld[) @) 302 o) (52+1 — (O’ X ld[) e} gpq o 53_—::%
— Z (=1 (o x idj) o gpq Lo 531“

1<i<j<q+1
+ ) (=) (oxid))o g odl, (IV.24)
0<j<i<q
Aus Lemma IV.7.1(ii) folgt
(0 xidy) 0 ) 0 dg,y = (0 X id;) o inc; = incy oo, (IV.25)

Ebenso folgt aus Lemma IV.7.1(iii)
(o0 xids)oplo (521% = (0 x idy) o incy = ingg oo. (IV.26)

Aus Lemma IV.7.1(iv) und der Subsituation ¢ — i + 1, j +— j + 1 erhalten wir:

Y (=)Mo xidy) oo by,

1<i<j<q+1

= > (=)Mo xidg)o (87" xids) o)}

1<i<j<q+1

— Y )b xid) o i

0<i<j<q
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Aus Lemma IV.7.1(v) und der Substitution ¢ + i 4 1 erhalten wir:

Y () (o xidj)oghodl,,
0<j<i<q
= ) (=)Mo xids)o (5 xid))op g1

0<j<i<q

S ) ed)) xid) o

0<j<i<q—1

Kombination der letzten beiden Gleichungen liefert

— Z (—=1)™ (o x id;) o gpf}_l o 52-5—1 + Z(—l)“‘j(a x idy) o gpfl o 52—&—1

1<i<j<q+1 0<j<i<q
q_l q . . . .
== Z Z<_1)l+j((0 0 d,) x idI) 0 Qg1 = —Fy-1(94(0))
=0 j=0
Kombinieren wir dies mit (IV.24), (IV.25) und (IV.26) so erhalten wir die zu
zeigende Gleichung (IV.23). O

Es sei (X, A) ein Paar von Réaumen und es bezeichne ¢ : A — X die kano-
nische Inklusion. Aus der Natiirlichkeitsaussage in Proposition IV.7.2 folgt, dass
die Kettenhomotopie PX : C.(X) — C,;1(X x I) zu einer Kettenhomotopie
PXA  C(X,A) — Cuy1(X x I, Ax I) faktorisiert und das folgende Diagramm
kommutiert:

C.(A) : C.(X) C.(X, A)
- b e
Con(Ax D) —2% o (X X T)—— (X x I, Ax )

Aus Proposition IV.7.2 erhalten wir sofort folgende Version fiir Paare.

IV.7.3. PROPOSITION. FEs sei (X, A) ein Paar von Rdaumen. Dann ist P :
Cu(X,A) — C1(X x I, A x I) eine natirliche Kettenhomotopie von (incg)s
nach (incy)y, wobei inc, @ (X, A) — (X x I, A x I), incs(x) := (z,s). Dh. es gilt
do P+ Pod = (incy); — (incy)y, und das Diagramm

p(X,A)

Ci(X, A) Co1(X x I[,AXI)
lfﬂ l(indI)u
p,B)
C*(Y7B) C*—i—l(YX]aBXI)

kommutiert fir jede Abbildung von Paaren f : (X, A) — (Y, B).
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Zwei Abbildungen von Paaren f,g : (X, A) — (Y, B) heiflen homotop, falls
eine Abbildung von Paaren H : (X x [;A x I) — (Y, B) mit Hy = f und
H, = g existiert. In diesem Fall sagen wir f und ¢ sind homotope Abbildun-
gen von Paaren und schreiben f ~ ¢ : (X, A) — (Y, B). Insbesondere liefert
H : X xI — Y eine Homotopie von f : X — Y nach ¢ : X — Y und
diese Homotopie erfiillt H;(A) C B, fiir alle t € I. Homotopie von Paaren de-
finiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Abbildungen von Paaren die
mit der Komposition vertriglich ist, dh. aus f; ~ ¢ : (X1,41) — (Xo, Ag)
und fo =~ g2 ¢ (X2, A2) — (X5, A3) folgt (f_2_ ofi) = (g20q) : (X1, A1) —
(X3, A3). Die Menge der damit assozierten Aquivalenzklassen bezeichnen wir
mit [(X, A), (Y, B)], fiir die von f : (X,A) — (Y, B) reprisentierte Aquiva-
lenzklassen schreiben wir [f] € [(X, A), (Y, B)]. Wir erhalten eine wohldefinier-
te Verkniipfung [(Xl, Al), (XQ, AQ)] X [(XQ, Ag), <X3, A3)] — [(Xl, A1>, (Xg, Ag)],
([f],1g]) — lg o f]. Dies fiihrt zu einer Kategorie, deren Objekte Paare topolo-
gischer Rdume, und deren Morphismen gerade die Homotopieklassen von Ab-
bildungen von Paaren sind. Eine Abbildung von Paaren f : (X,A) — (Y, B)
wird Homotopiedquivalenz von Paaren genannt, falls eine Abbildung von Paaren
g: (Y,B) — (X,A) existiert, sodass g o f ~ id(x,a) : (X,4) — (X, A) und
fog~idyp : (Y,B) — (Y,B). In diesem Fall sagen wir (X, A) und (Y, B) sind
homotopiedquivalent und schreiben (X, A) ~ (Y, B). Dies ist genau dann der Fall
wenn (X, A) und (Y, B) in der oben besprochenen Kategorie isomorph sind.

Beachte, dass zwei Abbildungen von Paaren f, g : (X,0) — (Y, () genau dann
homotop sind, wenn die Abbildungen f: X — Y und g : X — Y homotop sind.
Ebenso sind die Paare (X, 0) und (Y, ) genau dann homotopiedquivalent, wenn
die Rdume X und Y homotopiedquivalent sind.

IV.7.4. SATZz (Homotopieinvarianz). Je zwei homotope Abbildungen von Paa-
ren f ~ g : (X,A) — (Y,B) induzieren kettenhomotope Komplexabbildungen
fi ~ g @ Cu(X,A) — C.(Y,B). Insbesondere stimmen die in der Homologie
induzieren Homorphismen iberein, f, = g, : H.(X,A) — H.(Y, B).

BEWEIS. Nach unseren Voraussetzung existiert eine Homotopie von Paaren
F:(XxI,AxI)— (Y,B) von Fy = Foincy = f nach F} = F oinc; = g. Diese
induziert eine Kettenabbildung Fj : C.(X x I, A x I) — C,(Y, B). Wir erhalten

9s — Jo = (Foincy)y — (Foinc)y = Fy o (incy )y — Fy o (inco);

= F; o ((incy); — (inco)y) = Fyo (Jo P+ Pod) =00 Fyo P+ F,0 Pod,
wobei P : Cy(X,A) — Cup1(X x I, A x I) die Kettenhomotopie aus Proposi-
tion IV.7.3 bezeichnet. Also ist Fy o P : C,(X,A) — C.y1(Y, B) eine Ketten-

homotopie von f; nach gy. Nach Proposition IV.2.4 gilt daher auch f, = g. :
H.(X,A) — H.(Y,B). O

IV.7.5. KOROLLAR (Homotopieinvarianz). Homotope Abbildungen f ~ g :
X — Y induzieren kettenhomotope Komplezabbildunge f; ~ g; : C(X) — C.(Y).
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Insbesondere stimmen die in der (reduzierten) Homologie induzierten Homomor-
phismen tberein, dh. f. = g. : H(X) — H.(Y) und f. = g. : H.(X) — H.(Y).

BEWEIS. Dies folgt aus Satz IV.7.4, denn wir kénnen f und ¢ als homotope
Abbildungen von Paaren auffassen, f ~ ¢ : (X,0) — (Y, 0). O

IV.7.6. BEMERKUNG. Nach Korollar IV.7.7 definiert die singulére Homologie
einen Funktor von der Kategorie der topologischen Rdume und Homotopieklas-
sen stetiger Abbildungen in die Kategorie der graduierten abelschen Gruppen.
Der Homologiefunktor faktorisiert daher durch die Kategorie der topologischen
Raume und Homotopieklassen stetiger Abbildungen. Analoges gilt fiir die redu-
zierte Homologie und die relative Homologie.

IV.7.7. KOROLLAR. Jede Homotopieiquivalenz von Paaren f : (X, A) —
(Y, B) induziert einen Isomorphismus f, : H.(X,A) = H.(Y,B). Homoto-
piedquivalente Paare haben daher isomorphe Homologiegruppen. Ebenso induziert
eine Homotopiedquivalenz f : X =Y Isomorphismen f, : H,(X) =R H.(Y) und
fo i H(X) = H,(Y). Insbesondere haben homotopiedquivalente Riume isomor-
phe (reduzierte) Homologiegruppen.

BEWEIS. Sei also g : (Y,B) — (X, A), sodass go f ~ id(x,a) und fog ~
id(y,p). Mittels Satz IV.7.4 erhalten wir g, o f. = (go f). = (id(x,a))« = idm, (x,4)
und f,og. = (fog) = (dwp)« = idu.(v,p). Also sind f, : H(X,A) —
H.Y,B) und g, : H.Y,B) — H.(X,A) zueinander inverse Isomorphismen.
Mittels Bemerkung IV.7.6 konnten wir dies auch direkt aus Bemerkung II1.2.1
folgern. Die anderen Aussagen folgen analog aus Korollar IV.7.5. U

IV.7.8. KOROLLAR. Kontrahierbare Rdume sind azyklisch.

BEWEIS. Dies folgt aus Korollar IV.7.7, denn kontrahierbare Rd&ume sind zum
einpunktigen Raum homotopiedquivalent. 0

IV.7.9. KOROLLAR. Fs sei f: (X, A) — (Y, B) eine Abbildung von Paaren,
sodass f: X =Y und f|la: A = B beides Homotpiediquivalenzen sind.>' Dann
induziert f einen Isomorphismus f, : H.(X,A) = H.(Y, B).

31Wir setzen hier nicht voraus, dass f : (X, A) — (Y, B) eine Homotopieiiquivalenz von
Paaren ist, dieser Fall wére ja durch Korollar IV.7.7 abgedeckt. Die Abbildung f : (I,{0,1}) —
(I,I\{3%}) erfiillt die Voraussetungen von Korollar IV.7.9 ist jedoch keine Homotopiefiquivalenz
von Paaren.
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oY

Beweis. Nach Korollar IV.7.7 induziert f Isomorphismen f, : H.(X) —

H,(Y) und (f|4)s : H.(A) = H,(B). Aus der Natiirlichkeitsaussage in Proposi-
tion IV.6.5 erhalten wir folgendes kommutatives Diagramm:

L L

Hy(A) —“ Hy(X) —= Hy(X, A) "= H, 1(A) —“= H, 1(X)

:l(ﬂA)* :lf* J/f* :l(ﬂA)* :lf*

e bq

Hq(B) - Hq(Y> - Hq(Yu B) —— q—l(B) - q—1<Y)
Nach Lemma IV.3.5 muss daher auch f, : Hy (X, A) — H,(Y, B) ein Isomorphis-
mus sein. 0

IV.7.10. BEISPIEL. Aus der langen exakte Sequenz des Paares (D", S"71),
siehe Proposition I1V.6.10,

c— Hy(D") = Hy(D",8"") & Hyea(S™7Y) = Hya (D) = -
und H,(D") = 0, siche Korollar IV.7.8, sehen wir, dass der Einhéingungshomo-

~

morphismus einen Isomorphimus § : H (D", S*~') — H,_,(S" ") liefert, n > 1.

IV.7.11. BEISPIEL. Die kanonischen Inklusionen S"~! — D"\ {0} — R"\ {0}
sind Homotopiedquivalenzen. Nach Korollar IV.7.7 induzieren sie daher Isomor-

phismen H,(S"') = H,(D"\ {0}) = H,(R™\ {0}).

IV.7.12. BEispIEL. Die Inklusionen O,, — GL,(R) und U,, — GL,(C) sind
Homotpiedquivalenzen, sieche Proposition 1.6.8 und Proposition 1.6.1. Sie induzie-
ren daher Isomorphismen H,(O,,) = H.(GL,(R)) bzw. H.(U,) = H.(GL,(C)),
siche Korollar IV.7.7.

IV.7.13. BEISPIEL. Betrachte den Kegel C' X iiber einem topologischen Raum
X # (. Wir bezeichnen mit + : X — CX die kanonische Einbettung und fas-
sen X als Teilraum von C'X auf, siehe Beispiel 1.3.18. Nach Korollar IV.7.8 gilt
H,(CX) = 0, denn der Kegel CX ist kontrahierbar. Aus der langen exakten
Sequenz des Paares (C'X, X), sieche Proposition IV.6.10,

= H(CX) = H(CX, X) S Hy 1(X) 5 Hy 1(CX) — -
sehen wir daher, dass der Einhingungshomomorphismus einen Isomorphismus

d: H,(CX, X) = 1,1(X) liefert. Da (CS™1, 8" 1) = (D", S 1), kénnen wir
dies als Verallgemeinerung von Beispiel IV.7.10 betrachten.

IV.7.14. PROPOSITION (Homologie des Abbildungszylinders). Es seip:Y —
X eine stetige Abbildung und Y # 0. Dann existiert eine lange exakte Sequenz

5q 3 ® T dq 7
A q+1<Z<p7Y) S Hq(Y) e Hq(X) - Hq<Z<mY) - qfl(Y) o

Dabei fassen wir Y als Teilraum des Abbildungszylinders Z, auf, siehe Bei-
spiel 1.5.20.
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BEWEIS. Es bezeichne j : Y — Z, die kanonische Einbettung. Wir betrachten
die lange exakte Sequenz des Paares (Z,,Y"), siehe Proposition IV.6.10,
L PR
(Y) = Hy(Z,) = Hy(Zp,Y) = Hya(Y) — -+

Og+1 75
T q+1(ZsmY) R H,

In Beispiel 1.3.20 haben wir gesehen, dass die kanonische Einbettung ¢ : X —
Z, eine Homotopiediquivalenz ist, nach Korollar IV.7.7 induziert sie daher einen

Isomorphismus ¢, : I:[*(X) = ﬁ*(Zw). Weiters ist 1o ~ j und daher 1,09, = j,,
siehe Korollar IV.7.5. Ersetzen wir in obiger Sequenz H,(Z,) durch H,(X), so
erhalten wir die gesuchte lange exakte Sequenz. 0

IV.8. Baryzentrische Unterteilung. Neben der Homotopieinvarianz ist
der Ausschneidungsssatz IV.9.1 unten die zweite wesentliche Eigenschaft des Ho-
mologiefunktors. Dieser ist ein einfaches Korollar aus Satz IV.8.9 am Ende dieses
Abschnitts. Ein weiters einfaches Korollar aus Satz IV.8.9 ist die Existenz der
Mayer—Vietoris Sequenz, diese werden wir in Abschnitt IV.10 besprechen.

Ist g > 0und 7 € 6({0,...,q}) eine Permutation, dann definieren wir affine
Abbildungen 37 : A7 — A% auf den Ecken e; € A? durch

B (e;) == H%(ew(o) +tem), 0<i<q (IV.27)
Fiir (to,...,t,) € Al gilt daher 8] (o, ..., t,) = > Lo t:5] (eq).
IV.8.1. LEMMA. Fir die Abbildungen 37, q > 1, gilt, vgl. (IV.15):
(i) Brodi =By o g, falls 0 < i < qund e &({0,...,q}).

Wir verwenden hier die Zyklenschreibweise fiir Permutationen, etwa bezeichnet
(i, + 1) die Transposition von i und i+ 1. Fir T € &({0,...,q —1}) bezeichnet
7€ 6(0,...,q}) die Permutation 7(q) := q und 7(i) := 7(i) fir 0 <1i<q.

BEWEIS. Alle auftretenden Abbildungen AY~! — A% sind Einschrinkungen
affiner Abbildungen R? — RY*!. Es geniigt daher die Gleichungen auf den Ecken
e; € AT zu verifizieren. O

Fiir jeden topologischen Raum X und g > 0 definieren wir nun Homomor-
phismen by := by : Co(X) — Cy(X) auf ¢-Simplizes o : A9 — X durch

by (o) = Z sign(m) o o 3.

Fiir ¢ < 0 setzen wir bg( := 0. Wir konnen die bé( als Homomorphismus graduierter
abelscher Gruppen b = b~ : C,(X) — C,(X) auffassen. Dieser Homomorphismus
wird die baryzentrische Unterteilung genannt.
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IV.8.2. PROPOSITION. Die baryzentrische Unterteilung ist eine natiirliche
Kettenabbildung, dh. es gilt 0% o bX = bX 0 0% sowie fy 0o bX = b¥ o fy fiir
jede stetige Abbildung f: X — Y. Weiters ist by = idcy(x)-

BEWEIS. Die Natiirlichkeit ist offensichtlich, denn fiir eine stetige Abbildung
f: X — Y und jeden ¢-Simplex o : A? — X gilt

fﬁ(bff(a))Zfﬁ< > Sign(ﬂ)aoﬁg)

7e€&({0,...,q})

= Y sie(mfooofy =b)(fo0) = b (fis).

also fy o by = b) o fy. Auch by = idey(x) ist trivialerweise wahr.
Sei nun ¢ > 1 und 0 : A? — X ein ¢-Simplex. Es ist noch 9,(b,(c)) =
by—1(0,(0)) zu zeigen. Aus Lemma IV.8.1(ii) erhalten wir:

q

by_1(0,(0)) = by_1 (Z(—Uj 0o 53)

J=0

=) (—1) Z sign(t) o o) o B7_,

j=0 7€6({0,...,q—1})

7=0 7€6({0,...,q—1})
q

= (1)) > sign((j,....q) 0 7) 00 B0 0 4
=0 re6({0,....q—1})

= (=1)7 Z sign(m) o o 7 0 &7

7€&({0,....q})

7€&({0,...,q})
q
= Z sign(m) Z(—l)Z oo ﬂ;r o (5;
T€6({0,...,q}) =0
q—1
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-----

Dies folgt nun aus Lemma IV.8.1(i), denn

Z sign(m) o 0 37 0 0, = Z sign(r) o o Br°0 ) o 5!

m€&({0,...,q}) 7€6({0,...,q})
=— Z sign(mo (i,i+ 1)) oo ﬁgoWH) o d;
Te€S({0,...,q})
= Z sign(m) o 0 37 00, =0 0
T€S({0,...,q})

IV.8.3. LEMMA. Es seien o~ , % 1 C.(X) — O.(X) zwei natiirliche Ket-
tenabbildungen, dh. X und ¥~ sind fiir jeden topologischen Raum X definiert,
und die Diagramme

C.(X) 2> () C.(x) > ()
P
C.(Y) 2 (V) (V) e oLy

kommutieren fiir jede stetige Abbildung f : X — Y. Weiters sei of = g -
Co(X) — Co(Y). Dann ezistiert eine natiirliche Kettenhomotopie h* : C.(X) —
Co1(X) von X nach v~ , dh. es gilt X — X = 0% o hX + h* 0 0% und das
Diagramm

Co(X) 25 Ot (X)

b

hY
Ci(Y) == Coa(Y)
kommutiert fiir jede stetige Abbildung f: X — Y.

BEWEIS. Wir werden ) : Cy(X) — Cyi1(X) mittels Induktion nach ¢ fiir
alle Rdume X gleichzeitig konstruieren. Zunéchst setze wir hf = falls ¢ < 0.
Dann gilt jedenfalls Qﬁf — gpf = 8(})11 ) hf + hf_l o a;f sowie fj o h;{ = h}; o fy
fiir jedes ¢ < 0 und jede stetige Abbildung f : X — Y. Dabei haben wir in der
ersten Gleichung die Voraussetzung ¢ = ¢ verwendet.

Fiir den Induktionsschritt sei nun ¢ > 1. Laut Induktionsvoraussetzung exi-
stieren Homomorphismen hyf : Cx(X) — Ci1(X), k < ¢, sodass ¥ — o =
O o hiy + hj_y 0 0y sowie fyo hy = hy o fy fiir jedes k < ¢ und jede stetige
Abbildung f : X — Y. Fiir den Induktionsschritt sind nun Homomorphismen
hy : Co(X) — Cypa(X) zu konstruieren, die diese Gleichungen mit k = ¢ erfiillen.
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Zunéchst gilt
% o (Vg =¥y —hiaedy)

= (Vg1 — 01— 0y o hyy) 00; =hy 00,00 =0.

Im ersten Gleichheitszeichen haben wir verwendet, dass ¢* und ¢* Kettenab-
bildungen sind, im zweiten ist die Induktionsvoraussetzung eingegangen, und im
dritten schlieBlich 9* = 0. Wenden wir dies auf idas € C,(A?) an, so erhalten wir

(3" — 2" — b2 0 02") (Idas) € Zy(AY).

Nun ist A? kontrahierbar, also H,(A%) = 0, siche Korollar IV.7.8. Es existiert
daher cg41 € Cy1(A?) mit

01 (cqen) = (V2" = 2" — b2y 0 02") (id o). (IV.28)

q q q
Fiir jeden topologischen Raum X definieren wir nun einen Homomorphismus
hy : Co(X) — Cypa(X) auf g-Simplizes o : A7 — X durch hy (0) 1= oy(cgs1). Ist
f: X — Y eine stetige Abbildung, gilt dann

Fe(hg () = falos(cqin)) = (f 0 0)z(cqun) = Dy (f 0 0) = Iy (fi(0))

und somit f; o h? = h}]/ o fy. Damit ist die Natiirlichkeit von h;{ gezeigt. Weiters
haben wir fiir jeden ¢-Simplex o : A? — X offensichtlich 0 = 0 0idas = 04(idaq)
und daher:

(v =93 = hiti 007 ) (o) = (45 = @7 = Il 0 07 ) (o(idan)
=o3((v" — @y = hgly 0 9;") (i)
= 03(01(Cq1))
= 011(03(cq11))
= Opia (hg (0))
Dabei haben wir im zweiten Gleichheitszeichen die Natiirlichkeit von gpé( , wg(
und hf_l verwendet, und im dritten Gleichheitszeichen ist die Definition von cq4q

eingegangen, siehe (IV.28). Somit gilt 1) — ¢ — ;00X = 9, o hy, und der
Induktionsschritt ist gezeigt. 0

IV.8.4. BEMERKUNG. Die Methode im Beweis von Lemma IV.8.3 oben wird
die Methode der azyklischen Modelle genannt.

IV.8.5. PROPOSITION. FEs existiert eine natiirliche Kettenhomotopie von der
baryzentrischen Unterteilung zur Identitdt, dh. zu jedem topologischen Raum X
gibt es einen Homomorphismus h* : C(X) — Cip1(X), sodass b* —ide,(x) =
0% o h® + hX 0 0% und fy o b = hY o fy fir jede stetige Abbildung f : X —Y
gilt. Insbesondere induziert die baryzentrische Unterteilung die Identitdit in der
Homologie, by = idp,(x) : H(X) — H.(X).
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BEWEIS. Wende Lemma IV.8.3 auf ¢~ := b* und ¢* := id¢, (x) an. Beachte,
dass beides natiirliche Kettenabbildungen sind, die auf Cy(X) iibereinstimmen,
vgl. Proposition IV.8.2. 0

Ist 0 : A? — R" ein ¢-Simplex, dann definieren wir seinen Durchmesser als

diam(o) := max llo(s) —a(t)|l-

Wir nennen ein Simplex o : A? — R" affin falls o Einschrinkung einer affinen
Abbildung R? — R" ist.

IV.8.6. LEMMA. Es sei o : A? — R" ein affiner q-Simplex, ¢ > 0 und w €
&({0,...,q}). Dann ist auch o o §7 : A? — R"™ ein affiner q-Simplex und es gilt

diam (O’ ) ﬁ;r) <

1 - diam (o).
Insbesondere ist (b,)™ (o) eine Linearkombination affiner Simplizes die alle Durch-
messer kleiner oder gleich ( ) haben.

BEWEIS. Sei also 0 : A? — R" ein affiner ¢g-Simplex. Wir zeigen zunéchst

diam(c) = max |lo(e;) —o(e;)]- (IV.29)
0<i,5<q

Offensichtlich ist diam(o) > maxo<; j<4||o(e;) — o(e;)||, es bleibt daher nur die
umgekehrte Ungleichung zu zeigen. Sind s = (sg,...,Sq) = > i Sie; € A? und
t=(to,...,ty) = > I_otje; € A? dann gilt auf Grund der Affinitit von o

o(s)—o(t) = 0(2 ) - <Zt e]> = Z sio(e;) — zq:tja(ej)

=0 =0
= Y sitjole) = Y sitjole) = Y sitj(ole) —oley)).
0<ij<q 0<ij<q 0<ij<q

Dabei haben wir im dritten Gleichheitszeichen ) J s, =1 = Z?:O t; verwendet.
Jedenfalls folgt nun aus der Dreiecksungleichung

lo(s) —o@)l <Y sitsllo(e) —ale)l < ) sty Jmax flo(e;) —afe;)
%] 0<i,5<q
q q
= (D) (o t) max llo(e) = oley)l = max flo(e:) = ofe;)]l.

i=0 =0
Es folgt daher diam(o) < maxg<; i<, ||o(e;) — o(e;)||, womit nun (IV.29) gezeigt
wire. Mit o ist auch o o 47 affin, und wir erhalten aus (IV.29)

diam (o o 87) = max ||o(67(e;)) — o(57 (e)))]|- (IV.30)

0<14,j<q
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Es ist nun, siehe (IV.27),

o (67 (e:)) — o (By(e;)) = 0<Z- Jlr 1 Zewa)) - 0<j Jlr 1 iw@)

= k=0
= - U(ew(l)) - U(en(k))
Z+1l:0 j+1k:0
1 i g i ]
= olerm) — 0(€7rk))
D (2 2 7o)~ R L

1 %
~ oY 2 (olenw) —olew)

1=0 0<k<j, k#l

Fiir + < j folgt daher aus der Dreiecksungleichung

H‘T(ﬁg(ei a(5; (e5) H_ Z+1 Z Z diam (o

1=0 0<k<j k#l

= ,‘] diam(o) <
J+1 q+1

Zusammen mit (IV.30) erhalten wir diam (o0 57) < -+ diam(c). Die verbleiben-
den Behauptungen sind nun trivial. 0

diam(o).

Ist U eine Familie von Teilmengen eines topologischen Raums X, dann be-
zeichnen wir mit CY(X) die von Cy(U), U € U, erzeugte Untergruppe von Cy(X).
Elemente von C¥(X) sind daher Linearkombinationen von ¢-Simplizes die jeder
in einer der Mengen U € U liegen. Die C¥(X) bilden offensichtlich einen Teil-
komplex C%(X) C C.(X).

IV.8.7. PROPOSITION. FEs sei U eine Familie von Teilmengen eines topolo-
gischen Raums X, sodass |J; ¢y U = X. Weiters sei ¢ € Cy(X). Dann existiert
m € Ny, sodass (bg)™(c) € C¥(X).

BEWEIS. O.B.d.A. sei ¢ = g, wobei 0 : A? — X ein ¢-Simplex ist. Betrach-
te die offene Uberdeckung V := {o*(U) : U € U} von A% Da A? kompakt
ist, existiert ¢ > 0 mit folgender Eigenschaft: ist A C A? und diam(A) < ¢
dann existiert V' € ¥V mit A C V, sieche Lemma [.1.28. Nach Lemma IV.8.6 exi-
stiert m € Ny, sodass (quq)m(iqu) Linearkombination von Simplizes ist, die alle
Durchmesser hichstens ¢ haben. Es gilt daher (b3")™ (idaq) € CY(A?). Wegen der
Natiirlichkeit der baryzentrischen Unterteilung, siche Proposition IV.8.2, folgt

(by )™ (o) = (b )" (o3(idae)) = oy ((03") " (idae)) € 03(Cy (A7) € CF(X). O

Ist U eine Familie von Teilmengen von X, dann schreiben wir HY(X) :=
H,(CY(X)) fiir die Homologie des Kettenkomplexes CY(X).
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IV.8.8. PROPOSITION. Es sei U eine Familie von Teilmengen eines topologi-
schen Raums X, sodass |y, U = X. Dann induziert die Inklusion C%(X) —
C.(X) einen Isomorphismus HY(X) = H,(X).

BEWEIS. Es bezeichne ¢ : C%(X) — C.(X) die Inklusion und ¢, : HY(X) —
H,.(X) den induzierten Homomorphismus. Wir zeigen zunéchst, dass ¢, surjektiv
ist. Sei dazu o € H,(X) und wahle ¢ € Z,(X), sodass o = [¢]. Nach Proposi-
tion IV.8.7 existiert m € No, sodass ¢ := (by)™(c) € C¥(X). Daher représen-
tiert ¢ eine Homologieklasse & := [¢] € HY/(X). Nach Proposition IV.8.5 gilt
(@) = [(by)"(c)] = [c] = a € Hy(X), also ist ¢, surjektiv. Es bleibt noch
die Injektivitit von ¢, zu zeigen. Sei dazu o € HY(X) mit ¢,(o) = 0. Wiihle
¢ € Z4(X), sodass a = [c]. Nach Voraussetzung existiert z € Cy11(X) mit 0z = c.
Nach Proposition IV.8.7 existiert m € Ny, sodass (bg41)"(2) € CY,(X). Es
folgt O((bg+1)™(2)) = (bg)™(02) = (bg)™(c), und daher [(by)"(c)] = 0 € H{f(X).
Nach Proposition IV.8.5 ist aber a = [c] = [(b,)™"(c)] € Hg’(X), es folgt daher
a=0¢€ H?(X). Dies zeigt, dass ¢, trivialen Kern hat, also ist ¢, injektiv. O

Sei nun (X, A) ein Paar von Rdumen und U eine Familie von Teilmengen von
X. Wir schreiben Y N A:={UNA:U € U} fir die induzierte Familie von Teil-
mengen von A. Definiere einen Kettenkomplex CY(X, A) := CY(X)/CYU"4(A).
Wir kénnen CY(X, A) als Teilkomplex von C,(X, A) auffassen, denn CY"4(A) =
CYU(X) N C,(A). SchlieBlich sei HY (X, A) := H,(CY(X, A)). Im Fall A = ) redu-
ziert sich dies auf HY(X,0) = HY(X), denn CY¥(X,0) = CY(X).

IV.8.9. SATZ. Es sei (X, A) ein Paar von Rdumen, und es sei U eine Fa-
milie von Teilmengen von X, sodass AU UUEu[OJ = X. Dann ist die Inklusi-
on CY(X,A) = C,(X,A) eine Kettenhomotopiediquivalenz und induziert daher
einen Isomorphismus HY(X, A) = H.(X, A).

BEWEIS. Beachte, dass CY(X, A) und C,(X, A) beides freie Kettenkomple-
xe sind. Nach Korollar 1V.4.22 geniigt es daher zu zeigen, dass die Inklusion
CU(X,A) — C.(X, A) Tsomorphismus HY (X, A) & H,(X, A) induziert.

Sei dazu V := U U {A}. Nach Proposition IV.8.8 induzieren die Inklusionen
CY(X) — C.(X) und CY"4(A) — C.(A) Isomorphismen HY(X) = H.(X) und
HY"(A) = H,(A). Weiters haben wir ein kommutatives Diagramm von Ketten-
komplexen

0 — CYM(A) — CY(X) — CY(X, 4) —=0

i i i

0——C(A) ——C(X) —=C(X,A) —0
mit exakten Zeilen. Aus Korollar 1V.3.4 folgt daher, dass auch die Inklusion
CY(X,A) — C.(X, A) einen Isomorphismus HY (X, A) & H,(X, A) induziert. Es
ist aber CY (X, A) = CY(X, A) und daher HY (X, A) = HY(X, A). O
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IV.9. Der Ausschneidungssatz. Spezialisieren wir Satz IV.8.9 auf ein-
elementige Familien U so erhalten wir folgende fundamentale Eigenschaft des
Homologiefunktors.

IV.9.1. SATZ (Ausschneidungssatz, Excision). Es sei (X, A) ein Paar von
Rdaumen und Z C A eine Teilmenge, sodass 7 C A. Dann induziert die Inklusion
v (X\Z, A\Z) — (X, A) eine Kettenhomotopiedquivalenz 1y : C.(X\Z, A\Z) =

C.(X,A) und daher einen Isomorphismus v, : H.(X \ Z, A\ Z) = H,.(X, A).

BEWEIS. Beachte (X \ Z)'= X\ Z 2 X \ A und somit AU (X \ Z) = X.
Die einelementige Familie ¢ := {X \ Z} erfiillt daher die Voraussetzungen von
Satz 1V.8.9, also ist die Inklusion C¥(X,A) = C,(X, A) eine Kettenhomoto-
piefiquivalenz. Nach Konstruktion von U gilt C¥(X, A) = C.(X \ Z, A\ Z). O

IV.9.2. KOROLLAR. FEs sei A C X eine nicht-leere abgeschlossene Teilmenge.
Weiters existiere eine Umgebung U von A, sodass A Deformationsretrakt von U
ist. Dann induziert die kanonische Projektion p : (X, A) — (X/A, AJ/A) einen
Isomorphismen p, : H,(X,A) = H,(X/A, AJA) = H,(X/A).

BEWEIS. Bezeichne Y := X/A, V := U/A, P := A/A und betrachte folgendes
kommutatives Diagramm:

H. (X, A) —= Hy(X,U) ~—— H,(X \ A, U\ A)
lp* ip* %lp* (IV.31)
H.(Y,P)—=H,(Y,V)<~— H,(Y\ P,V \ P)

Nach Voraussetzung existiert eine stetige Abbildung F': U x I — U mit Fy = idy,
Fi(A) C Aund Fi(a) = a fiir alle a € A, t € I. Insbesondere ist die Inklusion
A — U eine Homotopiedquivalenz, der linke obere horizontale Pfeil in (IV.31)
also ein Isomorphismus, siehe Beispiel 1V.6.16. Die Homotopie F' faktorisiert zu
einer stetigen Abbildung F: V xI — V mit Fy = idy, F1(V) C Pund Fy(P) = P
fiir alle t € I, vgl. Lemma 1.3.17. Daher ist P Deformationsretrakt von V. Ins-
besonder ist die Inklusion P — V ist eine Homotopiedquivalenz, der linke untere
horizontale Pfeil (IV.31) daher ein Isomorphismus, siehe Beispiel IV.6.16. Nach
Satz IV.9.1 sind auch die beiden rechten horizontalen Pfeile in (IV.31) Isomor-
phismen. Schlieflich liefert die kanonische Projektion einen Homoéomorphismus
von Paaren p: (X \ A, U\ A) = (Y \ P,V \ P), also ist auch der rechte vertikale
Pfeil in (IV.31) ein Isomorphismus. Aus der Kommutativitat von (IV.31) folgt
nun, dass auch der linke vertikale Pfeil dieses Diagramms ein I[somorphismus sein
muss. 0

IV.9.3. KOROLLAR. FEs sei A C X eine nicht-leere abgeschlossene Teilmenge.
Weiters existiere eine Umgebung U von A, sodass A Deformationsretrakt von U
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i1st. Dann existiert eine natirliche lange exakte Sequenz

- Hy(A) = B, (X) 2 H(X/A) 2 Hya(A) S () = -

Dabei bezeichnen v : A — X und p : X — X/A die kanonische Inklusion bzw.
Projektion. Ist f(X,A) — (Y, B) eine Abbildung von Paaren, wobei B CY eine
nicht-leere abgeschlossene Teilmenge bezeichnet, die Deformationsretrakt einer
threr Umgebungen ist, dann kommutiert das folgende Diagramm.:

Lx ~ D=

o —— Hy(A) —— q(X)Hﬁq(X/A)g Ty—1(A) —= Hy (X)) — -

\L(fA)* lf* lf* J{(f'A)*
1

o Hy(B) = Hy(Y) — = Hy(Y/B) —= Hyor(B) = Hya (V) —=
Dabei bezeichnet f : X/A — Y /B die von f induzierte Abbildung.

BEWEIS. Dies folgt aus der langen exakten Sequenz des Paares (X, A), sie-
he Proposition 1V.6.10, indem wir die auftretenden Gruppen H,(X,A) durch
H,(X/A) ersetzen, siche Korollar 1V.9.2. Die Natiirlichkeit folgt aus der Natiir-
lichkeit der Sequenz des Paares (X, A). O

IV.9.4. BEISPIEL. Betrachte die Suspension XX = (CX/X eines topologi-
schen Raums X, wobei wir wieder X als Teilraum des Kegels C'X auffassen.
Beachte, dass X Deformationsretrakt der Umgebung

U := CX\ {} ist, wobei x € CX die Spitze des Ke-  H (¥X) % ,1(X)
gels bezeichnet. Da der Kegel C'X kontrahierbar ist B

gilt H,(CX) = 0, also liefert der Einhéingungshomo- l(zf )s if .
morphismus der langen exakten Sequenz in Korol- I:Iq(ZY) % ~q,1(Y)

lar TV.9.3 Isomorphismen 6, : H,(XX) = 1, 1(X).

Eine stetige Abbildung f : X — Y induziert eine Abbildung von Paaren Cf :
(CX,X) — (CY,Y), sodass (Cf)|x = f und Cf = Xf. Aus der Natiirlichkeit
der langen exakten Sequenz folgt daher, dass nebenstehendes Diagramm fiir jede
stetige Abbildung f : X — Y kommutiert.

IV.9.5. SATZ. Fiir die Homologiegruppen der Sphdren gilt:>>

nd Z — Z = =
H,(S™) = Jalls g =n baw, Hq(Sn) ~ falls q =0 oder ¢ =n
0 fallsq#n 0 andernfalls

Fiir die Euler-Charakteristik folgt x(S™) =14 (—=1)" bzw. x(S™) = (—1)".

BeEWEIS. Beachte S = %571, Aus Beispiel IV.9.4 folgt daher H,(S") =
H, ((S" 1) =...=H, ,(S°). Zusammen mit Beispiel IV.5.21 erhalten wir nun
die Aussage iiber die reduzierte Homologie der Sphéren. Die Homologiegruppen
H,(S™) kénnen nun mittels Proposition IV.5.18 berechnet werden. O

32Im Fall n = 0 ist dies als Ho(S°) = Z @ Z zu lesen, vgl. Beispiel 1V.5.21
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IV.9.6. BEISPIEL. Fiir n € N und P € R" gilt

FI(R"\{P})Q Z fallsgq=n-—1
I S0 fallsg#n-—1

Dies folgt aus Satz IV.9.5, denn S"~! ~ R"\ {P}.
IV.9.7. BEISPIEL. Fiir n € Ny, P € B" und @ € R" gilt:

7 fallsqg=n
H,(D",S" ") = H, (D", D"\ {P}) = H,(R",R" =
(D", 5" = H,(D", D"\ {P}) = H,(R" R\ {Q)) {O A
In Beispiel IV.7.10 haben wir H, (D", 5" 1) = H,_,(S""!) gezeigt, zusammen mit
Satz IV.9.5 erhalten wir die Homologiegruppen von (D", S"~1). Die verbleibenden

Behauptungen folgen aus (D", S"™!) ~ (D", D"\ {P}) ~ (R",R"\ {Q}).

IV.9.8. BEISPIEL. Es bezeichne A™ := {(to,...,t,) € A" | 3j : t; = 0}. Dann
gilt (A™, A™) = (D", S" 1) und wir erhalten

Z fallsg=n
0 fallsgq#n

Z fallsg=n-—1
0 fallsg#n—1

aus Beispiel IV.9.7 bzw. Satz IV.9.5. In Proposition IV.9.9 unten werden wir ex-
plizite Erzeuger dieser Homologiegruppen angeben. Mit Hilfe eines Hom&omor-
phismus (A", A") = (D", 5™ 1) liefert dies dann auch explizite Erzeuger von

H,(D", 5" ') und H,(S"1).
IV.9.9. PROPOSITION. Fir die singudre Kette ¢, :=idan € C,(A™) gilt:

(i) cn € Z,(A™, A”) und [c,] ist ein Erzeuger von H~n(A”,‘A"), n > 0.
(i) Oc, € Zp—1(A™) und [0cy) ist ein Erzeuger von Hy,_1(A™), n > 0.

BEWEIS. Zunichst ist ¢, € Z,(A", A"), denn d¢, € C,_1(A"), siche (IV.16),
also dc,, = 0 € C,,_1(A™, A™). Also repriisentiert ¢, eine Homologieklasse [¢,] €
H, (A", A™). Da A™ azyklisch ist, liefert der Einhéingungshomomorphismus der
langen exakten Sequenz des Paares (A”,A”), siehe Proposition IV.6.10, einen
Isomorphismus 6 : H, (A", A") 5 ~n_1(A”), n > 0. Dieser Isomorphismus bildet
[c,] € Hy(A™, A™) auf [0c,] € H,_1(A") ab, vgl. Bemerkung IV.3.2. Es geniigt
daher (i) zu zeigen. Wir fithren den Beweis von (i) durch Induktion nach n. Der
Induktionsbeginn n = 0 ist trivial.

Fiir den Induktionsschritt sei nun n > 1. Betrachte

A" = {(to,. ., ty) €A™ [ > 0:1; =0} C A",

H, (A" A™) = { sowie H,(A") = {

~

Die Inklusion ({eg}, {eo}) — (A™, A™) ist eine Homotopiedquivalenz von Paaren,
denn F: (A" x I, A" x I) — (A", A"™), F(t,s) := (1 — s)t + seg, ist eine Homo-
topie von Paaren von Fy = id(an any zur konstanten Abbildung Fi(t) = ey. Wir
erhalten daher H,(A",A") = H,({eo},{eo}) = 0, siche Korollar IV.7.7. Somit
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liefert der Einhéingungshomomorphismus der langen exakten Sequenz des Tripels
(A™, A" A™) einen Isomorphismus, sieche Proposition IV.6.13,

§: Ho (A", A™) S H,_ (A", A™). (IV.32)
Beachte, dass (IV.32) die Klasse [c,] € H,(A", A") auf [dc,] = [>0_,(—1)76] =

§=0
[0°] € H,_1(A™ A™) abbildet, siche (IV.16) sowie Bemerkung IV.3.2. Dabei ist
6% AL — A" 80k, .. tao1) = (0, tg, ..., t, 1), die Abbildung aus (IV.15),
und wir haben verwendet, dass 7 Werte in A hat, falls j > 0.

Die Abbildung 62 : A"! — A" defniert eine Homotopieiquivalenz von Paaren

~

00 o (A1 A1) S (A™\ {eg}, A"\ {ep}). Um dies einzusehen betrachte die
Abbildung von Paaren g : (A” \{eo}, A"\ {eo}) — (A", A" glto, ... tn) ==
'I_Lto(tl, ..+ s ty). Offensichtlich ist g o d) = idan-1 zn-1y, €s gilt aber auch §) o g =~
ld(A"\{eo},A"\{eo})7 deIlIl

G ((A™\ {eo}) x I, (A" \ {eo}) x I) — (A™\ {eo}, A"\ {eo})
Clto, ... tn; ) == ((1 — )t A= ,m)

ist eine Homotopie von Paaren mit Go = id An\ feg) am\ feo}) ROCH G1 = 8%0g. Aus

Korollar TV.7.7 schlieBen wir, dass 6° einen Isomorphismus
(60). : Ho (A" AP S HL (A {eo}, A"\ {eo}). (IV.33)

induziert. Beachte, dass (IV.33) die Klasse [¢, 1] € H,1(A™, A"=1) offensicht-
lich auf [60] € H,—1(A™\ {eo}, A" \ {eo}) abbildet.
SchlieBlich induziert die Inklusion (A” \ {eo}, A"\ {e0}) — (A", A™) eine
Isomorphismus, siehe Satz 1V.9.1,
H.(A™\ {eo}, A"\ {eo}) = H.(A", A™). (IV.34)
Kombination von (IV.32), (IV.33) und (IV.34) liefert einen Isomorphimus
H*<An,An) ~ H*_l(An_l,An_l),

und dieser bildet die Klasse [¢,] € H,(A", A™) auf [¢,_4] € Hn_l(An—lAn—l)
ab. Nach Induktionsvoraussetzung ist [c,_1] ein Erzeuger von H,_j(A" A",

also ist [¢,] ein Erzeuger von H, (A", A™). O

IV.9.10. BEISPIEL. Es sei X C R" eine diskrete Teilmenge. Wir wollen die
Homologiegruppen H,(R™\ X)) berechnen. Da R™ azyklisch ist folgt aus der langen
exakten Sequenz des Paares (R",R™ \ X), siehe Proposition IV.6.10,

H,(R"\ X) = H,y(R",R"\ X).

Wihle nun abgeschlossene euklidische Bélle D7 C R™ mit Mittelpunkt x so, dass
DpN Dy =0, fiir alle z,y € X. Weiters betrachten wir Z := R™\ |, x Di. Nach
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Satz IV.9.1 induziert die Inklusion (R"\ Z,R"\ (X U Z)) — (R",R"\ X) einen
[somorphismus

H,(R",R"\ X) = H,(R"\ Z,R"\ (X U Z))

Offensichtlich gilt (R™\ Z,R™\ (X U Z)) = | |,cx (D2, D2\ {z}), aus Bemer-
kung IV.6.17 erhalten wir daher einen Isomorphismus
H,(R"\ Z,R"\ (X U 2)) = H.(D}, D} \ {z})
rzeX

Zusammen mit der Berechnung in Beispiel IV.9.7 erhalten wir

P .Z fallsg=n-—1
JR™\ X) Hyer (D, DE o { Waex

denn (D, D"\ {z}) = (D", D"\ {0}).

IV.9.11. BEISPIEL. Es seien X, topologische Rdume und z, € X, A € A. Wir
fassen deren Einpunktvereinigung \/,., X» = (LJyca X2)/A als topologischen
Raum (ohne Basispunkt) auf, A := {zy : A € A} C | ],., Xi. Die kanonischen
Inklusionen ¢y : X — \/,c, X» induzieren Homomoprhismen (¢, ). : H,(X,) —
H, (Vyen X)) und diese bestimmen einen Homomorphismus

@,\e/\ L(Xn) — o, (V)\eA XA) (TV.35)

Wir setzten weiters voraus, dass {z,} abgeschlossen in X, ist und, dass Um-
gebungen U, von z), in X, existieren, sodass {z,} Deformationsretrakt von Uy
ist, A € A. Unter diesen Voraussetzungen ist (IV.35) ein Isomorphismus. Nach
Korollar IV.9.2 und Bemerkung 1V.6.17 gilt ndmlich

]:I* (vAeA XA) =M, (UAGA X/\7 A) = GBAEA H*(XM {ff)\}) = @/\EA I:I*(X,\),

denn (l_l)\eA XA?A) = |_|/\GA(X>\7 {xk}>

IV.9.12. BEISPIEL (Orientierbare Flidchen). Wir betrachten wieder die orien-
tierbare geschlossene Fliche vom Geschlecht g. Es bezeichne dazu D, die kom-
pakte Teilmenge von R? die entsteht, wenn wir aus der abgeschlossenen Einheits-
scheibe D? g kleine offene Scheiben herausnehmen deren Abschliisse paarweise
disjunkt sind und zur Génze im Inneren B? liegen. Der Rand D besteht dann
aus g + 1 Kreisen, D, = S'11---1J S'. Verkleben wir nun zwei Kopien Dy := D,
langs der identischen Abbildung p = id : D — DJr so erhalten wir eine ge-
schlossen Flache, F, := D; U, D, . Wir fassen DJr und D, als Teilrdume von Fy
auf. Offensichtlich ist D} Retrakt von F, aus Proposition IV.6.12 folgt daher

H.(F,) = H.(D}) ® H.(F,, D}). (IV.36)

Beachte, dass eine Umgebung U von D; in D, existiert, sodass Dg_ Deforma-
tionsretrakt von U ist. Es ist dann auch V := DS U U eine Umgebung von D/
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in F,, und D; ist Deformationsretrakt von V. Wir erhalten daher, siehe Bei-
spiel 1V.6.16,

H.(F,,D}) = H,(F,,V) = H.(D,,U) = H.(D,,D,).
Alle Isomorphismen sind von kanonischen Inklusionen induziert, fiir den mittleren
haben wir Satz IV.9.1 mit Z = F, \ D, verwendet. Zusammen mit (IV.36) folgt
]:-I*(Fg) = ]:I*(Dg) @ H.(Dy, Dg)~ (Iv.37)
Da D, ~R?*\ {P,,..., P,}, folgt aus Beispiel IV.9.10:

,(D,) = 79 fallsq=1 (IV.38)
D710 fallsg #1 '

Weiters ist D, = S* U -1 S und daher, siche Satz TV.9.5:

79 falls g =0
H,(D,) = { 79! falls ¢ = 1

0 andernfalls
Nach den Betrachtungen in Beispiel IV.9.10 wissen wir auch, dass der von der
Inklusion induzierte Homomorphismus H;(D,) — H;(D,) surjektiv ist. Aus der
langen exakten Sequenz des Paares (D, D,), sieche Proposition IV.6.10, erhalten
wir sofort H,(Dy,D,) = 0 fiir ¢ # 1,2. Um H,(D,, D,) und Hy(Dy, D,) zu
bestimmen, betrachten wir folgendes Stiick dieser langen exakten Sequenz:

0 — Ha(Dy, Dg) - E[1<Dg) - E[l(Dg) - HI(D97D9) — I:IO(DQ) —0
Wegen der Surjektivitit von H,(D,) — H,(D,), verschwindet der nachfolgende
Homomorphismus, und ganz rechts erhalten wir einen Isomorphismus. Daher gilt:

79 fallsq=1
H, (D, D)) =< Z falls ¢ =2 (IV.39)
0  andernfalls
Es folgt H,(D,,D,) = 79 sowie Hy(D,,D,) = Z. Aus (IV.37), (IV.38) und

(IV.39) erhalten wir fiir die Homologie der orientierbaren Fliche vom Geschlecht
g daher:

7 falls g = 2 7 falls g = 0,2
H(F)={7% fallsq=1 bzw.  H(F,) = { 7% falls q=1
0 andernfalls 0 andernfalls

Inbesondere ist by(F,) = be(Fy) = 1, b1(F,) = 2¢ und alle anderen Bettizahlen
verschwinden. Fiir die Euler-Charakteristik erhalten wir x(F,) = 2 — 2g. Wir
sehen daher, dass F,, und F}, fiir g; # g» nicht homotopiedquivalent und daher
auch nicht homoomorph sein kénnen.
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IV.9.13. PROPOSITION (Homologie des Abbildungskegels). Es sei Y ein nicht-
leerer topologischer Raum, ¢ @'Y — X eine stetige Abbildung und es bezeichne
v X — O, die kanonische Einbettung von X in den Abbildungskegel C,, siehe
Beispiel 1.5.12. Dann existiert eine lange exakte Sequenz:

3 5. 7 . 7 v 5 7
S q+1(c¢>) - Hq(Y) - Hq(X) - Hq(cgo> - q—l(Y) —

BEWEIS. Beachte C, = Z,/Y, wobei wir Y als Teilraum des Abbildungs-
zylinders Z, auffassen. Aus Korollar IV.9.2 erhalten wir einen Isomorphismus
H.(C,) = H.(Z,,Y). Aus der langen exakten Sequenz in Proposition IV.7.14
erhalten wir daher unmittelbar die gewiinschte Sequenz. 0

IV.9.14. BEISPIEL. Essei ¢ : S"7! — X eine stetige Abbildung, n > 1. Kleben
wir D" langs ¢ an X, so erhalten wir X U, D" = C,. Aus Proposition 1V.9.13
und Satz IV.9.5 folgt daher, dass die kanonische Inklusion ¢ : X — X U, D"
[somorphismen ¢, : ]E[q(X) =R jf[q(X U, D™) induziert, falls ¢ # n — 1, n. Dariiber
hinaus haben wir eine exakte Sequenz:

0 — Hy(X) 25 Hy(X Uy D) S Hy g (S™Y) 45 Hyy(X) 25 Hyq (X Uy, D) — 0
Es gilt daher weiters

I:[n—1(X U, D") = f{n—l(X)/img(f{n—l(Sn_l) = f{n—l(X»

sowie

FI (X U Dn) ~ f{n(X) falls f{n_l(Sn—l) ﬁ) FIn—l(X) 1nJekt1V
" ? | H.(X)®Z andernfalls

Dies erméglicht oft die Berechnung aller Homologiegruppen von X U, D".

IV.9.15. BEISPIEL (Homologie des CP"). Fiir die Homologie des komplexen
projektiven Raums gilt:

Z falls q=0,2,4,6,...,2n

IV.40
0 andernfalls ( )

nyer =

Wir erinnern uns, dass CP™ aus CP™ ! durch Ankleben von D" lings der Hopfab-
bildung ¢ : S?*~1 — CP""! entsteht, CP" = CP"' U, D*", siche (1.20). Wir
konnen daher (IV.40) durch Induktion nach n beweisen. Der Induktionsanfang
n = 0 ist trivial, CP" ist ein einpunktiger Raum. Der Induktionsschritt folgt aus
den Betrachtungen in Beispiel 1V.9.14. Beachte, dass der von der Klebeabbildung
induzierte Homomorphismus ¢, : Ha,_1(S**™!) — Hy,_1(CP" ') aus Dimensi-
onsgriinden trivial ist, denn nach Induktionsvoraussetzung ist Hy,_,(CP""') = 0.
Insbesondere ist by(CP") = by(CP") = - - - = by, (CP") = 1 und alle anderen Bet-
tizahlen verschwinden. Fiir die Euler-Charakteristik folgt x(CP") =n + 1.
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IV.9.16. BEIsPIEL (Homologie des HP"). Fiir die Homologie des quaternio-
nischen projektiven Raums gilt:

Z falls q=0,4,8,12,...,4n

0 andernfalls

H,(HP") = { (IV.41)

Wir kénnen genau wie in Beispiel IV.9.15 vorgehen, denn HP™ = HP" ' U, D*".
Insbesondere ist by(HP") = by(HP") = --- = by, (HP") = 1 und alle anderen
Bettizahlen verschwinden. Fiir die Euler-Charakteristik folgt x(HP") =n + 1.

IV.10. Die Mayer—Vietoris Sequenz. Es sei X ein topologischer Raum
der Vereinigung zweier offener Teilmengen U und V ist. Analog zum Satz von
Seifert—van Kampen lassen sich die Homologiegruppen eines Raums X im Wesent-
lichen berechnen, wenn X als Vereinigung zweier offener Teilmengen X = U UV
vorliegt, und die Homologiegruppen von U, V und U NV, sowie die von den
Inklusionen induzierten Homomorphismen, bekannt sind. Genauer existiert eine
lange exakte Sequenz die diese Homologiegruppen in Beziehung bringt.

IV.10.1. SATz (Mayer—Vietoris Sequenz). Es seien X ein topologischer Raum

und U,V C X zwei Teilmengen, sodass X = U UV. Dann existiert eine lange
exakte Seqeunz

JHY Oq
o HUNV) SR () S U0V —

Dabei bezeichnen 'V U — X,V .V = X,V UNV U undjV :UNV =V
die kanonischen Inklusionen. Diese Sequenz ist natirlich in folgendem Sinn: ist

f X — X eine stetige Abbildung, und sind U,V C X zwei Teilmengen, sodass
Uu V X, f(U) C U sowie f(V) C V., dann kommutiert folgendes Diagramm.:

(]E’_]y)
———— Hy(U) ® Hy(V)

GY=id) e 8q
s H,UNV) Hy(U) @ Hy(V) ———" > Hy(X) —> Hy 1 (UNV) —>
i(fUnv)* i(flU)*@(fv)* if* l(fUnv)*
Y6l 3 3 TV L5 o
= Hy(UNV) HyU)® Hg(V) ——————> Hy(X) —> Hg1(UNV) ——

BEWEIS. Betrachte & = {U,V'}. Dann ist

)

0= U V) T ey @ vy M xS o (IV.42)
eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Diese induziert eine lange ex-
akte Sequenz von Homologiegruppen, siche Satz IV.3.1:

(]agv—]Y) 6‘1
B

S H(UNV) H,(U)® Hy (V) = W H“(X) 1 (UNV) -

Nach Satz IV.8.9 induziert die Inklusion C%(X) — C,(X) einen Isomorphismus
HY(X) = H,(X). Wir kénnen daher in obiger langen exakten Sequenz HY(X)
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durch H,(X) ersetzen, und erhalten so die gewiinschte Mayer—Vietoris Sequenz.
Um die Natiirlichkeit einzusehen, beobachten wir, dass

(]éjv_]’}/) L‘li]—‘rL’}/
l(fUm/)n l(fU)u@(flv)u lfﬁ
BN D) . - J iy U
0—— (T NT) CL.(0) @ C. (V) CH(X) — 0

ein kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen bildet. Aus der Natiirlich-
keitsaussage in Satz IV.3.1 folgt somit auch die Natiirlichkeit der Mayer—Vietoris
Sequenz. 0

IV.10.2. KOROLLAR. Es seien U,V C X zwei Teilmengen eines topologischen
Raums X, sodass X = U U V. Weiters seien H.(U), H,(V) und H.(U NV)
endlich erzeugt. Dann ist auch H,(X) endlich erzeugt, und es gilt die Formel*
X(X) =x(U) +x(V) =x(UnV).

BEWEIS. Dies folgt aus Korollar 1V.4.20 angewandt auf die kurze exakte Se-
quenz von Kettenkomplexen (IV.42), sowie HY(X) = H,(X). O

IV.10.3. BEMERKUNG. Der Einhéngungshomomorphismus der in Satz IV.10.1

auftritt, §, : Hy(X) — H,—1(UNV), stimmt mit der Komposition
H,(X) = Hy(X,0) — H,(X,V) < H,U,Unv) 2 g wnv)

tiberein. Dabei ist der linke Homomorphismus von der Inklusion (X, 0) — (X, V)
induziert. Der mittlere von der Inklusion (U, UNV) — (X, V) induzierte Homo-
morphismus ist ein Isomorphismus nach Satz IV.9.1 mit Z := X \ U. Schliefflich
bezeichnet 6"V") den Einhingungshomomorphismus der langen exakten Se-
quenz des Paares (U, U N'V), siehe Proposition IV.6.5. Dies folgt leicht aus der
Definition des Einhingungshomomorphismus wenn wir beriicksichtigen, dass je-
de Homologieklasse in Hy(X) durch einen Zykel in C¥(X) reprisentiert wird,
U:={UV}.

IV.10.4. KOROLLAR. Es seien U,V C X zwei Teilmengen eines topologischen

Raums X, sodass X = UUV und UNV £ 0. Dann existiert eine natiirliche®!
lange exakte Seqeunz

L*U—H*V

, GY=id) 7 5 ; 5 £
--—>Hq(UﬂV)4>Hq(U)@Hq(V)—>Hq(X)—> q_l(UﬂV)—>---
Dabei bezeichnen 'V U — X,V :V = X,V UNV = U und 3V :UNV =V

die kanonischen Inklusionen.

33Beachte, dass dies analog zur Formel fiir das Volumen einer Vereinigung ist.
3Djie Formulierung der Natiirlichkeit ist analog zu der in Satz IV.10.1.
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BEWEIS. Es bezeichne ¢ : X — {x} die konstante Abbildung. Aus der Natiir-
lichkeit der Mayer—Vietoris Sequenz in Satz IV.10.1 erhalten wir ein kommutati-
ves Diagramm:

Nach Proposition 1V.5.18 sind alle Spalten exakt. Daher induziert der Einhén-
gungshomomorphismus der mittleren Zeile einen Einhdngungshomomorphismus
der unteren Sequenz (strichlierter Pfeil). Wir konnen obiges Diagramm als kurze
exakte Sequenz von Kettenkomplexen auffassen. Nach Satz IV.10.1 sind die erste
und zweite Zeile azyklisch. Nach Korollar IV.3.3 muss daher auch die dritte Zeile
azyklisch sein, dh. die Sequenz reduzierter Homologiegruppen ist exakt. 0

IV.10.5. BEMERKUNG. Selbsverstéandlich gibt es auch eine Version der Mayer—
Vietoris Sequenz fiir relative Homologiegruppen. Diese ist auch nicht schwieriger
zu beweisen als die absolute Mayer—Vietoris Sequenz in Satz [V.10.1. Wir werden
diese jedoch nicht bendtigen und verzichten auf eine Formulierung, siehe etwa |2,
Chapter 3 §8].

IV.10.6. BeispiEL. Wir wollen nochmals die Homologiegruppen der Sphéren
berechnen, diesmal mit Hilfe der Mayer—Vietoris Sequenz. Es sei dazu N :=
(0,...,0,1) € S™. Betrachte die offenen Teilmengen U := S" \ {—=N} und V :=
S"\ {N} von S* = UUV. Da U und V kontrahierbar sind, gilt H,(U) =

0 = H,(V). Also induziert der Einhdngungshomomorphismus der Mayer—Vietoris
Sequenz aus Korollar IV.10.4 Isomorphismen

(a1

6, Hy(S™) = H,_,(UNV).

Beachte weiters, dass die Inklusion des Aquators S ! — U NV eine Homoto-
piedquivalenz ist, und daher Isomorphismen

H(S"Y~HUNV)

~

induziert. Zusammenfassend erhalten wir H,(S") = H, (S*'), n > 1. Es
folgt H,(S™) = H,1(S"') = ... = H, ,(S°). Kombinieren wir dies mit Bei-
spiel IV.5.21 erhalten wir die Homologiegruppen der Sphéren, vgl. Satz IV.9.5.
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IV.11. Der Hurewicz Homomorphismus. Essein > 1. Nach Satz IV.9.5
ist H,(S™) = Z, die Gruppe H,(S™) besitzt daher zwei Erzeuger. Wir fixieren
einen dieser Erzeuger a,, € H,(S"), ndmlich den aus Proposition IV.9.9, und
bezeichnen ihn von nunan als den Standarderzeuger von H™(S™).

Ist 0 : S™ — X eine stetige Abbildung so erhalten wir eine Homologieklasse
o.(an) € Hy(X). Nach Korollar IV.7.5 hiéngt diese Homotopieklasse nur von
der Homotopieklasse von o ab, die Konstruktion liefert daher eine wohldefinierte
Abbildung

hy = hX 2 [S", X] — Hn(X), hi([o]) == ou(ay). (IV.43)

Diese Abbildung ist natiirlich, dh. fiir jede stetige Abbildung f : X — Y kommu-
tiert nebenstehendes Diagramm, wobei die Ab-

bildung f. : [S™, X] — [S™, Y] durch f.([o]) = [S", X] " H,(X)
[foo] gegeben ist, vgl. Bemerkung 1.3.6. Um dies

einzusehen betrachten wir eine beliebige stetige if * ) lf y

Abbildung ¢ : 8™ — X. Aus der Funktorialitét (5™, Y] har H,(Y)

der Homologie erhalten wir sofort 2Y (f.([o])) =
R ([foo]) = (foo)am) = fulouan)) = f.(hX([o])). Wir werden uns im Fol-
genden auf den Fall n = 1 beschréinken.

Es sei nun (X, zg) ein punktierter Raum. Wir werden im Folgenden die Be-
schreibung der Fundaentalgruppe aus Proposition 1.3.32 verwenden, (X, x¢) =
[(S*,1), (X, z0)]. Wir haben in Satz 1.3.33 die Abbildung ®(x 4, : (X, z0) —
[S1, X] studiert, die einer Homotopieklasse von Schleifen bei zy die zugrunde-
liegende freie Homotopieklasse zuordnet. Setzen wir diese mit iz{( zusammen,
erhalten wir eine Abbildung

hy = K" (X, m) = Hi(X),  h([o]) == ou(a). (IV.44)

Diese Abbildung wird der (erste) Hurewicz-Homomorphismus genannt. In Pro-
position IV.11.2 unten werden wir zeigen, dass dies tatséchlich ein Gruppenho-
momorphismus ist. Fiir den Beweis dieser Tatsache ist es wesentlich den von
der Abbildung p : S' — S' v S! siehe (I.5), induzierten Homomorphismus
s 2 Hy(SY) — Hy(S'V S') zu verstehen. Dies ist Gegenstand des folgenden

IV.11.1. LEMMA. Fiir a € H(SY) gilt p.(a) = (11)«(a) + (12)«(), wobei
L1, Ly 2 St — StV St die beiden kanonischen Inklusionen bezeichnen. In anderen
Worten, das folgende Diagramm kommutiert:

Mo

H(S'v Sh
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Dabei bezeichnet (11), + (12)s : Hi(SY) & Hi(SY) = Hy(S' V SY) den von den
beiden Inklusionen t1,1o : St — S' Vv St induzierten Isomorphimus, siehe Bei-
spiel IV.9.11, und A : H{(S') — H(S") & H,(S") bezeichnet die Diagonalabbil-

dung, A(a) := (o, @), ein Homomorphismus.

BeEWwEIS. Wir betrachten die beiden Abbildungen p;,ps : SV St — 81, die
durch p; o1y = idg1 = py 015 und py 0 11 = ¢ = p; 0 15 vollstdndig bestimmt sind.
Dabei bezeichnet ¢ : S' — S, ¢(z) := 1, die konstante Abbildung. Es gilt daher
(p1)« © (11)s = idp, (1) = (P2)s © (12)« sOWie (p2)« 0 (1)« = 0 = (p1)« 0 (t2)«. Aus
diesen Relationen sehen wir, dass

((Pl)*, (p2)*) : Hl(Sl \ Sl) = Hl(Sl) D Hl(Sl)

invers zu dem von den Inklusionen induzierten Isomorphismus (1), + (t2)s ist.
Es geniigt daher ((pl)*, (pg)*) o iy = A zu zeigen. Dies ist offensichtlich zu den
beiden Gleichungen (p1)«ot. = idp, (s1) = (p2)0 i« dquivalent. Aus der expliziten
Gestalt von p, siehe (1.5), folgt p; o p ~ idg1 =~ po o u, und dies impliziert die
gewiinschten Relationen. O

IV.11.2. PROPOSITION (Hurewicz-Homomorphismus). Ist (X, xg) ein punk-

tierter Raum, dann definiert (IV.44) einen Gruppenhomomorphismus. Dieser Ho-
momorphismus ist natirlich, dh. das linke Diagramm

h(lX,zo)

™ (X, xo) H;(X) Hi(X)

h(lX,zo) hl
lf* lf*
th,y())

(Y, y0) Hy(Y) (X, ) o (X, z1)

kommutiert fiir jede Abbildung punktierter Raume f : (X,z9) — (Y,40). Fir
jeden Weg h : I — X von h(0) = xo nach h(1) = x; ist dariber hinaus das rechte
Diagramm oben kommutative, siehe Proposition 1.1.18.

BEwEIS. Die Natiirlichkeit von h; folgt aus der Natiirlichkeit von hy oben,
und der Natiirlichkeit von @, siehe Satz 1.3.33. Aus der Relation ®(x,,) =
D@ (x,z0) © Bn, siehe Satz 1.3.33, erhalten wir durch Komposition mit ﬁ{( sofort
th’xl) = th’zo) o (. Es bleibt daher nur noch zu zeigen, dass (IV.44) ein Grup-
penhomomorphismus ist. Seien dazu o,7 : (S',1) — (X, z(). Nach Propositi-
on 1.3.32 ist das Produkt [o][7] € 71 (X, x0) durch (¢ V7)o pu: (S'1) — (X, x)
reprasentiert, dh. [o][r] = [(¢ V 7) o u]. Unter Verwendung von Lemma IV.11.1
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erhalten wir nun:

hl([a] [T]) =h
(

Also ist h; ein Homomorphismus. 0

IV.11.3. SATZ (Hurewicz-Isomorphismus). Es sei (X, xq) ein wegzusammen-
héingender punktierter Raum. Dann ist der Hurewicz-Homomorphismus (IV.44)
surjektiv und sein Kern stimmt mit der Kommutatoruntergruppe von m (X, o)
tiberein. Er induziert daher einen Isomorphismus m (X, xo)ap = Hi(X).

BEWEIS. Siehe Vorlesung bzw. [18, Kapitel 9.8] oder [14, Kapitel IV.3.8]. O

IV.11.4. BEisPIEL. Wir erinnern uns an Poincarés Homologie Sphéire M =
S3/ G aus Beispiel I1.5.11. Dies ist eine kompakte 3-Mannigfaltigkeit mit nicht-
trivialer Fundamentalgruppe, deren Abelisierung verschwindet. Aus Satz IV.11.3
folgt daher Hy (M) = 0 = H,(S?). Jedoch kann M nicht zu S homdomorph sein,
denn 7 (M) # 0 = m(S?).

IV.11.5. BEMERKUNG. Essei X = UUV wobei U und V zwei offene Teilmen-
gen bezeichnen, sodass U, V und UNV alle nicht-leer und wegzusammenhéngend
sind. Wir fixieren einen Basispunkt in U NV werden den in der Notation unten
aber unterdriicken. Aus der Natiirlichkeit des Hurewicz-Homomorphismus erhal-
ten wir ein kommutatives Diagramm:

(GY,=3¥) Che
7T1<U N V)ab 7T1<U)ab % 7Tl(‘/)ab X ab —0
glhgf”‘/ %lh?@h}’ gl
G¥=3Y) Ty
H(UNV) H(U)® Hy(V) Hy(X

Aus dem Satz von Seifert-van Kampen, siehe Satz 1.5.5, folgt, dass die erste
Zeile exakt ist. Die untere Zeile ist ein Stiick der Mayer—Vietors Sequenz, da
Ho(UNV) = 0 ist sie auch bei Hy(X) exakt. Nach Satz IV.11.3 sind alle verti-
kalen Pfeile Isomorphismen. Wir konnen die Exaktheit dieses Stiicks der Mayer—
Vietoris Sequenz daher als Abelisierte Version des van Kampen Satzes verstehen.
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IV.12. Anwendungen. Die Berechnung der Homologiegruppen der Sphéa-
ren ermoglicht die Klarung einiger fundamentaler jedoch subtiler Fragen zu Teil-
mengen des R", siehe etwa den Jordanschen Kurvensatz IV.12.25 unten. Auch
kéonnen wir nun stetigen Abbildungen S™ — S™ einen Abbildungsgrad zuord-
nen, der den in Abschnitt 1.4 verallgemeinert. Auch werden wir sehen, dass die
Dimension topologischer Mannigfaltigkeiten, sowie der Rand topologischer Man-
nigfaltigkeiten mit Rand, sinnvolle Konzepte darstellen. Schliellich werden wir
auch auf den Begriff der Orientierung topologischer Mannigfaltigkeiten zu spre-
chen kommen.

Aus Satz 1V.9.5 und Korollar IV.7.7 erhalten wir sofort

IV.12.1. SATZ. Die Sphdren S™ und S™ sind nicht homotopiedquivalent und
daher auch nicht homoomorph, n # m.

Auch kénnen wir nun folgende Verallgemeinerung von Satz 1.2.19 zeigen.
IV.12.2. SATZ. Die Sphire S™~! ist nicht Retrakt von D", dh. es gibt keine
stetige Abbildung r : D™ — S™~! mit r(z) = x fiir alle x € S"L.

BEWEIS. Wir nehmen indirket an es ist 7 : D™ — S™~! eine stetige Abbildung
mit 70t = idgn-1, wobei ¢ : Sn=1 — D" die kanonische Inklusion bezeichnet. Nach
Korollar IV.7.8 gilt H.(D") = 0. Wie erhalten daher idj gn-1) = (idgn-1). =
(rot), =r, ot =0. Dies steht aber im Widerspruch zu H,_;(S""!) # 0, siche
Satz IV.9.5. Daher kann es keine solche Retraktion geben. U

Wir kénnen nun auch Satz [.2.21 auf beliebige Dimensionen verallgemeinern.

IV.12.3. SATZ (Brouwerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung f : D" —
D™ besitzt mindestens einen Fizpunkt.

BEwEIs. Wiare f : D™ — D" eine stetige Abbildung ohne Fixpunkt, dann
kénnten wir, genau wie im Beweis von Satz 1.2.21, eine Retraktion r : D" — S"~!
konstruieren und wiirden einen Widerspruch zu Satz [V.12.2 erhalten. 0

Ist X ein topologischer Raum und = € X, dann wird H, (X, X \{z}) die lokale
Homologie von X bei x genannt. Lemma IV.12.4 unten rechtfertigt den Namen
lokale Homologie.

IV.12.4. LEMMA. Ist X ein Ti-Raum® und U eine Umgebung von = dann
induziert die Inklusion (U, U\ {z}) — (X, X \ {z}) einen Isomorphismus lokaler
Homologiegruppen H, (U, U\ {z}) = H.(X, X \ {z}).

BEWEIS. Dies folgt aus Satz IV.9.1 mit Z := X\U. Beachte, dass Z C X \{z},
denn U ist eine Umgebung von x. Nach Voraussetzung ist {x} abgeschlossen in

X, und daher X \ {z} eine offene Teilmenge von X. Also sind tatséchlich alle
Voraussetzungen von Satz I'V.9.1 erfiillt. O

35Ein topologischer Raum X erfiillt das Trennungsaxiom T} falls zu je zwei Punkten z # y €
X eine Umgebungen U von y mit « ¢ U existiert. Dies bedeutet gerade, dass die einpunktigen
Teilmengen {x} abgeschlossen in X sind. Jeder Hausdorffraum erfiillt das Trennungsaxiom 77.
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IV.12.5. PROPOSITION. Es bezeichne R’y := {(x1,...,2,) € R" : 2y > 0} und
R? := {(21,...,2,) € R" : x; = 0}. Dann gilt:
(i) Firz € R" baw. y € R? \ R? ist

Z  falls q=n

Ho(R™, R"\ {}) = Hy(R}, RY \ {y}) = {0 falls g #n

(i) Pirz € R? ist H(R?,R? \ {z}) = 0.

BEWEIS. Die lokalen Homologiegruppen von R"™ haben wir bereits in Bei-
spiel IV.9.7 berechnet. Die zweite Behauptung in (i) folgt nun aus Lemma IV.12.4,
denn R} ist eine Umgebung von y in R"”. Um (ii) zu zeigen, wéhlen wir einen
Punkt P € R? \ R". Da z € R" ist

G: (R} x I,(RY\ {z}) x I) — (R}, R} \ {z}), G(z,t) :=tP+ (1 —1t)z,

eine wohldefinierte Homotopie von Paaren von G = id(m R7\{z}) ZUT konstanten
Abbildung Gy : (R}, R} \{z}) — ({P},{P}). Also ist die Inklusion ({ P}, {P}) —
(R%,R% \ {z}) eine Homotopiedquivalenz von Paaren. Da H,({P},{P}) =0 er-
halten wir nun H,(R%,R% \ {z}) = 0, sieche Korollar IV.7.7. O

IV.12.6. SATZ (Brouwer, Invarianz der Dimension). Es seien U C R" und
V C R™ zwei nicht-leere offenen Teilmengen. Gilt weiters U = V| dann auch
n = m. Insbesondere sind R™ und R™ nicht homdéomorph, n # m.

BEWEIS. Sei also ¢ : U = Voein Homoomorphismus. Wéahle z € U. Dann
ist o : (U, U\ {z}) = (V,V\ {p(2)}) ein Homéomorphismus von Paaren und
induziert daher einen Isomorphismus zwischen den lokalen Homologiegruppen,
H.(U,U\{z}) =2 H(V,V\{p(x)}). Zusammen mit Lemma IV.12.4 erhalten wir
H.(R"R"\ {z}) = H.(R™ R™\ {p(x)}). Mittels Proposition IV.12.5(i) folgt
nun m = n. U

IV.12.7. BEMERKUNG. Nach Satz 1V.12.6 ist die Dimension einer topologi-
schen Mannigfaltgkeit ein wohldefiniertes Konzept. Eine topologische Mannigfal-
tigkeit ist ein parakompakter Hausdorffraum M, sodass jeder Punkt z € M
eine offene Umgebung U besitzt, die zu einer offenen Teilmenge V' eines R"
hom&omorph ist. Jeder solche Homéomorphismus U = V wird eine Karte von
M um z genannt. Unter der Dimension von M bei x verstehen wir die Zahl
dim, (M) := n. Nach Satz IV.12.6 ist dies wohldefiniert, dh. jede andere Karte
um x muss auch Werte in R™ haben. Die Dimension liefert eine lokal konstante
(stetige) Abbildung dim : M — Z, fiir zusammenhéngendes M muss diese also
konstant sein. Unter einer n-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit verste-
hen wir eine topologische Mannigfaltigkeit, sodass dim, (M) = n fiir alle x € M.
In diesem Fall sprechen wir auch von einer topologischen n-Mannigfaltigkeit und
schreiben dim(M) = n.
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IV.12.8. BEMERKUNG. Es sei M eine topologische n-Mannigfaltigkeit. Fiir
jedes x € M gilt H,(M, M \ {z}) = 7Z. Betrachte nun die Menge

My = | | Hi(M, M\ {z}) & M

zeX

und die kanonische Projektion p : My — M. Wir wollen nun My mit einer
Topologie versehen, sodass p : Mz — M eine Uberlagerungsabbildung wird.
Unter einem eingebetteten Ball wollen wir jede Teilmenge D C M verstehen, fiir
die eine offene Umgebung U von D und eine Karte ¢ : U S UCRe existiert,
sodass (D) = D". Die Einschréinkung von ¢ liefert dann Homdomorphismen
D= B D= 5" sowie (D, D) = (D", 5" ). Ist D ein eingebetteter Ball und
z € D, dann ist M\ D Deformationsretrakt von M\ {z}, denn fiir jedes z € B" ist
R™\ B” ist Deformationsretrakt von R™ \ {z}, und diese Deformationsretraktion
lasst mit Hilfe einer Karte auf M iibertragen. Also induziert die Inklusion 7, :
(M, M\ D) — (M, M \ {z}) einen Isomorphismus (¢%), : H,(M, M\ D) =
H,(M, M\ {z}). Die (¢%),, fiir z € D, definieren daher eine Bijektion

Up:Dx Hy(M,M\ D)= p (D) C My, (IV.45)

und es gilt po¥ , = pr,, wobei pr, : Dx H,(M, M\D) — D die Projektion auf den
ersten Faktor bezeichnet. Wir versehen nun My mit der feinsten Topologie, sodass
fiir jeden eingebetten Ball D die Abbildung Wp, siehe (IV.45), stetig ist. Dabei
betrachten wir H, (M, M \ D) = Z als diskreten Raum. Eine Teilmenge U C My,
ist also genau dann offen, wenn (W)~ (U) offen in D x H,, (M, M\ D) ist, fiir jeden
eingebetteten Ball D. Es folgt sofort, dass p : My — M stetig ist. Eine einfache
Uberlegung zeigt, dass fiir jeden eingebetteten Ball Wp, : D x H,(M, M \ D) —
p*I(D) ein Homdomorphismus ist. Daher ist p : My, — M eine Uberlagerung mit
Fasern p~!(z) = H, (M, M \ {z}) =

Wir bezeichnen mit M die Tellmenge von My die nur aus Erzeugern von
H, (M, M\ {x}) besteht. Die Einschréinkung von p liefert dann offensichtlich eine
zwei-blattrige Uberlagerung p: M — M, deren Faser iiber © € M gerade aus den
beiden Erzeugern von H, (M, M \ {z}) besteht Diese Uberlagerung p: M — M
wird die Orientierungsiiberlagerung von M genannt. Unter einer Orientierung von
M verstehen wir einen Schnitt dieser Uberlagerung, dh. eine stetige Abbildung®®

: M — M mit poo = idy. Besitzt M soeinen Schnitt, dann nennen wir M
omentzer’bar Dies ist genau dann der Fall, wenn die Uberlagerung p : M — M
trivial ist. Etwa ist jede einfach zusammenhédngende Mannigfaltigkeit orientierbar,

3630 ein Schnitt o ordnet daher jedem Punkt z € M einen Erzeuger o, € H, (M, M \ {z})
zu. Die Stetigkeit bedeutet gerade, dass diese sogenannten lokalen Orientierungen o, kohdrent
in folgendem Sinn sind. Ist D ein eingebetteter Ball und sind ,y € D, dann werden o, und 0y
durch die Isomorphismen o2 : H, (M, M\ D) = H, (M, M \ {z}) bzw. VP H,(M,M\ D) =
H, (M, M\ {y}) auf dasselbe Element in H, (M, M \ D) abgebildet.
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siehe Korollar 11.4.10. Ist o eine Orientierung von M, dann ist auch —o eine
Orientierung von M. Stimmen zwei Orientierungen einer zusammenhéngenden
Mannigfaltigkeit in einem Punkt iiberein, dann miissen sie schon gleich sein,
siehe Proposition I1.3.1. Eine zusammenhéngende orientierbare Mannigfaltigkeit
besitzt daher genau zwei Orientierungen, o und —o.

IV.12.9. SATz (Brouwer, Invarianz des Randes). Es seinen U,V C R zwei

offene Teilmengen und ¢ : U =V ein Homoomorphismus. Fir x € U gilt dann
r € R} & o(z) € RY.

BEwEIS. Nach Lemma IV.12.4 gilt H.(U,U \ {z}) = H.(R},R%} \ {«}), fiir
jedes x € U. Aus Proposition IV.12.5 erhalten wir daher folgende Charakterisie-
rung der Punkte in U N RY

VeeU:xz €R? & H(U,U\ {z}) =0.
Ebenso gilt Yy € V : y € R? < H,(V,V \ {y}) = 0. Der Homdomorphismus ¢

liefert einen Homdomorphismus von Paaren ¢ : (U, U\ {z}) = (V,V \ {p(2)}),
also H.(U,U \ {z}) = H.(V,V \ {¢(x)}). Fiir beliebiges x € U folgt daher

v ERY & H(U,U\{z}) =0 H(V,V\ {p()}) =0 o) eR?. O

IV.12.10. BEMERKUNG. Nach Satz IV.12.9 ist der Rand einer topologischen
Mannigfaltigkeit mit Rand ein wohldefiniertes Konzept. Unter einer topologischen
Mannigfaltigkeit mit Rand verstehen wir einen parakompakten Hausdorffraum
M, sodass jeder Punkt € M eine offene Umgebung U besitzt die zu einer offenen
Teilmenge V' von R’} homdomorph ist. Jeder solche Homéomorphismus U = V
wird eine Karte von M um x genannt. Wird x durch eine Karte nach Rﬁ abgebil-
det, dann muss dies auch fiir jede andere Karte um x gelten, siehe Satz IV.12.9.
Unter dem Rand von M verstehen wir die Teilmenge OM C M der Punkte die
durch eine (und dann alle) Karten um z nach Rﬁ abgebildet werden. Diese lassen
sich auch wie folgt charakterisieren, OM = {x € M : H,(M,M \ {z}) = 0}.
Jeder Punkt des Randes € OM besitzt dann eine offene Umgebung U mit
(U,UNOM) = (Rﬁ,Rﬁ) Der Rand 0M ist daher eine topologische Mannig-
faltigkeit ohne Rand. Unter dem Inneren von M verstehen wird die Teilmenge
Int(M) := M \ OM, dies ist einen topologische Mannigfaltigkeit ohne Rand.

Wir wollen nun einen Abbildungsgrad fiir stetige Abbildungen f : S™ — S™
definieren. Nach Satz IV.9.5 ist H,,(S") = Z und f induziert einen Homomorphis-
mus f, : H,(S") — H,(S™). Es gibt daher genau eine Zahl deg(f) € Z, sodass
fe(a) = deg(f)a, fir alle a € Hn(S"). Diese Zahl deg(f) wird der Abbildungsgrad
von f genannt. In Bemerkung I'V.12.14 unten werden wir sehen, dass dies im Fall
n = 1 mit dem Abbildungsgrad aus Abschnitt 1.4 iibereinstimmt. Beachte, dass
die obige Definition mittels Homologiegruppen wesentlich einfacher ist als die
Definition iiber die Fundamentalgruppe, da wir nicht auf Basispunkte Riicksicht
nehmen miissen.



172 IV. HOMOLOGIE

IV.12.11. SATZ. Fiir stetige Abbildungen f,g:S™ — S™ gilt:

i) f~g= deg(f) = deg(g).

(ii) deg(g o f) = deg(g) deg(f).

iii) (idgn) = 1.

(iv) deg(Sf) = deg(f).*"

( ) (fv) =det(U), wobei U € O,41 und fy: S™ — S", fu(x) :=Ux.
(A) = (=)™, wobei A: S™ — S™, Ax = —

BeEwEIs. Behauptung (i) folgt aus Korollar IV.7.5. Aus (g o f). = gs 0 fs
erhalten wir sofort (i), und wegen (ids» ). = idg, (g gilt auch (iii).

Nun zur Behauptung (iv): Es bezeichne ¢ : 5™ i S+ den oben erwithnten
Homo6omorphismus. Nach Definition von Sf gilt Sf oo = ¢ o Xf und daher
(Sf)s 0 s = s 0 (Xf),. Zusammen mit Beispiel IV.9.4 erhalten wir daher ein
kommutatives Diagramm:

I:—, (SnJrl) n+1(ZS”) f{n(sn)
J{(Sf)* i(Ef)* if*

I
}

)

Hyr(S™Y) <2 41 (557) —> 1, (S")

Da alle horizontalen Pfeile Isomorphismen sind, erhalten wir deg(Sf) = deg(f).

Widmen wir uns nun Behauptung (v). Ist 0 : I — O,,41 ein Weg von ¢(0) = Uy
nach (1) = U; dann definiert H : S" x I — S", H(z,t) := fou)(x) = o(t)x,
eine Homotopie von Hy = fy, nach Hy; = fy,. Wegen (i) gilt daher deg(fy,) =
deg(fu,). Da auch det(U) = det(U;) geniigt es die fragliche Formel fiir je eine
Matrix in jeder der beiden Wegzusammenhangskomponenten von O, 1 zu ve-
rifizieren, vgl. Proposition 1.6.12. Fiir Iy € SO, folgt dies aus (iii), denn
f1,., = idgn. Die Matrix J,, 41 := ( 0 I, ) € O,y liegt in der anderen Wegzusam-
menhangskomponente, denn det(JnH) = —1. Beachte, f;, ., = S(f,,) fir n > 1,
nach (iv) geniigt es daher deg(f;,) = —1 zu zeigen, dies ist aber trivial. Schlielich
folgt (vi) sofort aus (v), denn A = f_; ., und det(—1,41) = (—1)"+1. O

n+1

IV.12.12. BEMERKUNG. Fiir stetige Abbildungen f,g : S™ — S™ gilt sogar
f ~ g < deg(f) = deg(g), vgl. Satz IV.12.11(i), dh. der Abbildungsgrad lie-
fert eine Bijektion [S™, S™] = Z. Im Fall n = 1 haben wir dies bereits gesehen,
siche Satz [.4.1(i), in hoheren Dimensionen kénnen wir dies mit den bisherigen
Methoden noch nicht zeigen.

3"Wir erinnern uns an die Suspension von Rédumen und Abbildungen aus Beispiel 111.2.7.
Die stetige Abbildung S™ x [-1,1] — S™F1, (2,t) — ((1 — 2)}/22,t), faktorisiert zu einem
Homd&omorphismus ¢ : 385" =, S§7+1. Dieser Homoomorphismus erlaubt es die Suspension
Nf o BS™ — XNS™ einer stetigen Abbildung f : S™ — S™ als eine stetige Abbildung Sf :=
poXfopt: Sntl — Gntl aufzufassen. Es ldsst sich leicht eine explizite Formel dafiir

angeben (Sf)(z,t) = ((1 — )2 f((1 —t3)71/22),¢).
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IV.12.13. BEMERKUNG. Fiir eine Homotopiedquivalenz f : S" — S™ gilt
deg(f) = +£1. Ist ndmlich g : S™ — S mit g o f ~ idgn, dann gilt nach
Satz IV.12.11 1 = deg(idgn) = deg(g o f) = deg(g) deg(f), also deg(f) = +£1.
Umgekehrt léasst sich zeigen, dass jede stetige Abbildung f : S™ — S™ mit
deg(f) = £1 eine Homotopiedquivalenz sein muss, vgl. Bemerkung IV.12.12.

IV.12.14. BEMERKUNG. Der oben definierte Abbildungsgrad stimmt im Fall
n = 1 mit dem Abbildungsgrad aus Abschnitt 1.4 {iberein. Sei dazu f : S* — S*
eine stetige Abbildung. Da jede solche Abbildung ho-
motop zu einer Basispunkt erhaltenden Abbildung m (S, 1) % Hy(SY)

ist, diirfen wir 0.B.d.A. f(1) = 1 annehmen, siche
Satz IV.12.11(i) sowie Satz 1.4.1(i). Aus Propositi- if* if*
on IV.11.2 erhalten wir ein nebenstehendes kommu- m (St 1) h; H,(SY)

tatives Diagramm. Nach Satz IV.11.3 sind die bei-

den horizontalen Pfeile Isomorphismen. Daraus folgt sofort, dass der in Ab-
schnitt 1.4 definierte Abbildungsgrad mit dem Abbildungsgrad der Homologie
ibereinstimmt. Aus Satz [.4.1(iii) und Satz IV.12.11(iv) folgt nun, dass zu jedem
k € Z Abbildungen f : S™ — S™ mit deg(f) = k existieren, n > 1. Wir erhalten
daher eine surjektive Abbildung deg : [S™,S"| — Z, falls n > 1. Im Fall n = 0
kann der Abbildungsgrad nur die Werte —1,0, 1 annehmen.

Analog zu Proposition 1.4.2 gilt

IV.12.15. PROPOSITION. Eine stetige Abbildung f : S™ — S™ mit deg(f) # 0
muss surjektiv sein.

BEwEIS. Wir nehmen an f : 8™ — S™ ist nicht surjektiv. Dann existiert
P € 8", sodass f eine stetige Abbildung f : S" — 5"\ {P} definiert, f(z) :=
f(z). Bezeichnet ¢ : S™ \ {P} — S™ die kanonische Inklusion, dann gilt also
f =1of. Da 8™\ {P} kontrahierbar ist haben wir H,(S"\ {P}) = 0 und es folgt

fo= (o f)y=1t.0f =0, also deg(f) = 0. O

Analog zu Proposition 1.4.4 und Proposition 1.4.5 haben wir folgendes Resul-
tat.

IV.12.16. PROPOSITION. Flir stetiges f : S™ — S™ gilt:
(i) Ist f Antipodalpunkt-frei, dh. f(x) # —z fir alle x € S™, dann ist f
homotop zur identischen Abbildung idgn, es gilt daher deg(f) = 1.
(ii) Ist f Fizpunkt-frei, dh. f(x) # = fir alle x € S™, dann ist f homotop
zur Antipodalabbildung, es gilt daher deg(f) = (—1)"!.

BEWEIS. Wir beginnen mit (IV.12.16): Sei also f : S™ — S™ eine stetige
Abbildung, sodass f(x) # —x, fiir alle x € S™. Dann ist
(1—1t)f(x) 4+t
(1 —=t)f(x) + tz|

H:S8"xI—S" H(z,t) =
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eine wohldefinierte Homotopie von Hy = f nach H; = idg». Nach Satz IV.12.11
gilt daher deg(f) = 1. Nun zur Behauptung (ii). Sei also f : S™ — S™ eine
stetige Abbildung ohne Fixpunkt, und es bezeichne A : " — S™, A(x) = x,
die Antipodalabbildung, A? = idg.. Dann ist die Abbildung Ao f : S* — S
Antipodalpunkt-frei, aus (i) folgt daher Ao f ~ idgn. Durch Komposition mit A
erhalten wir f ~ A und daher deg(f) = (—1)""! nach Satz IV.12.11. O

IV.12.17. SATZ. Jede stetige Abbildung f : S*™ — S besitzt einen Fizpunkt
oder eine Antipodalpunkt, dh. es existiert x € S*™ mit f(x) = x oder f(z) = —u.

BEWEIS. Wire f : §?" — S?" eine Fixpunkt- und Antipodalpunkt-freie ste-
tige Abbildung, dann wiirden wir aus Proposition 1V.12.16 den Widerspruch
1 =deg(f) = (=1)*"*! = —1 erhalten. O

Unter einem stetigen Vektorfeld auf S™ verstehen wir eine stetige Abbildung
f:8" — R sodass f(z) L x fiir alle z € S™.

IV.12.18. SATZ (Satz vom Igel). Jedes stetige Vektorfeld auf S* besitzt min-
destens eine Nullstelle.

BEWEIS. Wir nehmen indirekt an f : S?" — R?*!1\ {0} ist eine stetige
Abbildung mit f(z) L x fiir alle x € S?". Betrachte nun die stetige Abbildung

g:8™ — 5§ g(x) = Iﬁgl Da f(x) L z gilt g(x) # x und g(x) # —x fiir alle

x € §?". Dies widerspricht aber Satz IV.12.17. O

IV.12.19. BEMERKUNG. Auf den Sphéren ungerader Dimension gibt es sehr-
wohl Vektorfelder ohne Nullstellen. Fassen wir S?"~! C C" auf, dann ist etwa
f 8%l - C"=R*™, f(z) := iz, so ein Vektorfeld. Auf S C H existieren sogar
drei Vektorfelder fi, fo, f3 : S — H = R*, sodass {f1(), fo(z), f3(z)} bei jedem
Punkt z € S? linear unabhiingig sind, etwa fi(z) := iz, fo(x) := jz, f3(z) := kz.
Auf S7 gibt es sogar sieben punktweise linear unabhiingige Vektorfelder. Definie-
ren wir

P 1= {k; € Ny | es existieren k£ punktweise l.u. Vektorfelder auf S”_l}

dann gilt aus Dimensionsgriinden 0 < p, < n — 1, und Satz IV.12.18 besagt
gerade po,11 = 0. Nach obigen Bemerkungen gilt auch ps, > 1 sowie py = 3
und pg = 7. Nach einem tiefen Resultat von Adams (1962) ist p, = 2° + 8¢ — 1,
wobei a, b, ¢ die durch n eindeutig bestimmten Zahlen mit n = a2°*4¢, @ ungerade,
b€ {0,1,2,3} und ¢ € Ny bezeichnen. Fiir kleine n erhalten wir daher:

n ||2[3]4|5[6]7|8]9]10|11|12]13[14[15]16
paffLfO]3[O]T]O[7]O[T [0 [3 0 |1 [0 |7
Insbesondere ist p, = n — 1 nur fir n = 2,4, 8 moglich, dh. die einizigen Sphéren

die einen globalen Rahmen besizten sind S*, S® und S7.

IV.12.20. SATZ. Jede stetige Abbildung f : RP* — RP*" besitzt mindestens
einen Fizpunkt.
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BEWEIS. Wir betrachten die zweiblittrige Uberlagerung p : S — RP?",
siche Beispiel 11.1.12. Da S?" einfach zusammenhéngend ist, ldsst sich fop :
527 — RP?" zu einer stetigen Abbildung f : §2* — $27 liften, po f = fop, sieche
Satz I1.4.5. Nach Satz IV.12.17 existiert Z € S?* mit f(Z) = & oder f(i) = —i.
In jedem Fall ist 2 := p(#) € RP?" der gesuchte Fixpunkt von f, denn f(x) =

fp(®)) = p(f(7)) = p(Ei) = =. 0

IV.12.21. SATZ. Ist G eine nicht-triviale Gruppe die frei auf S* wirkt, dann

BEWEIS. Fiir g € G bezeichne f, : S** — S* f,(z) := g -z, und definiere
d(g) € Z durch d(g) := deg(f,). Fir g1, 92 € G gilt dann d(g192) = deg(fg,4,) =
deg(fy, © fg) = deg(fy,) deg(fy,) = d(g1)d(g2), siehe Satz IV.12.11. Bezeichnet
e € G das neutrale Element, dann ist f, = idges, also 1 = d(e) = d(gg™!) =
d(g)d(g~') und daher d(g) = +1. Somit definiert

d:G—{-1,1}, d(g) = deg(f,) (IV.46)

einen Gruppenhomomorphismus. Fiir e # g € G hat f, keinen Fixpunkt, denn
die Wirkung von G auf S?" ist frei, aus Proposition IV.12.16(i) folgt somit

d(f,) = (=1)** = —1. Daher ist der Kern von (IV.46) trivial, der Homo-
morphismus daher injektiv. Nach Voraussetzung ist G # {e}, also muss (IV.46)
ein Isomorphismus sein. 0]

3 IV.12.22. PROPOSITION. Ist X C S™ und X = D fir ein k > 0, dann gilt
H.(S"\ X) = 0. Insbesondere ist S™ \ X wegzusammenhdngend.

BEwEIs. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach k. Fiir £ = 0 ist
die Aussage trivial, denn S™ \ {P} ist kontrahierbar, siche Beispiel 1.1.25 und
Korollar IV.7.8. Fiir den Induktionsschritt sei nun & > 1. Beachte, dass DF = ¥
nach Voraussetzung existiert daher ein Homdomorphismus ¢ : I¥ — X. Sei nun
[a] € H,(S™\ X), wobei e € Z,(S™\ X). Es ist [a] = 0 € H,(S™\ X) zu zeigen.
Wir werden zunéchst folgende Behauptung beweisen: Jedes ¢t € I besitzt eine
Umgebung U, sodass fiir den von der Inklusion iy : S™\ X — S\ o(I*~! x U)
induzierten Homomorphismus (t¢7), : Hy(S"\ X) — H,(S™ \ p(I*7! x U)) gilt
(tv)«[a] = 0. Beachte, dass dies dann fiir jede kleinere Umgebung von t richtig
bleibt. Nun zur Konstruktion dieser Umgebung U. Fiir t € I bezeichne X; :=
o(I*=1 x {t}). Nach Induktionsvoraussetzung gilt

H,(S"\ X;) =0, (IV 47)
denn X, = DF!. Bezeichnet Je o S" \ X — 5™\ X, die kanonische Inklusion,
dann gilt also (j¢).«[a] = 0 € H,(S™ \ X;). Daher existiert 8 € C41(5™\ Xy)
mit a = J,4168. Da X, kompakt ist, existiert eine Umgebung U von ¢, sodass

B € Cuy1(S™\ p(I*1 x U)). Es gilt daher (1p7)«[a] = 0, also ist U die gesuchte
Umgebung.
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Da I kompakt ist, existieren 0 =ty < t; < --- < ty = 1, sodass fiir die von
den Inklusionen ¢; : S”\X~—> S™\ A, wobei A; 1= o(I* 1 x [t;_1,t]), induzierten
Homomorphismen (¢;), : Hy(S™\ X) — H,(S™\ 4;) gilt

(L)efa] =0 € H(S"\ 4;), i=1,2,...,N. (IV.48)
Es geniigt daher zu zeigen, dass der Homomorphismus
H,(S"\ X) = H,(S"\ A) @ --- @ H,(S™\ Ay) (IV.49)
o ()0, ..., (tn)e0)

ein Isomorphismus ist, denn zusammen mit (IV.48) folgt dann [a] = 0.
Um dies einzusehen werden wir zeigen, dass fiir jedes 1 <[ < N die Inklusio-
nen S™\ (A;U---UA) — S™\ A4;, 1 <i <1, einen Isomorphismus

H (S"\ (A U---UA)) = H(S"\A) @--- @ H(S"\ A) (IV.50)

induzieren. Fiir [ = N erhalten wir dann (IV.49), denn S™ \ (A4, U---U Ay) =
S™\ X.

Wir fithren den Beweis von (IV.50) mittels Induktion nach [. Der Fall [ = 1 ist
trivial. Fir den Induktionsschritt sei nun 2 < [ < N. Betrachte nun die offenen
Teilmengen V; := S™\ (A U---UA;_1) und Vo := S™\ 4; von S\ X, ,. Offen-
sichtlich ist VUV, = X, also f[*(VlLJVg) = 0, siehe (IV.47). Aus der mit V; und
Vy assozierten Mayer—Vietoris Sequenz, siehe Korollar 1V.10.4, folgt daher, dass
die Inklusionen einen Isomorphismus H, (V; NVa) = H, (V1)@ H,(V3) induzieren.
Zusammen mit V3 NV, = S™\ (A4; U--- U A;) und der Induktionsvoraussetzung
H,(Vi) = H, (5" \ (AjU---UA;_1)) = H(S*\ A) ®---® H,(S"\ A1) erhalten
wir nun (IV.50).

Damit ist der Beweis von H,(S™\ X) = 0 abgeschlossen. Der Wegzusammen-
hang von S™ \ X folgt nun aus Bemerkung IV.5.20. O

IV.12.23. PROPOSITION. Ist X C 8™ und X =S¥ mit 0 < k < n, dann gilt:

ﬁq(S”\X)% {? fallsq=n—k—1

falls g #n—k—1
BeEweis. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach k. Im Fall £ = 0
besteht X aus zwei Punkten, also S \ X = S"! x R ~ S"1 siche Bei-
spiel 1.1.25, daher H,(S™ \ X) = H.(S™ 1), und die Aussage der Propositi-
on folgt aus Satz IV.9.5. Fiir den Induktionsschritt sei nun £ > 1 und ¢ :
Sk — X ein Homomorphismus. Es bezeichnen D* := {(z1,...,74,1) € S* :
+;, > 0} die beiden abgeschlossenen Hemissphéren von S*, dh. D* U D~ = S¥,
DY N D~ = Sk1 und D* = D*. Setze U := S"\ ¢(DT), V = S"\ p(D")
und S = (DTN D7) = S* ! Dann sind U und V offene Teilmengen von
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S™\ S und es gilt UUV = 5"\ § sowie UNV = 5"\ X. Nach Propositi-
on 1V.12.22 gilt H,(U) = H,(V) = 0. Also liefert der Einhéingungshomomorphis-
mus der mit U und V' assozierten Mayer—Vietoris Sequenz einen Isomorphismus
H,(1(S*\ S) = H,(5"\ X), siche Korollar IV.10.4. Zusammen mit der Indukti-
onsvoraussetzung folgt

Z falsg+1=n—(k—1)—1
0 fallsg+1#n—(k—1)—1

IV.12.24. BEISPIEL. Ist sei K C S% und K = S! dann gilt:

ng\K)g{z falls ¢ = 0 oder ¢ = 1

H,(5"\ X) = Hyr (S ) = {

0 andernfalls

Dies folgt sofort aus Proposition 1V.12.23, siehe auch Proposition IV.5.18. Die
Homologiegruppen des Knotenkomplements helfen daher nicht Knoten voneinan-
der zu unterscheiden.

IV.12.25. SATZ (Jordanscher Kurvensatz). Istn > 1, X C 8™ und X = S™ 1
dann hat S™ \ X genau zwei Wegzusammenhangskomponenten und beide sind

azyklisch. Bezeichnen U und V' die beiden Wegzusammenhangskomponenten von
S"\ X, dann gilt weiters U =V = X .

BEWEIS. Aus Proposition 1V.12.23 und Proposition IV.5.18 erhalten wir:

H(S"\ X) = 2o 7 fallsqg=0
I —]o falls ¢ # 0

Daher hat S™\ X genau zwei Wegzusammenhangskomponenten, siehe Proposi-
tion IV.5.17, und beide sind azyklisch, siehe Proposition IV.5.13. Damit ist der
erste Teil des Satzes gezeigt.

Es bezeichnen nun U und V' die beiden Wegzusammenhangskomponenten
von S™\ X. Aus Symmetriegriinden geniigt es U = X zu zeigen. Wegen der
Kompaktheit von X ist S™ \ X eine offene Teilmenge von S™ und daher lokal
wegzusammenhéngend. Die Wegzusammenhangskomponenten von S™ \ X sind
daher offene Teilmengen von S™\ X. Also sind U und V' offene Teilmengen von
S™. Betrachte nun die Zerlegung

UUuVUX=_5" (IV.51)

Da U offen ist gilt U = U, also UNU = (U\U)NU = (U\U)HU:@. Da
UCS"\V folgt aus der Offenheit von V nun U C S™\V, alsQ unvcuounv =1
und daher U NV = (). Zusammen mit (IV.51) erhalten wir U C X.

38st A eine Teilmenge eines topologsichen Raums Y, dann schreiben wir A := A \ A=
ANY \ A fiir den Rand von A. Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge von Y die oft auch mit
DA bezeichnet wird. Ein Punkt aus Y liegt genau dann in A wenn jede seiner Umgebungen
Punkte aus A sowie Punkte aus Y \ A enthilt.
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Es verbleibt daher X C U zu zeigen. Sei dazu z € X und N eine Umgebung
von z in S”. Es geniigt U NN # () zu zeigen, denn wenn in jeder Umgebung von
z Punkte aus U liegt, dann muss = im Abschluss von U enthalten sein, dieser
stimmt aber mit U iiberein, denn U ist eine abgeschlossene Teilmenge von S™.
Da X = S*! finden wir Teilmengen D* und D~ von X, mit Dt =~ D! =
D=, DYUD™ = X und z € D* C N. Nach Proposition 1V.12.22 ist S™ \ D*
wegzusammenhéngend, also existiert ein Weg w : I — S™\ D™ mit w(0) € U und
w(l) € V. Betrachte ¢y := sup{t € I : w(t) € U}. Auf Grund der Stetigkeit von
w ist w‘l(U) abgeschlossen in I, also g € w™'(U) und damit w(ty) € U. Ebenso
ist w™(U) offen in [0, 1), also to ¢ w™ L(U) und daher w(ty) ¢ U. Wir erhalten
daher w(to) € U\ U=UC X =DVtUD, also auch w(t;) € D* C N. Ingesamt
folgt w(ty) € UN N, also ist U NN # 0. O

IV.12.26. BEMERKUNG. Ist n > 3, X C S und X = S" ! dann miissen
die Wegzusammenhangskomponenten des Komplements S™ \ X nicht unbedingt
kontrahierbar sein. Etwa ist fiir Alexanders gehdornte Sphdre eine dieser Wegzu-
sammenhangskomponenten nicht einfach zusammenhéngend, siehe [4, page 170].
Im Fall n = 2 gilt jedoch der Satz von Schoénflies. Ist X C S? und X = S! dann
existiert ein Homéomorphismus ¢ : S* — 5% mit p(X) = S* C 5%, wobei wir
S' als Aquator von S? auffassen. Im Fall n = 2 sind daher beide Wegzusammen-
hangskomponenten des Komplements sogar homdomorph zu B? = R2,

IV.12.27. KOROLLAR. Essein > 2, X CR" und X = S""!. Dann hat R™\ X
genau zwei Wegzusammenhangskomponenten. Eine davon, U, ist beschrdnkt, die
andere, V', ist unbeschrinkt.®® Weiters ist U azyklisch, und es gilt H,_ (V) =Z
sowie H, (V) =0 fir g #n — 1. Schliefilich haben wir U=X=V.

BEwEIs. Wir fixieren einen Punkt oo € S™ und fassen R” als Teilraum von
S™ auf, dh. R" = S \ {oo}. Dadurch wird auch X ein Teilraum von S™. Nach
Satz IV.12.25 hat S™ \ X genau zwei Wegzusammenhangskomponenten. Es be-
zeichne V jene Wegzusammenhangskomponente die co enthilt, und U die andere.
Beachte U C R™. Setzen wir V := V \ {co} erhalten wir eine disjunkte Zerle-
gung R"\ X = U U V. Da V eine offene Teilmenge von S™ ist, existiert eine
Umgebung von oo die zur Génze in V liegt, also muss U beschriinkt in R” sein,
und V ist unbeschrinkt in R”™. Aus Satz IV.12.25 folgt auch sofort U = X =V,
sowie H,(U) = 0 = H,(V). Daher liefert der Einhéingungshomomorphismus der
langen exakten Sequenz des Paares (V,V) = (V,V \ {oo}) einen Isomorphismus

§: H (V,V\{x}) = 7._1(V). Aus Lemma IV.12.4 und Proposition IV.12.5(i)

folgt daher
- L )Z fallsg=n-1
Hq(v) =
0 fallsg#n—1

39Djie beschriinkte Wegzusammenhangskomponente U wird das Innere von X genannt, die
unbeschrinkte Wegzusammenhangskomponente V heifit das Aufere von X.
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Da n > 2, gilt insbesondere Ho(V) = 0, also ist V wegzusammenhéngend. Somit
sind U und V die beiden Wegzusammenhangskomponenten von R™ \ X. U

IV.12.28. SATZ (Brouwer, Invarianz des Gebiets). Es sei U C R™ eine offenen
Teilmenge und f : U — R™ eine injektive stetige Abbildung. Dann ist f(U) offen
in R™.

BEWEIS. Wir wihlen einen Punkt oo € S™ und identifizieren R" = 5™\ {o0},
vgl. Beispiel 1.1.25. Fassen wir nun f als stetige Abbildung f : U — S™ auf,
dann geniigt es zu zeigen, dass f(U) eine offene Teilmenge von S™ ist, denn R™
ist offen in S™. Sei dazu x € U. Wegen der Offenheit von U existiert ¢ > 0,
sodass fir D :={y e R": |ly — z|| < e} = D" gilt D C U. Weiters setzen wir
S:={yeR": |z —y| =} = S"'. Wegen der Injektivitit von f haben wir
eine disjunkte Zerlegung f(D) = f(S)U f(D\ S), also auch

S"NF(S) = (S"\ f(D) U F(D\S). (IV.52)

Da D kompakt ist muss die bijektive stetige Abbildung f|p : D =R f(D) ein
Homdoomorphismus sein. Einschrankung von f liefert daher Homoomorphismen
S = f(S)und D\ S = f(D\S). Also ist f(D \ S) wegzusammenhéngend,
S™\ f(D) ist wegzusammenhéngend, siehe Proposition IV.12.22, und S™\ f(S) hat
genau zwei Wegzusammenhangskomponenten, siehe Satz IV.12.25. Aus (IV.52)
schliefen wir nun, dass S™\ f(D) und f(D\ S) die beiden Wegzusammenhangs-
komponenten von S™\ f(5) sind. Insbesondere ist f(D\ S) offen in S™ und damit
f(z) innerer Punkt von f(U). Da x € U beliebig war, ist also f(U) eine offene
Teilmenge von S™, der Beweis daher vollstdndig. 0

IV.12.29. KOROLLAR. Ist U C R" eine offene Teilmenge, V- C R"™ und gilt
U=V, dann ist auch V eine offene Teilmenge von R™.

BEwWEIS. Wir konnen einen Homoéomorphismus U =V als injektive stetige
Abbildung f : U — R™ mit f(U) = V auffassen. Nach Satz IV.12.28 muss daher
auch V offen in R™ sein. O

1V.12.30. KOROLLAR. Jede injektive stetige Abbildung f : M — N zwischen
topologischen n-Mannigfaltigkeiten M und N ist offen.*® Insbesondere ist f(M)

offen in N, und f : M =R f(M) ist ein Homdomorphismus.

BEWEIS. Sei also O eine offene Teilmenge von M und x € O. Es geniigt zu
zeigen, dass f(z) innerer Punkt von f(O) ist. Da M und N beides n-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeiten sind, finden wir eine offene Umgebung U von x

und einen Homoomorphismus ¢ : U =, U auf eine offene Teilmenge U C R™, sowie

40Fine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Réumen heifit offen, falls sie offene
Teilmengen von X auf offene Teilmengen von Y abbildet. Offensichtlich liefert eine injektive ste-
tige und offene Abbildung f : X — Y einen Hom6omorphismus von X auf die offene Teilmenge

f(X).
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eine offene Umgebung V' von f(z) und einen Homoomorphismus ¢ : V' =V oauf
eine offene Teilmenge V' C R™. Wegen der Stetigkeit von f ist O N f “HV) eine
offene Umgebung von z. Durch Einschréinken von ¢ diirfen wir daher 0.B.d.A.
U C On (V) annehmen. Es ist dann ¢ o flp o™ : U — V C R" eine
wohldefinierte, injektive und stetige Abbildung. Aus Satz IV.12.28 folgt, dass ihr
Bild ¢(f(U)) offen in R™ ist. Somit ist f(U) eine offene Umgebung von f(x) in
N.Da f(U) C f(O) ist f(z) also innerer Punkt von f(O). O

IV.12.31. KOROLLAR. Es sei f : M — N eine injektive stetige Abbildung
zwischen topologischen n-Mannigfaltigkeiten M und N. Weiters set M mnicht-

leer und kompakt, und N sei zusammenhdingend. Dann ist f : M = N ein
Homdéomorphismus.

BEWEIS. Wegen der Kompaktheit von M ist f(M) kompakt und daher abge-
schlossen in N. Nach Korollar IV.12.30 ist f(M) aber auch offen in N. Aus dem
Zusammenhang von N folgt daher f(M) = N. Mit Hilfe von Korollar IV.12.30
sehen wir nun, dass f : M — N ein Homoomorphismus sein muss. U

IV.12.32. KOROLLAR. Es gibt keine injektive stetige Abbildung f : S™ — R™.

BEWEIS. Dies folgt aus Korollar IV.12.31, denn S™ und R” kénnen nicht ho-
moomorph sein, da ja S™ kompakt, R™ aber nicht kompakt ist. O

IV.12.33. KOROLLAR. Ist f : M — N eine injektive stetige Abbildung von
einer nicht-leeren topologischen m-Mannigfaltigkeit M in eine topologische n-
Mannigfaltigkeit N, dann gilt n > m.

BEWEIS. Nehmen wir indirekt n < m an. Dann definiert M — N x R™™",
x — (f(x),0), eine injektive stetige Abbildung zwischen m-dimensionalen topo-
logischen Mannigfaltigkeiten, deren Bild keine offene Teilmenge von N x R™™"
sein kann. Dies steht im Widerspruch zu Korollar 1V.12.30. U

Unter einer Algebra (iiber R) verstehen wir einen R-Vektorraum A zusammen
mit einer bilinearen Abbildung A x A — A, (a,b) — ab. Diese Abbildung wird
als die Multiplikation der Algebra bezeichnet. Auf Grund der Bilinearitéit gelten
also die Distributivegesetze (a; + a2)b = a1b + asb und a(by + by) = aby + abs
sowie skalare Assotiativitit, A(ab) = (Aa)b = a(\b), fiir alle a,a;,b,b; € A und
A € R. Wir nennen A eine Divisionsalgebra falls die beiden linearen Abbildungen
A— A x— ar,und A — A, v — =xa, fiir jedes 0 # a € A surjektiv sind,
dh. fiir 0 # @ € A und b € A besitzen die beiden Gleichungen ax = b und
xa = b stets eine Losung x € A. Fiir endlich dimensionales A ist dies dquivalent
zu der Forderung, dass die beiden Abbildungen A — A, x — ax, und A — A,
x — xa fir jedes a # 0 injektiv sind. Dies bedeutet gerade, dass A keine Null-
teiler besitzt, aus ab = 0 folgt stets a = 0 oder b = 0. Eine Divisionsalgebra wird
assotiativ genannt, falls a(bc) = (ab)e, fiir alle a,b, ¢ € A. Sie heiit kommutativ,
falls ab = ba fiir alle a,b € A. Die Koérper R und C sind assotiative, kommutative
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Divisionsalgebren. Hamiltons Quaternionen H bilden eine 4-dimensionale asso-
tiative aber nicht kommutative Divisionsalgebra. Caleys Oktonionen O bilden
eine 8-dimensionale nicht assotiative und nicht kommutative Divisionsalgebra.
Alle diese Beispiel sind Divisionsalgebren mit Eins, dh. es existiert e € A mit
ae = a = eq fiir alle a € A.

IV.12.34. SATZ. Ist A eine endlich dimensionale kommutative Divisionsalge-
bra** diber R, dann gilt dim(A) < 2.

BEwEIS. Wir nehmen indirekt an es gibt n > 3, sodass R” eine kommutative
Divisionsalgebra ist. Betrachte die stetige Abbildung

A f(z) = ! 7%,
[l2]]

Beachte, dass wegen der Nullteilerfreiheit x? # 0, fiir alle x € S™~*. Offensichtlich
ist f(—x) = f(x), also faktorisiert f zu einer stetigen Abbildung f : RP" ! —
Sl dh. fop = f, wobei p : S"! — RP"! die kanonische Projektion be-
zeichnet. Wir werden nun zeigen, dass f : RP"! — S*~1 injektiv ist. Seien dazu
x,y € S" ! mit f(x) = f(y). Dann gilt 22 = a?y? mit a := ||22||*/?||y?|| /2. Aus
der Kommutativitit erhalten wir (z — ay)(z + ay) = 2* — o?y* = 0. Wegen der
Nullteilerfreiheit folgt © = +ay. Insbesondere erhalten wir 1 = ||z|| = || £ ay|| =
lallly|| = ||, also a = £1. Somit ist # = £y, und daher p(z) = p(y). Dies zeigt,
dass f injektiv ist. Aus Korollar IV.12.31 schliefen wir, dass f : RP"™! — &1
ein Homdomorphismus sein muss. Da n > 3 ist m(S™"!) = 0, siehe Satz 1.1.26,
und 7, (RP" 1) & Z,, siehe Proposition 1.5.18, also kénnen S™~! und RP™ ' nicht
homoomorph sein, ein Widerspruch. Also kann es auf R”, n > 3, keine kommu-
tative Divisionsalgebrenstruktur geben. 0

IV.12.35. BEMERKUNG. Bis auf Isomorphie sind R und C die einzigen endlich
dimensionalen kommutativen Divisonsalgebren mit Eins. Um dies einzusehen, sei
also A eine endlich dimensionale kommutative Divisionsalgebra mit Einselement
e € A, dh. ea = a = ae fiir alle a € A. Nach Satz IV.12.34 ist dim(A) < 2.
Im Fall dim(A) = 1 folgt sofort A = R. Sei also 0.B.d.A. dim(A4) = 2. Wihle
Jj € A, sodass {e,j} eine Basis von A bildet. Dann existieren o, € R mit
j? = ae + (5. Definieren wir k := j — 1fe dann ist auch {e, k} eine Basis von A
und es gilt k% = (a + iﬁQ)e. Es muss a + }L (% < 0 sein, denn andernfalls existiert
v = (a+1p%)Y2 € R mit (k —ve)(k +ve) = k* — % = 0 woraus wegen der
Nullteilerfreiheit k = +-ye folgt, also wire {e, k} keine Basis von A. Setzen wir
i = (—(a+ 1p%)7"2k, dann ist {e,i} eine Basis von A und es gilt * = —e.
Daraus folgt nun A = C.

IV.12.36. BEMERKUNG. Wir werden spéater zeigen, dass die Dimension einer
endlich dimensionalen Divisionsalgebra A eine Potenz von 2 sein muss, dim(A) =

41 Assotiativitit wird nicht gefordert!
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2% fiir k € Ny. Nach einem tiefen Resultat von Bott—Milnor und Kervair (1958)
gilt sogar dim(A) € {1,2,4,8}, ein Beweis mittels K-Theorie findet sich in [5].
Oben haben wir schon die Beispiele R, C, H und O gesehen, es gibt aber noch
weitere.
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