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=V(As) = A\Vs+d\® s, also (Vs), = 0. Ist U C M offen dann folgt aus der
Lokalitat, dass (Vs)|y € I'(T*M ® E|y) nur von s|y € I'(E|y) abhéngt, dh. V
schrinkt sich zu einer kovarianten Ableitung Vv auf E|; ein.

I1.3.1. BEISPIEL. Ist ' = M xV ein triviales Vektorbiindel, so definiert Vs :=
ds, dh. Vxs = X -s, eine lineare Konnexion, X € X(M), s € C*(M,V) =T'(E).

Diese wird als triviale Konnezxion bezeichnet.

[1.3.2. BEISPIEL. Ist M C RY eine Teilmannigfaltigkeit, dann bildet die in [3,
Abschnitt 3.6] konstruierte Levi-Civita Ableitung V eine kovariante Ableitung
auf T'M.

Wir definieren die Menge der E-wertigen ¢-Formen durch
QUM E) =T(AT"M ® E).

Elemente von Q(M; E) konnen kanonisch mit C*°(M )-multilinearen alternieren-
den Abbildungen X(M) x (M ) — ['(F) identifiziert werden. Fiir E = ¢! =
M x R erhalten wir Q7(M ) Q4(M) zuriick. Beachte auch Q°(M; E) = T'(E).
Ist f: N — M glatt, so deﬁnieren wir f*: QI(M; E) — QIN; f*E),

Beachte auch (fog)* =g*o f*: QUM; E) — QUM;g* f*E) = QI(M;(fog)E)
fiir jede weitere glatte Abbildung g : P — N.

I1.3.3. PROPOSITION. Jedes Vektorbiindel besitzt lineare Konnexionen. Ist V
eine lineare Konnexion auf E und A € QY(M;end(F)) = I'(T*M®end(E)), dann
ist auch V + A eine lineare Konnexion auf E. Jede weitere lineare Konnexion \Y
auf E lisst sich als V =V + A fiir ein eindeutig bestimmtes A € Q'(M;end(E))
schreiben, dh. Vxs = Vs + A(X)s fir alle X € X(M) und s € T'(E). Die
Menge der linearen Konnexionen auf E bildet daher einen affinen Raum diber
dem Vektorraum Q' (M;end(F)).

BEwEIS. Um die Existenz einer linearen Konnexion auf E einzusehen, wéhlen
wir Vektorbiindelkarten E|y, = U; x V; mit |J, U; = M. Nach dem vorangehenden
Beispiel existieren lineare Konnextionen VFIUi auf den trivialen Vektorbiindeln
E|y.. Sei nun {\;} eine der offenen Uberdeckung {U;} untergeordnete Partition
der Eins, \; € C*°(M), supp(\;) C U; und >, \; = 1. Der offensichtlich lineare
Operator

ViI(E) =DM ®E), Vs=) ANVi(s|y,),

bildet eine lineare Konnexion auf F, denn fiir f € C*°(M) folgt

= S OAVE(fslu) = Y NSV (sly,) + Adf)s = £ + (df)s.
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Eine einfache Rechnung zeigt, dass fiir jedes A € Q'(M;end(E)) auch
Vxs:=Vxs+ A(X)s

eine lineare Konnexion auf £ bildet. Sind umgekehrt V und V zwei lineare Kon-
nexionen, dann ist A(X)s := Vxs— Vxs in beiden Variablen C*°(M)-linear und
definiert daher einen Schnitt A € Q'(M;end(FE)). O

I1.3.4. PROPOSITION. Ist E ein Vektorbiindel iiber M, ¥V eine kovariante Ab-
leitung auf E und f : N — M glatt, dann existiert auf dem Pullback Biindel f*FE
genau eine kovariante Ableitung VP = f*V, sodass

VIE(f7s) = [*(Vs), (IL.5)

fiir alle s € T(E), dh. Vi "(so f) = Vg, ;s fir jedes Y € TyN. Zudem haben
wir f*(V + A) = f*V + f*A fiir jedes A € Q'(M;end(E)). Ist g: P — N glatt
dann gilt weiters idy, V = V und g*f*V = (f o ¢)*V bis auf die kanonischen
Isomorphismen idy, E = E und g*f*E = (f o g)*E.

BEWEIS. Es sei E|y & U x V eine Vektorbiindelkarte, U := f~(U) und
ffE|l; = U xV die entsprechende Vektorbiindelkarte des Pullback Biindels. Nach
Proposition existiert A € Q'(U;end(V)), sodass Vxs = X - s + A(X)s,
fir alle s € T'(E|y) = C®°(U,V) und X € T,U. Betrachte nun A = f*A €
QY U, end(V)), A(Y) = A(T,f-Y), Y € T,U. Es definiert dann

Vys:=Y 54+ AY)5 YeT,U el (fEl;)=C®U,V)
eine kovariante Ableitung auf f*E|;. Nach Konstruktion gilt

Vy(sof) =Y (sof)+AY)(so f)
= (T,f-Y) s+ AT, f-Y)s(f(y) = Vr,rvs

fiir alle s € T(E|y) = C*(U,V) und Y € T,U. Eine einfache Uberlegung zeigt,
dass V die einzige kovariante Ableitung auf f *E|5 mit dieser Eigenschaft ist. Ist
nun E|y, = U; x V; ein Vektorbiindelatlas und bezeichnen Vi die eben konstru-
eirten kovarianten Ableitungen auf f*E|;-1,), dann miissen wegen der Eindeu-
tigkeitsaussage oben, je zwei davon auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich
{ibereinstimmen. Diese V' definieren daher eine kovariante Ableitung V/'F auf
[*E fiir die (IL3) gilt. Die verbleibenden Eigenschaften lassen sich nun leicht mit
Hilfe der Eindeutigkeit zeigen. U

I1.3.5. BEISPIEL. Ist V eine kovariante Ableitung auf einem Vektorbiindel E
tiber M und ist f : N — M eine konstante Abbildung f(y) = x¢, dann erhal-
ten wir eine kanonische Trivialisierung f*E = N x E,, und die zuriickgezogene
Konnexion f*V auf f*FE stimmt mit der trivialen Konnexion iiberein.

I1.3.6. BEISPIEL. Ist V eine kovariante Ableitung auf einem Vektorbiindel E
iiber M, und Bezeichnet ¢« : U — M die Inklusion einer offenen Teilmenge, dann
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haben wir einen kanonischen Isomorphismus (*F = E|y und die zuriickgezogene
Konnexion ¢*V stimmt mit der Einschrankung VZIU iiberein.

Es sei V eine lineare Konnexion auf einem Vektorbiindel p : £ — M, und es
bezeichne VP'F = p*V die induzierte Konnexion auf dem Pullback Biindel p*E
tiber E. Wir fassen die identische Abbildung auf £ als x € I'(p*F) auf und setzen
PV = VP Ex € QYE;p*E) = T(T*E ® p*E). Fiir jeden Schnitt s € I'(E) gilt

Vs=s"(PY) e Q'(M; E) = QY(E;s*p*E), (I1.6)

denn s*PV = s*VP'Ex = VP Es*x = Vs, da ja s*p*E = (po s)*E = id}, E =
E, s*p*V = (pos)*V = 1id}; V = V und s*x = s, siehe Proposition [L3.4
oben. Fassen wir PV mit Hilfe des kanonischen Isomorphismus p*E = V E, siche
Beispiel [LT1Y, als Vektorbiindelhomomorphismus PV : TE — VE C TE auf,
dann wird PV als vertikale Projektion bezeichnet, es gilt

PVoPV =PV und img(PV)=VE. (IL.7)

Bezeichnet némlich ¢ : E, — E die Inklusion einer Faser, dann folgt /*p*F =
(pou)*E = ctE = E, x E, und (*p*V = (po1)*V = ¢tV = d, siehe Beispiel [L3.5,
folglich 1* PV = *V?"Fx = V"' P Eyx = didp, = id,-p. Dies zeigt PV|yp = idyg
und damit ([I7). Nach Proposition [LTId bildet daher HY := ker(PY) C T'E ein
zu V E komplementiires Teilbiindel, VE @ HY = TE, das sogenannte horizontale
Biindel. Zudem liefert die Einschréinkung der Tangentialabbildung der Projektion
Tp:TE — TM einen Isomorphismus Tp : HY = p*T'M.

I1.3.7. BEISPIEL. Bezeichnet V = d die triviale Konnexion auf dem trivialen
Vektorbiindel £ = M x V, dann gilt HY = ker(Tpy), wobei py : E — V die
kanonische Projektion bezeichnet.

I1.3.8. BEISPIEL. Es sei V eine lineare Konnexion auf einem Vektorbiindel £
iiber M und f: N — M glatt. Weiters bezeichne f : f*E — E den kanonischen
Vektorbiindelhomomorphismus iiber f. Fiir das horizontale Biindel des Pullback
Biindels gilt dann H/™V = (T f)"*(HY) und P/"V = f*PV.

I1.3.9. BEMERKUNG. Der von einer linearen Konnexion V auf E induzierte
Isomorphismus p*T'M = HY erlaubt es Vektorfelder auf der Basis X € X(M) zu
Vektorfeldern X 1= p*X € T'(p*TM) = I'(HY) C X(E) am Totalraum zu liften.
Dieses Vektorfeld X € %(F) wird als horizontaler Lift von X bezeichnet und ist
durch seine Eigenschaften T'p o X =Xopund X (e) € HY, e € E, eindeutig
bestimmt. Der horizontale Lift ist i.A. nicht mit der Lie Klammer von Vektorfel-
dern vertriiglich, [X,Y] # [X,Y], wir werden dieses Phénomen in Abschnitt [T4]

genauer untersuchen, siehe Proposition [L4.2 unten.

I1.3.10. BEMERKUNG. Es sei V eine kovariante Ableitung auf einem Vektor-
biindel p : E — M, und ¢ : I — M eine glatte Kurve. Unter einem Schnitt von
E lings ¢ verstehen wir eine glatte Kurve s : I — E, sodass po s = ¢. Aquivalent
kann ein Schnitt langs ¢ als Schnitt des Pullback Biindels ¢* E aufgefasst werden.
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Die induzierte Konnexion auf ¢*FE erlaubt es daher Schnitte ldngs ¢ kovariant
abzuleiten, ngE s ist ja wieder ein Schnitt ldngs c. Es ist iiblich diese kovariante
Ableitung mit Vs := Vg;E s zu bezeichnen. Beachte jedoch, dass V.s keine
kovariante Ableitung im urspriinglichen Sinn darstellt, denn s ist ja kein Schnitt
von F. Der entscheidende Punkt ist, dass fiir § € I'(E) der Ausdruck

Vews = (5"PY)(c(t) = PY(T5- () = PY((500)(t) = ((500)"PY)(3,)

nur von dem Schnitt s = 5o ¢ ldngs ¢ abhéngt. Ist s : I — FE ein Schnitt
lings ¢ : I — M und gilt (ty) # 0, dann existiert § € I'(E), sodass Soc = s
lokal um t,, und nach ([LH) also V§ ¥s = V8, wobei auf der rechten Seite nun
die urspriingliche kovariante Ableitung der Ausdehnung § steht. Diese ist daher
unabhéngig von der Ausdehnung und rechtfertigt die Schreibweise Vs = Vg:E s.

Es sei V eine lineare Konnexion auf einem Vektorbiindel p : E — M, und
es bezeichne HY C TFE das entsprechende horizontale Teilbiindel. Weiters sei
s : I — E ein Schnitt langs ¢ = pos : I — M. Die Kurve s wird horizontal
genannt, falls '(t) € Hsv(t) fiir alle t € I gilt. Nach Proposition [L34ist dies genau

dann der Fall wenn s, aufgefasst als Schnitt von ¢*E parallel ist, dh. V¢ ¥s = 0
oder dquivalent VgZE s = 0. Mit der Notation von oben bedeutet dies Vs = 0,
dh. s ist parallel langs c.

I1.3.11. SATZ (Paralleltransport). Es sei V eine lineare Konnexion auf einem
Vektorbiindel p : E — M. Weiters set I C R ein Intervall, ¢ : I — M eine
glatte Kurve, to € I und eq € E.uy). Dann existiert eine eindeutige horizontale
Kurve s : I — E, sodass pos = ¢ und s(ty) = eg. Diese Kurve s wird als
Paralleltransport von eq langs ¢ bezeichnet, wir schreiben dafiir auch

ptfhto : Ec(to) - Ec(tl), pt;’to (60) = S(tl), to,tl el
Der Paralleltransport hat folgende Eigenschaften:
(a) PtE, 4o ¢ Eeto) = Eenr) 18t ein linearer Isomorphismus, to,t, € 1.
(b) ptfmto = idEc(tO)f to € 1.
(c) Pt 4, o PLf, 4y = DY, 405 to t1,t2 € 1.
(d) Pty = Pty pire) * Letotto)) = Eeiprr))s fir jede glatte Abbildung zwischen

Intervallen p: J — I, ty,t; € J.

(e) Der Paralleltransport hangt glatt von ¢ ab, dh. ist h : N x I — M glatt dann

liefert der Paralleltransport einen Vektorbiindelisomorphismus hiE = h*E,

(x,t,v) — ptﬁgﬁ’_) v, (x,t) € N x1I,v€hiEygy = Eny) (IL.8)
wobei hy : N x I — M, ho(z) := h(z,to).

BeEWEIS. Um die Existenz und Eindeutigkeit von s zu zeigen betrachten wir
zunéchst das lokale Problem. Sei also E|y = U x V eine Vektorbiindelkarte
und J C I ein Teilintervall mit ¢(J) C U. Nach Proposition existiert
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A € QYU;end(V)), sodass VEIU = d + A. Fassen wir s € C*°(J, V) als Schnitt
langs c|; : J — U auf, so ist dieser genau dann horizontal, wenn

s'(t) + A(C(t))s(t) = 0. (IL.9)

Dies ist eine gewohnliche (nicht autonome) lineare Differentialgleichung erster
Ordnung fiir s. Nach dem Satz von Picard-Lindelof besitzt diese Gleichung auf
ganz J definierte eindeutige Losungen zu jedem Anfangswert s(ty) = eg, tg € J.
Wegen der Eindeutigkeit folgt nun leicht, dass sich diese lokalen Losungen zu
einem globalen horizontalen Schnitt s : I — FE ldngs ¢ zusammenfiigen lassen,
V§Es = Vs =0, pos = ¢, s(to) = e. Die Eigenschaft (0 ist trivialerweise
erfiillt. Auch (@) folgt sofort aus der Eindeutigkeit des Paralleltransports. Daraus
erhalten wir nun auch (@), denn ptj , optj , = ptf, ,, =idg,, ., also ist ptj ,
inverse zu pty , . Beachte auch, dass die Losung s linear vom Anfangswert eg
abhéngt, denn aus V.s; = 0 = Vs folgt Ve (s1+52) = Vesi+Vess = 040 = 0.
Behauptung (d)) folgt aus ([LH), denn mit V¢ ¥s = 0 gilt aufgrund dieser Rela-
tion auch V(@) E(s0 p) = V< Eprs = p*VFs = p*0 = 0, also ist s 0 p der
Paralleltransport ldngs co p. Um (@) einzusehen, erinnern wir uns daran, dass die
Losungen der Differentialgleichung ([L9) glatt von den Koeffizienten A(¢/(t)) und
der Anfangsbedingung abhéngen, und daher ([L§]) ein glatter Vektorbiindelhomo-
morphismus ist. Nach (@) ist dieser faserweise bijektiv, also ein Isomorphismus,
siche Proposition [LTH O

I1.3.12. BEMERKUNG. Sind ¢; und ¢y zwei glatte Kurven von ¢ (ty) = ca(to)
nach ¢;(t1) = co(t1), dann wird der Paralleltransport lings ¢; i.A. vom Parallel-
transport langs c; verschieden sein, pt; , # pt;; ;. Wir werden dieses Phinomen
in Abschnitt [L4 genauer untersuchen, siehe Satz unten.

I1.3.13. KOROLLAR. Ist E ein Vektorbiindel iber M und sind f ~¢g: N — M
zwei homotope glatte Abbildungen, dann gilt f*E = g*E.

BEWEIS. Wihle eine lineare Konnexion auf E, siche Proposition [L3.3 Nach
Voraussetzung existiert eine glatte Abbildung h : N x [ — M mit h(z,0) = f(x)
und h(z,1) = g(z), x € N. Nach Satz [L3T1@) liefert der Paralleltransport
einen Isomorphismus h*E = h{E, wobei hg : N x I — M, ho(x,t) := h(z,0).

Bezeichnen nun ¢g,¢; : N — N x I die beiden Inklusionen ¢y(z) := (x,0) und
t(x) = (z,1), so folgt ¢*E = (how))*E = h*"E = ,ih{E = (hgo 11)*E = f*E,
denn offensichtlich gilt hot; =g und hyoty = f. U

I1.3.14. KOROLLAR. Uber kontrahierbaren Mannigfaltigheiten ist jedes Vek-
torindel trivilisierbar und insbesondere orientierbar.

BEWEIS. Fiir kontrahierbare Mannigfaltigkeiten M ist die identische Abbil-
dung homotop zu einer konstanten Abbildung, idy, ~ ¢,,, xg € M. Fiir jedes Vek-
torbiindel E iiber M erhalten wir mittels Korollar einen Isomorphismus
E =idy, E = ¢, E. Dac, E = M x E,, trivialisierbar ist, siche Beispiel [L3.5],
folgt die Behauptung. O
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I1.3.15. BEMERKUNG. Es sei s € I'(E), x € M und X € T, M. Weiters sei
¢: 1 — M eine glatte Kurve mit ¢(0) = z und ¢/(0) = X. Dann gilt

Vs = lim ¢ (ptg(s(c(t))) — s(x)),

siche Aufgabe B2 Beachte, dass der Ausdruck 1(s(c(t)) —s(z) keinen Sinn macht,
denn s(c(t)) € B4 und s(x) € E, liegen in verschiedenen Vektorrdumen.

Sind £ und F zwei Vektorbiindel {iber M mit linearen Konnexionen V¥ und
V¥, so erhalten wir eine induzierte Konnexion auf E @ F,

Vi (s@pt) = Visd Vit

wobei X € X(M), se '(E), te T'(F)und s@te(E)'(F)=T(Ea®F).

Ebenso erhalten wir eine induzierte Konnexion auf hom(FE, F'),

(VX™500)(5) = VX (0(5)) — (V). (I1.10)

wobei ¢ € T'(hom(E, F)) = Leey(I'(E),I'(F)), X € X(M) und s € I'(E).
Beachte dazu, dass die rechte Seite C'°°(M)-linear in den Variablen s und X
ist, dh. V(B¢ ¢ I'(T*M ® hom(E, F)), und auch die Leibniz Regel gilt,
VhomlBE) (fo) = fVrhemBRg 4+ df @ ¢, f € C<(M).

Insbesondere erhalten wir auf dem dualen Biindel E' = hom(E, &) eine li-
neare Konnexion V¥, sodass

(VZo)(s) =X - (0(s)) — a(VEs), (IL.11)

wobei 0 € ['(E") = Leeo(uy(I'(E), C*(M)), X € X(M) und s € T'(E).

Mit Hilfe der kanonischen Indentifikation ¥ @ F = E” ® F' = hom(E', F)
erhalten wir auch eine induzierte Konnexion VE®F auf dem Vektorbiindel E® F.
Dies ist die eindeutige lineare Konnexion auf £ ® F', sodass

Vi (s@t) = (VEs) @t +s® Vit, (I1.12)

fir alle X € X(M), s € I'(E) und ¢t € I'(F), denn fir o € I'(E’) gilt nach
Definition der Konnexion auf hom(E’, F'), siehe (ILT0) und ([LITI),

(VX (s@1))(0) = Vx((s ®t)(0)) - (S @1)(VX o)

—Vx( (5)t) — (VX 0)(s)t
o(s) Vit + (X - o(s))t = ((X - a(s)) — o(Vis))t
a(s)Vit +a(Vis)t = (V¥s) @t + 5@ Vit)(0).
Beachte auch

X - tr(¢) = tr(VEI ), (11.13)

fiir ¢ € I'(end(£)), und

V"D We) = (VD) + (V). (I1.14)
fiir alle ¢ € F(hom(E, F))und ¢ € I'(end(F, G)).



I1.3. KOVARIANTE ABLEITUNG UND PARALLELTRANSPORT 81

Insbesondere erhalten wir eine induzierte Konnexion auf ®! F,

1
(V?}’“Egb)(sl,.--,Sk,01a~~->0l) =X (8158, 01,--.,00))

k
—qu(sl,...,Vgsi,...,sk,al,...,al)
i=1

!
—Zgb(sl,...,sk,al,.. VXO'],...,O’l)

bzw.

V(o @ ®0k®81®---®31)

_Zal® VXO-Z>®”’®O-R®SI®"'®81

+Zal®---®ak®sl®---®(V§sj)®---®sl

wobei s; € I'(E) und o; € T'(E'), siche auch ([LI). Bezeichnet tr! : @LE —
®EL~} die kanonische Kontraktion des i-ten mit dem (k + j)-ten Faktor,
(1 ® Q@510 Q) =0i(s;)01 Qi QoD R f B sy,
dann gilt
l(V36) = VI (1l (0), (11.15)
dh. tr] ist parallel. Jede Permutation 7 € &, liefert einen Vektorbiindelisomor-
phismus ¥ : ®'F — Q'E, ¢ (1@ - -®s;) = Sp(1)®@- - *® 55y, fiir den offensichtlich
Un(VEF0) = VR (0e(9)), (IL16)
gilt, dh. jedes v, ist parallel. Daraus folgt auch
alt(VEE0) = V¥ (alt(¢)) und sym(VEP9) = VP (sym(e)),  (IL17)

sieche Abschnitt [LJl Die kovariante Ableitung eines Schnitts ¢ € T'(A'E) C
['(®'E) hat daher wieder Werte in A'E, dh. Vx¢ € ['(A'E) C I'(®'E). Wir
erhalten so eine kovariante Ableitung auf A'E, und analog eine auf S'E. Beach-

te, dass auch der vom Hack Produkt induzierte Vektorbiindelhomomorphismus
APE @ NME — APTIE parallel ist, dh.

VYE(o nT) = (V¥Eo) AT+ 0 AVYET (T1.18)

Aufgrund dieser Kompatibilitaten ist es iiblich die induzierten Konnexionen auf
®LE, A*E und S*E alle einfach wieder mit V zu bezeichnen.
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I1.3.16. BEMERKUNG. Es sei £ — M ein Vektorbiindel, V eine kovariante Ab-
leitung auf E, s, ...,s; € [(E|y) ein lokaler Rahmen und o?,. .., 0% € T'(E'|)
der duale lokale Korahmen, o7 (s;) = 67, siche Bemerkung Fiir die kovari-
anten Ableitungen der s; gilt dann

k
Vxs; = ng(X)sj,
j=1

wobei w! € QYU), w/(X) = 0/(Vxs;), X € X(U). Ist t € T(E|y), dann gilt
t= Zle t's; mit t* = o'(t) € C*(U), und daher Vxt = Zle(vxt)isi mit

k
(Vxt) =o' (Vxt) = X -t + > wi(X)t.
j=1

Sind einmal die sogenannten Konnexionsformen w;'- bestimmt, dann konnen wir
also leicht beliebige Schnitte kovariant ableiten. Fassen wir die Komponenten t =
(tY ..t und Vi = (V)L ..., (Vt)*)! als Spaltenvektoren mit Eintragungen

in C*(U) bzw. Q'(U) auf, und betrachten wir w = (w}) als (k x k)-Matrix mit

Eintragungen in Q' (U), dann lisst sich obige Relation kurz als
Vxt=X-t+w(X)t bzw. Vt=dt+wt (I1.19)
schreiben, X € X(U).

Ist 81,..., 5 € I'(E|y) ein weiterer lokaler Rahmen und h = (h]) die Matrix
zum Rahmenwechsel, s; = S2%_ h? §;, siehe Bemerkung [LT30, dann folgt

j=1""
k

k k k
>N hl(X)3; = Do wl(X)s = Vs = 3 (X -+ D @ (ORL)3
=1

j=1 1=1 I=1 j=1
wobei & (X) = .
zeichnen, Vx3§; = Z?Zl @!(X)3;. Es gilt daher

k

k
> hjwl=dhl +> @k,
=1 =1
bzw. mittels Matrizenschreibweise hw = d h + wh oder dquivalent

w=h"'dh+ h 'wh, (I1.20)
wobei h™! die zu h inverse Matrix bezeichnet.

II.4. Kriimmung. Sind F und F' zwei Vektorbiindel iiber M so induziert
der Vektorbiindelhomomorphismus

(A\PT*M ® E) @ (AT*M ® F) 229 Arta7 )\ @ (E © F)
ein C*°(M)-bilineares Hack Produkt
QP(M; E) x QU(M; F) & QPt(M; E @ F). (I1.21)
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Explizit ist dies durch folgende Formel gegeben, vgl. [8 Abschnitt 4.3],
(e ANT)( X1, o Xpig)

1 .
- p'—(]' Z Slgn(ﬂ-) U(Xw(l)a ) Xw(p)) ® T(Xﬂ(p-i-l)a cee >X7r(p+Q))
T mEGpg

wobel X; € X(M), 0 € QP(M;E) und 7 € QI(M; F). Beachte, dass ([[L21)

assotiativ ist, dh. (¢ AY) A p = ¢ A (¢ A p) bis auf die kanonische Identifika-

tion QPT(M;(E® F)®@ G) = QPT(M; E ® (F ® G)). Insbesondere wird

dadurch Q*(M; E) == @, Q(M; E) zu einem graduierten Modul iiber Q*(M),
nd

denn Q*(M) = Q*(M; ! ) &' ® E = E. Zudem erhalten wir eine C*(M)-
bilineare Multiplikation

QP (M; hom(F, G)) x QU(M;hom(E, F)) & QP*(M;hom(E, G)), (I1.22)
indem wir ([L21]),

QF(M: hom(F, G)) ® QU(M;hom(E, F)) & Qv+4(M; hom(F, G) @ hom(E, ),

noch mit der faserweisen Komposition hom(F,G) ® hom(E, F') — hom(E, G)

zusammensetzen. Explizit gilt

(Cb A @b)(Xla SRS Xp—irq)
1
E sign(m) ¢(Xr)s - - -, X)) (U (Xnps1)s - - - » X)) ()

= !
P T€Gp1q
wobei X; € X(M), ¢ € QP(M;hom(F,G)), ¢y € QI(M;hom(E, F')) und s € I'(E).
Insbesondere wird dadurch Q*(M;end(F)) zu einer assotiativen i.A. jedoch nicht
(graduiert) kommutativen Algebra. Beachte auch, dass der Vektorbiindelhomo-
morphismus tr : end(E) — ¢! eine C°(M)-lineare Abbildung

tr: QY(M;end(E)) — QM) (I1.23)
induziert, (tr¢)(Xy,...,X,) = tr(é(Xy, ..., X,)), fir die
tr(¢ Ay) = (=1)"tr(P A @) (I1.24)

gilt, wobei ¢ € QP(M;end(E)) und ¢ € QI(M;end(E)). SchlieBlich haben wir
eine C°°(M)-bilineare Abbildung

QP (M; hom(E, F)) x QU(M; E) & QPr4(M; F), (I1.25)

wobei wir (ICZT), QP(M; hom(E, F)) x Q4(M; E) 2 Qrt4(M;hom(E, F) @ E),
noch mit der faserweisen Evaluation hom(E, F) ® E — F zusammensetzen, dh.

(ONo)( Xy, Xpig)

1 .
= p'—q' Z Slgn(ﬂ-) ¢(XW(1)7 cee aXW(p)) (U(Xﬂ(p+1)a B X7r(p+q)))>
T meSpiq
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X; € X(M), ¢ € QP(M;hom(E, F)) und o € QI(M; E). Insbesondere wird da-
durch Q*(M; E) ein Modul iiber der Algebra Q*(M;end(E)),

I1.4.1. PROPOSITION. Jede lineare Konnexion auf E,
O°(M;E) =T(E) > T(T*M ® E) = Q'(M: E),
lasst sich auf eindeutige Weise zu einem linearen Operator
d¥ : QU(M; E) — Q1T (M; E)
ausdehnen, sodass die graduierte Leibniz Regel
d(aNo)=daNo+ (-1)and o (I1.26)
fiir alle « € QP(M) und o € QI(M; E) gilt. Fir X; € X(M) haben wir weiters

(dVo)(Xo, ..., Xy) = > (=1)'Vx,(0(Xo, ..., 4,.... X))
+ ) (D)o (X0, Xj), Xoy ooy e, X)) (11.27)
i<j
Diese Ausdehnung d¥ hat folgende Eigenschaften, o € Q*(M; E), 7 € Q*(M; F),
¢ € Q" (M;hom(E, F)) und ¢ € Q*(M;hom(F,G)):
(a) AV = dVo + A Ao, fir alle A € QY (M;end(E)).
(b) d"V(f*o) = f*(dVo), fiir alle glatten f : N — M.
(c)d" (cor)=d " c®d" T
(d) A" (o AT)=d" o AT+ (=D)llo AdY" 7, siche (T2T)).
(¢) dtr(¢) = tr(dV""" ¢), siche [(2F).
(f) & (p N o) = (dV""" " ¢) Ao+ (=19 AdV" 0, siehe (T2).
(9) A" (W A ) = (dV" ") A g+ (1)l AdY g, siehe (T2D).

BEWEIS. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Sei also dV eine weitere linea-
re Ausdehnung von V die auch der Leibniz Regel ([L20) geniigt. Die Differenz
dvV — dV verschwindet dann auf QO(M; E). Aufgrund der Leibniz Regeln gilt
dariiberhinaus (d¥ — d¥)(a A o) = (=1)Pa A (dY — dV)(0), fiir alle a € QP(M)
und o € Q4(M; E). Da sich jedes Element aus Q9(M; E) lokal als endliche Sum-
me von Schnitten der Form a Ao, a € QI(M), o € Q°M; E), schreiben ldsst
folgt nun aus der Linearitét dV —d¥ = 0, es kann daher héchstens eine solche
Ausdehnung dV geben.

Nun zur Existenz der Ausdehnung. Eine einfache Rechnung, vgl. [3, Ab-
schnitt 4.4], zeigt, dass die rechte Seite von ([L27) in den Vektorfeldern X; alter-

nierend und C*°(M)-multilinear ist. Diese Formel definiert daher einen linearen
Operator d : Q(M; E) — Qi1 (M; E). Offensichtlich stimmt dv : Q°(M; E) —
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QY(M; E) mit V iiberein. Fiir f € C*(M) und o € QI(M; E) folgt

(dY(fo) — fd¥o)(Xo, ..., X,) = Z(—l)idf(Xi)a(Xo, ey, X))

= (df No)(Xo, ..., Xy),

dh. ([L26) gilt fiir o € Q°(M). Eine #hnliche Rechnung zeigt, dass ([L26) auch
fir a € QY(M) giiltig ist. Der allgemeine Fall folgt nun daraus, dass sich jedes
Element aus Q9(M; E) lokal als endlich Summe von Schnitten der Form a; A-- - A
o, A o schreiben lisst, wobei o; € QY(M) und o € Q°(M; E).

Aus ([[L27) erhalten wir sofort (@), denn

(o —dVo)(Xo, ..., Xi) = Z(—l)iA(Xi)a(Xo, ot XR)

= (AN )X, ..., Xp).

Behauptung () ist fiir 0-Formen o € Q°(M; E) richtig, siehe ([LH). Aus der
Leinbiz Regel folgt weiters

&I (f (@ no)) = (@%@ A o)) = (=) A (@ (f0) — f1(d%)

und damit der allgemeine Fall von (), denn lokal ldsst sich jedes Element von
Q9(M; E) als endliche Summe von Schnitten der Form a A ¢ schreiben, wobei
a € QM) und o € Q°(M; E). Behauptung (@) ist trivial. Um (d) einzusehen,
bemerken wir zuniichst, dass diese Relation fiir o € Q°(M; E) richtig ist, siehe
([[LI2). Weiters haben wir aufgrund der Leibniz Regeln

AV ((ana)A(BAT)) —d¥ (ana) A(BAT) = (=Dl (@ Aa) AdY (B AT)
= (—1)lelHBI+elBl o A B A (dvE®F(a AT)—d¥ o AT —(=1)o A dvFT).

Da sich lokal jedes Element aus Q*(M; E') als endliche Summe von Schnitten der

Form a A o, schreiben lisst, a € Q*(M), o € Q°%(M; E), folgt nun (d). Auch

@) ist fiir ¢ € Q°(M;end(F)) giiltig, siche ([LIJ). Wegen der Leibnizregeln gilt

weiters
dtr(a A g) = (@™ (a 1 ) = (=)l A (dtr(9) - (@)

woraus nun wie oben (@) folgt. Die Behauptungen (fl) und () lassen sich analog
zeigen, fiir 0-Formen sind dies gerade die Relationen ([LI0) bzw. ([L14]). O

I1.4.2. PROPOSITION. Es sei E ein Vektorbindel iber M und ¥V eine lineare
Konnexion auf E. Dann existiert genau eine Form RY € Q*(M;end(FE)), sodass

d¥dVo = RY Ao, ocec (M E), (11.28)
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wobei auf der rechten Seite das Hack Produkt aus ([L25) gemeint ist. Diese Form
RY wird die Kriimmung von V genannt, und ist durch

R;,YS =VxVys—VyVxs— V[X,y}s, X, Y € %(M), S € F(E), (1129)
eindeutig bestimmt. Die Kriimmung hat dariber hinaus folgende Eigenschaften:
a) A" RY = 0 € O3(M;end(E)). (Biancchi Identitit)
(b) RV = f*RY € Q*(N;end(f*E)) = Q*(N; f*end(E)) fiir f : N — M glatt.
(¢) RV = RY +dV" " A+ AN A fiir alle A € Q' (M;end(E)).
(d) RV"*" = RV" @ RV" € Q*(M;end(E) ® end(F)) C Q*(M;end(E @ F)).
() RV"®" = RV" @ idp +idg @RY".

BEWEIS. Aus der Leibniz Regel ([[L26) folgt fiir « € QP(M) und o € Q4(M; E)
dd(aANo)=dY(da Ao+ (—=1)Pa A dV o)
=dda Ao+ (=1 dand o+ (—1)Pdand o+ (—1)P(~1)Pand’d o
=and’dVo. (I1.30)

Insbesondere ist dvVdY : Q°(M; E) — Q?(M; E) tensoriell, dh. C°°(M)-linear. Es
existiert daher eine eindeutige Form RY € Q%(M;end(FE)), sodass

(dVdVs)(X,Y)=RYys, X,YeX(M), seT(E)=Q"(M;E). (I1L31)

Nach ([L27) ist dies zu ([[L29)) dquivalent. Zusammen mit ([[L30) folgt nun auch
(L2]). Nach Proposition [LATIf) und ([[L28) gilt fiir alle 0 € Q*(M; E),

@R Ao =dY(RY Ao)— RV Advo =d"(dVd o) — dvd" (dVo) = 0,
woraus sofort (@) folgt. Aus Proposition [LZTI[0) und ([L28) erhalten wir
&P (fro) = dV P (frdVe) = frd¥d%0 = f*(RAo) = f*RY A fo
und somit ([0). Behauptung (@) folgt aus Proposition [LATl@)& (), denn
AVt AV o =dV(dVo + ANo) +F AN (Vo + ANo)
=dVdVo+dV(ANo) — (—1)'ANdVo +(ANA) Ao
=RV +d"V"" A+ ANA) Ao

Behauptung (dl) ist trivial, sie folgt sofort aus Proposition [LZTI@). SchlieBlich
erhalten wir mittels Proposition [LATI), o € Q*(M; E), T € Q*(M; F),

AV o ATy =dV A o AT+ (=) e AdY 7
(=) G 0 A a7 4 (—D)el(— 1)l p dY a7
=dVd o AT +ondY VT

=RV oAT+0 ARV 7= (RY ®idp+idg @RY")(0 A7)



