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I. Einleitung

Die lineare Algebra beschéftigt sich mit dem Studium linearer Abbildungen
zwischen Vektorrdumen und ist somit auch das geeignete Werkzeug um linea-
re Gleichungssysteme zu untersuchen. Losbarkeitsfragen zu linearen Gleichungs-
systemen haben sehr einfache qualitative Antworten. Selbst grofie lineare Glei-
chungssysteme koénnen effizient mit Computerunterstiitzung gelost werden, diese
Algorithmen haben mittlerweile eine Unzahl an konkreten Anwendungen gefun-
den. Lineare Gleichungssysteme sind aber auch von theoretischem Interesse. Et-
wa lassen sich interessantere, d.h. nicht-lineare Gleichungen oft erfolgreich durch
lineare approximieren und die Losbarkeit der linearen Approximation erlaubt
manchmal Riickschliisse auf das urspriingliche, nicht-lineare Problem.

In dieser Einleitung wollen wir einige der Resultate der folgenden Kapitel
anhand eines konkreten Beispiels illustrieren.

I.1. Ein lineares Gleichungssystem. Betrachte folgende Gleichungen:

I —T2 —9!13'3 +ZL’4 +ZL'5 —l-l’(; +31’7 = N
2r1  —x9  —Y9x3 +9r4 +3x5 +Tvg +1llxy = Yo
—r1 +3ry +27r3 +13x4 +225 492 +927 = y3 (I.1)

ry —2m9 —18x3 —b6xy +2x5 —dxrs +227 = Yy
21’1 +x2 —|—9LL’3 —|—235L’4 +85L’5 —|—17SL’6 +27LL’7 = U5

Fiir welche reelle Zahlen vy, v, y3, ¥4 und ys besitzt dieses Gleichungssystem eine
Losung, d.h. existieren reelle Zahlen z1, x5, x3, x4, x5, T¢ und 7, die allen fiinf
Gleichungen gentigen? Wieviele solche Losungen gibt es, und wie lassen sie sich
finden?

Wir wollen den rechnerischen Aspekt auf spéiter verschieben und zunéchst
erlautern, was sich mit den Methoden der linearen Algebra iiber dieses Glei-
chungssystem sagen lédsst, ohne iiberhaupt zu rechnen zu beginnen. Um die No-
tation zu vereinfachen definieren wir mit Hilfe der linken Seite von (I.1) eine
Abbildung ¢ : R” — R5,

T

) 1’1—1'2—91'3+1’4+£L'5+1’6+31’7

T3 21’1 — Ty — 91’3 + 91’4 + 31’5 + 7!13'6 + 111’7
’QD Ty = | -z + 35(72 + 271’3 + 131’4 + 21’5 + 91’6 + 95(77

Ts s 2:172 — 185(73 — 65(:4 + 2LU5 — 4LU6 + 2LU7

Te 25(71 + 29 + 91’3 + 231’4 + 81’5 + 175(76 + 275(77

Z7

Das Gleichungssystem (I.1) lasst sich damit in kompakter Form schreiben,

U(z) =y (1.2)

3



4 I EINLEITUNG

wobei y € R® und x € R”. Die Linearitit der Gleichungen spiegelt sich in folgender
Eigenschaft der Abbildung ¢ wider,

Oz +2) =1(x) + (&) und P(Ar) = M(x), (1.3)
fiir alle 7,7 € R” und X € R. Solche Abbildungen werden wir spiter als lineare
Abbildungen bezeichnen, vgl. Ubungsaufgabe 1.

Wir betrachten zunéchst den Fall y = 0, und stellen folgende Frage: Wie
lasst sich die Losungsmenge des Gleichungssystems ¢(z) = 0 beschreiben? Dieses
Gleichungssystem, v (z) = 0, wird das assozierte homogene Gleichungssystem
genannt, wir bezeichnen seine Losungsmenge mit

L:={z € R":4(x) = 0}.

Die Menge L besteht daher aus allen Vektoren x € R7, deren Komponenten
x1,...,x7 folgendes Gleichungssystem erfiillen:

I —T2 —91’3 +24 +s5 +g +3£L’7 =
2!13'1 —X9 —91’3 —|—91’4 —|—31’5 —|—7l’6 —|—11£L’7 =
—X1 —|—3LL’2 —|—27SL’3 +13£L’4 —|—2LL’5 —|—9LL’6 +9SL’7 =
ry —2xy —18x3 —6zy +2z5 —dxg 227 =
25(71 +x9 +9SL’3 +23LL’4 +8£L’5 +17LL’6 —|—27SL’7 =0

(1.4)

OO OO

Da offensichtlich (0) = 0 gilt, besitzt das homogene Gleichungssystem wenig-
stens die triviale Lésung x = 0, die Losungsmenge ist daher nicht leer, es gilt
0 € L. Dariiber hinaus hat L folgende Eigenschaft: Sind x und 7 aus L, dann liegt
auch ihre Summe x4 in L, und fiir jede reelle Zahl A gilt auch Az € L. Dies folgt
sofort aus der Linearitét von ¢, siehe (1.3) und Ubungsaufgabe 2. Teilmengen mit
dieser Eigenschaft werden wir spéter als Teilrdume bezeichnen.

Nach den Resultaten in Kapitel IV besitzen Teilrdume stets Basen, d.h. es

existieren Vektoren by,...,b € L, sodass sich jedes Element z € L in der Form
IZSlbl—F"'—FSlbl
schreiben lédsst mit eindeutig bestimmten Skalaren si,...,s € R. Der Losungs-

raum L kann daher durch [ reelle Zahlen parametrisieren. Genauer, ist die Ab-
bildung

o RSL o | =sibi+-+siby (1.5)

eine Bijektion. Manchmal wird dies auch als eine Parameterdarstellung von L
bezeichnet. Die Surjektivitdt von ¢ bedeutet gerade, dass wir so alle Losungen
von (I.4) erhalten, d.h.

LI{Slbl—F"'—i—Slbl‘Sl,...,SIER},

und die Injektivitat besagt, dass die Parametrisierung ¢ jede Losung nur einmal
liefert. Beachte, dass auch die Parametrisierung ¢ linear ist, denn es gilt offen-
sichtlich ¢(s + 3) = ¢(s) + ¢(5) und ¢(As) = Ad(s), fiir alle s,5 € R und X € R,
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vgl. Ubugsaufgabe 1. Dies bedeutet, dass Addition und Skalarmultiplikation in L
genau der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation in R entsprechen, d.h. ¢
respektiert die lineare Struktur. Wir werden solche Abbildungen spéter als lineare
Isomorphismen bezeichnen.

Im Allgemeinen wird L viele verschiedene Basen besitzen, nach den Ergebnis-
sen in Kapitel IV ist die Anzahl der Basisvektoren jedoch immer dieselbe. Diese
Zahl | wird als Dimension des Teilraums bezeichnet, wir schreiben

dim(L) = 1.

Da L ein Teilraum von R ist, muss jedenfalls 0 < [ < 7 gelten, wie wir spéiter
sehen werden. Das Gauf$’sche Eliminationsverfahren liefert einen effizienten Al-
gorithmus zur Bestimmung einer Basis by, ..., b von L, wir werden dies unten an
unserem Beispiel ausfiihren, vgl. (1.14).

Die Parameterdarstellung ist gut geeignet (alle) Losungen des Gleichungssy-
stems anzugeben. Soll umgekehrt iiberpriift werden ob ein gegebenes z € R7 das
Gleichungssystem (1.4) erfiillt, dann ldsst sich dies durch direktes Einsetzen in
die Gleichungen sofort beantworten. Dabei stellt sich allerdings die Frage, ob es
wirklich notwendig ist alle Gleichungen zu iiberpriifen oder ob vielleicht weniger
Gleichungen ausreichen. In unserem Beispiel (I.4) gilt etwa: Elf mal die erste Glei-
chung minus drei mal die zweite plus drei mal die dritte ergibt genau die fiinfte
Gleichung. Die letzte Gleichung ist daher iiberfliissig, sie ist eine Konsequenz der
vorangehenden. Auch die vierte Gleichung lasst sich iibrigens durch geschicktes
Kombinieren aus den ersten drei Gleichungen herleiten, auch sie ist redundant.
Es stellt sich nun heraus, dass es stets moglich ist L durch ein homogenes li-
neares Gleichngssystem mit 7 — [ vielen Gleichungen zu beschreiben. Nebenbei,
zumindest ein solches Gleichungssystem lésst sich stets durch Weglassen geeigne-
ter Gleichungen in (I1.4) erhalten. Wieviele und welche wegzulassen sind ist jedoch
ohne Rechnung nicht klar. Wir werden unten ein moglichst einfaches Gleichungs-
system fiir L angeben, siehe (I1.13).

Nun da wir die Losungen des homogenen Systems (I.4) zumindest qualitativ
gut verstehen, stellen wir folgende naheliegende Frage: Fiir welche y besitzt das
Gleichungssystem (I.1) wenigstens eine Losung, bzw. wie ldsst sich die Menge
dieser y, d.h. das Bild der Abbildung ),

Wi=¢R)={yeR|Fr e R : ¢(z) =y},

gut beschreiben? Offensichtlich gilt 0 € W, denn ¢(0) = 0. Aus (I1.3) folgt sofort,
dass W einen Teilraum von R® bildet, d.h. sind y, 7 € W, dann gilt auch y+5 € W
und \y € W, fiir alle A € R, vgl. Ubungsaufgabe 2. Nach den oben erwihnten
Resultaten besitzt W daher eine Basis, d.h. es existieren Vektoren wy, ..., w; €
W, sodass sich jedes y € W auf eindeutige Weise in der Form

y:t1w1+~-~+tkwk
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schreiben lasst, fiir geeignete Skalare tq,...,t; € R. Auch W lédsst sich daher in
linearer Weise parametrisieren,
131
W, — w4+ - - F fpwg, (16)
7%

R

Rk

ist eine Bijektion, d.h. ein linearer Isomorphismus. Inbesondere gilt
W = {t1w1+---+tkwk ‘ t1,...,tk GR}.

Soll umgekehrt von einem gegebenen y € R® iiberpriift werden, ob es in W
liegt, dann wére ein Gleichungssystem fiir W besser geeignet. Analog zu L, lasst
sich W durch ein homogenes Gleichungssystem mit 5 — k vielen Gleichungen in
den Variablen ¥, ..., ys beschreiben. Wir werden unten ein moglichst einfaches
solches Gleichungssytem angeben, siehe (1.10), und auch eine Basis wy, . . ., wy von
W explizit bestimmen, vgl. (I.11). Nebenbei, wenigstens eine der vielen Basen von
W lasst sich gewinnen, indem wir die Koeffizienten des Gleichungssystems (1.4)
als Vektoren in R® auffassen, d.h. die Vektoren

1 ~1 -9 1 1 1 3
2 ~1 -9 9 3 7 11
11, 3|, 27 |, (13, |2}, o, 9],
1 —2 ~18 —6 2 —4 2
2 1 9 23 8 17 27

betrachten und geeignete davon auswéahlen. Wieviele und welche dies sein sollen
ist jedoch nicht ganz offensichtlich.
Wir haben oben die Anzahl der Basisvektoren von W mit k bezeichnet, d.h.

dim(W) = k.

Da W ein Teilraum von R® ist, muss jedenfalls 0 < k < 5 gelten. Interessanter
Weise sind die Dimensionen von L und W nicht unabhéngig voneinander. Nach
einer Dimensionsformel in Kapitel IV muss stets

|+ k= dim(L) + dim(W) = dim(R") = 7 (L7)
gelten. Insbesondere folgt [ =7—k >7—5=2, d.h.
[ =dim(L) > 2.

Es sind daher mindestens zwei reelle Parameter notwendig, um den Losungsraum
L in linearer Weise zu parametrisieren.

Wir wenden uns nun dem urspriinglichen Gleichungssystem (I.1) zu. Zu gege-
benem y € W fragen wir: Wie lésst sich die Losungsmenge des Systems ¢ (x) = y
gut beschreiben? Wir geben auch ihr einen Namen,

L,={zx¢e R | (z) = y}.
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Da y € W gibt es zumindest eine Losung &, € L,, d.h. ¢¥(§,) = y. Aus der
Linearitét von 1, siehe (1.3), folgt nun sofort, dass wir alle Losungen des Systems
Y(z) = y erhalten, in dem wir zu der speziellen Losung &, die Losungen des
homogenen Systems addieren, d.h.

L,={¢, +x|¢(x)=0}=¢ + L.

Die Losungsmenge L, ensteht daher aus L durch Verschieben um &,. Somit lasst
sich auch L, parametrisieren,

S1
¢y RIS Ly, ¢y | ] =& +sibi++siby, (L8)
Si

ist eine Bijektion, siche Ubungsaufgabe 6.

Beachte, dass L, im Allgemeinen keinen Teilraum bildet, denn jeder Teilraum
muss den Nullvektor enthalten, aber i.A. wird 0 ¢ L, gelten. Auch die Parame-
trisierung ¢, ist i.A. nicht linear.! Allerdings ist sie affin, d.h. es gilt

dy(As+ (1= N)3) = Ay (s) + (1 — N)gy(3),

fiir alle 5,5 € R' und A € R. Die Parametrisierung ¢, respektiert daher Konvez-
kombinationen.

Sind y,§ € W und §, € L, sowie & € Lj spezielle Losungen, d.h. ¢(§,) =y
und ¢ (&) = ¥, dann gilt auch (&, + &) = y + g und ¥ (AE,) = Ay, siehe (1.3),
d.h. §, +&; ist eine spezielle Losung des Gleichungssystems ¢(z) = y+ g und A¢,
ist eine spezielle Losung von ¢(x) = Ay. Tatsichlich existiert stets eine lineare
Abbilung ¢: R® — R7, sodass ¢(£(y)) = v, fiir alle y € W. In anderen Worten,
es ist stets moglich, die speziellen Losungen so zu wéhlen, dass

Cyrg =&+ & und &y = Ag,

gilt, fiir alle y,y € W und alle A € R. Wir werden unten soeine Abbildung ¢ fiir
das Gleichungssystem (I.1) angeben, siehe (I1.9).

SchlieBlich wollen wir das Gleichungssystem (I.1) auch explizit losen und
schreiben es dazu nochmals an:

T —X9 —95(73 +x4 +xs5 +x¢ —|—3LL’7 = U
21’1 —X9 —95(73 +9SL’4 +35L’5 +7SL’6 +11£L’7 = Y2
—X1 +35L’2 +27LL’3 —|—135L’4 +25L’5 +9SL’6 —|—9LL’7 = Y3
T —2LE‘2 —181173 —6LU4 +2.§C5 —4LU6 +2LE‘7 = Ya
21 +x9 923 +23z4 +8x5 +1Txg 2727 = Ys

Tn der Analysis werden Funktionen der Form f: R — R, f (x) = ax + b, als linear bezeich-
net. Diese Abbildungen sind nur dann linear im Sinn der linearen Algebra, wenn b = 0 gilt,
andernfalls ist ja f(z +2) = a(zr +2)+b # ax + b+ aZ + b = f(z) + f(&). In der linearen
Algebra werden solche Funktionen affin geannt.
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Addieren wir die erste Gleichung (—2)-mal zur zweiten, 1-mal zur dritten,
(—1)-mal zur vierten und (—2)-mal zur fiinften Gleichung, so erhalten wir das
dquivalente Gleichungssystem:

r1 —x3 —9x3 +x4 +z5 +xg 37 = Y1
) +9x3 +71’4 +s +95x¢ +5r; = —2y1 +1ya
2xy +18r3 +14x4 +3x5 +10x¢ +122; = U1 +y3
—T9 —9z3 —Txy +xs5 —bxg -y = —UY1 +Yy
319 —|—27SL’3 +21zy —|—6LL’5 +15LL’6 —|—215L’7 = —2y1 +ys

Beachte, dass diese sogenannten Zeilenumformungen riickgéngig gemacht werden
konnen, die beiden Systeme sind daher wirklich &dquivalent.

Addieren wir nun die zweite Gleichung (—2)-mal zur dritten, 1-mal zur vierten
und (—3)-mal zur fiinften Gleichung, so erhalten wir das dquivalente Gleichungs-
system:

1T —T9 —9!13'3 +x4 +5 +g +3£L’7 = Y1
To 4923 +7l’4 +x5 +drg +0x7 = —2y1 +y2
Zs +2z7 = Sy1 —2yY2 +Ys
2z +zr = —3y1 +ye tY4
35 +6z7 = 4y =3y +Ys

Addieren wir die dritte Gleichung (—2)-mal zur vierten und (—3)-mal zur
fiinften Gleichung, so erhalten wir das dquivalente Gleichungssystem:

Ty —T2 —95(73 +x4 +s +x¢ +35L’7 = Y1
To 4923 +7l’4 +x5 +drg 4017 = —2’3/1 +Ya
x5 +2z7 = Y1 —2Y2  +Ys
0 = —13y1 +d5y2 —2ys +wua
0 = —1ly1 +3y2 —3ys3 +Ys

Subtrahieren wir die dritte Gleichung 1-mal von der ersten und 1-mal von der
zweiten erhalten wir das dquivalente Gleichungssystem:

r1 —Z2 —9r3 x4 +rg Fx7 = —dy1 2y, —ys3
) —|—9LL’3 —|—7LL’4 +5SL’6 +35L’7 = —7y1 —|—3y2 —Y3
x5 +2x7 = oY1 —2yY2  +ys
0 = —13y1 +d5y2 —2ys +wua
0 = —1ly1 +3y2 —3ys3 +Ys

Addieren wir schliellich die zweite Gleichung zur ersten so erhalten wir das
dquivalente Gleichungssystem:

T +8.§L’4 +6.§L’6 —|—4LU7 = —11y1 —|—5y2 —2y3
) —|—9LL’3 +7SL’4 +5SL’6 —|—3LL’7 = —7y1 +3y2 —Y3
Ts +2z; = oY1 —2Y2  +Ys

0 = —13y1 +5y2 —2ys +uya

0 = —1ly; +3y2 —3ys3 +ys
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Ist nun y ein Vektor in R%, dessen Komponenten den letzten beiden Gleichun-
gen geniigen, dann besitzt das gesamte Gleichungssystem eine Losung, wir kénnen
uns namlich x3, x4, r¢ und z7 beliebig vorgeben, die anderen Komponenten x1, o
und x5 sind dann durch die ersten drei Gleichungen eindeutig bestimmt. Wahlen
wir etwa x3 = 14 = x¢ = x7 = 0, erhalten wir die spezielle Losung

1 1y1 + 5ys — 2us 11 5 9
—Ty1 + 3y2 — Y3 -7 3 —1
0 0 0 0
&y = 0 = | 0 [+y| 0 |+ys] 0. (1.9)
oY1 — 2Y2 + Y3 5 —2 1
0 0 0 0
0 0 0 0

Der Teilraum jener y € R®, fiir die das Gleichungssystem eine Losung besitzt ist
daher durch die letzten beiden Gleichungen beschrieben, d.h.

—13y1 +5y2 —2ys +ua =0
—11y1 —|—3y2 —3y3 +y5 =0 '

Wollen wir Vektoren y in W finden, so kénnen wir uns die Komponenten y;, 4o
und ys3 beliebig vorgeben, die beiden Gleichungen in (I.10) bestimmen dann die
restlichen Komponenten y, und y5 eindeutig. Etwa sind

W= {y eR® (1.10)

1 0 0
0 1 0
w1 = 0 , Wy = 0 s W3 = 1 (111)
13 -5 2
11 -3 3
aus W, und jedes Element von y € W lésst sich in der Form
1 0 0 t1
0 1 0 to
Yy = tl 0 + tg 0 + t3 1 = t3 (112)
13 -5 2 13t1 — 5ty + 213
11 -3 3 11ty — 3ty + 3t3

schreiben, wobei die Skalare t1,t5,t3 € R eindeutig bestimmt sind. Dies bedeutet
gerade, dass die Vektoren wi, wy und ws eine Basis von W bilden, es gilt daher

dim(W) = k = 3.

Die lineare Parametrisierung R® = W ist durch (1.12) gegeben, vgl. (1.6).
Fiir den Losungsraum des assozierten homogenen Gleichungssystems gilt

T +8l’4 +6l’6 +4£L’7 =0

L= ZL’ER7 To +9x3 +7x4 +5x¢ +3x7 = 0 . (113)
Ty +2$L’7 = 0
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Wollen wir Vektoren in L finden, konnen wir uns die Komponenten x7, xg, 24
und z3 beliebig vorgeben, die restlichen Komponenten sind dann durch die drei
Gleichungen bestimmt. So erhalten wir die folgenden Elemente von L

—4 —6 -8 0
-3 -5 -7 -9
0 0 0 1
bl - 0 y b2 - O 5 bg - 1 y b4 - 0 (114)
-2 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0
Jedes x € L lasst sich damit in der Form
—4 —6 -8 0 —451 — 659 — 8s,
-3 -5 -7 -9 —381 — Hsy — Ts3 — 9sy
0 0 0 1 S4
r = 851 0 + So 0 + S3 1 + 84 0 = S3
—2 0 0 0 —28
0 1 0 0 S
1 0 0 0 S1

schreiben, fiir eindeutig bestimmte Skalare s, ss, s3,s4 € R. Dies ist also die
gesuchte Parametrisierung ¢: R* — L, siehe (1.5). Die Vektoren by, bs, b3, by
bilden daher eine Basis von L, es ist somit

dim(L) =1=4.
Beachte, dass tatsichlich k + [ =7 gilt, vgl. (1.7).
Damit ist das Gleichungssystem (I.1) vollstdndig gelost. Die Beschreibung
(I.10) von W sagt uns fiir welche y € R5 Losungen existieren. Ist y € W, d.h.

existiert wenigstens eine Losung, dann lassen sich alle Losungen = von (I.1) in
der Form

—7y1 + 3y2 — Y3 -3 -5 -7 -9
0 0 0 0 1
T = 0 +s1] 0 | +s| 0O | 4+s3] 1 |+s4]| O
51 — 2us + Y3 —2 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0

schreiben, wobei die Skalare si, ss, s3,54 € R eindeutig bestimmt sind. Dies ist
also die gesuchte Parametrisierung ¢,: R* — L,, vgl. (L.8).

1.2. Geometrische Interpretation. Nach Wahl eines kartesischen Koor-
dinatensystems lassen sich Punkte der Fuklidischen Ebene mit Elementen von
R? identifizieren. Der Koordinatenursprung entspricht dabei dem Vektor 0 € R2.
Diese Identifizierung erlaubt es geometrische Konstruktionen und Probleme in
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algebraische zu iibersetzen. Etwa ldsst sich jede Gerade g der Ebene durch eine
lineare Gleichung beschreiben, d.h. es existieren 0 # (a, b) € R? und ¢ € R, sodass

g:{(‘;j) €R2:ax+by:c}.

Der Schnitt von zwei Geraden entspricht daher der Losungsmenge eines linearen
Gleichungssystems mit zwei Gleichungen in den Unbekannten x und y. Das geo-
metrische Problem den Schnitt zweier Geraden zu bestimmen fithrt daher auf ein
algebraisches Problem, namlich ein lineares Gleichungssystem, das sich mit den
Methoden der linearen Algebra (sehr leicht) 16sen lésst.

Dariiber hinaus lassen sich einige interessante geometrische Transformationen
mit linearer Algebra studieren. Ist etwa A > 0, dann enspricht die Abbildung

R? s R2, (‘C) — A <x)
y y

einer beim Koordinatenursprung zentrierten Streckung um den Faktor A. Fiir
fixes (7) € R? entspricht die Abbildung

= ()-0)6)

einer Translation. Die Abbildung

. T2 2 r\ _ [(xcosa —ysina
pa: R = R, Pa <y) - (:Bsina—l—ycosa)’

beschreibt eine beim Koordinatenursprung zentrierte Drehung um den Winkel o.
Beachte, dass diese Abbildungen p linear ist, d.h. es gilt

P ((3)+(5)) =ra(y) +pa(5) und pa(A(5))=Apal(y),
fiir beliebige (), (7) € R? und alle A € R. Die Abbildung

U:R2—>R2, O_(l‘):(l’)’
Y -y

entspricht offensichtlich einer Spiegelung an der x-Achse. Also beschreibt

B 1 o2 2 x x cos(2a) + ysin(2a)
Ta=pac0oop, RE=R, <y)'_><:):sin(2a)—ycos(2a)

eine Spiegelung an der Geraden durch den Koordinatenursprung, die mit der z-
Achse den Winkel « einschliet. Auch o, ist eine lineare Abbildung. Schliellich
sei noch erwiahnt, dass Orthogonalprojektionen auf Geraden durch den Koordi-
natenursprung ebenfalls durch lineare Abbildungen beschrieben werden koénnen.

Analog lassen sich Punkte des 3-dimensionalen Fuklidischen Raums nach
Wabhl eines kartesischen Koordinatensystems mit Elementen von R? identifizie-
ren. Jede Ebene € im Raum entspricht dabei der Losungsmenge einer linearen
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Gleichung, d.h. es existieren 0 # (a,b,c) € R? und d € R, sodass
€= {@) :ax+by+cz:d}.

Der Durchschnitt zweier Ebenen entspricht somit der Losungsmenge eines linea-
ren Gleichungssystems mit zwei Gleichungen in den Unbekannten z, y, z und lésst
sich daher mit den Methoden der linearen Algebra (sehr leicht) bestimmen. Auch
konnen interessante geometrische Transformationen des Euklidischen Raums wie
Spiegelungen, Rotationen, Orthogonalprojektionen, u.s.w. durch lineare Abbil-
dungen beschrieben werden.

Wie wir oben gesehen haben, besitzt die lineare Algebra zweifellos Anwendun-
gen in der Euklidischen Geometrie. Wahrscheinlich wichtiger ist jedoch folgender
Aspekt. Gleichungssysteme in zwei oder drei Variablen haben geometrische Inter-
pretationen, fiir die wir eine sehr ausgepragte Intuition besitzen. Diese Intuition
hilft uns, die bei groBeren Gleichungssystemen auftretenden Phidnomene besser
zu begreifen. Wir wollen das noch an einem Beispiel erldutern, und betrachten
ein homogenes Gleichungssystem in drei Variablen z, y und z,

a1+ by +c1z=0
asx + boy + oz =0

mit Koeffizienten 0 # (a1, b1, c;) € R3 und 0 # (a9, by, ¢2) € R3. Die geometrische
Interpretation der Losungsmenge als Durchschnitt zweier Ebenen zusammen mit
unserer geometrischen Intuition ldsst uns vermuten, dass dann wohl eine ganze
Gerade in der Losungsmenge des Systems enthalten sein muss. Dies ist tatséchlich
der Fall, formal lasst sich dies aus der weiter oben erwdhnten Dimensionsfor-
mel herleiten. Allgemeiner folgt aus dieser Dimensionsformel: Jedes homogene
Gleichungssystem mit m Gleichungen in n Variablen, wobei n > m, hat einen
mindestens (n —m)-dimensionalen Losungsraum. Wir kénnen dieses algebraische
Resultat zu einem gewissen Grad geometrisch begreifen.



II. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Gleichungssysteme mit komplexen oder rationalen Koeffizienten lassen sich
genau wie reelle Gleichungssysteme losen. Wichtig dabei ist nur, dass die Ko-
effizienten in einem Korper liegen. Alle diese Fille konnen bequem gleichzeitig
behandelt werden. Wir beginnen dieses Kapitel daher mit der Definition von
Vektorrdumen iiber beliebigen Kérpern K. Die fiir uns hier wichtigsten Beispiele
werden K" und Teilrdume davon sein. AnschlieBend werden wir lineare Abbil-
dungen zwischen Vektorrdumen einfithren und einige einfache Eigenschaften her-
leiten. Lineare Abbildungen von K™ nach K™ lassen sich effizient durch Matrizen
beschreiben, wir werden diesen Zusammenhang in Abschnitt I1.4 eingehend dis-
kutieren. In Abschnitt II.5 werden wir besprechen, wie Vektorrdume als Summe
von Teilrdumen zerlegt werden konnen, und was dies mit (speziellen) Losungen
linearer Gleichungssysteme zu tun hat. Im letzten Abschnitt I1.6 werden wir mit
den Quotientenrdumen die ersten Vektorrdumen kennen lernen, die nicht in of-
fensichtlicher Weise als Teilrdume von Funktionenrdumen auftreten.

II.1. Vektorrdume. Wir erinnern uns an den Begriff eines Korpers. Eine

Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen K x K 5 K und K x K = K wird
Korper genannt, falls die folgenden sogenannten Kdrperaziome gelten:
(KI)) VA v e K: A+ p)+v=A+ (u+v)
(K2) 0 eKVueK: p+0=0
(K3) Vp e KI(—p) e K:p+ (—u) =0
(K) VA peK: A+pu=pu+ A
(K5) VA, u,v € Ko (Ap)v = A(uv)
(K6) 1 e K:1A0AVAEK Al =)
(K7) VAe K\ {0} IAteK: A\ t=1
(K8) VA, € K: Ay = pu
(K9) VA, v e K: Mpu+v) = A+ v
Ist K ein Korper, dann bildet K beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe
mit neutralem Element 0. Dariiber hinaus ist auch K\ {0} beziiglich der Multi-
plikation eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1. Das Distributivgesetz
(K9) garantiert eine gewisse Vertriglichkeit zwischen Addition und Multiplikati-
on. Einfache Konsequenzen aus den Korperaxiomen, wie z.B. VA € K : 0\ = 0, die
Eindeutigkeit der beiden neutralen Elemente 0 und 1, oder die Nullteilerfreiheit,
werden wir im Folgenden als bekannt voraussetzen, siehe etwa [7, Kapitel 5].
Auch werden wir iiblichen Konventionen folgen und schreiben etwa Auv statt
(Ap)v = A(pv) und manchmal % fiir Ap—t
Als wichtige Beispiele von Kérpern sind jedenfalls R, C, Q und Z, zu nen-
nen, wobei p eine Primzahl bezeichnet. Beachte, dass Z, nur aus endlich vielen
Elementen besteht. Der kleinste Korper, Zs, besteht iiberhaupt nur aus 0 und 1.
Ist K ein Korper, dann existiert ein eindeutiger Ringhomomorphismus Z — K,

der 1 € Z auf 1 € K abbildet. Jede ganze Zahl n € Z konnen wir daher auch
13
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als Element von K auffassen, etwa gilt 2 =1+1,3 =141+ 1, u.s.w. Beachte
jedoch, dass in manchen Koérpern und fiir manche n € N sehr wohl n = 0 € K
gelten kann, etwa haben wir im Korper Z, die Relation 2 =1+ 1 = 0.

I1.1.1. DEFINITION (Vektorraum). Unter einem Vektorraum iiber einem Kor-
per K verstehen wir eine Menge V' zusammen mit zwei Verkniipfungen,

VxV S5V wmd KxV 5V,

die folgenden acht Axiomen, den sogenannten Vektorraumaziomen, geniigen:
V1) Vu,v,w eV :(u+v)+w=u+ (v+w)

(

(V2) 0 eVVWweV:iv+0=v

(V3) Voe VI(—v) eV v+ (-v)=0

(V4) Yo,w e V:iv+w=w+v

(V5) VA, u e KVv € V 1 AM(pw) = (Au)v

(V6) VA e KVv,w € V : A(v+w) = Av+ Aw
(V) VA, u e KVYv € V1 (A + p)v = v + pw
(V) YweV:lv=w

Die beiden Verkniipfungen werden als (Vektor-)Addition bzw. Skalarmul-
tiplikation bezeichnet. Elemente eines Vektorraums werden Vektoren genannt.
Ein Vektorraum {iber K wird oft auch als K-Vektorraum bezeichnet. Ist der
Grundkorper K = R, so sprechen wir von einem reellen Vektorraum, im Fall
K = C von einem komplexen Vektorraum.

Es sei V ein Vektorraum iiber K. Aufgrund von Axiom (V1) kénnen wir bei
mehrfachen Summen auf die Klammersetzung verzichten und schreiben meist
u+v+w, vy +--+ v, oder YOI v

Nach Axiom (V2) existiert 0 € V, sodass v + 0 = v fiir jedes v € V. Der
Vektor 0 ist durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt, ist ndmlich o € V' ein
weiteres Element mit v 4+ o = v fiir alle v € V, so erhalten wir mit Hilfe von
Axiom (V4) sofort 0 = 040 = 0+ 0 = 0. Dieses additiv neutrale Element 0 wird
Nullvektor genannt. Nach Axiom (V4) gilt jedes v € V auch v+ 0=v =0+ v.

Nach Axiom (V3) existiert zu jedem v € V ein Element —v € V, sodass
v+ (—v) = 0. Dieser Vektor —v ist eindeutig bestimmt, ist ndmlich v" € V ein
weiteres Element mit v + v = 0, dann folgt mit Hilfe von Axiom (V4) sofort
V=0'4+0=0+w+(-v)) = (¥ +v)+(-v) = (v+)+(-v) =0+ (-v) = —v.
Nach Axiom (V4) gilt fiir beliebiges v € V auch v+ (—v) = 0 = (—v) +v. Weiters
ist =0 =0, denn 0+ 0 = 0. Fiir v,w € V haben wir —(v + w) = (—v) 4+ (—w),
denn (v +w) + ((—v) + (—w)) = (v + (—v)) + (w + (—w)) = 0+ 0 = 0. Beachte
auch —(—v) = v.

In jedem Vektorraum gilt die Kiirzungsregel

Vu,v,w eV :iu+v=w+v=u=w,

denn aus u+v=w+v folgtu =u+0=u+ (v+ (—v)) = (u+v) + (—v) =
(w+v)+(—v)=w+ (v+(—v)) =w+0=w.
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Bis jetzt haben wir nur die Axiome (V1) bis (V4) verwendet, die in den vor-
angehenden Absitzen besprochenen Eigenschaften gelten daher in allgemeinen
abelschen Gruppen, siche [7, Abschnitt 5.2]. Wir widmen uns nun dem Zusam-
menspiel von Addition und Skalarmultiplikation.

Fiir jedes A € K gilt

A0 =0,

denn aus Axiom (V6) folgt 0+ A0 = A0 = A(0 + 0) = A0 + A0 und wegen oben
erwahnter Kiirzungsregel daher 0 = A0.
Fiir jedes v € V gilt

Ov =0,

denn aus Axiom (V7) erhalten wir 04 0v = Ov = (0 4 0)v = Ov + Ov und wegen
der Kiirzungsregel oben daher 0 = 0Ov.
Es gilt auch folgende Umkehrung der vorangehenden beiden Aussagen:

VieKvYweV: Av=0= \A=0oder v=0.

Ist ndmlich Av = 0 und A # 0, dann erhalten wir mit Hilfe der Axiome (V5) und
(V8) sofort v =1v = (A""A\)v = A" (\v) = A710 = 0.
Fiir beliebiges v € V' gilt

—v = (=1)v,

denn nach (V7) und (V8) ist v + (=1)v = lv 4+ (=1)v = (1 4+ (=1))v = Ov = 0.
Schliefllich haben wir auch

A(=v) = =(h) = (=),

fir alle A € K und v €V, denn mit Hilfe von Axiom (V5) folgt A\(—v) =
A(=1)v) = A(=1))v = (=X)v = ((=1)A)v = (=1)(Iv) = —Av.

Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir von nun an v — w fir v +
(—w). Auch verzichten wir bei Skalarmultiplikationen oft auf Klammersetzung
und schreiben meist Apv statt A(pv) = (Av)o, falls A, p € K und v € V, vgl.
Axiom (V5). Nach obigen Bemerkungen ist dies mit den vertrauten Rechenregeln
vertraglich.

I1.1.2. BEISPIEL. Wir kénnen jeden Korper K als K-Vektorraum auffassen.

I1.1.3. BEISPIEL. Es sei K ein Kérper und n € N. Auf der Menge aller n-Tupel
von Elementen aus K,
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definieren wir Addition, K" x K" 5 K", und Skalarmultiplikation, K x K* — K",
komponentenweise, d.h. durch
x (% T1+ Y x ATy
+1: )= : und A | 1 ] =
Tn, Yn Tn + Yn Tn ALy,
wobei A € K. Mit diesen Operationen wird K" zu einem Vektorraum iiber K, die
Vektorraumaxiome folgen sofort aus den entsprechenden Korperaxiomen, siehe

Ubungsaufgabe 11 oder [7, Kapitel 7]. Insbesondere ist R™ ein reeller Vektorraum
und C" ein komplexer Vektorraum. Etwa gilt in C3,

14 2i 5 6 + 2i 4+ 3i 5+ 10
3—4i| + | 6i | =[3+2i| uwd @+i)| -2 |=[2-4
i 2—i 2 7 14 4 7i

I1.1.4. BEMERKUNG. Die Wahl eines kartesischen Koordinatensystems ermo-
glicht es Elemente von R, R? bzw. R? mit Punkten der Gerade, der Ebene bzw.
des Raums zu identifizieren, siche [7, Kapitel 7]. In diesem Bild besitzen die
Vektorraumoperationen geometrische Interpretationen. Skalarmultiplikation mit
0 # X € R, d.h. die Abbildung x — Ax, entspricht einer Streckung um den Faktor
A, zentriert beim Ursprung des Koordinatensystems. Fiir fixes y entspricht die
Abbildung = — = + y einer Translation um y.

I1.1.5. BEISPIEL. Uber jedem Korper K gibt es einen Vektorraum der nur aus

einem Element, dem Nullvektor, besteht. Wir bezeichnen diesen triviale Vektor-
raum mit {0}, K° oder 0.

I1.1.6. BEISPIEL (Funktionenrdume). Es sei X eine Menge und V' ein Vek-
torraum iiber einem Kérper K. Es bezeichne F(X,V) = V¥ die Menge aller
Abbildungen X — V. Die Summe zweier Abbildungen f,g € F(X,V) wird
punktweise definiert, d.h.

f+g: X =V, (f+9)(x):=f2)+g(x)
Fir A € Kund f € F(X,V) definieren wir analog
A X =V, (Af)(z) = Mf(x).

Mit diesen Operationen wird F'(X, V) zu einem K-Vektorraum. Etwa haben wir
fir f,g,h € F(X,V)und z € X

((f +9) +h)(x) = (f + 9) (@) + h(z) = (f(x) + g(x)) + h(z)
= f(@) + (9(2) + h(@) = £(2) + (g + B)(@) = (f + (g + 1)) (@)
Da dies fiir alle x € X gilt, erhalten wir (f +g) +h = f + (g + h), also geniigt
F(X,V) dem Vektorraumaxiom (V1). Auch Axiom (V2) ist erfiillt, die konstante

Nullfunktion, 0: X — V', 0(x) := 0, ist neutrales Element der Addition, denn fiir
jedes f € F(X,V)und z € X gilt (f +0)(z) = f(z)+0(z) = f(z) +0 = f(x),
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also f + 0 = f. Das additive Inverse von f € F(X,V) ist durch —f: X — V|
(—f)(z) := —f(x), gegeben, denn fiir jedes z € X gilt (f + (—f))(z) = f(x) +
(=f)(z) = f(x) — f(x) =0, also f + (—f) = 0. Damit ist auch Axiom (V3) fiir
F(X,V) verifiziert. Fir A € K, f,g € F(X,V) und z € X haben wir

(A(f +9) () = A(f + g)(x) = A(f(2) + g(2))
= AMf(2) + Ag(x) = (Af) (@) + (Ag)(x) = (Af + Ag)(x).
Da dies fiir alle x € X gilt, erhalten wir A(f + g) = Af + Ag, d.h. F(X,V)
geniigt Axiom (V6). Vollig ananlog lassen sich die verbleibenden Vektorraumaxio-
me iiberpriifen, siche Ubungsaufgabe 13.

Wiéhlen wir speziell V' = K, so sehen wir, dass F'(X;K), d.h. die Menge aller
K-wertigen Funktionen auf X, beziiglich punktweiser Addition und Skalarmulti-
plikation einen K-Vektorraum bilden. Etwa bilden die reellwertigen Funktionen
auf einem Intervall, F'([a, b], R), einen reellen Vektorraum. Fiir X = Nist F/(N,R)
die Menge aller Folgen in R, diese bilden daher beziiglich gliedweiser Addition
und Skalarmultiplikation ebenfalls einen Vektorraum.

I1.1.7. BEMERKUNG (Funktionen als Algebra). K-wertige Funktionen kénnen
auch in naheliegender Weise multipliziert werden, fir f,¢g € F(X,K) wird ihr
Produkt fg € F(X,K) punktweise, d.h. durch

fo: X =K, (fg)(z) = f(z)g(x),

definiert, x € X. Diese Verkniipfung ist assoziativ und kommutativ, d.h. es gilt
f(gh) = (fg)h sowie fg = gf fiir beliebige f,g,h € F(X,K). Die konstante
Einsfunktion, 1 € F(X,K), ist neutrales Element beziiglich der Multiplikation,
d.h. fir alle f € F(X,K) gilt 1f = f = f1. Die Multiplikation ist mit der
Vektorraumstruktur vertraglich, es gilt f(g1 + ¢2) = fg1 + fg2, (fi + fo)g =
fig + fag und f(Ag) = A(fg) = (Af)g, fiir beliebige f, f1, f2,9, 91,92 € F(X;K)
und A € K. Dies bedeutet gerade, dass F'(X, K) eine kommutative K-Algebra mit
Eins? bildet, vgl. Ubungsaufgabe 14.

I1.1.8. BEISPIEL (Polynome). Sei K ein Korper. Unter einem Polynom mit
Koeffizienten in K verstehen wir einen formalen Ausdruck der Form

Po+ P17+ paz’ + s+

wobei die Koeffizienten p; € K fast alle verschwinden, d.h. alle bis auf endlich
viele p; gleich 0 sind. Zwei Polynome werden als gleich betrachtet, wenn alle ihre

2Unter einer K-Algebra verstehen wir einen K-Vektorraum A zusammen mit einer Ver-
kniipfung A x A — A, der sogenannten Multiplikation, sodass a(b; + bs) = ab; + abe,
a(Ab) = A(ab), (a1 + a2)b = a1b + agb und (Aa)b = A(ab), fiir alle a,a1,a2,b,b2,b2 € A
und A € K. Die Algebra wird assoziativ genannt, wenn a(bc) = (ab)c fiir alle a,b,c € A gilt.
Ein Element e € A mit ae = a = ea fiir alle a € A, wird Einselement von A genannt. Dieses
neutrale Element der Multiplikation ist dann eindeutig bestimmt und wir sprechen von einer
assoziativen Algebra mit Eins. Gilt dariiber hinaus ab = ba fiir alle a,b € A, dann wird A
kommutativ gennant.
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Koeffizienten iiberein stimmen. Die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in K
bezeichnen wir mit K[z]. Sind p, ¢ € K[z] zwei Polynome, p = py+p1z+p22>+---
und ¢ = qo + 12 + q22% + - - -, so wird ihre Summe koeffizientenweise definiert,
p+q:=(po+aq)+ P +a)z+ 2+ )"+ (s +gs)2° + -
Offensichtlich ist dann p + ¢ wieder ein Polynom, d.h. p + ¢ € K[z]. Analog
definieren wir Skalarmultiplikation mit A € K durch
Ap = (Apo) + (Ap1)z + (Ap2)2® + (Ap3)2® + - - -

und erhalten ein Polynom Ap € Klz|. Mit diesen Verkniipfungen wird K[z] zu
einem Vektorraum iiber K. Dabei ist das Nullpolynom, 0 := 0 4 0z + 022 + - - -,
das additiv neutrale Element, d.h. 0+p = p = p+0 fiir alle p € K][z]. Meist wer-
den bei Polynomen nur jene Potenzen von z angeschrieben, deren Koeffizienten

verschieden von 0 sind. Etwa sind p = 2 — z+42% — 72° und ¢ = 2z — 2 zwei reelle
Polynome fiir die p+ ¢ =2 +42% — 23 — 72° und 7q = 72z — 723 gilt.

I1.1.9. BEMERKUNG (Polynome als Algebra). Auch Polynome kénnen multi-
pliziert werden. Sind p = Y. piz' = po + p1z + p3z® 4+ -+ und ¢ = Zj gz =
Go+ @12+ 22> + - - - zwei Polynome in K[z], so wird ihr Produkt pq € K[z] durch

Pq = popo + (po% +p1QO)Z + (po% +Piga +p2%)22 +oeet ( Z pin) 2

i+j=k
d.h. durch formales Ausmultiplizieren definiert. Etwa ist das Produkt der Polyno-

me p = 2+32+42% und ¢ = 1+ 2 — 2?2 gleich pg = 2+52+522 4+ 23 —42*. Die Mul-
tiplikation von Polynomen ist assoziativ, d.h. fiir p, ¢, € K[z] gilt p(qr) = (pq)r,

- ()0 ()
RSNl

j+k=l

(X n S o) =S T pn)

und dies stimmt mit dem Polynom

(pg)r = ((sz )(;qw)) <;rkz )
= (3 pa)) ()

i+j5=l

:Z< Z <Zpiqj)rk)zmzz< Z Pz'quk)zm

m  N4k=m i+j=l m  Nitj+k=m
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tiberein. Fiir p, ¢ € K[z] gilt auch pg = ¢p, d.h. die Multiplikation von Polynomen
ist kommutativ. Das Einspolynom, 1 = 1 + 0z + 022 + - - - ist neutrales Element
der Multiplikation, d.h. 1p = p = pl fiir alle p € K[z]. SchlieBlich ist die Multi-
plikation von Polynomen auch mit der Vektorraumstruktur auf K[z] vertréglich,
es gilt r(p+q) = rp+rq, (p+ q)r = pr + qr sowie p(Aq) = X(pq) = (Ap)q, fiir
beliebige Polynome p,q,r € K[z] und A € K. Dies bedeutet gerade, dass K|[z]
eine kommutative K-Algebra mit Eins bildet, vgl. Ubungsaufagbe 15.

II.2. Teilrdume. Suchen wir nach Teilmengen eines Vektorraums, die selbst
einen Vektorraum bilden, werden auf den Begriff des Teilraums gefiihrt.

I1.2.1. DEFINITION (Teilraum). Es sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine nicht
leere Teilmenge W C V' wird Teilraum von V genannt, wenn sie abgeschlossen
unter Addition und Skalarmultiplikation ist. In anderen Worten, eine nicht leere
Teilmenge W C V ist genau dann Teilraum von V', wenn sie folgenden beiden
Bedingungen geniigt:

(a) Ywy,wy € W rwy +wy € W
(b) VAe KVw e W: dw e W

[1.2.2. BEMERKUNG. Ist W ein Teilraum von V', dann gilt 0 € W. Nach
Definition ist W némlich nicht leer, also existiert w € W. Aus (b) folgt daher
Ow € W. Da Ow = 0, erhalten wir somit auch 0 € W.

[1.2.3. BEMERKUNG. Ist W ein Teilraum von V und w € W, dann gilt auch
—w € W. Nach (b) gilt ndmlich (—1)w € W, und da (—1)w = —w folgt —w € W.

Ist W ein Teilraum von V| dann schrinken sich Addition und Skalarmultipli-
kation in V' zu Abbildungen W x W 5 W und Kx W = W ein. Dadurch wird W
selbst zu einem Vektorraum. Die Giiltigkeit der Axiome (V1) und (V4) — (V8) fiir
V impliziert sofort, dass diese Axiome auch fiir W gelten. Nach Bemerkung 11.2.2
ist auch (V2) fir W erfiillt. Nach Bemerkung I1.2.3 gentigt W schlieffilich auch
Axiome (V3). Wir halten dies in folgender Proposition fest.

I1.2.4. PROPOSITION (Teilrdume als Vektorraume). Sei V' ein K- Vektorraum
und W ein Teilraum von V. Dann bildet W beziiglich der eingeschrdinkten Ver-
kniipfungen selbst einen K-Vektorraum.

I1.2.5. BEMERKUNG. {0} und V sind stets Teilrdume von V.

[1.2.6. PROPOSITION (Durchschnitt von Teilrdumen). Ist W;, i € I, eine
Familie von Teilrdumen eines Vektorraums V', so bildet auch deren Durchschnitt,
Nic; Wi, einen Teilraum von V.

BEWEIS. Zunéchst ist der Durchschnitt jedenfalls nicht leer, denn nach Be-
merkung 11.2.2 gilt 0 € (,.; W;. Um die Abgeschlossenheit unter der Addition
zu {iberpriifen seien nun w,w’ € (,c; W;. Fiir jedes ¢ € I gilt daher w,w’ € W;.
Da W; einen Teilraum bildet folgt w + w’ € W;. Somit ist w + w" € ,.; Wi,
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und der Durchschnitt daher abgeschlossen unter Addition. Um die Abgeschlos-
senheit unter Skalarmultiplikation zu zeigen seien nun A € K und w € (,.; Wi.
Fiir jedes 7 € I gilt daher w € W;. Da W; einen Teilraum bildet folgt \w € W;.
Somit ist Aw € [),c; Wi und der Durchschnitt daher auch abgeschlossen unter
Skalarmultiplikation. O

I1.2.7. BEISPIEL. Sind n,m € N und a;; € K, dann bildet die Menge

T a1 1x1 + -+ apT, = 0
e K" :

Tn Am1T1 + o+ GpTyp = 0

einen Teilraum von K". Die Losungsmenge eines homogenen Gleichungssystems
ist daher stets ein Teilraum. Wir werden spéter sehen, dass sich jeder Teilraum
von K" in dieser Form darstellen ldsst, fiir geeignete m € Ny und a;; € K. Auch

an Q1n
X1 ++xn xl?"'axneK )
Am1 Qmn

d.h. die Teilmenge aller Vektoren y € K™, fiir die das Gleichungssystem

anxr + -+ a1, = Y1

A1 T1 + -+ AppTpn = Ym

wenigstens eine Losung besitzt, bildet einen Teilraum von K™. Wir werden spéter
sehen, dass sich jeder Teilraum von K™ in dieser Form beschreiben lasst, fiir
geeignete n € Ny und a;; € K.

I1.2.8. BEISPIEL (Teilriume von K). Der Vektorraum K = K! besitzt aufler
den beiden trivialen Teilrdumen {0} und K keine weiteren Teilrdume. Ist ndmlich
W C K ein Teilraum und W # {0}, dann existiert w € W mit 0 # w, also
A= (Qw Hw € W fiir jedes X € K, und daher W = K.

1.2.9. BEISPIEL (Teilriume von K?). Neben den trivialen Teilriumen {0}
und K? bildet auch jede Teilmenge der Form

(a) = {X\(a) ‘ re K} ={(%) ‘ agxy — a1z =0},

wobei 0 # a = (3} ) € K2, einen Teilraum von K2. Wir wollen uns nun iiberlegen,
dass dies schon alle Teilriume von K? sind. Sei dazu W C K2 ein beliebiger Teil-
raum und {0} # W. Dann existiert 0 # a € W und wegen der Abgeschlossenheit
von W unter Skalarmultiplikation erhalten wir (a) C W. Ist (a) # W, dann exi-
stiert also b € W\ (a). Wir bezeichnen die Koordinaten von a und b mit a = (g )
und b= (1), a1,a2,b1,b, € K. Aus a # 0 und b ¢ W folgt d := aiby — asby # 0.

1
2
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Da W abgeschlossen unter Addition und Skalarmultiplikation ist, erhalten wir
fiir jeden Vektor (71) € K2,

x4 1by — 2201 (ay Toay — x1az (b
= — _ W
() == () = () ew

und somit W = K2. Insbesondere hat R? neben den beiden trivialen Teilriumen
{0} und R? nur Teilriume der Form {Aa | A € R} wobei 0 # a € R?. Nach Wahl
eines kartesischen Koordinatensystems entsprechen letztere genau den Geraden
durch den Ursprung des Koordinatensystems.

11.2.10. BEISPIEL (Teilriume von K?*). Neben den trivalen Teilriumen {0}
und K? besitzt der Vektorraum K? auch Teilriiume der Form (v) = {\v | A € K},
v € K3, sowie

{(%) ng’a:ﬁ+by+cz:0},

wobei a, b, c € K. Wir werden spiter sehen, dass sich jeder Teilraum von K? so
beschreiben lisst. Insbesondere hat R? nur Teilrdume dieser Gestalt. Nach Wahl
eines kartesischen Koordinatensystems entsprechen die nicht-trivialen Félle genau
den Geraden bzw. Ebenen durch den Ursprung des Koordinatensystems.

1

[1.2.11. BEISPIEL. Die Teilmenge {(3}) € K? : zy25 = 0} von K? ist zwar
abgeschlossen unter Skalarmultiplikation bildet jedoch keinen Teilraum. Auch
die Teilmenge {(5}) € R? : z; > 0} bildet keinen Teilraum von R?, obwohl sie
abgeschlossen unter Addition ist. Dasselbe gilt fiir Z? C R2. Fassen wir R als Teil-
menge von C auf, dann ist auch R™ C C". Obwohl diese Teilmenge abgeschlossen
unter Addition ist, bildet sie keinen Teilraum des komplexen Vektorraums C",
fiir 0 # « € R™ gilt ndmlich iz ¢ R™.

I1.2.12. BEISPIEL (Vektorraume von Funktionen aus der Analysis). Die Menge
der reellwertigen stetigen Funktionen auf einem Intervall, C(]a, b], R), bildet einen
Teilraum von F([a,b],R), denn Summen und skalare Vielfache stetiger Funk-
tionen sind wieder stetig. Ebenso ist die Menge der beschrinkten Funktionen
[a, b] — R ein Teilraum von F'([a, b], R). Auch die (Riemann-)integrierbaren Funk-
tionen [a, b] — R bilden einen Teilraum von F'([a, b], R). Genauso bilden die diffe-
renzierbaren Abbildungen (a,b) — R einen Teilraum von F'((a,b),R). Analog ist
die Menge aller k£ mal stetig differenzierbaren Funktionen, C*((a,b), R), ein Teil-
raum von F'((a,b),R). Auch die Menge aller glatten Funktionen C*°((a,b),R) =
Nien C*((a, ), R) ist ein Teilraum von F((a, b), R), vgl. Proposition I11.2.6. Nach
Proposition 11.2.4 sind dies daher alles Vektorrdume beziiglich punktweiser Ad-
dition und Skalarmultiplikation von Funktionen.

I1.2.13. BEISPIEL (Vektorraume von Folgen aus der Analysis). Die Menge der
konvergenten Folgen bildet einen Teilraum von F(N,R), denn Summen und ska-
lare Vielfache konvergenter Folgen sind wieder konvergent. Auch die Menge der
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beschrankten Folgen ist ein Teilraum von F/(N, R). Ebenso bilden die summierba-
ren Folgen (Reihen) einen Teilraum von F'(N,R). Gleiches gilt fiir die Menge der
absolut summierbaren Folgen oder die Menge der quadratsummierbaren Folgen.

[1.2.14. BEISPIEL. Es bezeichne X C R ein um Null symmetrisches Intervall,
etwa X = (—a,a) mit 0 < a < co. Dann bildet die Menge der geraden Funktionen,

G={f X—=>R|VzeR: f(—z) = f(x)},
einen Teilraum von F'(X,R). Fiir f,g € G und = € X gilt némlich (f+g)(—x) =
f(=z)+ g(—x) = f(z) + g(x) = (f + g)(x), also f + g € G, und analog A\f € G
fiir jedes A € R. Auch die Menge der ungeraden Funktionen,

U={f X—>R|VzeR: f(—z)=—f(x)},

bildet einen Teilraum von F(X,R). Fiir den Durchschnitt gilt GNU = {0}, d.h.
die einzige zugleich gerade und ungerade Funktion ist die konstante Nullfunktion.
Ist ndmlich f € GNU und = € X, dann folgt f(z) = f(—x) = —f(z), also
2f(x) = 0 und somit f(x)=0,d.h. f=0.

I1.2.15. BEISPIEL. Fiir jede Menge X, ist {f: X - R |Vz € X : f(z) > 0}
zwar abgeschlossen unter Addition, bildet jedoch keinen Teilraum von F(X,R).
Dasselbe gilt fiir die Teilmenge F(X,Z) C F(X,R), d.h. die Menge der Funk-
tionen mit ganzzahligen Werten. Auch ist F'(X;R) kein Teilraum von F(X;C),
denn fiir 0 # f € F(X;R) gilt if ¢ F(X;R).

I1.3. Lineare Abbildungen. Lineare Abbildungen sind Abbildungen zwi-
schen Vektorrdumen, die mit der Vektorraumstruktur, d.h. Addition und Skalar-
multiplikation, vertréglich sind.

I1.3.1. DEFINITION (Lineare Abbildungen). Eine Abbildung zwischen K-Vek-
torrdumen, ¢: V. — W, wird linear genannt, wenn sie die folgenden beiden Fi-
genschaften besitzt:

(a) Yoi,v2 € V 1 o(v1 + v2) = p(v1) + ¢(v2)

(b) VA e KVv € V i p(Av) = Ap(v)

Die Menge aller linearen Abbildungen von V' nach W wird mit L(V, W) bezeich-
net. Eine lineare Abbildung V' — V wird auch Endomorphismus genannt. Die
Menge aller Endomorphismen von V' werden wir mit end(V') bezeichnen.

I1.3.2. BEMERKUNG. Fiir jede lineare Abbildung ¢: V' — W gilt ©(0) = 0.
Aus der Linearitét erhalten wir ndmlich ¢(0) = ¢(0 + 0) = »(0) + ¢(0) und
Addition von —p(0) auf beiden Seiten liefert die gewiinschte Gleichung, 0 = ¢(0).

I1.3.3. PROPOSITION (Komposition linearer Abbildungen). Sind V., W und
U drei K-Vektorrdume dann gilt:
(a) Die identische Abbildung idy : V — V, idy (v) := v, ist linear.
(b) Fir je zwei lineare Abbildungen ¢:V — W und ¢ : W — U ist auch die
Komposition ¢y o : V — U linear.
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(c) Ist ¢ : V. — W eine bijektive lineare Abbildung, dann ist auch die Umkehr-
abbildung o= : W — V linear.

BEWEIS. Behauptung (a) ist trivial. Ad (b): Sind vy, v € V' so gilt:

(1) 0 ©)(v1 + v2) = Y(p(v1 + v2)) = P (p(v1) + p(v2))
= (p(v1)) + Y(p(v2)) = (Y o @) (v1) + (¥ o p)(v2)

Fiir A € Kund v € V erhalten wir analog (¢ o ¢)(Av) = ¥ (p(Mv)) = (Ap(v)) =
AY(p(v)) = A op)(v). Dies zeigt, dass die Komposition v o ¢ linear ist. Um (c)
zu verifizieren sei nun ¢ : V' — W eine lineare Bijektion mit Umkehrabbildung
e W — V. Sind wy,wy € W so gilt:

o~ (w4 wy)
= o (el (w1) + ol (ws)))  denn Yw € W 2w = (¢ (w))
= (90 (‘P_l(wl) + 90_1(1112))) Linearitit von ¢
= o (w1) + ¢~ (w) denn Vo € V : o (p(v)) = v

Fir A € K und w € W erhalten wir analog ¢~ '(Aw) = ¢ (Ap(p™'(w))) =
e (oA Hw))) = Ap~!(w). Dies zeigt, dass die Umkehrabbildung ¢! linear
1st. U

I1.3.4. BEISPIEL. Sind n,m € N und a;; € K, dann ist die durch
1 a1+ -+ 1Ty aiy Q1p
(O I = : =T : + Ty
Tp Am1T1 + -+ AmnTn am1 Amn

definierte Abbildung ¥: K* — K™ linear, vgl. Ubungsaufgabe 1. Wir werden
spater sehen, dass jede lineare Abbildung K" — K™ von dieser Form ist, vgl.
Satz 11.4.4 unten.

I1.3.5. BEISPIEL (Inklusionen). Fiir jeden Teilraum W eines Vektorraums V'
ist die kanonische Inklusionsabbildung, W — V, w — w, offensichtlich linear. Die
Verkniipfungen auf W wurden genau so definiert, dass diese Inklusionsabbildung
linear wird.

I1.3.6. BEISPIEL (Koordinatenprojektionen). Fiir jedes i = 1,...,n ist die
Abbildung p; : K" — K, p;(x) := x;, die einem Vektor seine i-te Koordinate
zuordnet, linear. Sie wird als i-te Koordinatenprojektion bezeichnet.

I1.3.7. BEISPIEL (Polynome als Funktionen). Ist p = py + p12 + p22® + - - ein
Polynom in K[z] und z € K, so kénnen wir x in p einsetzen und erhalten eine
Zahl p(z) € K,

p(x) == po + pr1z + par® + - --
wobei die rechte Seite eine endliche Summe in K darstellt. Jedes Polynom p € K|z]
liefert daher eine Funktion K — K, = — p(z). Wir erhalten somit eine Abbildung
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¢: K[z] — F(K,K), die einem Polynom p € K|z] die Funktion  — p(x) zuordnet.
Diese Abbildung ist linear d.h. es gilt ¢p(p+¢q) = ¢(p)+ ¢(q) sowie p(Ap) = Ap(p),
fiir beliebige p, ¢ € K[z] und A € K. In anderen Worten, fiir jedes x € K ist

(p+9)(x) = p(z) + ¢(zr) und  (Ap)(x) = Ap(z).
Dariiber hinaus gilt auch ¢(pq) = ¢(p)¢(q), d.h. fiir jedes = € K haben wir

(pg)(z) = p(x)q(z).

Die Abbildung ¢: K[z] — F(K,K) ist daher sogar ein Homomorphismus von Al-
gebren, d.h. eine lineare Abbildung die auch mit der Multiplikation vertréiglich
ist, vgl. Beispiel I11.1.7 und Beispiel I1.1.9. Ubungsaufgabe 42 behandelt eine Ver-
allgemeinerung dieses Beispiels.

I1.3.8. BEISPIEL. Sei V' ein Vektorraum und X eine Menge. Fiir jedes x € X
ist die Abbildung ev,: F(X,V) — V, ev,(f) := f(x), linear. Fiir jede Teilmenge
A C X ist auch die Abbildung F'(X,V) — F(A,V), f — f|a, linear. Allgemeiner
ist fiir jede Abbildung ¢ : Y — X die Zuordnung F(X,V) — F(Y,V), f— fog,
eine lineare Abbildung, vgl. Ubungsaufgabe 24.

I1.3.9. BEISPIEL (Lineare Abbildungen aus der Analysis). Es seien a < b zwei
reelle Zahlen. Fiir jedes k € N liefert die Ableitung eine lineare Abbildung,
C*((a,b).R) = C*'((a,b),R),  fr f,

denn (f +g)' = f'+ ¢ und (\f) = \f’ fiir alle f,g € C*((a,b),R) und X\ € R.
Auch das Integral liefert eine lineare Abbildung,

C([a,b],R) = R, fH/f(x)da:,

denn es gilt fab(f + g)(z)dx = f; f(x)dx + fabg(:z) dr und f;()\f)(x) dr =
A [P f(z) do fir alle f,g € C([a,b],R) und A € R. Bezeichnet Fyony(N,R) C
F(N,R) den Teilraum der konvergenten Folgen, dann ist die Abbildung

Foov(N,R) = R, (2)nen — lim 2,
n—oo

linear, denn es gilt lim,, o0 (T, + ypn) = limy, 00 T, +1im,, o ¥, und lim,, o Az, =
Alim,, o x, fiir je zwei konvergente Folgen (z,)nen, (Yn)neny und A € R.

11.3.10. DEFINITION (Isomorphismen). Eine Bijektion zwischen K-Vektorriu-
men, p: V — W, wird (linearer) Isomorphismus genannt, wenn ¢: V' — W und
ihre Umkehrabbildung ¢=!: W — V beide linear sind. Existiert ein Isomorphis-
mus zwischen V und W, dann werden V und W isomorph genannt und wir
schreiben V = W.

I1.3.11. BEMERKUNG. Nach Proposition 11.3.3(c) ist jede lineare Bijektion
schon ein Isomorphismus, die Umkehrabbildung ist dann automatisch linear.
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Sind zwei Vektorrdume isomorph, V = W, dann kénnen sie vom Standpunkt
der linearen Algebra als im Wesentlichen gleich betrachtet werden. Bis auf Um-
benennung der Elemente mit Hilfe eines Isomorphismus V' = W, entsprechen die
Vektorraumoperationen in V' ja genau den Vektorraumoperationen in WW.

Fiir jeden Vektorraum V ist die identische Abbildung, idy: V — V| ein Iso-
morphismus, id;1 = idy, es gilt daher V= V. Ist ¢: V — W ein I[somor-
phismus, dann ist auch die Umkehrabbildung ¢=': W — V ein Isomorphismus,
(™)™t = p, aus V = W folgt daher stets W = V. Sind p: V — W und
¥: W — U zwei [somorphismen, dann ist auch deren Komposition ¢op: V — U
ein Isomorphismus. Die letzte Behauptung folgt aus Proposition 11.3.3(b) und der
Formel fiir die Umkehrabbildung einer Komposition, (¢ o ¢)™! = ¢t oyp~L. Mit
VW und W 2 U gilt daher auch V = U.

Die Menge aller invertierbaren linearen Abbildungen V' — V wird mit GL(V)
bezeichnet. Aus dem vorangehenden Absatz folgt sofort, dass GL(V') beziiglich
der Komposition von Abbildungen eine Gruppe bildet. Sie wird die allgemeine
lineare Gruppe genannt. Diese Gruppe ist i.A. nicht abelsch, d.h. fir ¢,y €
GL(V) gilt i.A. ¢ 0 1) # 1 o ¢, vgl. Ubungsaufgabe 25.

I1.3.12. BEISPIEL. Betrachte den Teilraum
W= {(y> €K3:x+2y+3220}

von K3. Dann ist die Abbildung
& -2 -3 —2XA—3u
e (res(§)en()- ()

eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus. Es gilt daher W = K2, Wir werden
spiter sehen, dass jeder Teilraum von K" isomorph zu K™ ist, fiir ein eindeutig
bestimmtes m € Ny, fiir das auch 0 < m < n gelten muss.

I1.3.13. BEISPIEL. Sind m < n zwei natiirliche Zahlen, dann bildet
T Tmy1 = 0
W = ]l eK" :
Tn z, = 0

einen Teilraum von K", der im Wesentlichen mit K" {ibereinstimmt. Genauer ist
o: K™ — W, o(z) := (§), eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus.

11.3.14. BEISPIEL. Fiir 0 # « € K" bildet W := {A\z : A € K} einen Teilraum
von K", der zu K isomorph ist. Die Abbildung ¢: K — W, A — Az, ist eine
lineare Bijektion, also ein Isomorphismus, vgl. Bemerkung I1.3.11.

I1.3.15. BEISPIEL. Vektoren aus K™ kénnen mit Funktionen {1,...,n} — K
identifiziert werden, indem die i-te Komponente eines Vektors als Funktionswert
bei i interpretiert wird. Dabei entspricht die Komponentenweise Addition von
Vektoren in K™ genau der punktweisen Addition von Funktionen, und analog fiir
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die Skalarmultiplikation. Dies lésst sich wie folgt prézisieren. Die offensichtlich
bijektive Abbildung,

) ()
o:F({1,...,n},K) = K", o(f) = : ,
7(n)

ist ein linearer Isomorphismus, denn fiir f,g € F({1,...,n},K) gilt

(f+9)(1) S +9(1) f() g9(1)
o(f+9) = : = : = : [+| i | =o)+elg)
(f+9)n) f(n) +g(n) f(n) g9(n)
und analog auch ¢(Af) = Ao(f), fiir alle A € K. Nach Bemerkung I1.3.11 ist die
Umkehrabbildung automatisch linear.

I1.3.16. BEISPIEL. Es bezeichne Fy(Np;K) C F(Np,K) den Teilraum aller
Folgen, deren Folgenglieder fast alle gleich 0 sind. Ordnen wir einem Polynom die
Folge seiner Koeffizienten zu, so erhalten wir einen linearen Isomorphismus

K[z] & Fp(No; K), p=po+pz+pz®+- < (Di)ien

Analog erhalten wir einen Isomorphismus K[z]<, = K" wobei K|[z]<, den
Teilraum aller Polynome vom Grad kleiner oder gleich n bezeichnet.

I1.3.17. BEISPIEL. Die Vektorriume K = K! und K2 sind nicht isomorph, denn
eine lineare Abbildung K — K2 kann niemals surjektiv sein. Um dies einzusehen,
sei p: K — K? linear. Wir bezeichnen die beiden Komponenten von (1) mit
x1 und z9, d.h. (1) = (74). Fiir jedes A € R gilt dann wegen der Linearitét
e(A) = Ap(1) = A(5h) = (3%). Liegt der Vektor (9) im Bild von ¢, dann
existiert A € K mit ¢(A) = () und aus der Formel oben folgt (j\\i;) = (}),
somit z1 # 0 und 25 = 0. Liegt (V) im Bild von ¢, dann folgt analog x; = 0 und
xy # 0. Liegen beide Vektoren, (§) und (9), im Bild von ¢ erhalten wir einen
Widerspruch. Die Abbildung ¢ kann daher nicht surjektiv sein. Damit ist K 2 K?
gezeigt. Wir werden spéter sehen, dass K” und K™ genau dann isomorph sind,
wenn n = m gilt.

I1.3.18. PROPOSITION. Sind V und W zwei Vektorrdaume tiber K, dann ist die
Menge aller linearen Abbildungen, L(V, W), ein Teilraum von F'(V,W). Insbeson-
dere bildet L(V, W) beziiglich punktweiser Addition und Sakalarmultiplikation,

(014 @2)(v) i= o1(v) + p2(v)  und  (Ap)(v) := Ap(v)
einen K-Vektorraum, ¢, @1, 02 € L(V,W), A € K, v € V. Die Vektorraumstruk-
tur ist in folgendem Sinn mit der Komposition linearer Abbildungen vertraglich:

Fiir beliebige o, @1, 02 € L(V, W), ¢, 11,199 € LW, U) und A € K gilt:

(a) (V1 +12) op =11 09+ 1Ys0¢0 und (Mp) o p = At o p), sowie
(b) Yo (p1+p2) =10 +v oy undpo(Ap) = At oyp).
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BEWEIS. Zunéchst ist L(V, W) nicht leer, denn die konstante Nullabbildung
0: V. — W, 0(v) := 0, ist offensichtlich linear. Um die Abgeschlossenheit un-
ter Addition zu zeigen, seien nun ¢1: V. — W und ¢o: V. — W zwei lineare
Abbildungen. Fiir beliebige vy, vy € V' gilt dann:

(1 4 p2)(v1 + v2) = @1(v1 + v2) + pa(v1 + v2)
= (p1(v1) + @1(v2)) + (p2(v1) + ¢
= (p1(v1) + a(v1)) + (01(v2) + 2( ))
= (1 + ¢2)(v1) + (p1 + p2)(v2),

Analog erhalten wir fiir jedes A € K und jedes v € V auch (¢1 + ¢2)(M\v) =
©1(Av) + p2(Av) = Ap1(v) + Apa(v) = Mp1(v) + ¢2(v)) = Alp1 + ¢2)(v). Dies
zeigt, dass auch die Summe @1 + @9 eine lineare Abbildung ist, L(V, W) ist daher
abgeschlossen unter Addition. Fiir die Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplika-
tion sei nun ¢: V' — W linear und A € K. Fiir beliebige vy, vy € V gilt dann:

(A@)(v1 +v2) = Ap(v1 +v2) = Ap(v1) + ¢ (v2))
= Ap(v1) + Ap(va2) = (Ap)(01) + (Ap)(v2).
Fir 4 € K und v € V erhalten wir analog (Ap)(uv) = Ap(pv) = AMup(v)) =
AM)e(v) = (pA)p(v) = p(Ap(v)) = p(Ap)(v). Somit ist A linear, und L(V, W)
daher abgeschlossen unter Skalarmultiplikation. Dies zeigt, dass L(V, W) einen

Teilraum von F(V, W) bildet.
Ad (a): Fiir p € L(V, W), ¢1,¢9 € L(W,U) und v € V erhalten wir

(1 +12) 0 0) (v) = (Y1 + ¥2)(p(v)) = Y1 (0(v)) + Ya(0(v))
= (Y1 op)(v) + (P20 9)(v) = (Y10 @+ 09)(v).

Da dies fiir beliebige v € V gilt, folgt (¢ + 1) o 80 = 1)1 0 ¢ + 1 0 . Analog

ist ((AY) o p)(v) = (M) (p(v)) = Mp(p(v)) = Al o @) (v) = (A(¥ 0 p))(v), also
(M) o p = A( 0 @), fiir alle p € L( W), ¢ € L(V W) und X € K.

Ad (b): Fiir @1, € L(V,W), b € L(W,U) und v € V erhalten wir
(¥ o (o1 +92))(v) @b((% (v))
= 10(901 U) + @2 U))
= P(p1(v) + ¢ (p2(v))
= (o @1)(v) + (Y opa)(v)

)
also 1o (p1 + 2) = Yo +¢ © . Analog gilt (¢ o (Ap))(v) = ¥((Ap)(v ))
P(Ap(v)) = W( (v)) = Ay )(U) = (MY 0 9))(v), also ¢ o (Ap) = Al o
fir alle p € L(V, W), ¥ € L(W,U) und X € K.

Dv Il



28 II. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

I1.3.19. BEMERKUNG. Nach Proposition I1.3.18 oben bildet end (V') eine asso-
ziative K-Algebra mit Eins. Diese Algebra ist i.A. nicht kommutativ. Betrachten

1 €2

wir etwa die beiden linearen Abbildungen ¢: K* — K2, (%) := (¢), und
) K2 = K2 0 (5) o= (), dann gilt (po1)) (73) = (7)), sowie (o) (5;) =
(2)s also (0o1)) (§) = (§) # (§) = (¥ o) (§), und daher pot) # o

I1.3.20. PROPOSITION. Ist p: V — W eine lineare Abbildung, dann gilt:

(a) Fiir jeden Teilraum W' von W ist auch ¢~ *(W') Teilraum von V.
(b) Fiir jeden Teilraum V' von V ist auch o(V') Teilraum von W.

BEWEIS. Ad (a): Zunichst ist o~ (W’) nicht leer, denn aus ¢(0) = 0 € W’
folgt 0 € =1 (W'). Fiir vy, v2 € (W) folgt p(v1), p(v2) € W, also p(v)+v7) =
o(v1) + p(vy) € W’ und somit vy + vy € @ ' (W’). Dies zeigt, dass ¢~ (')
abgeschlossen unter Addition ist. Sind nun A € K und v € p~}(WW’), dann folgt
o(v) € W', also (M) = Ap(v) € W und daher v € o1 (W’). Dies zeigt, dass
@ Y(W') auch abgeschlossen unter Skalarmultiplikation ist.

Ad (b): Zunichst ist (V') nicht leer, denn 0 = ¢(0) € p(V’). Seien nun
wy,we € p(V'). Es existieren daher vy, v € V' mit ¢(v1) = wy und p(vy) = ws.
Wir erhalten wy+wy = ¢(v1)+9(v2) = p(v1+v2) € (V'), denn vy +vy € V. Dies
zeigt, dass (V") abgeschlossen unter Addition ist. Ist A € Kund w € ¢(V’), dann
existiert v € V/ mit ¢(v) = w und wir erhalten Aw = Ap(v) = p(Av) € p(V'),
denn \v € V'. Somit ist p(V’) auch abgeschlossen unter Skalarmultiplikation. [

I1.3.21. DEFINITION (Kern und Bild). Unter dem Kern einer linearen Abbil-
dung ¢: V — W verstehen wir den Teilraum

ker(p) =71 (0) ={v eV | p(v) =0} C V.
Unter dem Bild von ¢ verstehen wir den Teilraum

img(¢) := (V) ={p(v) |[ve V} CW.
Nach Proposition 11.3.20 sind beides tatsédchlich Teilrdume.

Wir beenden diesen Abschnitt mit folgendem einfachen Resultat, das oft ver-
wendet wird um die Injektivitéit linearer Abbildungen zu iiberpriifen.

I1.3.22. PROPOSITION. FEine lineare Abbildung ¢: V — W ist genau dann
injektiv wenn sie trivialen Kern hat, d.h. genau dann wenn ker(p) = {0} gilt.

BEWEIS. Ist ¢ injektiv, dann besteht ker(y) = ¢~1(0) aus hichstens einem
Element, und da ¢(0) = 0, folgt ker(¢) = {0}. Dies zeigt die eine Implikation. Sei
nun umgekehrt ker(p) = {0}. Um zu zeigen, dass ¢ injektiv ist betrachten wir
v1,v9 € V mit o(v1) = p(vg). Aus der Linearitit von ¢ erhalten wir p(vy —v1) =
w(ve) — p(v1) = 0, also vo — vy € ker(ip), somit vy — v; = 0 und daher vy = vs.
Damit ist auch die umgekehrte Implikation gezeigt. 0
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II.4. Matrizen. Sei K ein Korper. Wir wollen in diesem Abschnitt lineare
Abbildungen K™ — K™ mit Hilfe von Matrizen beschreiben. Unter einer (m x n)-
Matriz iiber einem Korper K verstehen wir ein rechteckiges Schema der Form

aix o Qi

Am1 *°° Amn

mit Eintragungen a;; € K. Die Menge aller (m x n)-Matrizen iiber K bezeichnen
wir mit M« (K). Die Summe zweier (m x n)-Matrizen wird elementweise, d.h.
durch

aip - Qi biy -+ bin aig +bi o0 A+ bip
+1 : = : :
Qm1 *° Qmp bml T bmn Am1 + bml cr Qg T bmn
definiert. Beachte, dass die Summe zweier Matrizen nur dann definiert ist, wenn
sie gleiche Zeilen- und Spaltenzahl haben. Auch die Skalarmultiplikation mit \ €

K ist elementweise definiert, d.h.

aix - Aip Aajr -0 Aa,

Am1  * Amn >\am1 T )\amn
Mit diesen Operationen wird M,,,(K) zu einem Vektorraum iiber K. Fassen die
Eintragungen einer (m x n)-Matrix in einem Spaltenvektor mit mn vielen Kom-
ponenten zusammen, so erhalten wir einen Isomorphismus von K-Vektorraumen,

My (K) 22 K™,

11.4.1. BEISPIEL. Etwa ist

12 0 2 14 (123 1/5 2/5 3/5
34|41 3])=(47] wad Z[456 |=[455 1 6/5
5 6 01 5 7 >\7 89 7/5 8/5 9/5

Unter dem Produkt einer (m x n)-Matrix mit einer (n x [)-Matrix verstehen
wir die (m x [)-Matrix

n n
@11 - din bii -+ by Zkzl bt - Zkzl a1;:bp

n n
Umi - Gy b1 -+ by Yoy bt o D i Gmkbi
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Beachte, dass das Matrizenprodukt nur definiert ist, wenn die Spaltenzahl der
linken Matrix mit der Zeilenzahl der rechten Matrix {ibereinstimmt. Die Bedeu-
tung dieses Produkts wird in Satz I1.4.4 unten klar werden. Unter der (n x n)-
Einheitsmatrix, I,, € M, ,(K), verstehen wir die Matrix

In:: . . s

wobei die Diagonaleintréige gleich 1 und alle anderen Eintragungen gleich 0 sind.
Die Einheitsmatrizen sind neutrale Element der Matrizenmultiplikation.

11.4.2. BEISPIEL. Etwa ist

1 2 3 5 3
2 3 4 (1)}_75 1 (23 _21_0
34510_97‘“fl 456){ ) \8)
45 6 11 9

Um eine kompaktere Schreibweise zur Verfiigung zu haben, bezeichnen wir
den Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte einer Matrix A mit A;;. Fiir
A € Mpyun(K)und B € M,,,(K) gilt daher nach Definition des Matrizenprodukts

(AB)y; = ZAikBkj, 1<i<m,1<j<IL
k=1

Addition und Skalarmultiplikation lassen sich damit wie folgt schreiben,
(A+ A0 =A;+A;  (AA)y=2A4;, 1<i<m 1<j<n,

wobei A, A" € M« (K) und A € K. Fiir die Einheitsmatrix erhalten wir

1 falls i = 7, und
0 fallsi # j.

Das Symbol d;; wird Kronecker-Symbol genannt.

I1.4.3. PROPOSITION (Rechenreglen fiir Matrizen). Sei K ein Kérper. Fir
Matrizen A, A" € M,wn(K), B, B" € M,»,(K), C € Mjx(K) und A € K gilt:
(a) (AB)C = A(BC)
(b) I,A=A=AI,
(c) (A+ A)B=AB+ A'B und (AMA)B = \(AB)
(d) A(B+ B') = AB + AB' und A(AB) = \(AB)
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BEWwEIS. Ad (a): Fir 1 <i<mund 1 <j <k gilt

n

((AB)C) Z(AB is'sj — Z(Z AztBts> s) — Z Z AztBts sJ

1 s=1 t=1 s=1 t=1

l n
- Z AztBts sj Z Azt Z Bts sj Z Ait(BC)tj = (A(BC))U
5= t=1

also (AB)C = A(BC). Ad (b): Fur 1<i<mund 1< j <n gilt wegen (I.1)
(ImA)Z] = Z(Im)zkAkj = Aij7
k=1
also I,,A = A. Analog lasst sich Al,, = A zeigen. Ad (c): Fir 1 < ¢ < m und
1 <5< 1gilt
(A+AYB), =D (A+A)yBiy = > (A + Ay) By

k=1 k=1

= Z A By + Z Al By = (AB);; + (A'B);; = (AB + A'B),;

also (A+ A")B = AB + A'B. Analog haben wir ((AA)B);; = > 1 (M) Byj =
Die letzte Behauptung (d) ldsst sich analog beweisen. O

I1.4.4. SATZ. Es sei K ein Korper und n,m € N. Jede Matrizx A € M,xn(K)
definiert eine lineare Abbildung 4: K" — K™, va(x) := Ax, und jede lineare
Abbildung K™ — K™ ist von dieser Form fiir eine eindeutig bestimmte Matrix
A € My«n(K). Dabei stimmt der i-te Spaltenvektor von A mit dem Bild des i-ten
FEinheitsvektors, 1 4(e;) € K™, dberein. Diese Zuordnung,

men(K) = L(Kn7 Km)v A& ¢A7
st ein linearer Isomorphismus, es gilt daher

Yayar = Vs +Ya und  Pra = \g,
fiir beliebige A, A" € My5n(K) und A € K. Weiters haben wir

Yap =1Ya0Up sowie  pr, = idgn,
fiir alle A € Myxn(K) und B € M,«,(K).

BEwEIs. Die Abbildung 14 ist linear, denn nach Proposition 11.4.3(d) gilt
Yalz +y) = Alx +y) = Az + Ay = Ya(z) + Ya(y) und Ya(Az) = A(Az) =
Mz = Mpa(x), wobei z,y € K, A € K. Offensichtlich ist ¢4(e;) = Ae; gerade
der i-te Spaltenvektor von A. Die Matrix A ist also durch die lineare Abbildung
14 eindeutig bestimmt, die Zuordnung M,,.,(K) — L(K" K™), A — 1, ist
daher injektiv.
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Wir werden nun zeigen, dass diese Zuordnung auch surjektiv ist. Sei dazu
p: K" — K™ eine beliebige lineare Abbildung. Es bezeichne A € M,,«,(K) jene
Matrix deren i-ter Spaltenvektoren mit (e;) € K™ iiberein stimmt. Es gilt daher
Yale;) = @(e;), fiir jedes i = 1,...,n. Ist nun = € K” mit Komponenten z; € K,
dann gilt offensichtlich x = x1e; + - - - + x,6,. Aus der Linearitdt von ¢ und 14
folgt daher

o(x) = p(xre1 + -+ 2pe,) = 2190(€1) + - + TRp(En)
= z1aler) + -+ apa(en) = Ya(wier + - -+ wpe,) = Ya(z).

Da dies fiir jeden Vektor x € K" gilt, erhalten wir ¢ = 4. Dies zeigt, dass die
Zuordnung M, ., (K) — L(K", K™), A — 14, auch surjektiv ist.

Aus Proposition 11.4.3(c) erhalten wir ¢4 4 (z) = (A+ A)x = Az + Az =
Ya(x)+va(x) = (Ya+pa)(z), fur jedes x € K", also a4 = 104+ 4. Analog
lasst sich 1ya = Ah4 nachrechnen. Somit ist My, (K) — LK™, K™), A — )4,
eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus, siche Bemerkung 11.3.11.

Aus Proposition 11.4.3(a) erhalten wir auch Yap(x) = (AB)r = A(Bz) =
Va(Br) = Ya(¥p(z)) = (a0 9p)(v), fir jedes 2 € K, also ¢ap = 1ha 0 ¥p.
Analog folgt aus Proposition 11.4.3(b) sofort ¢, = idg». O

I1.4.5. BEMERKUNG. Nach Proposition I1.4.3 bilden die quadratischen Ma-
trizen, M, ., (K), eine assoziative K-Algebra mit Eins. Nach Satz 11.4.4 ist der
lineare Isomorphismus M, x,(K) = end(K"), A < 14, sogar ein Isomorphis-
mus von K-Algebren. Die Algebra M, (K) ist i.A. nicht kommutativ, etwa gilt
(80)(98) = (38) # (39) = (28) (§4), vel. Bemerkung 1319, Tm Fall n = 1

erhalten wir den Grundkérper, M, (K) = K.

Eine quadratische Matrix A € M, «,(K) wird invertierbar genannt, wenn ei-
ne Matrix A" € M, «,(K) existiert, sodass AA" = I, = A’A. In diesem Fall ist
die Matrix A’ eindeutig bestimmt, denn aus AA” = I, = A”A folgt mit Pro-
position 11.4.3 A" = [, A" = (A’A)A" = A'(AA") = A'l, = A'. Diese eindeutig
bestimmte Matrix wird Inverse von A genannt und von nun an mit A~ bezeich-
net, fiir eine invertierbare Matrix A gilt daher

AA Y =1, = AtA.
Mit A ist offensichtlich auch A~! invertierbar,
(AH™t = A

Sind A, B € GL,,(K) zwei invertierbare Matrizen, dann ist auch AB invertierbar
mit Inverser

(AB)™! = B4,

denn (AB)(B7'A™') = ABB'A~! = AILA~' = AA~! = [,, und analog erhalten
wir (B'A Y (AB) = I,,.
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Die Menge aller invertierbaren (n x n)-Matrizen iiber K wird mit GL,, (K) be-
zeichnet. Nach dem vorangehenden Absatz bildet GL, (K) mit dem Matrizenpro-
dukt eine Gruppe. Diese Gruppe ist i.A. nicht abelsch. Zum Beispiel sind die bei-
den Matrizen A = (§1) und B = (19) invertierbar, At = ({ '), B! = (4 9),
aber AB = (31) # (13) = BA.

I1.4.6. KOROLLAR. Fine Matrizc A € M, w,(K) ist genau dann invertierbar,
wenn die lineare Abbildung, 1a: K" — K", ¥4(x) = Az, invertierbar ist und in
diesem Fall gilt w;l = Yy-1. Der Isomorphismus aus Satz 11.4.4 schrinkt sich
daher zu einem Gruppenisomorhismus GL,(K) = GL(K"), A < 14, ein.

BEWEIS. Ist A € M,,«,(K) invertierbar, dann folgt 14 0 -1 = 41 =
¥, = idgr und analog ¥ -1 01y = Ya-14 = P, = idga. Somit ist 4 : K* — K"
eine invertierbare lineare Abbildung mit Umkehrabbildung w;l = 1h4-1. Sei nun
umgekehert A € M, «,(K), sodass 14 : K* — K" invertierbar ist. Nach Satz 11.4.4
existiert daher B € M,y (K) mit 14 o g = idgn = 1bp 0 4. Wir erhalten
Yap = Ya0vYp = idgn = ¢, und analog ps = ¥p o Ya = idg» = ¢r,. Aus
Satz 11.4.4 folgt somit AB = I,, = BA, also ist die Matrix A invertierbar. O

I1.4.7. BEISPIEL. Eine (1 x 1)-Matrix A = (a) € Mjx(K) ist genau dann
invertierbar, wenn a # 0. In diesem Fall gilt A~! = (a™!).

I1.4.8. BEISPIEL. Eine (2 x 2)-Matrix A = (25) € My»(K) ist genau dann
invertierbar, wenn ad — be # 0. In diesem Fall gilt

L1 d —b
at=—— (5 ) (1L2)

Ist ndmlich ad — be # 0 dann gilt
1 d —=b\[fa b\ 1 da—bc db—bd\ (1 0 g
ad —bc \—c a c d)  ad—be \—cat+ac —cb+ad)  \O 1) 2
und
a b 1 d —-by 1 ad —bc —ab+ba\ (1 0 g
¢ d)ad—be\—c a ) ad—be\ed—de —cb+da) — \O 1) %
also ist A invertierbar mit Inverser (II.2). Sei nun umgekehrt A = (¢ %) invertier-

bar mit Inverser A~! = (‘CL; Z;) Da

LOY_ oy (ad a V\ (ad +bc ab 4+ bd
0 1) 2 “\e d)\d d) \ecd +dd b +dd )’
erhalten wir aa’ +bc = 1, ab + bd' =0, ca’ + d¢ = 0 und b’ + dd’ = 1. Daraus

folgt (ad —bec)(a'd —b'c") = (ad’ +bc')(cb/ +dd') = 1-1 = 1, also muss ad —bc # 0
gelten.

I1.4.9. BEispPIEL. Wir wollen die Umkehrabbildung der linearen Abbildung
p: K2 = K2 p(52) = (42132 ), bestimmen, sofern diese existiert. Offensichtlich
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gilt p(71) = A(%z) mit A = (}2). Nach Beispiel 11.4.8 ist A invertierbar mit
Inverser A~ = (3’ ? ). Nach Korollar 11.4.6 ist daher auch ¢ invertierbar mit

Umkehrabbildung ¢~ (1) = A7 () = (3 ) () = (Ta 250

Wir wollen an dieser Stelle noch einfache Eigenschaften einer weiteren Ope-
rationen mit Matrizen zusammenstellen, deren Bedeutung aber erst spater klar
werden wird. Unter der Transponierten einer Matrix A € M, ., (K) verstehen wir
jene Matrix A' € M, «,,(K), die wir durch Vertauschen von Zeilen und Spalten

erhalten,
@11 - Aip apy - Aml
A= L, A=
am1 - Amn Aip - Anm

In anderen Worten, (A");; = Aj;.

[1.4.10. BEISPIEL. Etwa gilt
t

t 1 4 1 2 3 1 2
(411 é 2) =12 5 und 21 2) =21
3 6 3 21 3 2

N W

I1.4.11. PROPOSITION (Eigenschaften der Transponierten). Sei K ein Kdrper
und n,m € N. Dann ist die Abbildung Msin(K) = Myum(K), A — A', linear,
d.h. fir alle A, A € M, (K) und A € K gilt

(A+ At = At + A sowie (AA)F = \A"
Dariiber hinaus haben wir stets
(AB)' = B'A', (AN = A und I =1,
fir beliebige A € Mp,un(K) und B € M, (K). Eine quadratische Matriz C' €
M, «n(K) ist genau dann invertierbar, wenn ihre Transponierte invertierbar ist
und in diesem Fall gilt
()™= ()

BEWEIS. Es gilt (4 + Ay = At + At denn (A4 Aty = (A+ A); =
Aji+ Aji = (AYy + (A = (A" + AY);;. Analog lasst sich (M) = MA" zei-
gen, (()\A)t)w = ()\A)]z = )\Aﬂ = )\(At)lj = ()\At)w Schlieflich gllt auch
(AB)" = B'A", denn ((AB)")y; = (AB)ji = > py AjBri = > 5y Bridjr =
S (BY)i(AY)g; = (B'A");;. Fiir einen invertierbare quadratische Matrix C'
folgt CY(C~1)! = (C~'C) = Il = I, und analog (C~1)!C* = (CC)' =1 =1,,
also ist auch C! invertierbar mit Inverser (C*)~' = (C~1)!. Die restlichen Be-
hauptungen sind trivial. O

I1.4.12. BEISPIEL. Die symmetrischen Matrizen, {A € M, y,(K) : A" = A},
bilden einen Teilraum von M,,«,(K), denn diese Teilmenge stimmt offensichtlich
mit dem Kern der linearen Abbildung M, y,(K) — M,«,(K), A — A" — A
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tiberein. Auch die schiefsymmetrischen Matrizen, {A € M,«,(K) : A* = —A},
bilden einen Teilraum von M, (K), denn dies ist genau der Kern der linearen
Abbildung M,,«,,(K) — M, »,(K), A+— A"+ A.

I1.4.13. BEMERKUNG (Matrizen und Gleichungssysteme). Wir wollen uns nun
iiberlegen wie sich Fragen zur Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems mit
Matrizen bzw. linearen Abbildungen formulieren lassen. Unter der Koeffizienten-
matriz eines linearen Gleichungssystems

a1121 + -+ 1Ty = Y1

A1 T1 + -+ ATy = Ym

verstehen wir die Matrix A € M,,»,(K) mit Eintragungen A;; := a;;. Das Glei-
chungssystem lésst sich damit in kompakter Form schreiben,

Ar =y
wobei x € K" und y € K™. Die mit A assozierte lineare Abbildung
a: K" =5 K™ ¢u(z) = Az,
liefert die linke Seite des Gleichungssystems,

1 1121 + -+ 1Ty ai Q1n
val o] = : =o | |+t
L, Am1T1 +--+ AmnTn Am1 Amn

Das Bild der linearen Abbildung 4 stimmt daher mit dem Teilraum aller
y € K™ iiberein, fiir die das Gleichungssystem Ax = y losbar ist,

img(ya) = {y e K™ } Jr e K" : Az = y}

Die lineare Abbildung 14 ist also genau dann surjektiv, wenn das Gleichungssy-
stem Ax =y fiir jedes y € K™ mindestens eine Losung = € K™ hat.

Die Abbildung 14 ist genau dann injektiv, wenn das Gleichungssystem Az = y
fiir jedes y € K™ hochstens eine Losung © € K" besitzt. Nach Proposition 11.3.22
ist dies genau dann der Fall, wenn 14 trivialen Kern hat, d.h. wenn ker(¢4) = {0}
gilt. Dies wiederum bedeutet gerade, dass das Gleichungssystem Ax = 0 nur
die triviale Losung z = 0 besitzt. Die lineare Abbildung ¢4 ist genau dann
bijektiv, wenn das Gleichungssystem Az = y fiir jedes y € K™ genau eine Losung
x € K" hat. Wir werden spéter sehen, dass dies nur im Fall n = m moglich ist.
Die linearen Isomorphismen K" — K™ entsprechen daher genau den eindeutig
losbaren Gleichungsystemen bzw. den invertierbaren Matrizen.

Das Gleichungssystem

Arx =0
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wird als das mit Ax = y assozierte homogene Gleichungssystem bezeichnet. Seine
Losungsmenge stimmt mit dem Kern von ¢4, d.h. dem Teilraum

ker(i4) = {z € K" : Az =0}

iiberein. Ist ¢ € K" eine Losung des linearen Gleichungssystems, d.h. A{ = v,
dann gilt

{reK": Az =y} ={+a: Ar =0} = £+ ker(¢a),

wir erhalten daher alle Losungen von Az = y indem wir zu einer speziellen Losung
&, d.h. A¢ =y, alle Losungen des homogenen Systems Ax = 0 addieren.

I1.5. Summen und Komplemente. Sind W; und W5 zwei Teilrdume eines
Vektorraums V', dann bildet deren Vereinigung, W7 U W5, i.A. keinen Teilraum
von V, vgl. Ubungsaufgabe 19. Wir werden nun den kleinsten Teilraum von V
betrachten, der W, U W5 enthélt.

I1.5.1. DEFINITION (Summe von Teilrdumen). Sind W, und Wy zwei Teilrdu-
me eines Vektorraums V', so wird

Wi+ Wy = {w1+w2 | wy € Wl, Wy € WQ}
die Summe der Teilrdume W; und Wy genannt.

11.5.2. PROPOSITION. Sind Wi, und Wy zwei Teilrdume eines Vektorraums
V', dann ist Wy + Wy der kleinste Teilraum von V', der Wi U Wy enthdlt. D.h.
Wi + Wy st ein Teilraum von V', es gilt W1 U Wy C W1 + Wy und fiir jeden
weiteren Teilraum W von V- -mit Wy U Wy C W gilt schon Wy + Wy CW.

BEwEIS. Da 0 € W, gilt Wy C Wy + W, denn jedes wy; € Wy lasst sich in der
Form w; = wy 4 0 schreiben. Analog haben wir auch Wy, C W7 + W5, Zusammen
erhalten wir W, U Wy C W; + Ws. Insbesondere ist W + Wy nicht leer. Um
die Abgeschlossenheit unter Addition zu zeigen betrachten wir zwei Elemente
w,w € Wy + Wj. Nach Definition der Summe existieren daher wy,w| € W und
way, why € Wy mit w = wy +we und w' = w} +wh. Da W und W, Teilrdume sind,
folgt

wAw = (w4 ws) + (W, +wh) = (wy + W)+ (ws + wh),

ew EWa
also liegt auch w+w' in W1 +Wj. Somit ist Wi+ W, abgeschlossen unter Addition.
Seien nun A € K und w € W; + Ws. Es existieren daher wy; € Wi und wy € Wy
mit w = w; + wy. Aufgrund von Aw = A w; + wy) = Awy + Awy liegt also auch
Aw in Wi 4+ Ws. Somit ist Wi + W, auch abgeschlossen unter Skalarmultiplikation
und daher ein Teilraum von V. Die Minimalitat von W; + W5 ist offensichtlich,
jeder Teilraum der W7 und Wy enthélt muss auch alle Vektoren der Form w + ws
mit wy; € Wy, wy € Wy enthalten. O
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I1.5.3. BEMERKUNG. Sind W, Wy, W5 und W3 Teilrdume eines Vektorraums
V', dann gelten offensichtlich die Relationen W1+Wy = Wo+Wq, Wi+ (Wo+W3) =
(W1 + Ws) + W3, und W + {0} = W. Weiters gilt W; + W, = W5 genau dann,
wenn W, C W, vgl. Ubungsaufgabe 46.

Nach Definition der Summe lésst sich jedes Element v € W7+ W5 in der Form
v = wi + wq schreiben, wy € Wy, wy € Wy, Wie das folgende Beispiel zeigt ist
diese Darstellung i.A. jedoch nicht eindeutig.

I1.5.4. BEISPIEL. Betrachte folgende beiden Teilriume von K3,
Wy = {(%) €K3:x1:0} und W5 = {(%) EK3:x2:0}.

Offensichtlich gilt K* = W, + Ws, denn jeder Vektor lisst sich in der Form
<£é ) = <moz ) + < xgl ) schreiben, wobei der erste Summand in W; und der zweite in

z3

Wy liegt. Allerdings ist diese Darstellung nicht eindeutig, (%) = ( o ) + <%1 )

r3—1 1
ist eine andere Zerlegung mit den selben Eigenschaften.

I1.5.5. PROPOSITION. Sind Wi und Wy zwei Teilraume eines Vektorraums V',
dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Wi+ Wy =V und Wy N Wy = {0}.

(b) Jedesv €V lisst sich auf eindeutige Weise in der Form v = w; + wy schrei-
ben, fiir gewisse wy € Wy und we € Wi.

(c) Zu je zwei linearen Abbildungen p1: Wi — U und po: Wy — U existiert
genau eine lineare Abbildung ¢: V — U, sodass ¢|w, = ¢1 und ¢|w, = @2.

BEwEIS. Ad (a)=-(b): Da V' = W) 4+ Wj lasst sich jedes v € V' in der Form
v = w; + wy fiir gewisse wy € Wy und wy € Wy schreiben. Sei nun v = w} + w}
eine weiter solche Darstellung, d.h. wj € W; und w), € Ws. Es folgt wy + wy =
v = w} + w4 und daher

wy — W = wy — ws.

Beachte, dass die linke Seite dieser Gleichung in W; und die rechte Seite in W,
liegt. Beide Seiten liegen daher in W N W, = {0}. Wir erhalten also w; —wj = 0
und wh) — we = 0, d.h. w; = w] und wy = wh. Somit sind w; und ws in der
Darstellung v = w; + ws eindeutig bestimmt.

Ad (b)=-(c): Seien also p;: Wi — U und ¢y: Wy — U zwei lineare Abbildun-
gen. Wir definieren eine Abbildung ¢: V' — U durch ¢(v) := ¢1(wy) + @a(ws),
wobei w; € W; und wy € Wy jene eindeutig bestimmten Vektoren bezeichnen,
fiir die v = wy + wy gilt. Offensichtlich gilt ¢|w, = @1 und |y, = ps. Wir zeigen
nun, dass ¢ linear ist. Sei dazu v’ € V und v' = w) + w}, die eindeutige Zerlegung
mit w; € Wy und w)y € Ws. Fiir die Zerlegung der Summe, v + v/, ergibt sich
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v4+v = (wy +w)) + (we + wh), wobei wy +w) € Wy und wy + wh € Ws. Es folgt
p(v+0") = @i(wr +wi) + pa(wz + wy)

= (pr(wr) + @i(wy)) + (p2(ws) + pa(w)))

= (pr1(w1) + pa(wa)) + (wr(wh) + pa(w)))

= (v) + (V).
Ist A € K, so gilt Av = Adw;+Awy mit Aw; € Wi und Aws € Wy und daher p(Av) =
pr(Awr) 4 a(Aws) = A1 (wi) + Apa(ws) = A(p1(wr) + Apa(w2)) = Ap(v). Dies
zeigt, dass ¢ tatséchlich eine lineare Abbildung darstellt. Die Eindeutigkeit von
@ ist offensichtlich, jedes v € V lésst sich ja in der Form v = wy + wy, wy € Wh,
wy € Wy, schreiben, fiir ein lineares ¢: V' — U mit ¢|w, = ¢1 und ¢|w, = @9
folgt daher ¢(v) = p(wi + w2) = @(w1) + e(w2) = @lw, (w1) + lwy(w2) =
p1(wi) + pa(w2).

Ad (¢)=(a): Nach Voraussetzung existiert eine lineare Abbldung m: V- — W)
mit |y, = idw, und m|w, = 0. Daraus erhalten wir sofort W7 N W, = {0},
denn fir v € Wy N W folgt v = 7 (v) = 0. Es existiert aber auch eine lineare
Abbildung my: V' — Wy mit maly, = 0 und ms|w, = idy,. Fassen wir m und
7y als lineare Abbildungen 71: V' — V und my: V' — V auf, dann gilt fiir ihre
Summe, 7 + mo: V — V nun (7 + m)|w, = idy|w, und (71 + m2)|w, = idv|w,.
Aus der Eindeutigkeitsaussage in (c) folgt daher m + 7y = idy. Fiir jedes v € V
erhalten wir somit v = idy (v) = m1(v) + ma(v) mit 7 (v) € Wi und mo(v) € Wh,
also V =W; + Ws. O

I1.5.6. DEFINITION (Innere direkte Summe und Komplement). Zwei Teilrdu-
me Wi und W5 eines Vektorraums V' heiflen komplementdr, falls W, + Wy =V
und Wy N Wy = {0} gilt. In diesem Fall sagen wir V' ist die (innere) direkte
Summe von W und W5 und notieren dies durch V= W; @ Ws,. Auch wird W5 als
ein Komplement von Wy in V' bezeichnet. Die nach Proposition 11.5.5 eindeutig
bestimmte lineare Abbildung m1: V' — Wi mit m|w, = idw, und m|w, = 0
wird als Projektion auf Wy lings Wo bezeichnet. Mit vertauschten Rollen wird
auch W ein Komplement von Wj in V' genannt. Die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung my: V' — Wy mit ms|w, = idw, und m|y, = 0 wird als Projektion
auf Wy langs W, bezeichnet. Auch wird my = idy —m die zu 7 komplementdre
Projektion genannt.

Seien W; und W5 zwei komplementére Teilrdume eines Vektorraums V', d.h.
Wi Wy =V, und m: V. — W; sowie my: V. — Wy die damit assozierten
Projektionen. Ist v € V und v = w; + wy die eindeutige Zerlegung mit wy; € W,
und wy € Wo, dann gilt m(v) = m1(wy + wy) = m(wy) + m(wy) = wy +0 = wy
und analog m(v) = wy. Die beiden Projektionen liefern uns also fiir jedes v € V'
die eindeutige Zerlegung v = w; +wy mit wy = m(v) € Wi und wy = mo(v) € W.
Fassen wir diese Projektionen als lineare Abbildungen my,7m5: V — V auf, dann
folgt m o = my, Mo 0 My = Mo, M + Mo = idy und 7 0o Ty = 0 = 7y 0 7.
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I1.5.7. DEFINITION (Projektor). Unter einem Projektor verstehen wir eine
lineare Abbildung 7: V' — V fiir die 7 o 7 = 7 gilt.

I1.5.8. PROPOSITION. Ist m: V — V' ein Projektor, dann gilt
V = img(n) @ ker(m)

und 7 stimmt mit der Projektion auf img(w) ldngs ker(mw) dberein. Auch n' :=
idy — ist ein Projektor, er stimmt mit der komplementdren Projektion auf ker(m
lings img(m) dberein. Weiters haben wir img(m) = {v € V : n(v) = v} = ker(n’),

img(n') ={v eV :7'(v) = v} = ker(n) und es gelten die Formeln
fonr=m, wom =7, w+n =idy sowie wor =0=7"om.
BEWEIS. Zunéchst ist auch 7’ =idy —7: V — V ein Projektor, denn
7' on’ = (idy —) o (idy —7)

=idyoidy —moidy —idyor+7mom

=idy—7m7—m+m

=idy —m =7'.
Auch erhalten wir sofort mon’ = mo (idy —7) =moidy —rom =7 —7 = 0 und
analog 7’ o m = 0. Die Relationen img(w) 2 {v € V : w(v) = v} = ker(n’) sind
offensichtlich. Ist v € img(r), dann existiert w € V mit v = 7(w) und wir erhalten
m(v) = w(r(w)) = (rom)(w) = w(w) = v. Dies zeigt img(n) C{v eV :7(v) =
v}, es gilt daher img(7m) = {v € V : w(v) = v} = ker(n’). Wenden wir dies auf
den Projektor 7" an, erhalten wir auch img(7') = {v € V : 7'(v) = v} = ker(n).
Daraus folgt nun img(7) N ker(7) = {0}, denn fiir v € img(w) N ker(w) gilt
v = m(v) = 0. SchlieBlich ldst sich jedes v € V in der Form v = 7(v) 4+ 7'(v)
schreiben, wobei 7(v) € img(m) und 7'(v) € img(n’) = ker(n). Dies zeigt V =
img () + ker(), also V' = img(m) & ker(m). O

I1.5.9. BEMERKUNG (Spiegelungen). Sei V' = W, @ W_. Nach Propositi-
on IL.5.5 existiert eine eindeutige lineare Abbildung o: V' — V, sodass o(v) = v
fir alle v € W, und o(v) = —o fur alle v € W_. Diese Abbildung ¢ wird
Spiegelung an W lings W_ genannt. Beachte o o 0 = idy. Die komplementére
Spiegelung an W_ langs W, ist durch —o gegeben. Bezeichnen 7, : V — V und
m_:V — V die mit der Zerlegung V = W_ & W, assozierten Projektoren, dann
gilt 0 =7y —7m_. Ist 2 # 0 € K, dann lassen sich auch die Projektionen durch
die Spiegelungen ausdriicken, 7 = 1(idy +0) sowie 7_ = 1(idy —0), siehe auch
Ubungsaufgabe 50.

I11.5.10. BEISPIEL. Betrachte die beiden Teilriume von R3,
E = {(%) 12wy + 3xo + 4as :O} und G := {)‘@j) S A GR}.

Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass R? innere direkte Summe von E und
G ist, dh. R® = E @& G. Zunichst gilt E NG = {0}, denn liegt ein Element



40 II. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

sz(é) - @) aus G auch in E, so folgt 0 = 2 -5\ + 3- 6A + 4 - TA = 56,

also A = 0 und damit # = 0. Andererseits haben wir auch F + G = R?, denn
jeder Vektor aus R? lisst sich in der Form

(1) - (D)) () -t
T3 T3 7 7 56
—_——— ——

ek ceG

schreiben, wobei A so gewéhlt wurde, dass der erste Summand tatséchlich in F
liegt. Dies zeigt R3 = E @ G. Fiir die Projektion auf G lings E, mg: R3 — R3,
erhalten wir

2 4 1
o | o | = 20T 359“"62 T2 6] = (12 18 2 (o
T3 7 14 21 28 T3
Fiir die Projektion auf E lings G, 7p: R® — R3, folgt
T al 2!13'1 + 3$2 + 4$3 5 1 46 —15 =20 T
TE | X2 = ) — 56 6 = % —12 38 —24 )
T3 T3 7 —14 =21 28 T3

Die Spiegelung an E lings G, d.h. 0 = 7 — mg: R3 — R3, ist daher durch

) L 36 =30 —40\ [z
cla | =—|-24 20 —48]| (a2},

zs) 0 \28 —42 0 2

gegeben, siche Bemerkung 11.5.9 und Ubungsaufgabe 48.

I1.5.11. BEISPIEL. Es bezeichne X C R ein um Null symmetrisches Intervall,
etwa X = (—a,a) mit 0 < a < co. Wir wollen nun zeigen, dass V := F(X,R),
der Vektorraum aller Funktionen X — R, innere direkte Summe des Teilraums
aller geraden Funktionen,

G:={feFX,R)|VzeX: f(—z)=f(x)},
und des Teilraums aller ungeraden Funktionen,
U={feFX,R)|VzeX: f(—z)=—f(z)},

ist, d.h. V= G @ U. In Beispiel 11.2.14 haben wir bereits verifiziert, dass G und
U Teilrdume von F(X,R) bilden, fiir die GNU = {0} gilt. Andererseits lasst sich
jede Funktion f: X — R in der Form f = g + u schreiben, wobei g: X — R,
g(z) == L(f(z) + f(~2)), u: X = R, u(z) := 3(f(z) — f(—=)), und fiir diese
Summanden gilt g € G sowie u € U. Dies zeigt V = G ® U. Fiir die Projektion
auf G lings U, ng: V. — V., und die Projektion auf U lings G, npy: V. — V,
erhalten wir

(r6(N))(@) = 5(f(@) + f(=2)) wnd (7u(f)(2) = 3(f(z) — f(-2)).
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Die Projektion mg macht Funktionen gerade und zwar so, dass bereits gera-
de Funktionen unveréndert bleiben und ungerade Funktionen auf 0 abgebil-
det werden. Analog macht die Projektion 7y Funktionen ungerade, wobei be-
reits ungerade Funktionen unverdndert bleiben und gerade Funktionen auf 0
abgebildet werden. Beachte auch, dass die Spiegelung an G lings U, d.h. 0 =
7o — 7y F(X,R) = F(X,R), durch o(f)(z) = f(—x) gegeben ist, x € X. Mit
Hilfe der Involution v: X — X, v(x) := —ux, ldsst sich dies auch als o(f) = fov
schreiben.

I1.5.12. BEISPIEL. Sei K ein Korper in dem 2 # 0 gilt. In Beispiel 11.4.12
haben wir gesehen, dass die symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Matrizen,

W= {A € Mnxn(K) DA = A} und W' = {A € Mnxn(K) P A= _A}

jeweils Teilrdume von M,,«,(K) bilden. Wir wollen nun zeigen, dass M,,«,(K)
direkte Summe dieser Teilrdume ist, d.h.

M,ysn(K) =W & W'
Zunéchst gilt W N W' = {0}, denn fir A € W N W’ folgt A = A" = —A, also
2A = 0 und daher A = 0. Andererseits ldsst sich jede Matrix A € M,,«,(K) in
der Form
A=LA+4)+1(A-A)

schreiben, wobei der erste Summand offensichtlich in W liegt, denn (3(A+A"))" =
AT+ AM) = L(A'+ A) = (A+ A"), und der zweite Summand in W’ liegt, denn
(3(A—AY)) = (A" —A") = Z(A'—A) = —5(A—A"). Dies zeigt M, x,(K) = W+
W', also My, (K) =W @W’'. Fir die Projektion m: M, (K) = W C M, ,,(K)
auf W langs W’ bzw. die Projektion 7': M« (K) — W’ C M, +,(K) auf W’
langs W erhalten wir

T(A)=3(A+A") und 7'(A)=3(A-A".

) =
Die Spiegelung an W langs W', d.h. 0 = 7 —7": M5, (K) = M,,«,(K), ist daher
durch o(A) = A" gegeben.

I1.5.13. PROPOSITION. Sei ¢: V — W eine surjektive lineare Abbildung und
V" ein zu ker(p) komplementdrer Teilraum in V', d.h. V = ker(¢) ® V'. Dann ist
die FEinschrinkung ¢|y:: V' — W ein linearer Isomorphismus.

BEWEIS. Zunichst ist ¢|y: injektiv, da ker(p|y) = {v € V' : o(v') =0} =
ker(p) NV’ = {0}, siche auch Proposition 11.3.22. Um auch die Surjektivitét von
©lyr zu zeigen, sei w € W beliebig. Wegen der Surjektivitidt von ¢ gibt es v € V
mit p(v) = w. Da V = ker(¢) + V', existiert v' € V', sodass v — v’ € ker(p). Es
folgt w = @(v) = (v —v" + ') = (v =) + (v) = 04 (V) = p(v), also
w € @(V'). Somit ist |y eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus. O

I1.5.14. BEMERKUNG. Betrachte ein linearess Gleichungssystem Ax =y, wo-
bei A € Myx,(K), z € K® und y € K™. Weiters bezeichne ¢: K" — K™,
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Y(x) = Az, die damit assozierte lineare Abbildung, und W := img(v)) den Teil-
raum aller y € K™, fiir die das Gleichungssystem Az = y losbar ist. Gelingt es
einen zu ker(¢)) komplementéren Teilraum V' zu bestimmen, d.h. ker(¢)®V’ = V|
dann ist die Einschrankung |y : V' — W nach Proposition I1.5.13 ein Isomor-
phismus, und ihre Umkehrabbildung, & = ¢[;;: W — V' C V, liefert dann zu
jedem y € W eine spezielle Losung £(y) € K™, die linear von y abhéngt.

I1.6. Quotientenrdume. Es sei V' ein Vektorraum iiber K und W C V ein
Teilraum. Wir definieren auf V' nun eine Relation ~ durch

v~ev ey —ve W
11.6.1. LEMMA. Diese Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf V.

BEWEIS. Die Relation ist reflexsiv, denn fiir jedes v € V gilt v —v =0€ W,
also v ~ v. Die Relation ist symmetrisch, denn aus v ~ v’ folgt v' —v € W, somit

ist auch v — v = —(v" —v) € W und daher v" ~ v. Die Relation ist transitiv,
denn aus v ~ v und v ~ v” erhalten wir v —v € W und v — ' € W, somit
auch v —v = (v =) + (v —v) € W und daher v ~ v". O

I1.6.2. LEMMA. Sind v, vy,v9,v",v],v5, € V und A € K, dann gilt:

(a) Aus v ~ v} und vy ~ vl folgt (v1 + vg) ~ (V] + vh).
(b) Aus v ~ v folgt Av ~ \v'.

BEWwWEIS. Ad (a): Gilt v; ~ v} und vy ~ v} so folgt v] —v; € W und vj — vy €
W, somit auch (v} 4+ v}) — (v; + v2) = (v] — v1) + (v5 — ve) € W und daher
(v1 + vg) ~ (V] +0v)). Ad (b): Aus v ~ v’ erhalten wir v/ — v € W, somit auch
A — Av = A(v' —v) € W und daher Av ~ A\v'. O

Die Aquivalenzklassen von ~, sind genau die Translate von W. Wir werden
die von v € V représentierte Aquivalenzklasse meist mit
] ={ eViv~t}={v+w:weW}=v+W
bezeichnen. Fiir die Menge der Aquivalenzklassen schreiben wir V/W. Wir defi-

nieren nun auf V/W Addition V/W x V/W 5 V/W und Skalarmultiplikation
K x V/W — V/W durch

[v1] + [v2] == [v1 + v und  AJv] := [Av],

wobei v,v1,v9 € V und A € K. Beachte, dass diese Operationen nach Lem-
ma I1.6.2 tatsdichlich wohldefiniert sind! Wir werden uns nun davon iiberzeugen,
dass V/W dadurch zu einem K-Vektorraum wird.

11.6.3. SATZ. Ist W ein Teilraum eines K-Vektorraums V', dann bildet V /W
mit obigen Operationen einen Vektorraum tber K. Die kanonische Abbilddung
V. — V/W, n(v) := [v], ist eine lineare Surjektion mit ker(w) = W. Zu
jeder linearen Abbildung p: V — U mit |y = 0 existiert eine eindeutige lineare
Abbildung ¢: V/W — U, sodass ¢ = pom.
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BEWEIS. Zunichst sind die Vektorraumaxiome (V1) — (V8) fiir V//W zu iiber-
priifen. Wir beginnen mit der Assotiativitdt der Addition:

([’01] + [Ug]) + [Ug] = [Ul + ’02] + [Ug] = [(Ul + ’02) + ’03]
= ['Ul + (122 + Ug)] = [Ul] + [’Ug + Ug] = [Ul] + ([Ug] + ['Ug]).

Dies zeigt, dass die Addtion auf V/W dem Axiom (V1) geniigt. Analog erhalten
wir aus Axiom (V2) fir V sofort [v] + [0] = [v + 0] = [v]. Somit ist die Klasse
[0] € V/W neutrales Element der Addition auf V/W, d.h. die Addition auf V/W
erfiillt auch Axiom (V2). Ebenso erhalten wir [v]+[—v] = [v+(—v)] = [0], d.h. die
Klasse [—v] € V/W ist das additive Inverse der Klasse [v]. Die Addition auf V/W
geniigt daher auch Axiom (V3). Auch die Kommutativitiat der Addition auf V/W
folgt sofort aus der Kommutativitat der Addition in V, [v1] + [va] = [v1 + vo] =
[vg + v1] = [va] + [v1], also geniigt V/W Axiom (V4). Fiir A\, u € K erhalten wir
dahnlich A(u[v]) = A[pv] = [AM(pv)] = [(Ap)v] = (Ap)[v], die Skalarmultiplikation
in V/W geniigt daher dem Axiom (V5). Weiters haben wir:

)\([Ul] + [’UQ]) = )\[’01 + Ug] = [)\(’Ul + Ug)]
= [)\Ul + )\Ug] = [)\’Ul] + [)\UQ] = )\[’Ul] + )\[’Ug].

In V/W gilt daher das Distributivgesetz (V6). Das andere Distributivgesetz (V7)
ldsst sich genauso verifizieren, (A + u)[v] = [(A + p)v] = [Av + ] = [Av] + [pv] =
A[v]+uv], also gentigt V/W auch Axiom (V7). SchlieBlich ist 1[v] = [1v] = [v] und
damit ist auch Axiom (V8) erfiillt. Addition und Skalarmultiplikation auf V/W
erfiillen somit alle Vektorraumaxiome und bilden daher einen K-Vektorraum.

Die kanonische Abbildung 7: V' — V/W ist offensichtlich linear, denn es
gilt m(v + w) = [v+w] = v + [w] = 7(v) + 7(w) und auch 7(\v) = [Mv] =
Av] = Mr(v).? Die Surjektivitéit von 7 ist trivial, jede Aquivalenzklasse besitzt ja
mindestens einen Repriisentanten. Fiir den Kern von 7 folgt ker(7) = 71([0]) =
{veV i nv)=0]}={veV|[p=0}={veV]v~0}=W.

Sei nun ¢: V — U eine lineare Abbildung die auf W verschwindet, d.h.
olw = 0. Firv, v € Vmit v ~ v gilt o' —v € W, also p(v')—p(v) = (v —v) =0
und somit ¢(v) = ¢(v'). Daher ist die Abbildung

p: VIW = U, ¢([v]) = ¢(v),

wohldefiniert. Auch ist sie offensichtlich linear, denn @([vy]+ [v

(01 +v2) = plun) + p(v2) = B([1]) + B([ea]) und GA]) = G([Ae]) = p(Ao) =
Ap(v) = A@([v]). SchlieBlich gilt (g o7)(v) = @(7(v)) = @([v]) = ¢(v) und daher
@ om = . Die Eindeutigkeit der Abbildung ¢ folgt sofort aus der Surjektivitét
von . U

o]) = @([v1+va]) =

3Die Vektorraumoperationen auf V/W wurden genau so definiert, dass 7 linear wird.
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I1.6.4. DEFINITION (Quotientenraum). Der Vektorraum V/W wird Quotien-
tenraum V' nach W oder V' modulo W genannt. Die Abbildung 7: V — V/W,
m(v) = [v], wird als kanonische Projektion bezeichnet.

I1.6.5. BEMERKUNG. Es gilt stets V/{0} = V und V/V = {0}. Fiir einen
Teilraum W eines Vektorraums V' gilt V/W = {0} genau dann, wenn V = .

I1.6.6. KOROLLAR. Jede lineare Abbildung p: V — W induziert einen linea-
ren Isomorphismus

@: V/ker(p) = img(p), @([v]) = ¢(v).

BEWwWEIS. Wir fassen ¢ als surjektive lineare Abbildung ¢: V' — img(y) auf.
Da ¢ auf ker(yp) verschwindet stellt @: V/ker(¢) — img(p), ¢([v]) = ¢(v),
eine wohldefinierte lineare Abbildung dar, siche Satz I1.6.3. Offensichtlich ist ¢
surjektiv. Weiters gilt ker(¢) = {[0]}, denn aus ¢([v]) = 0 erhalten wir ¢(v) = 0,
also v € ker(y) und daher [v] = [0] € V/ker(p). Nach Proposition 11.3.22 ist @
daher auch injektiv. Somit ist ¢ eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus,
sieche Bemerkung I1.3.11. O

11.6.7. KOROLLAR. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V und W' ein
Komplement von W in V', d.h. V. =W @& W'. Dann ist die Finschrinkung der
kanonischen Projektion, |y : W' — V/W, ein linearer Isomorphismus. Jede
Aquivalenzklasse in VW besitzt daher einen eindeutigen Reprdsentanten in W'

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Satz 11.6.3 und Proposition I1.5.13. U

I1.6.8. BEISPIEL. Sei A € M, «,(K) eine Matrix und L := {x € K" : Az =
0} der Losungsraum des assozierten homogenen Gleichungssystems. Weiters sei
£ € K" und y := A¢ € K™, also A = y. Dann besteht die von £ représen-
tierte Aquivalenzklasse, [¢] € K"/L, genau aus jenen Vektoren, die das selbe
Gleichungssystem wie £ losen, d.h. [¢] = {z € K" : Az = y}.

I1.6.9. BEISPIEL. Sei [a,b] ein Intervall, und bezeichne W C F([a,b],R) den
Teilraum der konstanten Funktionen. Die von einer Funktion f € F([a,b],R) re-
prisentierte Aquivalenzklasse [f] € F([a,b], R)/W besteht daher aus allen Funk-
tionen, die sich von f nur durch eine additive Konstante unterscheiden. Elemente
von F'([a, b], R)/W kénnen als Funktionen verstanden werden, die nur bis auf eine
additive Konstante definiert sind.

I1.6.10. BeispIEL (Landau Symbol). Betrachte den Teilraum
W:=o(1)={f € F(R,R) | lim f(x) = 0}

von F(R,R). Die von einer Funktion f € F(R,R) reprisentierte Aquivalenz-
klasse [f] € F(R,R)/W besteht daher genau aus jenen Funktionen g, fiir die
lim, 00 (g(x) — f(x)) = 0 gilt, d.h. aus allen Funktionen die sich asymptotisch
wie f verhalten. Elemente von F(R,R)/W konnen daher als Asymptoten ver-
standen werden.
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Das Konzept der Basis bildet das wesentliche Hilfmittel um die Struktur all-
gemeiner Vektorrdume zu verstehen. Ist ein Vektorraum mit einer Basis ausge-
stattet, dann kann jeder Vektor in eindeutiger Weise als Linearkombination der
Basisvektoren geschrieben werden, Vektoren konnen somit durch Zahlen, und
zwar eine fiir jeden Basisvektor, beschrieben werden.

Basen werden als linear unabhéngige Erzeugendensysteme definiert, wir be-
ginnen dieses Kapitel daher mit zwei Abschnitten, in denen wir die Begriffe Fr-
zeugendensystem und lineare Unabhdngigkeit erlautern. In Abschnitt I11.3 werden
wir dann zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt und einige Konsequen-
zen dieses zentralen Resultats besprechen. Bevor wir im folgenden Kapitel IV
néher auf die wichtige Klasse der endlich-dimensionalen Vektorrdume eingehen,
werden wir in Abschnitt I11.4 noch grundlegende Eigenschaften des Dualraums
zusammenstellen.

II1.1. Erzeugendensysteme. Sei A eine Teilmenge eines K-Vektorraums
V. Unter einer Linearkombination von Elementen in A verstehen wir jeden Aus-
druck der Form

)\1&1 +- )\na'na
wobei A1,..., A, € Kund ay,...,a, € A. Auch n = 0 ist hier zuldssig, wir
interpretieren diesen Fall als leere Summe, ihr Wert ist definitionsgeméaf3 gleich 0.
Lasst sich ein Vektor v € V als Linearkombination von Elementen in A schreiben,
d.h. existieren a; € A und \; € K, sodass v = \ja; + - - -+ \,a,, dann konnen wir

durch geeignetes Zusammenfassen auch erreichen, dass die Elemente a4, ..., a,
paarweise verschieden sind, siehe (V7). Somit ldsst sich v auch in der Form

V= Z A
acA
schreiben, wobei die Skalare A\, € K fast alle verschwinden, d.h. alle bis auf

endlich viele gleich 0 sind.

III1.1.1. DEFINITION (Lineare Hiille). Ist A eine Teilmenge eines K-Vektor-
raums V', dann wird die Menge aller Vektoren, die sich als Linearkombinationen
von Elementen in A schreiben lassen, d.h.

<A> = {A1a1+---+)\nan Ay Ap €K al,...,aneA},

als lineare Hiille oder lineares Erzeugnis von A bezeichnet. Auch wird (A) der
von A erzeugte bzw. aufgespannte Teilraum genannt. Sind vq,...,v, € V, dann
schreiben wir auch

(U1, ..., Up) 1= ({vl,...,vn}):{)\1U1+---+)\nvn}Al,...,)\nEK}

fiir den von {wy,...,v,} aufgespannten Teilraum.
45
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II1.1.2. PROPOSITION. Sei A eine Teilmenge eines Vektorraums V. Dann ist
(A) der kleinste Teilraum von V, der A enthdlt, d.h. (A) bildet einen Teilraum
von V', es gilt A C (A) und fir jeden weiteren Teilraum W von V mit A C W
gilt schon (A) C W. Insbesondere ist

(A) = | | %%
W ist Teilraum von V'
und w

wobei der Durchschnitt aller Teilrdume von V' gemeint ist, die A enthalten.

BEWEIS. Zunichst ist (A) nicht leer, denn 0 € (A). Weiters ist (A) offensicht-
lich abgeschlossen unter Addition. Um auch die Abgeschlossenheit unter Skalar-
multiplikation zu sehen, sei nun v € (A) und A € K. Nach Definition der linearen
Hiille 1asst sich v in der Form v = Ajaq + - - - + A, a,, schreiben, wobei a; € A und
i € K. Es folgt Av = A \jar+- -+ A\pan) = (AA)ag +- - -+ (A\,)ap, also ist auch
Av € (A). Dies zeigt, dass (A) einen Teilraum von V' bildet. Da sich jedes a € A
als Linearkombination a = la schreiben lésst, gilt auch A C (A). Sei nun W ein
Teilraum von V', sodass A C W. Fiir beliebige ay,...,a, € Aund A\{,..., )\, € K
folgt dann \ja; + -+ -+ A\pa, € W, also (A) CW. O

(D)= rer)={(3) res)
(D) =0 () +u(d) rmemp={ (85 ) -rwer]
(D)= 00+ () rnemb={(1))
(D) =P @) en () v (1) rmver)=m

II1.1.4. LEMMA. Sind A und B Teilmengen eines Vektorraums V' dann gilt:
(a) (B) = {0} und (V) =V.
(b) Ist A C B, dann auch (A) C (B).
(¢) A ist genau dann Teilraum von V, wenn A = (A).
(d) Esist B C (A) genau dann, wenn (AU B) = (A).
(e) Es gilt (AU B) = (A) + (B).
(f) Fiir jede lineare Abbildung : V — W gilt (p(A)) = p((A)).
(g) Fiir je zwei lineare Abb. o,v: V — W gilt: p|a = ¥|a < ¢|a) = V|4

BEWwEIS. Die Behauptungen (a) und (b) sind trivial. Punkt (c) folgt sofort
aus Proposition II1.1.2. Ad (d): Gilt (AU B) = (A), so folgt B C AUB C
(AU B) = (A), also B C (A). Fiir die andere Implikation sei nun B C (A). Da
auch A C (A) erhalten wir AU B C (A) und somit (AU B) C (A), denn (AU B)
ist der kleinste Teilraum, der A U B enthélt. Aus A C AU B folgt mit (b) aber
auch die umgekehrte Inklusion, (A) C (AU B), und somit Gleichheit.
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Ad (e): Aus (b) erhalten wir zunéchst (A) U (B) C (AU B), also (A) + (B) C
(AU B), denn (A) 4 (B) ist der kleinste Teilraum in dem (A) U (B) enthalten
ist, vgl. Proposition I1.5.2. Andererseits ist AU B C (A) U (B) C (A) + < ), e
gilt daher auch die umgekehrte Inklusion, (AU B) C (A) + (B), denn (AU B) 1st

der kleinste Teilraum, der A U B enthalt.

Ad (f): Aus A C (A) folgt p(A) C ¢((A)). Da ¢({A)) einen Teilraum bildet
erhalten wir (p(A)) C ¢((A)), denn (p(A)) ist der kleinste Teilraum, der p(A)
enthélt. Es gilt auch die umgekehrte Inklusion, ¢((A)) C (¢p(A)), denn jedes
v € (A) lasst sich als Linearkombination v = Aja; + - - - + A\, a,, schreiben, a; € A,
Ai €K, also o(v) = p(Mar + -+ 4+ Aay) = Mip(ar) + -+ Aplan) € (p(A)).

Ad (g): Die eine Implikation ist trivial, da A C (A). Fiir die andere Implikation
sei nun ¢|a = ¥|a. Der Teiltaum V' := {v € V : p(v) = ¥(v)} = ker(¢ — ¢)
enthélt daher A als Teilmenge. Es folgt (A) C V' und daher o]y = ¢[ay. O

I11.1.5. BEMERKUNG. Aus Lemma IIL1.1.4(b) folgt zwar (AN B) C (A)N(B),
i.A. ist jedoch (AN B) # (A) N (B), siche Ubungsaufgabe 56.

II1.1.6. DEFINITION (Erzeugendensystem). Eine Teilmenge E eines K-Vektor-
raums V' wird Erzeugendensystem von V genannt, wenn (E) = V gilt. In diesem
Fall sagen wir auch F erzeugt V oder V wird von E aufgespannt. Ein Vektorraum
heiflt endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

I11.1.7. BEMERKUNG. Jeder Vektorraum V' besitzt ein Erzeugendensystem,
etwa gilt V = (V) nach Lemma III.1.4(a).

ITI.1.8. BEMERKUNG. Ist E ein Erzeugendensystem eines Vektorraums V'
und gilt £ C E' C V, dann ist auch E’ Erzeugendensystem von V. Mit Lem-
ma [I1.1.4(b) folgt namlich V = (E) C (E') CV, also (E') = V.

I11.1.9. BEMERKUNG. Ist ¢: V — W linear und FE ein Erzeugendensystem
von V', dann bildet ¢(FE) ein Erzeugendensystem des Vektorraums img(y). Dies
folgt sofort aus Lemma I11.1.4(f). Insbesondere sind Quotienten endlich erzeugter
Vektorrdume wieder endlich erzeugt, vgl. Satz 11.6.3.

Erzeugendensysteme lassen sich auch mit Hilfe linearer Abbildungen charak-
terisieren.

I11.1.10. PROPOSITION (Erzeugendensysteme). Fiir eine Teilmenge E eines
K-Vektorraums V sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) E ist ein Erzeugendensystem von V.

(b) Jedes v € V ldsst sich als Linearkombination v = Y __p Aee schreiben, fiir
gewisse Skalare N\, € K, die fast alle verschwinden.

(c) Fiir je zwei lineare Abbildungen @,v: V — W gilt: o|p = Y|p = ¢ = 1.

BEWEIS. Die Aquivalenz (a)«<(b) ist trivial. Die Implikation (a)=(c) folgt
aus Lemma I11.1.4(g). Ad (c)=(a): Betrachte die kanonische Projektion 7: V' —
V/(E), siehe Satz 11.6.3. Da 7|g = 0, folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in (c),
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dass m = 0 gilt. Zusammen mit der Surjektivitdt von 7 erhalten wir V/(FE) =
img(7) = img(0) = {0} und somit V = (E), vgl. Bemerkung I11.6.5. O

I11.1.11. BEISPIEL. Die Teilmenge {(1),(2)} bildet ein Erzeugendensystem
von R?, denn jedes Element von R? lisst sich als Linearkombination dieser Vek-

toren schreiben,
x 1 3
<y) = (Tx — 3y) (2) + (22 +vy) <7) .

[11.1.12. BEISPIEL. Die Menge {(é) , (g) , (%’)} bildet ein Erzeugendensy-

stem von R?, denn jedes Element von R? lisst sich als Linearkombination dieser
Vektoren schreiben,

(é) :(x—2y+z)<é>+(y—2z)<(21))+z<%).

I11.1.13. BEISPIEL. Die Menge {(141r1) , (1__31)} bildet ein Erzeugendensystem
von C2, denn jedes Element von C? lisst sich als Linearkombination dieser Vek-
toren schreiben,

(2) = (=3iz — (1 —i)z) (lii) +(—(1+ i)z +iz) (1_5;) .

I11.1.14. BEISPIEL. Der Vektorraum K" ist endlich erzeugt, die Menge der

sogenannten FEinheitsvektoren, {eq,...,e,},
1 0 0
0 1 0
€1 = 0 ) €2 = 0 ) BRI €n = 0 )
0 0 1

bildet ein Erzeugendensystem von K". Jedes x € K" lédsst sich ndmlich als Line-
arkombination x = x1e; + - -+ + x,€, schreiben, wobei x; die i-te Komponente
von x bezeichnet.

I11.1.15. BEISPIEL. Die Menge der Matrizen {(39),(85),(99),(39)} bildet
ein Erzeugendensystem von Ma,2(K), denn jedes Element von Msy(K) 1dsst sich
als Linearkombination dieser Matrizen schreiben,

(e a) =)o@ o) (o) = )

I11.1.16. BEISPIEL. Die Menge der Monome {1, z,2% 23, ...} bildet ein Er-
zeugendensystem des Vektorraums der Polynome, K[z]. Die Menge der Monome
{1,2,2%,...,2"} bildet ein Erzeugendensystem von K[z]<,,.

Wir beenden diesen Abschnitt mit folgender Charakterisierung surjektiver
linearer Abbildungen mittels Erzeugendensystemen.
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II1.1.17. PROPOSITION (Surjektive lineare Abbildungen). Fir eine lineare Ab-
bildung ¢: V. — W sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) @ ist surjektiv.
(b) Fiir jedes Erzeugendensystem E von V ist o(E) Erzeugendensystem von W .
(c) Es gibt eine Teilmenge A C 'V, sodass p(A) Erzeugendensystem von W ist.

BEwEIS. Die Impliktion (a)=-(b) folgt aus Bemerkung III.1.9. Die Implikati-
on (b)=(c) ist offensichtlich, denn jeder Vektorraum besitzt ein Erzeugendensy-
stem. Ad (c)=(a): Nach Voraussetzung existiert eine Teilmenge A C V', sodass
(p(A)) = W. Aus Lemma II1.1.4(f) folgt daher ¢((A)) = (p(A4)) = W, also ist ¢
surjektiv. U

II1.1.18. BEMERKUNG. Sei A € M,,5,(K) eine Matrix und ¢: K" — K™,
(x) := Az, die damit assoziierte lineare Abbildung. Dann bildet die Menge der
Spaltenvektoren von A, d.h.

ari A1n
yee ey :{¢(61),,¢(6n)}gKm
am1 Qmn,
ein Erzeugendensystem von img(1)), wobei ey, ..., e, die Einheitsvektoren in K"

bezeichnen. Dies folgt aus Bemerkung III1.1.9, denn E = {ey,...,e,} bildet ein
Erzeugendensystem von K"™. Der Teilraum jener y € K™, fiir die das Gleichungs-
system Axr = y mindestens eine Losung x € K" besitzt, wird daher von den
Spalten von A aufgespannt, vgl. Bemerkung I1.4.13. Insbesondere ist i) genau
dann surjektiv, wenn die Spalten von A ein Erzeugendensystem von K™ bilden.
Etwa ist die mit der Matrix

A:

(S SCN )
—_—_ O
N NG
oo
wW 0o ©
o N )
)

assoziierte lineare Abbildung ¢: K™ — K3, ¢(x) := Ax, surjektiv, denn die Menge
der Spaltenvektoren von A enthélt die Vektoren e;, e5 und ey 4 e3, deren lineare
Hiille enthélt daher auch den Vektor e3 = (es + e3) — e; und stimmt somit mit
K3 {iberein, vgl. Beispiel III.1.14. Das lineare Gleichungssystem Az = y besitzt
daher fiir jedes y € K® mindestens eine Losung x € K.

II1.2. Lineare Unabhingigkeit. Eine Teilmenge eines Vektorraums heif3t
linear abhéngig wenn zwischen ihren Elementen nicht-triviale lineare Relationen
bestehen. Genauer haben wir folgende Definition.

II1.2.1. DEFINITION (Lineare Abhéngigkeit). Es sei V' ein Vektorraum iiber
K. Eine Teilmenge A C V wird linear abhingig genannt, falls gilt: Es existieren
paarweise verschiedene Elemente aq,...,a, € A und Skalare \{,..., )\, € K, die
nicht alle verschwinden, sodass A\ja; + - - -+ A\,a, = 0.
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[11.2.2. BEISPIEL. Die Teilmenge {(1),(2),(2)} von R? ist linear abhingig,
denn 2 (3) +(-1)(%3) =0.

[11.2.3. BEISPIEL. Die Teilmenge {(é) , <§) , (g;)} von R3? ist linear abhén-

gig, denn @) + <§) — <‘§7’) = 0.

[1I.2.4. BEMERKUNG. Jede Teilmenge eines Vektorraums, die 0 enthilt ist
linear abhéngig, denn 0 =1 - 0.

[11.2.5. BEMERKUNG. Jede Obermenge einer linear abhéngigen Menge ist li-
near abhéngig, d.h. ist A eine linear abhéngige Teilmenge eines Vektorraums V'
und gilt A C A’ C V, dann ist auch A’ linear abhéngig.

I11.2.6. PROPOSITION (Lineare Abhéngigkeit). Fiir eine Teilmenge A eines
K-Vektorraums V' sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) A ist linear abhdngig in V.
(b) Es existieren A1, ..., N, € K und paarweise verschiedene a,ay,...,a, € A,
sodass a = Ajaj + - - -+ A\ya,, d.-h. wenigstens eines der Elemente von A ldsst

sich als Linearkombination der restlichen schreiben.
(c¢) Es existiert eine echte Teilmenge A" C A, sodass (A’) = (A).

BEWwWEIS. Ad (a)=-(b): Nach Voraussetzung existieren Aj,..., A, € K, nicht
alle gleich 0, und paarweise verschiedene aq, ..., a, € A, sodass \ja1+- - -+ \,a, =
0. Durch Umnummerieren diirfen wir 0.B.d.A. )\, # 0 annehmen. Es gilt daher

an = (=N A)ar + -+ (A A1),

die gewiinschte Darstellung.

Fiir die Implikation (b)=-(c) seien nun Ay,..., A\, € K und a,ay,...,a, € A
paarweise verschieden, sodass @ = Aja; + - - -+ A\ua,. Dann ist A" := A\ {a} C A
eine echte Teilmenge von A und es gilt ay,...,a, € A'. Aus a = \ja; +-- -+ \a,

erhalten wir weiters a € (A’). Nach Lemma I11.1.4(d) gilt daher (A’'U{a}) = (A’).
Da A = A" U{a} folgt (A) = (A').

Ad (c¢)=(a): Sei also A" C A eine echte Teilmenge mit (A’) = (A). Es existiert
daher a € A\ A. Daa € A C (A) = (A') existieren paarweise verschiedene
ai,...,a, € A und \,..., \, € Kmit a = Aa; + - -+ A\,a,. Auch die Vektoren

a,ai,...,a, sind paarweise verschieden, denn a ¢ A’ aber a4, ...,a, € A". Da
(=a+ Mar + -+ -+ Aa, =0,
ist A also linear abhéingig. O

I11.2.7. BEISPIEL. Wir wollen die Aussage von Proposition I11.2.6 an der li-

near abhiingige Teilmenge {(3),(2),(3)} C R? aus Beispiel 111.2.2 illustrieren.

In diesem Fall lassen sich zwei Vektoren als Linearkombinationen der anderen
schreiben, () = 1(2) und (%) = 2(}), aber der dritte Vektor ist nicht Line-
arkombination der restlichen, denn aus (3) = A(1) + p(3) folgt 3 = A + 2
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und 7 = 2\ + 4p und dieses Gleichungssystem besitzt keine Losungen. Auch gilt
R?=((3),($)) =3, (1) =((3).(3). (1) #((5),(2) ={(3))-

I11.2.8. BEISPIEL. Die Menge der Vektoren {<(1)> , ( 2% ) , ( &Y >} ist li-

i 345i —2}5i
near abhingig in C3, denn

1 0 i
2 | =@+2) (1] i -3
3 + i i —2 4 5i

I11.2.9. BEISPIEL. Sei w € R\ §Z fix. Die Funktionen fi, f2, f3: R = R,
fi(x) :=sin(x), fo(x) :=cos(x) und f3(x):=sin(z + w).
sind paarweise verschieden, denn f;(0) = 0 # f3(0) # 1 = f5(0). Die Teilmenge

{f1, f2, f3} € F(R,R) ist linear abhéngig, denn nach dem Additionstheorem fiir
Winkelfunktionen gilt f5 = cos(w) f1 + sin(w) fo.

[11.2.10. DEFINITION (Lineare Unabhéngigkeit). Eine Teilmenge eines Vek-
torraums wird linear unabhdngig genannt, wenn sie nicht linear abhéngig ist.

II1.2.11. PrROPOSITION (Lineare Unabhéngigkeit). Fir eine Teilmenge A ei-

nes K-Vektorraums V sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) A ist linear unabhingig in V.

(b) Sind ay, ..., a, € A paarweise verschieden und Ay, ..., \, € K, sodass \a; +
s 4 Apay, = 0, dann gilt schon A\y = --- =\, =0.

(c) Ist Y c s Aaa = 0, wobei die Skalare N, € K fast alle verschwinden, dann gilt
schon Ay = 0 fiir alle a € A.

(d) Ist Y cpaAa@ = D ca Mot wobei die Skalare N, € K und p, € K fast alle
verschwinden, dann gilt schon A\, = i, fir alle a € A.

(e) Fir jede echte Teilmenge A C A gilt (A") # (A).

BewEIS. Die Aquivalenz (a)<(b) folgt sofort aus der Definition. Die Aqui-
valenz (b)<>(c) ist trivial. Ad (c)=-(d): Sei also ) .4 Aa@ = D, 4 Ha@, Wobei die
Skalare A\, € K und p, € K fast alle verschwinden. Es folgt

Z()\a - ,ua)a' = Z Aal — Z,uaa = 0.

acA acA acA
Fiir jedes a € A gilt daher nach Voraussetzung A\, — p, = 0, also A\, = .
Die Implikation (d)=-(c) folgt sofort indem wir y, = 0 setzen. Die Aquivalenz
(a)<(e) folgt aus Proposition I11.2.6. O

[11.2.12. BEMERKUNG. Die leere Menge ist stets linear unabhéngig.

[11.2.13. BEMERKUNG. Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge ist
linear unabhéngig, d.h. ist A eine linear unabhéngige Teilmenge eines Vektor-
raums V und gilt A" C A, dann ist auch A’ linear unabhéingig. Dies folgt aus
Bemerkung I11.2.5.
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1I1.2.14. BEMERKUNG. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V und A C W
linear unabhéngig in W, dann ist A auch linear unabhéngig in V.

I11.2.15. BEISPIEL. Eine 1l-elementige Teilmenge {v} C V ist genau dann
linear unabhéngig, wenn v # 0.

I11.2.16. BEISPIEL. Die Menge der Vektoren {(1),(2)} ist linear unabhéngig
in R?. Sind némlich A\, u € R und

1 3
Vo) (7)o
dann folgt A + 3¢ =0 und 2\ + 7 =0, also A = u = 0.

[11.2.17. BEISPIEL. Die Menge der Vektoren { (é) , (g) , (%) } ist linear un-
abhiingig in R3. Sind némlich X, s, v € R und

1 2 3
B #n () e (1) =0
so folgt A\ +2u+3r=0,u+2vr=0und v =0, also A\ =pu=v=0.

II1.2.18. BEISPIEL. Die Menge der Vektoren {(ljﬂ) , (1_;)} ist linear un-
abhiingig in C2. Sind némlich A\, v € C und

i 1—1i
)‘<1+i>+“<—3i> =0,
dann folgt i\ + (1 —i)p =0 und (1 +i)A —3ip =0, also A = u = 0.

I11.2.19. BEISPIEL. Die Menge der Einheitsvektoren {ej,...,e,} ist linear
unabhéngig in K", denn aus A\e; +---+ A\,e, =0, folgt Ay =--- =)\, =0.

I11.2.20. BEISPIEL. Die Menge der Matrizen {(§98),(53),(99),(89)} ist li-
near unabhéingig in Msy»(K). Sind ndmlich Ay, As, A3, Ay € K und

10 0 1 0 0 00
N(o 0>+)\2<0 0>+>\3<1 O)M(O 1)_0,
dann gilt schon Ay = Ao = A3 = Ay = 0.

I11.2.21. BEISPIEL. Die Menge der Monome, {1, z,2%, 2% ...}, ist linear un-
abhéngig in K[z].
[11.2.22. BEISPIEL. Die Teilmenge {sin, cos} C F'(R,R) ist linear unabhéngig.
Sind ndmlich A, p € R mit
Asin +p cos = 0,

so folgt durch Auswerten bei 0 und 7 /2 sofort 0 = Asin(0) + pcos(0) = p und
0 = Asin(m/2) 4+ pcos(m/2) = A
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I11.2.23. BEISPIEL. Betrachte die Funktionen fi, fo, f3: R — R, fi(z) := €,
fa(x) == €* und f3(x) := €**. Die Teilmenge {fi, fo, fs} € F(R,R) ist linear
unabhéngig. Sind namlich A, u, v € R und

A+ pfot+vfs=0,

dann erhalten wir durch Auswerten bei x =1In1, x = In2 und x = In 3 das lineare
Gleichungsystem

Atv+pu=0
2A+4v +8u =0
N+ 427 =0

und dieses besitzt nur eine Losung, A = p = v = 0.

II1.3. Basen. Um Elemente eines Vektorraums effizient durch Linearkom-
binationen beschreiben zu kénnen, liegt es nahe moglichst kleine, d.h. linear un-
abhéngige Erzeugendensysteme zu betrachten. Diese werden Basen genannt.

II1.3.1. DEFINITION (Basis). Unter einer Basis eines Vektorraums verstehen
wir ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.

II1.3.2. PROPOSITION (Basen). Fir eine Teilmenge B eines K-Vektorraums
V', sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) B ist eine Basis von V.

(b) Jedes v € V lisst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination v =
Y e Aob schreiben, wobei die Skalare N, € K fast alle verschwinden.

(c) Zu jedem Vektorraum W wund jeder Abbildung f: B — W existiert eine ein-
deutige lineare Abbildung ¢: V — W mit p|p = f.

BEWEIS. Die Aquivalenz (a)<(b) folgt aus Proposition 111.1.10(b) und Pro-
position I11.2.11(d). Ad (b)=-(c): Wir definieren ¢: V. — W durch ¢(v) :=
> vep Ao f (D), wobei A, € K jene eindeutig bestimmten Skalare bezeichnen, fiir die
v =) ,cp b gilt. Diese Abbildung ist wohldefiniert und es gilt p|p = f, denn
jedes b € B ldsst sich in der Form b = 1-b schreiben, also ¢(b) = 1f(b) = f(b). Es
bleibt daher nur noch die Linearitét von ¢ zu zeigen. Seien dazu v = Y, 5 A\pb
und v = Y7, p Apb. Dannist v+ 0" =37, oMb+, 5 A = D (A + AL)D
und daher

oo 1) = S0 A0 = S 0F0) + YN = olo) + (v
beB beB beB
Fir g € K gilt analog pv = ) cp b = >, 5(pAy)b und daher ¢(uv) =
Y open (W) (D) = 1> g M f (D) = pp(v). Damit ist die Existenz einer linearen
Abbildung ¢ mit den gewiinschten Eigenschaften gezeigt. Die Eindeutigkeit von
 folgt aus Proposition I11.1.10.

Ad (c)=(a): Betrachte die kanonische Projektion 7: V' — V/(B). Da 7|p =

0, folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in (c), dass 7 = 0 gilt. Da 7 surjektiv
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ist, erhalten wir V/(B) = img(m) = img(0) = {0} und somit V' = (B), vgl.
Bemerkung I1.6.5. Dies zeigt, dass B ein Erzeugendensystem von V' bildet. Um

auch die lineare Unabhéngigkeit von B zu zeigen, seien by,...,b, € B paarweise
verschieden und Aq,..., A, € K so, dass \iby + -+ + \,b, = 0. Zu jedem i €
{1,...,n} existiert nach Voraussetzung eine lineare Abbildung ¢: V' — K mit

@(b;) = 1 und ¢|p\ (3 = 0. Es folgt
und daher A\; = --- =\, = 0. Dies zeigt, dass B auch linear unabhingig ist. [

I11.3.3. BEMERKUNG. Ist A eine linear unabhéngige Teilmenge eines Vektor-
raums V', dann bildet A eine Basis des Teilraums (A).

I11.3.4. BEMERKUNG. Die leere Menge bildet eine Basis des trivialen Vektor-
raums {0}.

II1.3.5. BEISPIEL. Die Menge der Einheitsvektoren {ey,...,e,} bildet eine
Basis von K", siehe Beispiel 111.1.14 und Beispiel 111.2.19. Diese Basis wird als
Standardbasis von K" bezeichnet.

I11.3.6. BEISPIEL. Die Teilmenge {(}), (%)} ist eine Basis von R?, denn nach
Beispiel I11.1.11 bildet sie ein Erzeugendensystem, das nach Beispiel 111.2.16 auch
linear unabhéngig ist.

3

I11.3.7. BEISPIEL. Die Menge {(é) , <(2)> , @)} ist eine Basis von R3, denn

nach Beispiel 111.1.12 bildet sie ein Erzeugendensystem, das nach Beispiel I11.2.17
auch linear unabhéngig ist.

I11.3.8. BEISPIEL. Die Menge {(1;), ('3})} ist eine Basis von C?, denn nach
Beispiel I11.1.13 bildet sie ein Erzeugendensystem, das nach Beispiel I11.2.18 auch
linear unabhéngig ist.

I11.3.9. BEISPIEL. Die Menge der Matrizen {(§9),(35),(293),(89)} ist eine
Basis von My,5(K), denn nach Beispiel I11.1.15 bildet sie ein Erzeugendensystem,
das nach Beispiel I11.2.20 auch linear unabhéngig ist.

I11.3.10. BEISPIEL. Die Menge der Monome {1, z, 2%, 23, ... } bildet eine Basis
von K[z]. Die Menge der Monome {1, z, 22, ..., 2"} bildet eine Basis von K|[z]<,.

I11.3.11. BEMERKUNG. Zwei K-Vektorraume, die gleichméchtige Basen besit-
zen, sind isomorph. Seien dazu V und W zwei K-Vektorrdaume mit Basen B bzw.
C, und sei f: B — C eine Bijektion. Nach Proposition II1.3.2 existieren lineare
Abbildungen ¢: V — W und ¢: W — V, sodass ¢|p = f und ¢¥|c = f~'. Es
folgt (o) = flof =idp = idy|p und (potp)|c = fof~! =idec = idw|c. Aus
der Eindeutigkeitsaussage in Proposition I11.3.2(c) erhalten wir also ¢ o ¢ = idy
und ¢ o ¢ = idy,. Somit ist ¢ ein linearer Isomorphismus mit Umkehrabbildung
et =), dh. V = W. Ist etwa B eine Basis eines K-Vektorraums V, die aus
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genau n Elementen besteht, dann folgt V' = K". Daraus erhalten wir erneut
M (K) 2 K™ und K|[z]<, & K"

I11.3.12. PROPOSITION (Injektive lineare Abbildungen). Ist p: V' — W linear
und B eine Basis von V', dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) ¢ ist injektiv.
(b) ¢ bildet jede linear unabhdngig Teilmenge von V bijektiv auf eine linear un-
abhdingige Teilmenge von W ab.
(c) @ bildet jede Basis von V bijektiv auf eine lin. unabh. Teilmenge von W ab.
(d) ¢ bildet B bijektiv auf eine linear unabhdingige Teilmenge von W ab.

BeEwErs. Ad (a)=(b): Sei also A C V linear unabhéngig. Da ¢ injektiv ist,
wird A durch ¢ bijektiv auf ¢(A) abgebildet. Es geniigt daher zu zeigen, dass
©(A) linear unabhéngig ist. Seien dazu wy, ..., w, € ¢(A) paarweise verschieden
und Ap,..., A\, € K| sodass \jwy + -+ + \w, = 0. Da w; € p(A), existieren
v, ..., 0, € A, sodass p(v;) = w;, fir alle ¢ = 1,...,n. Beachte, dass auch die
Vektoren vy, ..., v, paarweise verschieden sein miissen. Wir erhalten

e(Avr 4+ F o) = M) + -+ Ap(vn) = Mwy + -+ + Aw, = 0.

Aus der Injektivitdt von ¢ folgt somit Ajv; + -+ 4+ A\,v, = 0. Da A linear un-
abhéngig ist, erhalten wir schliellich \; = --- = A, = 0. Dies zeigt, dass die
Menge ¢(A) linear unabhéngig in W ist.

Die Implikationen (b)=-(c)=-(d) sind trivial.

Ad (d)=(a): Sei v € ker(¢). Da B ein Erzeugendensystem von V bildet,
existieren paarweise verschiedene by,...,b, € B und A\(,..., )\, € K, sodass v =
Abi+- -+ by Es folgt 0 = p(v) = @(Ab1+- - -+ Auby) = A(by)+- - -+ Xp(bn)-
Da ¢|p injektiv ist, sind die Vektoren ¢(by),. .., ¢(b,) paarweise verschieden. Da
¢(B) linear unabhéngig ist, folgt Ay = --- = A\, = 0, also v = 0. Dies zeigt
ker(y) = {0}, folglich ist ¢ injektiv, vgl. Proposition 11.3.22. O

I11.3.13. BEMERKUNG. Sei A € M,,,(K) eine Matrix. Die mit A assoziierte
lineare Abbildung ¢: K" — K™, ¢ (x) = Az, ist genau dann injektiv, wenn die
Spaltenvektoren von A paarweise verschieden sind und eine linear unabhéngige
Teilmenge von K™ bilden. Dies folgt aus Proposition I11.3.12, denn die Standard-
basis F = {ey,...,e,} von K" wird durch ¢ auf die Menge der Spaltenvektoren
von A abgebildet.

I11.3.14. PROPOSITION (Isomorphismen). Ist p: V — W linear und B eine
Basis von V', dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) @ ist ein Isomorphismus.
(b) @ bildet jede Basis von V' bijektiv auf eine Basis von W ab.
(c) @ bildet B bijektiv auf eine Basis von W ab.

Bewelis. Die Implikation (a)=-(b) folgt aus Proposition II1.1.17 und Propo-
sition II1.3.12. Die Implikation (b)=-(c) ist trivial. Die Implikation (c)=-(a) folgt
aus Proposition II1.1.17 und Proposition I11.3.12. U
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II1.3.15. BEMERKUNG. Sei A € M,,.,,(K) eine Matrix. Die mit A assoziierte
lineare Abbildung ¢ : K" — K™, ¢ (x) = Az, ist genau dann ein Isomorphis-
mus, wenn die Spaltenvektoren von A paarweise verschieden sind und eine Ba-
sis von K" bilden. Dies folgt aus Proposition I11.3.14, denn die Standardbasis
E ={ey,...,e,} von K" wird durch ¢ auf die Menge der Spaltenvektoren von A
abgebildet. Wir werden spéter sehen, dass in diesem Fall m = n gelten muss.

I11.3.16. PROPOSITION. Seien W' und W" zwei komplementire Teilrdume
eines Vektorraums V, d.h. V.= W' @ W". Weiters sei B’ eine Basis von W' und
B" eine Basis von W". Dann ist B'N B"” = () und B’ U B” ist eine Basis von V.

BewEIs. Nach Lemma II1.1.4(e) gilt (B'UB") = (B")+(B") = W/'+W" =V,
also bildet B’ U B” ein Erzeugendensystem von V. Weiters haben wir B'N B” C
W' NW"” = {0} und daher B'N B” = (), denn jeder Basisvektor muss verschieden
von Null sein. Um die lineare Unabhéangigkeit von B’ U B” einzusehen, sei nun

> ab=0,
be B'UB/
wobei die Skalare \, fast alle verschwinden. Da B’ N B” = (), folgt
ZbeB’ )‘bé - ZbeB” Abév

Vo Vo
ew’ ew”

also Y e Ab = 0 = >, 5 Apb, denn beide Seiten obiger Gleichung liegen in
W' NW"” = {0}. Da B' und B” beide linear unabhéngig sind, folgt A, = 0, fiir
alle b € B'U B”. Somit ist B’ U B” linear unabhéngig, also eine Basis von V. [

Wir wollen nun zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Eine Me-
thode Basen zu konstruieren besteht darin Erzeugendensysteme solange zu Ver-
kleinern, bis man bei einem linear unabhéngig Erzeugendensystem, also einer
Basis, anlangt. Ist etwa E ein linear abhéngiges Erzeugendensystem von V,
dann existiert nach Proposition II1.2.6 eine echte Teilmenge E’' C E, sodass
(E') = (E) = V. Wir erhalten also ein echt kleiners Erzeugendensystem E’ von
V. Ist £/ immer noch linear abhéangig kénnen wir die selbe Konstruktion auf £’
anwenden und erhalten ein noch kleiners Erzeugendensystem E” C E’ von V.
Im Allgemeinen wird dieser Prozess nicht abbrechen, und liefert auch keine Basis
von V. War das urspriingliche Erzeugendensystem jedoch endlich, so miissen wir
nach endlich vielen Schritten ein linear unabhéngiges Frzeugendensystem, d.h. ei-
ne Basis von V erhalten. Wir fassen diese Uberlegungen in folgender Proposition
zusammen.

[11.3.17. PROPOSITION. Ist E ein endliches Erzeugendensystem eines Vek-
torraums V', dann existiert eine Basis B von V mit B C E. Insbesondere besitzt
jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis.
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Ein anderer Ansatz zur Konstruktion von Basen besteht darin linear un-
abhéngige Teilmengen durch Hinzunahme von Vektoren so zu erweitern, dass
die entstehenden Mengen immer noch linear unabhéngig sind. Dazu:

I11.3.18. LEMMA. Sei A eine linear unabhdingige Teilmenge eines Vektorraums
V und v € V\ (A). Dann ist auch AU {v} linear unahingig.

BEWEIS. Seien also aq,...,a, € A paarweise verschieden und A\, \1,..., A\, €
K so, dass

0=Av+ \ai+ -+ \ay.

Wire A # 0, erhielten wir v = (=A7'A\;)a; + -+ + (=A7'\,)a, € (A), ein Wi-
derspruch zur Voraussetzung v € V'\ (A). Es muss daher A\ = 0 gelten. Somit ist
auch 0 = A\ja; + - - - + \,a,. Da A linear unabhéngig ist, folgt Ay =--- =\, = 0.
Dies zeigt, dass A U {v} linear unabhéngig ist. O

Ist nun A eine linear unabhéngige Teilmenge eines Vektorraums V', die nicht
ganz V aufspannt, dann existiert nach Lemma II1.3.18 eine echt groflere linear
unabhingige Teilmenge A’ O A. Ist A’ ein Erzeugendensystem von V', dann ha-
ben wir eine Basis gefunden. Ist A’ kein Erzeugendensystem, dann erhalten wir
mittels Lemma II1.3.18 eine noch grofere linear unabhéngige Teilmenge A” 2 A’.
Dieser Prozess lisst sich fortsetzen, er wird i.A. aber nicht abbrechen, und es ist
an dieser Stelle nicht klar wie sich daraus Basen von V' gewinnen lassen. Lem-
ma II1.3.18 erlaubt es jedoch Basen als maximal linear unabhéngige Teilmengen
zu charakterisieren.

I11.3.19. PROPOSITION. Fiir eine Teilmenge B eines Vektorraums V' sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

(a) B ist eine Basis von V.

(b) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V', d.h. (B) =V und fir jede
echte Teilmenge A C B ist (A) # V.

(¢) B ist eine mazximal linear unabhingige Teilmenge von V', d.h. B ist linear un-
abhingig und jede echte Obermenge A, d.h. B C A C 'V, ist linear abhdngig.

BEWEIS. Die Aquivalenz (a)<(b) folgt sofort aus Proposition I11.2.11.

Ad (a)=(c): Sei also B eine Basis von V. Insbesondere ist B linear un-
abhéngig. Da B ein Erzeugendensystem von V' bildet, gilt fiir jede Obermenge
Avon B, dh. BC ACV,auch (A) = (B), denn V = (B) C (A) C V. Nach
Proposition I11.2.6 ist daher jede echte Obermenge, B C A C V| linear abhéingig.

Ad (c¢)=-(a): Sei also B eine maximal linear unabhingige Teilmenge von V.
Jede echte Obermenge A mit B C A C V ist daher linear abhéngig. Insbesondere
ist fiir jedes v € V' \ B die Menge B U {v} linear abhéngig, also v € (B) nach
Lemma I11.3.18. Dies zeigt V' \ B C (B). Da auch B C (B) gilt, erhalten wir
V=BU(V\B)C(B)CV,also (B) =V. Somit ist B ein Erzeugendensystem
von V', also eine Basis. O
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Um nun die Existenz von Basen zeigen zu konnen, benotigen wir ein Hilfs-
mittel aus der Mengenlehre. Wir wiederholen zunéchst die notwendigen Begriffe.

Sei X eine Menge und < eine Halbordnung auf X, d.h. eine reflexsive, tran-
sitive und antisymmetrische Relation auf X, siehe |7, Kapitel 4]. Eine Teilmenge
A C X heifit nach oben beschrinkt wenn s € X existiert, sodass a < s, fiir al-
le a € A. Jedes solche s wird eine obere Schranke von A genannt. Unter einer
Kette in X verstehen wir eine totalgeordnete Teilmenge K C X, d.h. fiir je zwei
ki, ke € K gilt stets k1 < ko oder ky < k. Ein Element zy € X wird maximal
genannt, wenn fiir jedes x € X mit zy < x schon xy = x gilt. In anderen Worten,
ein Element von X ist genau dann maximal, wenn kein echt gréfleres Element von
X existiert. Das wesentliche Hilfsmittel aus der Mengenlehre, das wir zur Kon-
struktion von Basen allgemeiner Vektorrdume verwenden werden ist das folgende
nach Max Zorn benannte Lemma.

I11.3.20. LEMMA (Lemma von Zorn). Jede halbgeordnete Menge, in der jede
Kette eine obere Schranke hat, besitzt mindestens ein maximales Element.

I11.3.21. BEMERKUNG. Das Lemma von Zorn ist zum Auswahlaxiom dquiva-
lent, siehe etwa [4, letztes Kapitel]. Dieses besagt, dass es stets moglich ist bei
einer Familie nicht leerer Mengen X, ¢« € I, aus jeder der Mengen X, ein Element
auszuwéhlen, in anderen Worten, es existiert eine Abbildung a: I — J,.; X;,
sodass «a(i) € X;, fiir jedes i € I. Dies bedeutet gerade, dass das Produkt
[L;c; Xi nicht leer ist. Aquivalent dazu ist auch folgende Aussage: Jede surjektive
Abbildung f: X — Y besitzt ein Rechtsinverses, d.h. es existiert eine Abbil-
dung ¢g: Y — X, sodass f og = idy. Es soll an dieser Stelle auch erwahnt
sein, dass das Auswahlaxiom unabhéngig vom Zermelo—Fraenkel Axiomensystem
(ZFA) der Mengenlehre ist. Ist ZFA widerspruchsfrei, dann gilt dies auch fiir
ZFA+Auswahlaxiom, aber auch fiir ZFA+(Negation des Auswahlaxioms). Die
erste Aussage wurde von Kurt Godel 1938 bewiesen, die zweite von Paul Cohen
im Jahre 1963.

I11.3.22. SAaTz (Existenz von Basen). Sei V' ein Vektorraum, A C 'V eine
linear unabhdngige Teilmenge und E ein Erzeugendensystem von V', sodass A C
E. Dann existiert eine Basis B vonV mit AC BC FE.

BEWEIS. Betrachte folgende Teilmenge der Potenzmenge von V',
X = {M } ACM C FE und M ist linear unabhéingig}.

Die Mengeninklusion definiert eine Halbordnung C auf X. Wir wollen nun zeigen,
dass sich das Lemma von Zorn auf X anwenden lédsst. Sei also K eine Kette in
X. Es geniigt zu zeigen, dass

S = U M

MeK
in X liegt, denn dann ist .S offenbar eine obere Schranke fiir K. Offensichtlich gilt
ACSCE,denn AC M C FE fiir jedes M € K, also auch fiir deren Vereinigung.
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Es bleibt daher nur noch die lineare Unabhéngigkeit von S zu zeigen. Seien dazu
S1,...,8, € S paarweise verschieden und Ay ..., \, € K, sodass A\;s1+- - -+A\,s, =
0. Nach Konstruktion von S existiert zu jedem ¢ € {1,...,n} ein M; € K, sodass
s; € M;. Da endliche totalgeordnete Mengen stets ein (eindeutiges) Maximum
besitzen, vgl. Ubungsaufgabe 63, existiert ig € {1,...,n}, sodass M; C M, fiir
alle 7 = 1,...,n. Die Vektoren sy,..., s, liegen daher alle in M;,. Da M;, linear
unabhéngig ist, folgt A\ = --- = A\, = 0. Dies zeigt, dass S linear unabhéngig ist.

Wir haben oben gesehen, dass jede Kette in X nach oben beschrinkt ist.
Nach dem Lemma von Zorn existiert daher ein maximales Element B € X. Nach
Konstruktion ist B eine linear unabhéngige Teilmenge von V und es gilt A C B C
E. Wegen der Maximalitidt von B ist jede Obermenge B’ mit B C B’ C E linear
abhéngig. Fiir jedes e € E'\ B ist daher BU{e} linear abhéngig, also e € (B) nach
Lemma I11.3.18. Dies zeigt £\ B C (B). Zusammen mit B C (B) folgt £ C (B).
Da E ein Erzeugendensystem von V' bildet, erhalten wir V = (E) C (B) C V,
also (B) = V. Dies zeigt, dass B ein Erzeugendensystem von V bildet, also ist B
die gesuchte Basis. O

II1.3.23. KOROLLAR.
(a) Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.
(b) Jede linear unabhingige Teilmenge kann zu einer Basis erweitert werden.
(c) Jedes Erzeugendensystem enthdlt eine Basis.

BEWEIS. Dies folgt aus Satz I111.3.22 mit A =) bzw. E = V. O

I11.3.24. BEMERKUNG. Es lasst sich zeigen, dass je zwei Basen eines Vektor-
raums gleiche Kardinalitdt haben, d.h. bijektiv aufeinander abgebildet werden
kénnen, siehe etwa [6, Theorem 1.12]. Den endlich-dimensionalen Fall werden
wir in Kapitel IV genau diskutieren.

I11.3.25. KOROLLAR. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V', dann lisst
sich jede lineare Abbildung p: W — U zu einer linearen Abbildung ¢: V — U
fortsetzen, d.h. ¢lw = .

BewEIs. Nach Korollar I11.3.23(a) besitzt W eine Basis B. Offensichtlich
ist B auch in V linear unabhéngig. Nach Korollar I11.3.23(b) existiert daher
eine Basis B von V mit B - B. Nach Proposition II1.3.2 existiert eine lineare
Abbildung $: V' — U, sodass ¢|5 = ¢|p und ¢|5 p = 0. Nach Proposition II1.3.2
gilt ¢|lw = ¢, also ist ¢ die gesuchte Fortsetzung von ¢. U

I11.3.26. KOROLLAR. Jeder Teilraum besitzt ein Komplement.

BEWEIS. Sei also W Teilraum eines Vektorraums V. Nach Korollar I11.3.25
existiert eine lineare Abbildung 7w: V' — W, sodass w|y = idy . Daraus folgt
img(7) = W und 7 o m = 7. Nach Proposition 11.5.8 ist daher ker(7) ein Kom-
plement von W in V, d.h. V=W & ker(m). O

I11.3.27. KOROLLAR.
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(a) Jede injektive lineare Abbildung p: V — W besitzt eine lineare Linksinverse,
d.h. es ezistiert eine lineare Abbildung 1¥: W — V mit ¢ o ¢ = idy .

(b) Jede surjektive lineare Abbildung p: V — W besitzt eine lineare Rechtsinver-
se, d.h. es existiert eine lineare Abbildung v: W — V mit ¢ o = idy

BEWEIS. Ad (a): Wegen der Injektivitit von ¢ ist ¢: V' — img(p) eine lineare
Bijektion, also ein Isomorphismus. Nach Korollar II1.3.25 lésst sich die lineare
Abbildung ¢~1: img(¢) — V zu einer linearen Abbildung v: W — V fortsetzen,
d.h. Ylimg(e) = @' Es folgt nun ¢ 0 ¢ = 1]imgp) 00 = ¢ 1 0 o = idy.

Ad (b): Sei B eine Basis von W. Wegen der Surjektivitéit von ¢ existiert eine
Abbildung f: B — V, sodass po f =idg. Nach Proposition I11.3.2 existiert eine
lineare Abbildung ¢): W — V' sodass ©|p = f. Es folgt pot|p = po f =idp und
nach der Eindeutigkeitsaussage in Proposition I11.3.2(c) daher ¢ o ¢ =idy,. O

I11.3.28. KOROLLAR. Sei V' ein K-Vektorraum und 0 # v € V. Dann existiert
ein lineares Funktional a: V' — K mit a(v) = 1.

BEWEIS. Da v # 0, ist die lineare Abbildung ¢: K — V', p(X) := Av, injek-
tiv. Nach Korollar I11.3.27(a) existiert daher eine lineare Abbildung a: V' — K,
sodass a0 p = idg. Es gilt daher a(v) = a(p(1)) = (a0 ¢)(1) =idg(1) =1. O

I11.3.29. PROPOSITION. Seien W' und W zwei Teilrdume eines Vektorraums
V. Dann existieren eine Basis B' von W' und eine Basis B" von W", sodass
B'N B" eine Basis von W N W" bildet, und B" U B" eine Basis von W' + W"
bildet.

BEWEIS. Nach Korollar I11.3.26 existiert ein zu W := W' N W” komple-

mentirer Teilraum U in W’ + W”, d.h.
W4+WwW"'=WwWaU.
Fiir die Teilrdaume U’ := W' N U und U” := W" N U gilt dann:
W =walU, wW'=waU", U=UoU".

Es ist namlich WNU" C WNU = {0} und W+U’" C W’ aber auch W/ C W +U’,
denn zu jedem w’ € W' existieren w € W und u € U mit w' = w + u, da aber
u=w'—we W folgt u € U’ also w’ € W +U’. Dies zeigt die erste Behauptung,
W' =W @ U. Die zweite, W"” = W @ U”, lasst sich analog beweisen. Daraus
folgt weiters W/ +W” = W + U’ + U"” und somit U C U’ + U”, denn zu jedem
u € U exitieren w € W, v/ € U und v” € U” mit v = w + v + u”, da aber
w=u—u—u"€eWNU = {0} muss w =0 gelten, also u=u'+uv" € U + U".
Da offensichtlich U’ + U” C U erhalten wir U = U’ + U”. Schliellich haben wir
auch U'NU" CW' nNW"'NnU=WnNU ={0},alsoU =U"pU".

Nach Korollar I11.3.23(a) existiert eine Basis B von W, eine Basis C’ von
U’ und eine Basis C” von U”. Nach Proposition I11.3.16 ist B’ := B U C’ eine
Basis von W', B” := B U C"” eine Basis von W” C’" U C” eine Basis von U,
B'"UB" = BUC"UC"” eine Basis von W/ + W” und C' N C" = (), also auch
B’'N B” = B eine Basis von W/ NW" = W. O
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II1.4. Dualrdume. Eine Moglichkeit einen Teilraum W eines K-Vektor-
raums V zu beschreiben besteht darin eine Basis, oder allgemeiner, ein Erzeu-
gendensystem von W anzugeben, siehe oben. Teilrdume lassen sich aber auch
durch lineare Gleichungen beschreiben. Eine naheliegende Verallgemeinerung ei-
ner Gleichung ayz; + --- + a,x, = 0 fiir Vektoren x € K" ist die Bedingung
a(v) = 0, wobei a: V' — K linear ist. Haben wir eine Menge linearer Abbildun-
gen «;: V — K, i € I, dann bildet

{veV|Viel: av)=0}= ﬂker(ai)
iel
einen Teilraum von V', den wir als Losungsraum des Gleichungssystems «;(v) = 0,
1 € I, verstehen konnen. Wir werden unten sehen, dass sich jeder Teilraum von
V in dieser Form schreiben lédsst. Fiir eine effektive Beschreibung sind natiirlich
moglichst kleine Gleichungssysteme interessant. Fiir endlich-dimensionale Vek-
torrdume werden wir diesen Aspekt im néchsten Kapitel genau behandeln.

II1.4.1. DEFINITION (Dualraum). Sei V' ein Vektorraum iiber K. Unter einem
linearen Funktional auf V verstehen wir eine lineare Abbildung V' — K. Unter
dem Dualraum von V verstehen wir den Vektorraum V* := L(V,K), d.h. den
Vektorraum aller linearen Funktionale auf V', vgl. Proposition 11.3.18.

[11.4.2. BEISPIEL. Esist (K")* = L(K", K) = M, (K), vgl. Satz I1.4.4, linea-
re Funktionale auf K" konnen daher durch Zeilenvektoren beschrieben werden.

I11.4.3. PROPOSITION. Jede Abbildung ¢: V — W induziert eine lineare Ab-
bildung zwischen den Dualridumen, ©': W* — V* o' () := Bop, B € W*. Die
Zuordnung

L(V,W) — L(IW*, V*), o ¢, (I11.1)
st linear und ingjektiv, es gilt daher

(o1 +@2) =i+ sowie ()" =Ag,
fiir beliebige lineare Abbildungen p, p1,po: V — W und A € K. Fiir jede weitere
lineare Abbildung »: W — U gilt

(o) =p'oyt und id}, = idy- .
Ist p: V — W ein Isomorphismus, so ist auch ©': W* — V* ein Isomorphismus,
(@) = ()"
Insbesonder folgt aus V=W auch V* = W*.

BEWEIS. Beachte zuniichst, dass ¢'(3) = 8 o ¢ als Komposition linearer Ab-
bildungen selbst linear ist, d.h. ©'(3) € V* fiir jedes § € W*. Die Linearitit von
' W* — V* folgt aus Proposition 11.3.18(a), denn ¢'(f81 + 52) = (81 + f2) o =
Brop+Brop=¢'(B1) +¢'(B2) und ¢'(AB) = (AB) o = A(Bop) = Ap'(B), fiir
beliebige 3, 1, fo € W* und A € K. Aus Proposition 11.3.18(b) erhalten wir wei-
ters (p1+2)'(8) = Bo(@1+¢2) = Bopr+Bops = @i (B)+¥5(B) = (#1 +¢3)(B)
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und (Ap)!(B) = B o (Ap) = A(B o) = Ap!(B), fiir jedes § € W* und X € K. Die
Zuordnung (II1.1) ist daher linear. Ist 0 # ¢ € L(V, W), dann existiert v € V
mit ¢(v) # 0. Nach Korollar I11.3.28 existiert daher ein Funktional § € W* mit
Ble(v)) = L. Es folgt ¢'(8)(v) = Blp(v)) = 1 # 0, also ¢'(8) # 0 und da-
her ' # 0. Dies zeigt, dass die Abbildung (II1.1) trivialen Kern hat, und daher
injektiv ist, vgl. Proposition 11.3.22. Weiters gilt id},(a) = a oidy = «, fiir je-
des a € V*, also id}, = idy-, sowie (¥ o ) () = yo (Yo p) = (yo)op =
' (vo) = o' (¥'(7) = (9" 0 ')(v), fiir jedes v € U*, also (¥ o p)" = ¢ 0"
Ist p: V — W ein Isomorphismus, so folgt ' o (o™ 1)t = (¢t o)t = id}, = idy-
und (o1 o ! = (po ™ =idly = idw~, d.h. ¢! ist invertierbar mit Umkehr-
abbildung (") ™! = (p71)L. O

I11.4.4. BEMERKUNG. Die Abbildung (IIL.1) ist i.A. nicht surjektiv.

II1.4.5. BEMERKUNG. Nach Satz 11.4.4 ist ¢: K* = L(K",K) = (K")*,
@(x) := 1y, ein Isomorphismus. Ist A € M, (K) und 94: K* — K™, y(x) =
Azx, die damit assoziierte lineare Abbildung, dann kommutiert das folgende Dia-
gramm

w[ oAb G0t = (W)t o b
K» Pn (Kn>*

Es gllt namlich ((wA)t o (me)(LL’) = (¢A)t(¢xt) = ¢xt o ¢A = wmtA = w(Atx)t =
drn(Atz) = (dxn 0 Yar)(z), fiir alle z € K™. Bis auf den Isomorphismus ¢ ist die
duale Abbildung, (¢4)", daher durch die transponierte Matrix, A?, gegeben, vgl.
Proposition 11.4.11.

II1.4.6. DEFINITION (Annihilator). Unter dem Annihilator einer Teilmenge
A eines K-Vektorraums V' verstehen wir den Teilraum

A ={a eV :iala=0} C V™.

I11.4.7. LEMMA. Sind A und B Teilmengen eines Vektorraums V', dann gilt:
(a) {0}° =V* und V° = {0}.
(b)) AC B= B°C A°.
(¢c) (AU B)° = A°N B°.
(d) A° = (A)°.
(e) (A) = Naeao ker(a).
(f) (A) € (B) & B° C A°.
(9) (A) = (B) & A° = DB°.
(h) Fiir jeden Teilraum W von V' gilt: W = [,y ker(a).
(i) Fiir je zwei Teilraume Wy und Wy von V' gilt: Wy, C Wy < Wy C W7,
(j) Fiir je zwei Teilraume Wy und Wy von V' gilt: Wy = Wy & WP = Wy,
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BEwEIS. Die Behauptungen (a), (b) und (c) sind trivial. Behauptung (d)
folgt aus Lemma III.1.4(g). Ad (e): Offensichtlich gilt A C (1,4 ker(a) und
daher auch (A) C (¢4 ker(a), denn als Durchschnitt von Teilrdumen bildet
die rechte Seite einen Teilraum von V. Fiir die umgekehrte Inklusion sei nun
v € V\ (A). Es geniigt ein lineares Funktional a: V' — K zu konstruieren,
sodass a(v) = 1 und a|4 = 0. Fiir die Konstruktion eines solchen Funktionals
a bezeichne 7: V' — V/(A) die kanonische Projektion. Da v ¢ (A) gilt m(v) #
0. Nach Korollar II1.3.28 existiert ein lineares Funktional a: V/(A) — K mit
a(m(v)) = 1. Fiir das Funktional o := @ o € V* gilt daher a(v) = 1 aber auch
ala =0, denn A C ker(w). Ad (f): Die Implikation (A) C (B) = B° C A° folgt
aus (b) und (d), die umgekehrte Implikation aus (e). Aus (f) erhalten wir auch
sofort (g). Die verbleibenden Behauptungen (h), (i) und (j) folgen aus (e), (f) und
(g), denn fiir jeden Teilraum W gilt W = (W). O

II1.4.8. BEMERKUNG. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V und A C W°
ein Erzeugendensystem, d.h. (A) = W°, dann gilt

W:{UGV‘VaeAza(v):O}:ﬂker(a),

jedes Erzeugendensysteme von W° liefert daher ein Gleichungssysteme fiir W.
Dies folgt aus Lemma I11.4.7(h) und

ﬂ ker(a) = ﬂ ker(a).
a€c(A)

a€A

Um die letzte Gleichung einzusehen, sei v € (1,4 ker(a). Fiir beliebige o; € A
und \; € K gilt dann auch (Ajaq + -+ -+ Apa) (v) = Mg (v) + - - -+ A\ag (v) = 0.
Dies zeigt (,cqker(a) C (,e(a ker(a), die andere Inklusion ist trivial. Um-
gekehrt folgt i.A. aus W = (1,4 ker(a) nicht, dass A ein Erzeugendensystem
von W bildet. Betrachten wir etwa den Vektorraum V = K][z] und bezeichnet
a; € Klz|* das lineare Funktional, das einem Polynom seinen i-ten Koeffizi-
enten zuordnet, d.h. a;(py + p1z + p2z? + -++) = p;, dann gilt offensichtlich
N, ker(e;) = {0}, aber die Menge der Funktionale {ay, oy, ... } bildet kein Erzeu-
gendensystem von {0}° = K[z]*, etwa ldsst sich das lineare Funktional a € K[z]*,
a(po + p1z + p22* +--+) := >, p;, nicht als Linearkombination der Funktionale
«; schreiben.

I11.4.9. SATZ. Fliir je zwei Teilrdaume Wy und Wy eines Vektorraums V- gilt
(Wi +Wo)e =Wy nWy  und (WinNWy)°=W7 4+ W;.
Insbesondere haben wir:
Wwrnwy ={0} & W, +Wy,=V
W+ Wy =V* & WinW,={0}
WreWs=V" & WieW,=V
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BEWEIS. Die erste Gleichheit folgt aus:

Wy nWy = (W, UWy)° nach Lemma I11.4.7(c)
= (W, UW,)° nach Lemma I11.4.7(d)
= (W + W,)° nach Lemma III.1.4(e)

Auch die Inklusion W¢ + Wy C (W; N W5)° ldsst sich leicht zeigen: Aus
WyNWy C W folgt ndamlich Wy C (W, NWs;)° und analog gilt Wy C (W, NW5)°.
Somit ist W U WP C (W, N Wy)°. Da W + Wy der kleinste Teilraum ist, der
(W1 N W3)° enthélt erhalten wir W + Wy C (Wy N Wa)°.

Um auch die umgekehrte Inklusion (W NWs)° C WP 4+ Wy zu zeigen sei nun
ae (WynNnWy)°, dh. o € V* und Wy N Wy C ker(a). Wir werden unten eine
lineare Abbildung p mit folgenden Eigenschaften konstruieren:

p: V=V, plw, =idwy,, p(W1) CWiNWs.
Es ist dann ay := aop € Wy, denn fiir jedes wy € W gilt oy (wq) = a(p(wy)) =0,
da ja p(wy) € p(Wy) € Wy N Wy C ker(ar). Setzen wir ay := a — a; dann
gilt auch ap € Wy, denn fir jedes wy € Wy ist ao(we) = a(wy) — ay(wy) =
a(wy)—a(p(wsy)) = a(wy)—a(wy) = 0. Somit erhalten wir o = a;+ay € WP+Ws.

Fiir die Konstruktion von p wahlen wir Basen B, von W; und By von W5 wie in
Proposition I11.3.29, d.h. B; U By ist Basis von W; +W,. Nach Proposition I11.3.2
existiert eine lineare Abbildung p: Wi + Wy — V| sodass p|g, = idp, und
ﬁ|B1\Bz =0. Wegen Bl = (Bl \BQ) U (Bl mBg) gllt daher auch ﬁ(Bl> Q W1 N WQ.
Aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposition 111.3.2(c) folgt daher p|w, = idw,
und p(W7) € Wi N Wy, Nach Korollar 111.3.25 1dsst sich p zu einer linearen Ab-
bildung p: V' — V erweitern, d.h. plw,+w, = p, und diese Fortsetzung hat die
gewiinschten Eigenschaften.

Die verbleibenden Behauptungen folgen nun aus Lemma I11.4.7(a)&(j), denn
W1+W2:V@(Wl—FWg)O:VO@WfﬁW;:{O} und W10W2:{0}<:>
(WinWy)e ={0}° < W+ Wy =V. O

[11.4.10. SATZ. Fiir jede lineare Abbildung p: V — W gilt
ker(¢') = img(p)° und img(y") = ker(p)".

Insbesondere ist @ genau dann injektiv, wenn @' surjektiv ist. Auch ist @ genau
dann surjektiv, wenn @' injektiv ist.

BEWEIS. Es ist ker(¢') = img(¢)°, denn fiir 8 € W* gilt:
B € ker(p') & Bop=0
SYveV:Bpw)=0
& Yw € img(p) : f(w) =0
© Blimg(p) =0
& f € img(p)°



III.4. DUALRAUME 65

Auch die Inklusion img(¢') C ker(p)° lisst sich leicht beweisen. Ist namlich
a € img(p') € V* dann existiert § € W* mit a = ¢'(8) = 5o ¢, also gilt
a(v) = (Boyp)(v) = B(p(v)) =0 fir jedes v € ker(p), und daher a € ker(p)°.

Wir zeigen nun die umgekehrte Inklusion, ker(p)° C img(y'). Sei dazu a €
ker(¢)°, d.h. @ € V* und alie(e) = 0. Nach Satz I1.6.3 existiert ein lineares
Funktional a: V/ker(¢) — K, sodass @ om = a, wobei m: V. — V/ker(p) die
kanonische Projektion bezeichnet. Nach Korollar I1.6.6 induziert ¢ einen linearen
Isomorphismus ¢: V/ker(p) = img(¢) und es gilt @ o = ¢. Nach Korol-
lar 111.3.25 lisst sich das lineare Funktional & o ¢~': img(y) — K zu einem
linearen Funktional 5 € W* fortsetzen, d.h. Blimg,) = @0 ¢~ !. Nach Konstruk-
tion gilt ¢'(8) = Bo ¢ = Blimgp) 0 = (@o@g ) o(pom) =aorm = a, also
a € img(¢'). Damit ist auch img(¢') = ker(p)° gezeigt. Insbesondere folgt

¢ ist surjektiv < img(yp) = W

< img(p)° = W?° nach Lemma I11.4.7(j)
< img(p)° = {0} nach Lemma I11.4.7(a)
< ker(¢') = {0} da ker(y") = img()°
& ' ist injektiv nach Proposition I1.3.22

und analog

¢ ist injektiv < ker(y) = {0} nach Proposition I1.3.22

& ker(p)? ={0}° nach Lemma I11.4.7(j)
& ker(p)? = V" nach Lemma I11.4.7(a)
& img(p') =V~ da img(¢") = ker(p)°
& ! ist surjektiv

Damit ist der Beweis des Satzes vollstandig. O

I11.4.11. BEISPIEL. Sei A € M5, (K), ¥a: K" — K™ ¥4(z) = Az, die damit
assoziierte lineare Abbildung und W = ker(¢4) der Losungsraum des homogenen
Gleichungssystems Ax = 0. Bezeichnet a; € My, (K) = (K")* den i-ten Zeilen-
vektor von A, dann bildet {aq, ..., a,} ein Erzeugendensystem von W°. Da die
Spalten von A’ ein Erzeugendensystem von img(t4:) bilden, folgt ndmlich mit
Bemerkung I11.4.5, dass die Zeilen von A ein Erzeugendensystem von img((14)")
darstellen, nach Satz I111.4.10 gilt jedoch W*° = ker(1)4)° = img((¢4)").

[11.4.12. KOROLLAR. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V', dann gilt:

(a) Die kanonische Inklusion v: W — V induziert einen Isomorphismus
VI Wwe=w* |al—alw =aot, aecV™
Wir kénnen V* /W® daher in natiirlicher Weise mit W* identifizieren.
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(b) Die kanonische Projektion w: V — V /W induziert einen Isomorphismus
(V/Wy=we, pwpor, pe(V/W).
Wir kénnen daher W° in natirlicher Weise mit (V/W)* identifizieren.

BEwEIs. Ad (a): Die Inklusionsabbildung ¢: W — V ist offensichtlich injek-
tiv, und img(+) = W. Nach Satz I11.4.10 ist daher die duale Abbildung /': V* —
W* surjektiv, und ker(:') = img(:)° = W°. Nach Korollar I11.6.6 induziert ¢* also
einen Isomorphismus V*/W° = W*  [a] — () = a o1 = aly, wobel a € V*.

Ad (b): Nach Satz I1.6.3 ist die kanonische Projektion 7: V' — V/W surjektiv,
und ker(m) = W. Nach Satz I11.4.10 ist daher die duale Abbildung #*: (V/W)* —
V* injektiv, und img(7*) = ker(7)° = W°. Somit liefert 7* einen Isomorphismus
(V/WHY* =2 We°, B+ 7'(8) = Bom, wobei § € (V/W)*. O

Ist V ein K-Vektorraum und v € V', dann ist die Abbildung
ev,: V' = K, ev,(a) = a(v),

linear, denn ev,(ag +as) = (a1 +an)(v) = a1(v) + az(v) = evy(ag) +evy,(as) und
evy(Aa) = (Aa)(v) = Aa(v) = Aev,(a), fiir beliebige o, ag, a0 € V* und A € K,
vgl. Beispiel I1.3.8. Somit ist ev, € (V*)*. Der Vektorraum (V*)* wird Bidual von
V' genannt und oft mit V** bezeichnet. Die Zuordnung

V=V y(v) i=evy,

ist ebenfalls linear, denn es gilt ev,, 14, () = a(vi+v2) = a(vy)+a(ve) = ev,, (a)+
evy, () = (evy, +evy,)(a) und evy, (o) = a(Av) = da(v) = dev,(a) = (Aevy) (@)
fiir alle v,vy,vo € V und X € K.

I11.4.13. PROPOSITION. Die oben besprochene kanonische lineare Abbildung
V=V ww)(a) =alv), veV,aeV”,

ist injektiv. Fir jeden Teilraum W wvon V gilt «(W) C W*®°. Fir jede lineare
Abbildung p: V — U gilt ¢ o1y = 1y 0 @, wobei p: V* — U** die zu o' duale
Abbildung bezeichnet, d.h. " (&)(8) = £(¥'(B)), £ € V**, € U*.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass ¢y injektiv ist. Sei dazu 0 # v € V.
Nach Korollar 111.3.28 existiert « € V* mit a(v) = 1. Es gilt daher vy (v)(a) =
a(v) =1 # 0, also vy (v) # 0. Es folgt ker(sy) = {0}, also ist ¢y injektiv, siehe
Proposition I1.3.22.

Sei nun W C V ein Teilraum, w € W und o € W°, d.h. @ € V* und ay = 0.
Dann folgt ¢y (w)(a) = a(w) = 0. Da dies fiir alle a« € W° gilt, folgt vy (w) € We°.
Da dies fiir alle w € W richtig ist, erhalten wir vy (W) C W*°.
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Sei schlieSlich ¢: V' — U linear, v € V und § € U*. Dann gilt
(0" o uy)(0)(B) = " (v (v))(B) Definition der Komposition von Abb.
=1y (v)(¢"(B)) Definition von der dualen Abb. ("

= ¢"(B)(v) Definition von ¢y
= B(¢(v)) Definition von der dualen Abb. '
=y (p(v))(B) Definition von ¢y

= (tyop)(v)(B) Definition der Komposition von Abb.
Da dies fiir beliebige v € V und 8 € U* gilt, folgt ¢ o 1y, = 17 0 . O
I11.4.14. BEMERKUNG. Die Abbildung ¢y : V' — V** ist i.A. nicht surjektiv.






IV. Endlich-dimensionale Vektorrdume

Unter einem endlich-dimensionalen Vektorraum verstehen wir einen Vektor-
raum, der eine endliche Basis besitzt. Die entscheidende Beobachtung ist die
Tatsache, dass in diesem Fall je zwei Basen aus gleich vielen Elementen be-
stehen miissen, siehe Korollar IV.1.5 unten. Dies ermdglich es jedem endlich-
dimensionalen Vektorraum V' eine Dimension, dim(V') € Ny, zuzuordnen, nadmlich
die Anzahl der Elemente einer, und dann jeder, Basis von V.

Im ersten Teil dieses Kapitels werden wir die grundlegenden Eigenschaften
dieses Dimensionsbegriffs zusammenstellen. Insbesondere werden wir sehen, dass
jeder Teilraum W von K" endlich-dimensional ist und daher von endlich-vielen
linear unabhéngigen Vektoren aufgespannt wird. In anderen Worten, jeder Teil-
raum ldsst sich mit Hilfe einer Parameterdarstellung darstellen. Andererseits lésst
sich jeder Teilraum W von K" auch durch ein homogenes lineares Gleichungssy-
stem beschreiben, wobei mindestens n — dim(1/) viele Gleichungen notwendig
sind. Anschliefend werden wir uns dem rechnerischen Aspekt widmen und Algo-
rithmen zur Losung linearer Gleichungssysteme und zur Berechnung der Inversen
einer Matrix besprechen. Im letzten Abschnitt werden wir lineare Abbildungen
zwischen allgemeinen endlich-dimensionalen Vektorrdumen, ¢: V' — W, durch
Matrizen beschreiben indem wir Basen der beiden Vektorrdume fixieren.

IV.1. Dimension. Im vorangehenden Kapitel haben wir Basen stets als
Teilmengen eines Vektorraums aufgefasst. Manchmal ist es jedoch zweckméBig
geordnete Basen zu betrachten. Dies sind Systeme von Vektoren by, ..., b, die
ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem bilden. Wir wollen damit beginnen
diesen Begriff zu prézisieren.

Sei dazu V' ein Vektorraum iiber einem Korper K. Ein System von Vektoren
v1,...,0, € V wird linear abhdngig genannt, falls \jv; + -+ + A\,v, = 0 fiir
gewisse Skalare Ay, ..., A\, € K, die nicht alle veschwinden. Das System vy, ..., v,
heif3t linear unabhdngig wenn es nicht linear abhéngig ist. In anderen Worten, die
Vektoren vy, ..., v, sind genau dann linear unabhéngig, wenn aus A\jvy + --- +
ApUp = 0 stets \y = --- = A, = 0 folgt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die
Vektoren vy, ..., v, paarweise verschieden sind und die Teilmenge {vi,...,v,}
linear unabhéngig im Sinn von Abschnitt I11.2 ist.

IV.1.1. BEISPIEL. Die Vektoren (), (}), (V) sind linear abhéingig in R?, aber
{(8),(8),(9)} bildet eine linear unabhingige Teilmenge von R?.

Ein System von Vektoren vy,...,v, € V wird Erzeugendensystem von V
genannt, falls (vy,...,v,) =V gilt, d.h. falls die Teilmenge {vq,...,v,} ein Er-
zeugendensystem von V' bildet, vgl. Abschnitt II1.1. Ein linear unabhéngiges Er-
zeugendensystem vy, ..., v, von V wird als (geordnete) Basis von V' bezeichnet.
Die Vektoren vy, ..., v, bilden also genau dann eine geordnete Basis von V', wenn

sie paarweise verschieden sind und die Teilmenge {vy,...,v,} eine Basis im Sinn
69
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von Abschnitt II1.3 bildet. Aus Proposition I11.3.2 erhalten wir sofort folgende
Charakterisierung geordneter Basen:

IV.1.2. PROPOSITION. Fir ein System von Vektoren by, ..., b, eines K-Vek-
torraums V' sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) Die Vektoren by, ..., b, bilden eine Basis von V.
(b) Zu jedem v € V existieren eindeutige Skalare A\q,..., N\, € K, sodass v =
Aby + -+ Aby,.
(c) Die Abbildung
x1
¢: K" =V, o i ] =abi+ -+ 2y,
Tn
ist ein linearer Isomorphismus.

(d) Ist W ein K-Vektorraum und wy, ..., w, € W, dann existiert eine eindeutige
lineare Abbildung v: V — W, sodass p(b;) = w; fir allei=1,...,n,.

Aus Proposition I11.3.14 erhalten wir auch:

IV.1.3. PROPOSITION. Ist ¢: V — W linear und by, ..., b, eine Basis von 'V,
dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) ¢ ist ein Isomorphismus.
(b) Fiir jede Basis ci, ..., cym von V ist ¢(c1),...,p(cm) eine Basis von W.
(c) o(b1),...,¢(b,) ist eine Basis von W.

Der Schliissel zum Dimensionsbegriff ist folgendes Resultat.

IV.1.4. SATZ (Austauschsatz von Steinitz). Sei vy, ..., v, ein Erzeugendensy-
stem eines Vektorraums V', und wy, ..., wy linear unabhdngig in V. Dann gilt
kE<n
und, nach geeignetem Umnummerieren der Vektoren vy,...,v,, bildet auch
W1, ooy Wiy U1y - - -5 Up

ein Erzeugendensystem von V.

BeEwEIs. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach k. Fiir £ = 0 ist die
Aussage trivial. Fiir den Induktionsschritt sei nun k£ > 1 und die Aussage fiir
k — 1 bereits gezeigt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt daher £ — 1 < n und,
nach geeignetem Umnummerieren der Vektoren vy, ..., v, bildet

Wi, .oy Whe1, Uy v - - Up (IV.1)
ein Erzeugendensystem von V. Daher existieren Skalare \; € K, sodass
W = AWy + -+ -+ A 1Wh—1 + AU + -+ + Ay U,. (IV.Q)

Da das System wy,...,wy linear unabhéngig ist folgt & < n und mindestens
einer der Skalare Ag,...,\, muss verschieden von 0 sein. Andernfalls erhielten
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wir die Relation w, = A\w; + -+ + A\g_1wi_1, was der linearen Unabhéngigkeit
des Systems wy, ..., w; widerspriache. Durch Umnummerieren der Vektoren v;
konnen wir also Ay # 0 erreichen. Aus (IV.2) erhalten wir daher

P Ak—1 1 Ak+1 A
Vp = 3 W1 T W1 W — Ukl T S Une

Dies zeigt, dass der Vektor v, im Erzeugniss des Systems
Wiy e ooy Wiy Vggds - -+ Up (IV.3)
liegt. Mit (IV.1) ist daher auch (IV.3) ein Erzeugendensystem fiir V. O

IV.1.5. KOROLLAR. Fiir einen Vektorraum V sind dquivalent:

(a) V besitzt eine endliche Basis.
(b) V ist endlich erzeugt, d.h. besitzt ein endliches Erzeugendensystem.

(c) Jede linear unabhdngige Teilmenge von V ist endlich.
(d) Jede Basis von V ist endlich.

In diesem Fall haben je zwei Basen von V' gleich viele Elementen.
BEwEIS. Die Implikation (a)=-(b) ist trivial. Die Implikation (b)=-(c) folgt

aus Satz IV.1.4. Die Implikation (c)=(d) ist trivial. Die Implikation (d)=(a)
folgt aus Korollar I11.3.23(a). Damit ist die Aquivalenz der vier Aussagen gezeigt.

Sind by, ..., b, und b}, ..., b zwei endliche Basen von V| dann erhalten wir aus
Satz IV.1.4 nun m < n und n < m, also n = m, d.h. die Basen bestehen aus
gleich vielen Vektoren. U

IV.1.6. DEFINITION (Dimension). Ein Vektorraum V wird endlich dimensio-
nal genannt, wenn er eine endliche Basis besitzt. In diesem Fall existiert eine
eindeutige Zahl n € Ny, sodass jede Basis von V' aus genau n Elementen besteht,
siehe Korollar IV.1.5. Diese Zahl n wird als Dimension von V bezeichnet und
mit dim (V') notiert. Wir sagen auch V ist ein n-dimensionaler Vektorraum. Be-
sitzt V keine endliche Basis dann wird V' unendlich dimensional genannt und wir
schreiben dim(V') = oc.

IV.1.7. BEMERKUNG. Ein Vektorraum V' ist genau dann 0-dimensional, wenn
die leere Menge eine Basis von V' bildet. Dies ist genau dann der Fall, wenn V'
nur aus dem Nullvektor besteht, d.h. V' = {0}.

IV.1.8. BEISPIEL. Es gilt dim(K") = n, denn nach Beispiel I11.3.5 bilden die
Einheitsvektoren eq, ..., e, eine Basis von K", die aus genau n Vektoren besteht.

IV.1.9. BEISPIEL. Esist dim(K[z]<,) = n+1, denn die Monome 1, z, 2%, ..., 2"
bilden eine Basis von K|z|<,, die aus genau n + 1 Elementen besteht.

IV.1.10. BEiSpIEL. Es gilt dim(M,,x,(K)) = mn, denn die Matrizen E, ;,
1 <i<m,1<j<n, bilden eine Basis von M,,,(K), die aus genau mn vielen
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Elementen besteht. Dabei bezeichnet

0O --- 000 --- 0
0 000 0
E,;j=10 010 0
0 000 0
0O --- 000 --- 0

jene (m x n)-Matrix, deren einzige nicht verschwindende Eintragungen eine Eins
in der i-ten Zeile und j-ten Spalte bildet. In anderen Worten: (E; ;)i = dirdji-

IV.1.11. BEISPIEL. Der Vektorraum der Polynome, K[z], ist unendlich-dim-
ensional, denn die linear unabhingige Teilmenge der Monome, {1, z, 2% 2% ...},
hat unendlich viele Elemente.

IV.1.12. BEISPIEL. Betrachten wir C als komplexen Vektorraum, so ist dieser
ein-dimensional, denn 1 bildet eine Basis. Wir kénnen C = R? aber auch als zwei-

dimensionalen reellen Vektorraum auffassen, dann bildet etwa 1,1 eine Basis. Es
gilt daher dim¢(C) = 1 und dimg(C) = 2, siehe auch Aufgabe 75.

IV.1.13. BEMERKUNG. Sind V und W zwei isomorphe Vektorrdume und
ist V' endlich dimensional, dann ist auch W endlich-dimensional und es gilt
dim(V) = dim(W). Ist namlich b,...,b, eine Basis von V und ¢: V. — W
ein Isomorphismus, dann bildet ¢(b), ..., (b,) eine Basis von W, siehe Propo-
sition IV.1.3.

Das folgende Resultat zeigt, dass es {iber jedem Korper K im Wesentlichen
nur einen n-dimensionalen Vektorraum gibt, ndmlich K.

IV.1.14. KOROLLAR. Zwei endlich dimensionale K-Vektorrdume sind genau
dann isomorph, wenn sie gleiche Dimension haben. Insbesondere gilt K* = K™
genau dann, wenn n = m. Jeder endlich-dimensionale K-Vektorraum V ist zu
K" isomorph, wobei n = dim(V).

BEWEIS. In Bemerkung IV.1.13 haben wir bereits beobachtet, dass isomorphe
endlich-dimensionale Vektorrdume gleiche Dimension haben miissen. Umgekehrt
folgt aus Bemerkung II1.3.11, dass endlich-dimensionale Vektorrdume gleicher
Dimension isomorph sind. 0

IV.1.15. BEMERKUNG. Sind A € M,,»,(K) und B € M, «,,(K) zwei Matrizen,
sodass AB = I, und BA = I,,, dann muss n = m gelten. Eine Matrix kann also
nur dann invertierbar sein, wenn sie quadratisch ist. Aus den beiden Gleichungen
folgt ndmlich, dass die assoziierten linearen Abbildungen ¥,: K* — K™ und
Yp: K™ — K" zueinander inverse Isomorphismen darstellen, d.h. ¢4 o g =
¢AB = ¢jm = ide und wB @) ¢A = ¢BA = w[n = ldKn, Vgl Satz 1144, die
Relation n = m folgt daher aus Korollar 1V.1.14.
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IV.1.16. KOROLLAR. Ist V' ein n-dimensionaler Vektorraum dann gilt:

(a) Jede linear unabhingige Teilmenge von V' hat hochstens n verschiedene Ele-
mente. Sind vy, ...,v, linear unabhdngig in V', dann bilden diese Vektoren
schon eine Basis von V.

(b) Jedes Erzeugendensystem von V' besitzt mindestens n verschiedene Elemente.
Istvy, ..., v, ein Erzeugendensystem von V', dann bilden diese Vektoren schon
eine Basis von V.

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert ein linear unabhéngiges Erzeugenden-
system von V', das aus genau n Vektoren besteht. Nach Satz IV.1.4 kann eine
linear unabhéngige Teilmenge von V' hochstens n Elementen haben, und jedes
Erzeugendensystem von V' muss aus mindestens n Vektoren bestehen. Die restli-
chen Behauptungen folgen aus Proposition I11.3.19. U

Daraus erhalten wir auch:

IV.1.17. KOROLLAR. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und v, ..., v,
ein System von n Vektoren in V. Dann sind dquivalent:

(a) vy, ..., v, ist eine Basis von V.
(b) v1,... v, ist linear unabhingig in V.
(c) vi,...,v, ist ein Erzeugendensystem von V.

IV.1.18. BEMERKUNG. Nach Bemerkung I11.3.15 ist eine quadratische Matrix
A € M,un(K) genau dann invertierbar, wenn ihre Spaltenvektoren eine Basis
von K" bilden. Nach Korollar IV.1.17 ist dies genau dann der Fall, wenn die
Spaltenvektoren linear unabhéngig sind. Ebenso ist A genau dann invertierbar,
wenn die ihre Spaltenvektoren ein Erzeugendensystem von K™ bilden.

IV.1.19. BEMERKUNG. Ein Vektorraum V hat genau dann Dimension n, wenn
es n linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v, in V gibt und je n+ 1 Vektoren in V'
linear abhéngig sind. Auch hat V' genau dann Dimension n, wenn ein Erzeugen-
densystem von V' mit n Vektoren existiert, und je n—1 Vektoren V nicht erzeugen.
Dies folgt aus Korollar IV.1.16 und Proposition II1.3.19, vgl. Aufgabe 67.

IV.1.20. KOROLLAR. Ist W ein Teilraum eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums V', dann ist auch W endlich-dimensional und es gilt

dim(W) < dim(V).
Ist dariber hinaus dim(W) = dim(V'), dann folgt schon W = V.

BEwEIs. Nach Korollar IV.1.16(a) besteht jede linear unabhéngige Teilmenge
von W aus hochstens dim (V') vielen Elementen. Es gibt daher eine grofite Zahl
k € Ny, sodass linear unabhéngige Vektoren wq,...,w, in W existieren. Nach
Konstruktion bilden die Vektoren wq,...,w; eine maximal linear unabhéngige

Teilmenge von W und daher eine Basis von W, siehe Proposition I11.3.19. Somit
ist W endlich dimensional, und es gilt dim(W) = k£ < dim(V). Gilt dariiber
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hinaus dim(W) = dim(V'), dann ist wy,...,w; auch Basis von V, siche Korol-
lar IV.1.16(a), und daher V' = (wyq, ..., wg) = W. O

IV.1.21. BEMERKUNG (Teilrdume von K"). Nach Korollar IV.1.20 ist jeder
Teilraum W C K" endlich-dimensional und es gilt 0 < dim (W) < n. Es existieren
daher linear unabhéngige Vektoren wy, ..., w,, € W, sodass W = (w1, ..., wy),
wobei m = dim(W). Diese Vektoren bilden eine Basis von W und es gilt W = K™.
Jeder Teilraum von K" ist also zu einem K™ isomorph, wobei 0 < m < n.

IV.1.22. BEISPIEL (Teilriume von K?). Aus Bemerkung IV.1.21 folgt, dass
jeder Teilraum W von K2 von der Form

W ={0}, W= (w), oder W =K
ist, wobei 0 # w € K2. In Beispiel 11.2.9 haben wir dies schon auf elementare

Weise hergeleitet.

IV.1.23. BEISPIEL (Teilriume von K3). Bemerkung IV.1.21 folgt, dass jeder
Teilraum W von K3 von der Form

W={0}, W= (w), W= (w,w), oder W=K?

ist, wobei 0 # w € K*® und wy, ws, linear unabhiingig in K3 sind. Fiir K = R
entsprechen die nicht-trivialen Félle also genau den Geraden bzw. Ebenen durch
den Koordinatenursprung.

IV.2. Dimensionsformeln. Wir wollen in diesem Abschnitt Dimensions-
formel fiir Summen und Durchschnitte von Teilrdumen, Kern und Bild linearer
Abbildungen, Dualrdumen, Quotientenrdaumen und Annihilatoren herleiten, und
einige Anwendungen besprechen.

IV.2.1. SATZ (Dimension von Summen und Durchschnitten). Seien W) und
Wy zwei Teilrdume eines Vektorraums V. Es ist W, + Wy genau dann endlich-
dimensional, wenn W1 und Wy beide endlich-dimensional sind. In diesem Fall ist
auch Wi N Wy endlich-dimensional und es gilt

BEWEIS. Ist Wi + W5 endlich-dimensional, dann gilt dies auch fiir die Teil-
raume Wy, Wy und Wi N Wy von Wi + Wy, siehe Korollar IV.1.20. Seien nun
umgekehrt W; und W5 endlich-dimensional. Nach Proposition I11.3.29 existieren
daher endliche Basen By von W7 und B, von W5, sodass By N By eine Basis von
Wi N W, bildet und By U By eine Basis von Wy + W ist. Es gilt daher:

dim(Wy) = 4B,

dim(W3) = 4B,
dim(Wy N Wa) = #(B1 N By)
dim(W; + Ws) = #(B1 U By)
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wobei X die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge X bezeichnet. Aus der
evidenten Formel

§(B1 N By) +4(B1U By) = 4B, + 1B
erhalten wir den Satz. O

IV.2.2. KOROLLAR (Dimension direkter Summen). Seien Wy und Wy zwei
komplementdre Teilrdume eines Vektorraums V', d.h. V.= W1 & Wy. Es ist V
genau dann endlich-dimensional, wenn Wi und Wy beide endlich-dimensional
sind, und in diesem Fall gilt

dim(V') = dim(Wy) + dim(Ws).
BewEIS. Nach Voraussetzung gilt W, N Wy = {0} und W + Wy = V. Das
Korollar folgt daher sofort aus Satz IV.2.1. U

IV.2.3. KOROLLAR. Seien Wy und Wy zwei Teilrdume eines endlich dimen-
sionalen Vektorraums V' und dim(W;) + dim(Ws) = dim(V'). Dann sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:

(CL) Wl@WQIV
(b) Wi N W, = {0}.
(C) Wl—l-WQ:V

BEWEIS. Nach Satz IV.2.1 ist dim(W; NW3) 4+ dim (W, + Ws) = dim(V), also

Mit Korollar IV.1.20 und Bemerkung IV.1.7 folgt daher die Aquivalenz (b)<(c).
Die verbleibenden Behauptungen sind nun trivial. 0

IV.2.4. BEISPIEL. Ist F ein 2-dimensionaler Teilraum von K? und ist L ein
1-dimensionaler Teilraum von K2, der nicht in E enthalten ist, dann gilt schon

Eo L =K.

Nach Voraussetzung ist ndmlich ENL C L, also dim(F N L) < dim(L) = 1 nach
Korollar IV.1.20, folglich dim(FNL) = 0 und daher ENL = {0}. Die Behauptung
folgt somit aus Korollar IV.2.3.

IV.2.5. BEMERKUNG. Sind W; und W5 zwei Teilrdume eines endlich-dimen-
sionalen Vektorraums V', sodass

dim(W, N Ws) < dim(W;) + dim(Ws) — dim(V),
dann muss schon W; + W5 =V und
dim(W, N Ws) = dim(Wy) 4+ dim(Ws) — dim(V)
gelten. Aus Satz IV.2.1 folgt ndmlich
dim(W; + Ws) = dim(W7) 4+ dim(Ws) — dim(W; N Wy) > dim(V),

also W7 + Wy = V nach Korollar IV.1.20. Die Formel fiir die Dimension des
Durchschnitts folgt nun aus Satz IV.2.1.



76 IV. ENDLICH-DIMENSIONALE VEKTORRAUME

IV.2.6. BEISPIEL. Sind F; und E5 zwei verschiedene 2-dimensionale Teilrdume
von K3, dann gilt

E,+E, =K und dim(E,NE,)=1.
Nach Voraussetzung ist ndmlich Fy N Ey C E; oder Ey N Ey C Es, jedenfalls

folgt dim(E; N Ey) < 2 = dim(F;) = dim(E,) nach Korollar IV.1.20, und somit
dim(E, N FEy) <1=2+2-3=dim(F;) + dim(E,) — dim(K?). Die Behauptung
folgt daher aus Bemerkung 1V.2.5. Fiir den Koérper K = R bedeutet dies, dass
zwei verschiedene Ebenen durch den Koordinatenursprung ganz R? erzeugen und

ihr Durchschnitt eine Gerade bildet. Siehe auch Aufgabe 71.

IV.2.7. BEMERKUNG. Sind W; und W5 zwei Teilrdume eines endlich-dimen-
sionalen Vektorraums V', sodass

dim(W; + Wa) > dim(W;) + dim(Ws),
dann muss schon W; N W, = {0} und
dim(W; + Ws) = dim(W;) + dim(W5)
gelten. Aus Satz IV.2.1 folgt ndmlich
dim(W, N Wy) = dim(Wy) 4+ dim(Ws) — dim(W; 4+ Ws) <0,
also dim(W; + W5) = 0 und daher W; N W, = {0}. Die Formel fiir die Dimension

der Summe folgt nun aus Satz IV.2.1.

IV.2.8. KOROLLAR (Dimension eines Quotienten). Sei W ein Teilraum eines
Vektorraums V. Es ist V' genau dann endlich-dimensional, wenn W und V /W
beide endlich-dimensional sind, und in diesem Fall gilt

dim(V) = dim(W) + dim(V/W).

BEwEIS. Nach Korollar I11.3.26 existiert ein zu W komplementérer Teilraum
W'in V,d.h. V=W @& W' Nach Korollar I1.6.7 gilt W’ = V/W. Insbesondere
ist W’ genau dann endlich-dimensional, wenn V/W endlich-dimensional ist, und
in diesem Fall gilt dim(W’) = dim(V/W). Das Korollar folgt daher aus Korol-
lar IV.2.2. O

IV.2.9. KOROLLAR (Dimension von Kern und Bild). Sei o: V. — W eine
lineare Abbildung. Es ist V' genau dann endlich-dimensional, wenn ker(yp) und
img(p) beide endlich-dimensional sind, und in diesem Fall gilt

dim(V') = dim(ker(y)) 4+ dim(img(y)).

Bewers. Nach Korollar 11.6.6 gilt V/ ker(¢) = img(p). Insbesondere ist also
img(p) genau dann endlich-dimensional, wenn V/ ker(¢) endlich-dimensional ist,
und in diesem Fall gilt dim(V/ker(y)) = dim(img(y)). Das Korollar folgt daher
aus Korollar IV.2.8. O
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IV.2.10. BEISPIEL (Hyperebenen). Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum
und «: V' — K ein nicht-triviales lineares Funktional, o # 0. Dann folgt {0} C
img(«) C K, aus Dimensionsgriinden gilt daher img(a)) = K, also dim(img(«)) =
1. Mit Korollar IV.2.9 folgt dim(ker(«)) = n — 1. Teilrdume der Form ker(«) mit
0 # a € V* werden Hyperebenen genannt. Dies sind also genau jene Teilrdume,
die sich durch eine nicht-triviale lineare Gleichung beschreiben lassen. In R3
entsprechen diese genau den Ebenen durch den Koordinatenursprung.

IV.2.11. KOROLLAR. Ist p: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen K-Vektorrdumen gleicher Dimension, dim(V') = dim(W), dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) @ ist injektiv.
(b) ¢ ist surjektiv.
(c) ¢ ist ein linearer Isomorphismus.

BEwWEIS. Es gilt:
@ ist injektiv < ker(p) = {0} nach Proposition 11.3.22
< dim(ker(p)) =0 nach Bemerkung IV.1.7
< dim(img(y)) = dim(V) nach Korollar IV.2.9
< dim(img(y)) = dim(W) da dim(V') = dim(W)
& img(p) =W nach Korollar IV.1.20
& ist surjektiv

Dies zeigt (a)<(b). Die verbleibenden Behauptungen folgen sofort aus Bemer-
kung I1.3.11. U

IV.2.12. BEMERKUNG. Eine injektive lineare Abbildung zwischen unendlich-
dimensionalen Vektorrdumen wird i.A. nicht surjektiv sein. Etwa ist die lineare
Abbildung K[z] — K][z], p — zp, injektiv aber nicht surjektiv. Auch muss ei-
ne surjektive lineare Abbildung zwischen unendlich-dimensionalen Vektorraum-
en nicht injektiv sein. Zum Beispiel ist die lineare Abbildung K[z] — K]|z],
Ao+ a1z +asz® +asz® +- - ap +asz +agz® + - - -, surjektiv aber nicht injektiv.
Auf die Voraussetzung in Korollar IV.2.11 kann daher nicht verzichtet werden.

IV.2.13. KOROLLAR. Seien A, A" € M, «,(K) zwei quadratische Matrizen.

( ) G l ! ITI ) d A b [ ersern A Al

BEWwWEIS. Wir zeigen nur die erste Behauptung, die zweite lasst sich vollig
analog beweisen. Seien also A, A" € M, «,(K) und A’A = I,. Betrachten wir
die assoziierten linearen Abbildungen 4,94 : K* — K", dann folgt idgs =
Yy, = Yaa = a0y, siehe Satz 11.4.4. Die lineare Abbildung ¥4: K* — K"
ist daher injektiv, und somit ein Isomorphismus, siche Korollar IV.2.11. Nach
Korollar 11.4.6 ist A also invertierbar. U
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IV.2.14. SATZ (Dimension von L(V,W)). Sind V und W zwei endlich-dimen-
sionale K-Vektorraume, dann ist auch L(V, W) endlich-dimensional und es gilt

dim(L(V, W)) = dim(V') - dim(W).

PROOF. Es existieren Isomorphismen ¢: K” =V und P K™ =N W, wobei
n = dim(V') und m = dim(W'). Weiters ist die Zuordnung

L(V,W) S LK" K™), p—y¢topod,

ein linearer Isomorphismus mit Umkehrabbildung o + 1) oo o¢~!. Die Linearitiit
dieser Abbildung folgt aus Proposition 11.3.18, denn

v o(pAp)op =9 opog + Ylopod
und ¢t o (Ap) o = A(¥p~t o po @), fiir beliebige p, p1, p2 € L(V,W) und X € K.

Da L(K", K™) = M,,«,(K), siche Satz I1.4.4, erhalten wir L(V, W) = M,,«,(K),
das Korollar folgt somit aus Beispiel IV.1.10, dim(M,,x,(K)) = mn. O

IV.2.15. KOROLLAR. Ein Vektorraum V ist genau dann endlich-dimensional,
wenn sein Dualraum V* endlich-dimensional ist. In diesem Fall gilt

dim(V) = dim(V*)

und die kanonische Abbildung v: V' — V™ aus Proposition II1.4.13 ist ein Iso-
morphismus.

BEWEIS. Ist V' endlich-dimensional, dann folgt mit Satz 1V.2.14, dass auch
V* = L(V,K) endlich-dimensional ist und

dim(V*) = dim(L(V,K)) = dim(V) - dim(K) = dim(V) - 1 = dim(V).

Nach Proposition 111.4.13 ist die Abbildung ¢: V' — V** injektiv, aus Korol-
lar IV.2.11 folgt daher, dass ¢ ein Isomorphismus ist, denn dim(V**) = dim(V*) =
dim(V'). Sei nun umgekehrt V* endlich dimensional. Nach dem eben gezeigten ist
daher auch V** endlich-dimensional. Nach Proposition I11.4.13 ist die kanonische
lineare Abbildung ¢: V' — V** injektiv. Somit ist V' zu dem Teilraum img(z) von
V** isomorph. Aus Korollar IV.1.20 folgt daher, dass auch V' endlich-dimensional
sein muss. U

IV.2.16. KOROLLAR (Dimension des Annihilators). Sei W ein Teilraum eines
Vektorraums V. Es ist W° genau dann endlich-dimensional, wenn V /W endlich-
dimensional ist, und in diesem Fall gilt

dim(W°) = dim(V/W).

BEWEIS. Dies folgt aus Korollar IV.2.15, denn es gilt W*° = (V/W)*, siehe
Korollar 111.4.12(b). O
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IV.2.17. SATZ (Teilrdume und Gleichungssyteme). Sei W ein Teilraum eines
Vektorraums V', sodass V/W endlich-dimensional ist. Fine Teilmenge A C V*
ist genau dann ein Erzeugendensystem von W°, wenn W = [ o4 ker(a) gilt. Es
gibt daher k = dim(V /W) wviele Funktionale oy, ..., ar € V*, sodass

k
W = ﬂ ker (o),
i=1
d.h. W ist Durchschnitt von k Hyperebenen, vgl. Beispiel IV.2.10. Jedes Funktio-
nal « € V*, das auf W verschwindet, o|w = 0, ist eine Linearkombination von
at, ..., . Mit weniger als k linearen Funktionalen ldsst sich W nicht beschrei-
ben.

BEWwEIS. In Bemerkung II1.4.8 haben wir bereits festgehalten, dass fiir jedes
Erzeugendensystem A von W® auch W = (., ker(a) gelten muss. Sei nun um-
gekehrt W = (1 c4 ker(a). Nach Korollar IV.2.16 ist W* endlich-dimensional,
also ist auch der Teilraum (A) endlich-dimensional, es existieren daher endlich
viele Funktionale a1,...,a; € A, die eine Basis von (A) bilden. Wie in Bemer-
kung I11.4.8 folgt

I

W= [\ ker(a) = ()] ker(a) = (| ker(es),
acA a€c(A) i=1

denn (A) = (ai,...,q). Zusammen definieren die Funktionale a;: V — K ei-

ne lineare Abbildung ¢: V — K!, sodass W = ker(p). Wir erhalten V/W =

img(p) C K, also
dim(W°) = dim(V/W) = dim(img(y)) < dim(K") = 1.

Aus Korollar IV.1.16(a) folgt daher, dass ay, . .., a; eine Basis von W*° sein muss,
denn ay, ..., q; sind linear unabhéngig in W°. Somit enthélt A ein Erzeugenden-
system von W° und muss daher selbst ein Erzeugendensystem von W° sein. Die
verbleibenden Aussagen folgen nun aus Korollar IV.2.16. U

IV.2.18. BEMERKUNG (Teilrdume von K" und Gleichungssysteme). Sei W ein
Teilraum von K™ und k& = n — dim(W). Dann existiert ein Gleichungssystem

a1 1x1 + -+ ap, = 0

Ap1T1 + -+ AQpply = 0

sodass W mit der Losungsmenge dieses Systems iibereinstimmt. Dies folgt aus
Satz IV.2.17, denn dim(K"/W) = dim(K") — dim(W') = k. Jeder Teilraum von
K™ lésst sich daher durch ein Gleichungssytem beschreiben. Fassen wir die Koef-
fizienten a;; zu einer Matrix A € M}, (K) zusammen, dann gilt also W = {z €
K" : Az = 0}. Weniger als k Gleichungen reichen nicht aus um W darzustellen,
auch dies folgt aus Satz IV.2.17.
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IV.2.19. DEFINITION (Rang linearer Abbildungen). Eine lineare Abbildung
w: V. — W hat endlichen Rang wenn ihr Bild, img(y), endlich-dimensional ist.
In diesem Fall wird die Zahl

rank(y) := dim(img(y))
als Rang der linearen Abbildung ¢ bezeichnet.

IV.2.20. SATz (Rang der dualen Abbildung). Eine lineare Abbildung p: V —
W hat genau dann endlichen Rang, wenn ihre duale Abbildung ¢': W* — V*
endlichen Rang hat, und in diesem Fall gilt

rank(p') = rank(y).

BEWEIS. Aus Satz I11.4.10, Korollar I11.4.12(b) und Korollar 11.6.6 erhalten
wir Isomorphismen

img(y") = ker(p)® = (V/ ker(¢))” = img()".
Insbesondere ist img(¢") genau dann endlich-dimensional, wenn img()* endlich-
dimensional ist, und in diesem Fall gilt dim(img(¢")) = dim(img(p)*). Der Satz
folgt daher aus Korollar IV.2.15. O

IV.2.21. BEMERKUNG. Jeder komplexe Vektorraum V' kann auch als reeller
Vektorraum aufgefasst werden, indem wir die Skalarmultiplikation C x V' — V'
zu R x V — V einschrianken. Wir werden diesen reellen Vektorraum wird mit V=®
bezeichnen, er wird der dem komplexen Vektorraum V' zugrundeliegende reelle
Vektorraum genannt. Ist by,...,0, eine Basis des komplexen Vektorraums V,
dann bildet

by,iby, bo, ibs, . .., by, ib,
eine Basis des zugrundeliegenden reellen Vektorraums V¥, vgl. Aufgabe 76. Mit
V ist daher auch V¥ endlich-dimensional und es gilt

dimg (V) = 2dim¢(V).
IV.2.22. BEMERKUNG. Sei V ein reeller Vektorraum. Mit den Operationen
VxV)x(VxV)SVXV, (v,w)+ (va,ws) := (v1 + va, w1 + ws),
Cx(VxV)=VxV, (a+bi)(v,w) := (av — bw, bv + aw),
a,b € R, v,v1,v9,w,wi,wy € V, wird V x V zu einem komplexen Vektorraum,
vgl. Aufgabe 77. Wir bezeichnen diesen komplexen Vektorraum mit V°, er wird
die Komplezifizierung von V genannt. Wir fassen V als Teilmenge von V° auf,
v+ (v,0). Jedes Element von V' liisst sich daher in der Form v + iw schreiben,

fiir eindeutig bestimmte v,w € V. In dieser Darstellung sehen Addition und
Skalarmultiplikation vertrauter aus:

(’01 + iwl) + (Ug + 1w2) = (U1 + ’02) + i(w1 + wg)
(a+bi)(v+iw) = av — bw + i(aw + bv)
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Ist bq,...,b, eine Basis des reellen Vektorraums V', dann bildet by,...,b, auch
eine Basis des komplexen Vektorraums V. Mit V ist daher auch V' endlich-
dimensional und es gilt

dime (V) = dimg(V).

o~ o~

IV.2.23. PROPOSITION. Seien ¢: V' — V und v: W — W' zwei lineare
Isomorphismen. FEine lineare Abbildung ¢: V. — W hat genau dann endlichen
Rang, wenn Y opo¢p: V' — W' endlichen Rang hat und in diesem Fall gilt

rank (1) o ¢ o ¢) = rank(ip).
BEWEIS. Da ¢ surjektiv ist, gilt ¢(V’) =V und somit
img(y o pog) = (voypod) (V') =v(p(d(V)) =v(e(V)) = ¢(img(p)).
Wegen der Injektivitat von v liefert die Einschrankung einen Isomorphismus

Dlimgte): Img(p) = ¥(img(y)).

[

Zusammen folgt img(v) o v o ¢) = img(¢p), also rank(y) o v o ¢) = rank(yp). O

IV.3. Rang von Matrizen. Sei A € M,,,(K) eine Matrix und
Ya: K'— K™, Ya(r) = Az,
die damit assoziierte lineare Abbildung. Der Teilraum
L :=ker(yp4) C K" (IV.4)

ist daher genau der Ldsungsraum des homogenen Systems Ax = 0. Der von
den Spalten einer Matrix aufgespannte Teilraum wird ihr Spaltenraum genannt.
Bezeichnen wir die Spalten mit A = (aq|--|a,), so stimmt der Spaltenraum,

W =1img(v4) = (ay,...,a,) €K™, (IV.5)

also mit dem Teilraum jener y € K™ {iberein, fiir die das Gleichungssystem
Ax = y eine Losung z € K" hat. Unter dem Zeilenraum einer Matrix verstehen
wir den von den Zeilen aufgespannten Teilraum. Wir fassen die Zeilenvektoren
der Matrix A als Elemente des Dualraums, (K")* = L(K", K) = M;,(K) auf.
Bezeichnen wir die Zeilen von A mit «q,...,q,,, dann stimmt der Zeilenraum
mit L° iiberein, siehe Satz I11.4.10,

L° = ker(14)° = img((24)") = (a1, .., am) € (K")".

Wir kénnen den Zeilenraum daher als den Vektorraum aller linearer Gleichungen
verstehen, denen L geniigt. SchlieBlich betrachten wir auch

W* = img(1pa)® = ker((¢4)") € (K™)",

den Teilraum aller Gleichungen, denen W geniigt.
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IV.3.1. DEFINITION (Rang einer Matrix). Unter dem Rang einer Matrix A €

M50 (K) verstehen wir den Rang der damit assoziierten linearen Abbildung
wA: K" — Km, ’QDA(ZL') = AZL’, d.h.

rank(A) := rank(¢4).

Nach Definition gilt daher dim(W) = rank(A). Der Rang bestimmt auch die
Dimensionen der anderen Teilrdume, die wir oben betrachtet haben:

IV.3.2. SATZ (Rang). Sei A € My, (K) und k = rank(A). Dann gilt:

(a) dim(L) =n — k, d.h. der Losungsraum ist (n — k)-dimensional.

(b) dim(W) = k, d.h. der Spaltenraum ist k-dimensional. Die Matriz A besitzt
daher k linear unabhdngige Spalten, und je k+1 Spalten sind linear abhdngig.

(c) dim(L°) = k, d.h. der Zeilenraum ist k-dimensional. Die Matriz A besitzt
daher k linear unabhdngige Zeilen, und je k + 1 Zeilen sind linear abhdngig.
Jedes minimale lineare Gleichungssystem fiir L besteht daher aus genau k
Gleichungen.

(d) dim(W°) = m — k. Jedes minimale lineare Gleichungssystem fiir W besteht
daher aus genau m — k Gleichungen.

BEWEIS. Behauptung (b) ist trivial, vgl. Definition IV.3.1 und (IV.5). Be-
hauptung (a) folgt aus Korollar IV.2.9, denn mit (IV.4) erhalten wir

dim(L) = dim(ker(¢4)) = dim(K") — dim(img(¢4)) = n — rank(A4) = n — k.
Mit Korollar 1V.2.8 und Korollar 1V.2.16 folgt nun
dim(L°) = dim(K"/L) = dim(K") — dim(L) =n — (n — k) = k.

Nach Bemerkung 1V.2.18 lésst sich L als Losungsmenge eines linearen Gleichungs-
systems mit £ Gleichungen beschreiben, und weniger als k lineare Gleichungen
reichen nicht aus. D.h. jedes minimale lineare Gleichungssystem fiir L muss aus
genau k Gleichungen bestehen. Damit ist auch (c) gezeigt. Analog erhalten wir
dim(W°) = dim(K™ /W) = dim(K™) — dim(W) = m — k, und somit (d). O

Der Rang wurde als Dimension des Spaltenraums definiert, er wird daher
manchmal auch als Spaltenrang bezeichnet. Unter dem Zeilenrang verstehen wir
die Dimension des von den Zeilen aufgespannten Teilraums. Aus dem eben bewie-
senen Satz IV.3.2(b)&(c) folgt, dass diese beiden Begriffe tibereinstimmen. Wir
wollen dies nun nochmals auf direktere Art zeigen:

IV.3.3. SATz (Rang der Transponierten). Fiir jede Matriz A € M,«n(K) gilt:
rank(A") = rank(A).
Der Zeilenrang stimmt daher stets mit dem Spaltenrang tiberein. Weiters gilt:

0 <rank(A) < min(n,m).
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BEWEIS. Betrachte die lineare Abbildung 14: K* — K™, ¢ 4(z) = Az, und
die duale Abbildung (¢4)": (K™)* — (K")*. In Bemerkung II1.4.5 haben wir
[somorphismen ¢gm: K™ — (K™)* und ¢gn: K* — (K™)* konstruiert, sodass

Yar = dign © (Ya)" 0 Pem.
Mit Proposition IV.2.23 und Satz IV.2.20 erhalten wir daher

rank(A") = rank(ya:) = rank(¢gs o (¥a)" 0 dm )
= rank((¢04)") = rank(14) = rank(A).

Da die Zeilen von A gerade die Spalten von A’ bilden, stimmen Zeilen- und
Spaltenrang also iiberein. Da img(14) C K™ gilt rank(A) = dim(img(14)) <
dim(K™) = m und analog rank(A") < n. Zusammen mit rank(A") = rank(A)
folgt daraus rank(A) < min(n,m). O

IV.3.4. KOROLLAR. Fliir A € M,,»,(K) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Die Matriz A besitzt eine Rechtsinverse A" € Myym(K), d.h. AA" = I,.

(b) Die lineare Abbildung ¥4 : K" — K™, 14(x) = Az, ist surjektiv.

(¢) Das Gl.system Ax =y hat fiir jedes y € K™ mindestens eine Lisung x € K.
(d) Die Spalten von A erzeugen K™.

(e) Die Matriz A hat m linear unabhingige Spalten.

(f) Die Zeilen von A erzeugen einen m-dimensionalen Teilraum.

(9) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.

(h) Es gilt rank(A) = m.

In diesem Fall muss m < n gelten.

BeEweEis. Gilt AA” = [, so erhalten wir fiir die assoziierten linearen Ab-
bildungen ¥4 o Yar = Yaa = 5, = idgm, also muss ¥4 surjektiv sein. Ist
umgekehrt ¢4 surjektiv, dann existiert eine lineare Rechtsinverse ¢: K™ — K",
d.h. ¥4 0 = idgm, sieche Korollar I11.3.27(b). Bezeichnet nun A’ die entsprechen-
de Matrix, ¢ = 14/, dann folgt Yaa = ¥4 0 ha = Y4 0@ = idgm = 1y, , also
AA" = I,,,. Damit ist die Aquivalenz (a)<(b) gezeigt. Die Aquivalenz (b)<(c) ist
trivial. Die Aquivalenz (b)<(d) haben wir bereits frither fest gehalten, vgl. Be-
merkung I11.1.18. Die Aquivalenz (d)<(h) folgt aus der Definition des Rangs. Die
Aquivalenz (d)<(f) folgt aus Satz IV.3.3. Die Implikation (d)=>(e) folgt aus der
Tatsache, dass jedes (endliche) Erzeugendensystem eine Basis enthiélt, siehe Pro-
position I11.3.17. Die umgekehrte Implikation (e)=-(d) folgt aus Korollar IV.1.17.
Die Aquivalenz (f)<(g) folgt aus Korollar IV.1.17, denn A hat genau m Zeilen.
Damit ist die Aquivalenz aller Eigenschaften gezeigt. Aus (e) folgt auch sofort
der Zusatz m < n. O

IV.3.5. KOROLLAR. Fliir A € M,,»,(K) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Die Matriz A besitzt eine Linksinverse A" € My um(K), d.h. AA = 1I,,.
(b) Die lineare Abbildung ¥4 : K" — K™, 14(x) = Az, ist injektiv.
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(c) Das Gl.system Ax =y hat fir jedes y € K™ hiochstens eine Losung x € K™.
(d) Die Spalten von A erzeugen einen n-dimensionalen Teilraum.

(e) Die Spalten von A sind linear unabhdngig.

(f) Die Zeilen von A erzeugen My, (K).

(9) Die Matriz A hat n linear unabhdingige Zeilen.

(h) Es gilt rank(A) = n.

In diesem Fall muss n < m gelten.

Der Beweis kann analog zu dem des vorangehenden Korollars gefithrt werden
und sei den LeserInnen iiberlassen.

IV.3.6. BEMERKUNG. Offenbar gilt rank(A) = 0 genau dann, wenn A = 0.
Wir widmen uns nun der Berechnung des Rangs einer Matrix.

IV.3.7. DEFINITION (Elementare Zeilen- und Spaltenumformungen). Unter

einer elementaren Zeilenumformung einer Matrix verstehen wir eine der folgenden
Modifikationen:

(I) Vertauschen zweier Zeilen.
(IT) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A € K, A # 0.
(III) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Unter einer elementaren Spaltenumformung einer Matrix verstehen wir eine der
folgenden Modifikationen:

(I) Vertauschen zweier Spalten.
(IT) Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar A € K, A # 0.
(III) Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte.

Jede elementare Spaltenumformung kann durch Multiplikation von rechts mit
einer invertierbaren Matrix S beschrieben werden, A ~» AS. Bei elementaren
Spaltenumformungen vom Typ I ist diese Matrix von der Form

wobei A # 0, und ¢ bezeichnet die Nummer jener Spalte, die mit A\ multipli-

ziert wird. Beachte, dass diese Matrizen invertierbar sind, (S?A)_l = S?l/ A Bei
elementaren Spaltenumformungen vom Typ II hat S die Gestalt

S =Sy = =1+ pk;;,

wobei i1 € K, @ # 7, und ¢ bezeichnet die Nummer jener Spalte, die g-mal zur j-ten
Spalte addiert wird. Auch diese Matrizen sind invertierbar, (S77" )_1 = Sy
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Bei elementaren Zeilenumformung vom Typ III ist die Matrix S von der Form
S = S}’;I = =] — Em' — EjJ' + ELj + Ej,z'~

wobei ¢ und j die Nummern der beiden Spalten bezeichnen, die vertauscht werden,
i # j. Auch diese Matrizen sind invertierbar, (S}’I]I)_l = Syl

IV.3.8. LEMMA. Sei A € My« (K). Durch Anwenden endlich vieler elementa-
rer Spaltenumformungen erhalten wir stets eine Matriz der Form A = AS, wobei
S € GL,(K). Dabei bleibt der Rang der Matriz unverdindert, rank(A) = rank(A),
und auch der Spaltenraum von A stimmt mit dem Spaltenraum von A dberein.

BEWEIS. Entsteht A aus A durch Anwenden von N elementaren Spaltenum-
formungen, dann existieren invertierbare Matrizen Sy, ..., Sy € GL,(K), sodass
A= ASS,-- - Sy, siehe oben. Es gilt daher A= AS, wobei auch S = 5;--- Sy
invertierbar ist, d.h. S € GL,(K). Betrachten wir die mit diesen Matrizen asso-
ziierten linearen Abbildungen, v ; = s = 14 0 1g, dann gilt

img(¢;) = img(va o g) = Ya(s(K")) = Ya(K") = img(¢a),

denn ¢5(K") = K" wegen der Invertierbarkeit von S. Dies bedeutet aber gerade,
dass der Spaltenraum von A mit dem Spaltenraum von A iiberein stimmt. Daraus
erhalten wir auch sofort rank(A) = rank(A). O

Analog lassen sich elementare Zeilenumformung durch Multiplikation von
links mit invertierbaren Matrizen T beschreiben, A ~» T'A. Den drei Typen ele-
mentarer Zeilenumformungen entsprechen dabei Matrizen T" von der Form:

Tz)\ (Sz )\) _ S}';A
w B ( w u) _ Sﬁ;u (IV.6)
Titr = (Sﬁl) = St

IV.3.9. LEMMA. Sei A € M5, (K). Durch Anwenden endlich vieler elemen-
tarer Zeilenumformungen erhalten wir stets eine Matriz der Form A~: TA, wobei
T € GLy(K). Dabei bleibt der Rang der Matriz unverdndert, rank(A) = rank(A),
der Zeilenraum von A stimmt mit dem Zeilenraum von A dberein, und auch die
Losungsrdaume von A und A sind gleich, d.h. Ax =0 < Ax = 0.

BEWEIS. Entsteht A aus A durch Anwenden von N elementaren Zeilenum-
formungen, dann existieren invertierbare Matrizen 17, ..., Ty € GL,,(K), sodass
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A =Ty ---ThT1A, also A = TA, wobei T = Ty ---ToTy € GLp,(K). Wir er-
halten aber auch A' = A'T'T:...T%, d.h. A' entsteht aus A* durch eine Folge
elementarer Spaltenumformungen, siche (IV.6). Nach Lemma IV.3.8 gilt daher
rank(A*) = rank(A*) und der Spaltenraum von A’ stimmt mit dem Spaltenraum
von A! iiberein. Mit Satz IV.3.3 folgt rank(A) = rank(A). Da der Spaltenraum
der Transponierten gerade der Zeilenraum der urspriinglichen Matrix ist, miissen
auch die Zeilenriume von A und A gleich sein. Aus der Invertierbarkeit von 7

folgt sofort Az =0 < Az =0, z € K", O

~ 1V.3.10. DEFINITION (Zeilen- und Spaltenstufenform). Wir sagen eine Matrix
A € M« (K) hat Zeilenstufenform, wenn sie die Gestalt

0---0 Aljl keek ko keeek 3k keeok ok keeek
0---0 0 0-0 A2j2 Kook % keeok ok ek
00 0 00 0 00 Agjy Kok ok keek
0-0 O 00 O 00 O ek ko keeok
00 0 00 0 00 0 Kk % ke
0-0 0 0-0 0 00 O 00 Apjy oo
0-0 0 0-0 0 00 0O 00 0 0
00 0 00 0 00 0 - 00 0 00
hat, wobei 1 < j; < js < --+ < ji < n, und die Eintrdge Ay, ..., Ay, alle

verschieden von Null sind. Die Matrix hat reduzierte Zeilenstufenform, falls sie
folgende Gestalt hat:

00 1 ke O koo O oo skeeek O ke
0---0 0 00 1L #--e O -oo koo O keeex
000 00 0 0:+-0 1 -+ ek O skeeok
00 0 0--:0 0 0:=-0 O +++ e O skeeok
0---000---000---00 Kook 0 keeex
0---000--000---00 0---0 1 -

00000000 0---0 0 0---0

05000500000 ~ 00000
Wir sagen A hat (reduzierte) Spaltenstufenform, wenn A' (reduzierte) Zeilenstu-

fenform hat. Eine Matrix A ist also genau dann von Spaltenstufenform, wenn sie
folgende Gestalt hat

0 0 00 0
0 0 0 0 0
A1 0 -+ 0 00

* 0 00 0

* 0 0 0 0

x Ajyz - 0 00

* Ajpk 00

* * 0 0
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wobei 1 < 77 < iy < -+ < 7 < m und die Eintragungen /L-ll,...,Aikk alle
verschieden von Null sind.

IV.3.11. SATz (Elimination). Jede Matrix A € M,,«,(K) kann durch end-
lich viele elementare Zeilenumformungen auf (reduzierte) Zeilenstufenform A ge-
bracht werden. Sind dabei 1 < j; < jo < -+ < jr < n wie in Definition IV.3.10
dann gilt:

(a) rank(A) = k.

(b) Die ersten k Zeilen der Zeilenstufenform A bilden eine Basis des Zeilenraums
von A, und liefern daher ein minimales Gleichungssystem fiir den Ldsungs-
raum L = {x € K" | Az = 0}.

(¢) Die FEinheitsvektoren e;,, ..., e; bilden eine Basis fir einen zu L komple-
mentdren Teilraum L'. Die Zeilenvektoren e, j € {1,...,n} \ {j1,.. ., jr},
liefern ein minimales Gleichungssystem fiir L'.

(d) Die Spalten von A mit den Nummern ji,...,j, bilden eine Basis des Spal-
tenraums von A. 3

(e) Ist die Zeilenstufenform A reduziert, so bilden die Vektoren

€; — Z 1211]'6]'“ j€{1>"'>n}\{j1>"'ajk}’

{t11<5<j}

eine Basis des Losungsraums L.

BEWEIS. Wir bringen die Matrix A spaltenweise von links nach rechts auf
reduzierte Zeilenstufenform. Induktiv nehmen wir an die ersten ¢ — 1 Spalten
von A sind schon in reduzierter Zeilenstufenform. Sei p minimal fiir die Eigen-
schaft A, = --- = A,,-1 = 0. Sind die Elemente A,,, ..., A, alle Null, dann
sind auch die ersten ¢ Spalten von A in reduzierter Zeilenstufenform, und der
Induktionsschritt erledigt. O.B.d.A. sei also einer der Eintrage A,,, ..., A,,, ver-
schieden von Null. Durch Vertauschen zweier Zeilen kénnen wir weiters A,, # 0
erreichen. Durch Multiplikation der p-ten Zeile mit 1/A,,, diirfen wir weiters an-
nehmen, dass Ay, = 1. Durch Addition geeigneter Vielfacher der p-ten Zeile zu
den restlichen Zeilen konnen wir schliellich auch A;, = 0, fiir alle ¢ # p erreichen.
Beachte, dass die verwendeten Zeilenumformungen die ersten ¢ — 1 Spalten von
A unveréndert lassen. Wir erhalten also eine Matrix, deren ersten ¢ Spalten in
reduzierter Zeilenstufenform vorliegen. Damit ist der Induktionsschritt gezeigt,
also lisst sich A durch elementare Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilenstu-
fenform A bringen. Nach Lemma IV.3.9 gilt rank(A) = rank(A), die Zeilenrédume
von A und A sind gleich und auch die Losungsriume von A und A stimmen
iiberein. }

Im Fall A = A lassen sich die Aussagen (a), (b), (¢) und (e) aufgrund der
einfachen Zeilenstufenform sofort ablesen. Dies sind aber alles nur Aussagen iiber
den Zeilen- bzw. Losungsraum. Da auch im allgemeinen Fall Zeilen- und Losungs-
raum der beiden Matrizen A und A iibereinstimmen, bleiben sie fiir A richtig.
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Nun zur verbleibenden Behauptung (d): Der Spaltenraum von A hat Dimensi-
on k, siehe (a) und Satz IV.3.2(b). Es geniigt daher zu zeigen, dass die Spalten mit
Nummern jy, ..., jx linear unabhéngig sind, siehe Korollar IV.1.17. Es bezeichne
B die Matrix die wir aus A erhalten indem wir alle Spalten bis auf die mit Num-
mern ji,. .., ji streichen. Es geniigt rank(B) = k zu zeigen, siehe Satz IV.3.5.
Wenden wir die selben Zeilenumformungen, die uns von A zu A gefiihrt haben,
auf B an, so erhalten wir eine Matrix B, deren Spalten gerade die Spalten von

A mit Nummern 7y, ..., j sind. Nach Lemma IV.3.9 geniigt es rank(B) = k zu
zeigen. Wegen der einfachen Gestalt von A lédsst sich dies aber sofort ablesen. [J

IV.3.12. SATZ (Elimination). Jede Matriz A € My, (K) kann durch endlich
viele elementare Spaltenumformungen auf (reduzierte) Spaltenstufenform A ge-
bracht werden. Sind dabei 1 < 17 < iy < -+ < i < m wie in Definition IV.5.10,
dann gilt:

(a) rank(A) = k.
(b) Die ersten k Spalten der Spaltenstufenform A bilden eine Basis des Spalten-

raums W von A.

(¢) Die Spaltenvektoren e;, i € {1,...,m} \ {i1,...,i}, bilden eine Basis fiir

einen zu W komplementdiren Teilraum W'. Die Zeilenvektoren ef , ... e; lie-
fern ein minimales Gleichungssystem fiir W'.
(d) Die Zeilen von A mit den Nummern iy, ...,1; bilden eine Basis des Zei-

lenraums von A und liefern daher ein minimales Gleichungssystem fir den
Losungsraum L = {zx € K" : Az = 0}.
(e) Ist die Spaltenstufenform A reduziert, so bilden die Zeilenvektoren

eh— > el ie{l..om}\{i,... ik},

{1]1<i;<i}

eine Basis von W° und liefern daher ein minimales Gleichungssystem fiir den
Spaltenraum von A.

BeEwEIs. Wir fithren die erste Aussage auf den vorangehenden Satz IV.3.11
zuriick. Dieser besagt, dass A’ durch elementare Zeilenumformungen auf redu-
zierte Zeilenstufenform gebracht werden kann. Es existieren daher invertierbare
Matrizen Ty, . .., Ty € GL,(K) wie in (IV.6), sodass Ty - - - T} A® reduzierte Zeilen-
stufenform hat. Also ist AT} - - - Tk eine Matrix in reduzierter Spaltenstufenform.
Da die Multiplikation von rechts mit T} gerade einer elementaren Spaltenumfor-
mung entspricht sehen wir, dass A durch N elementare Spaltenumformungen auf
reduzierte Spaltenstufenform A gebracht werden kann. Nach Lemma IV.3.8 gilt
rank(A) = rank(A), und auch der Spaltenraum von A stimmt mit dem Spalten-
raum von A {iberein.

Wie im Beweis von Satz IV.3.11 lassen sich die Aussagen (a), (b), (¢) und

(e) fiir die (reduzierte) Spaltenstufenform A sofort ablesen. Da es sich dabei um
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Aussagen iiber den Spaltenraum handelt, bleiben sie fiir A richtig, denn die Spal-
tenrdume von A und A sind gleich. Die verbleibende Behauptung (d) lisst sich
wie zuvor zeigen, oder kann durch Ubergang zur Transponierten aus Satz [V.3.11

abgeleitet werden.

IV.3.13. BEISPIEL.

OO oo oo

0

O

Wir wollen zunéchst den Rang der reellen Matrix

00 0 0 0 4 5
0 2 3 4 1 3 4
0 2 3 4 4 7 5
0 4 6 8 2 14 18| €Mexs(R)
06 9 12 9 17 14
0 -2 -3 -4 -4 -3 0

bestimmen. Durch Vertauschen der ersten und dritten Zeile erhalten wir:

00 2 3 4 1 3 4

Vertauschen der zweiten und dritten Zeile liefert:

o0 0 o0 0 0 4 5
00 2 3 4 4 7 5
00 4 6 8 2 14 18
00 6 9 12 9 17 14
00 -2 -3 -4 —4 -3 0
Durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten Zeile zu den anderen Zeilen:
00234 1 3 4
000O0O0O O 4 5
0000O0O 3 41
000O0O0O O 8 10
00000 6 8 2
000O0O0 -30 4
00234 1 3 4
0000O0O 3 41
000O0O0O O 4 5
000O0O0O O 8 10
000O0O0 6 8 2
000O0O0 -30 4

Durch Addition geeigneter Vielfacher der zweiten Zeile zu den letzten beiden

Zeilen erhalten wir:

0023413 4
0000034 1
000O0O0O04 5
00 0O0O0O0S8 10
000O0O0OO0OO0 O
000O0O0O0A4 5
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Durch Addition geeigneter Vielfacher der dritten Zeile zur vierten und sechsten
Zeile erhalten wir schliefSlich eine Matrix in Zeilenstufenform:

00234134
000O0O034°71
000O0O0O0A4S5
000O0O0OO0OO 0O
000O0O0OO0OO 0O
000O0O0O0OO 0O

Nach Satz IV.3.11(a) gilt daher rank(A) = 3. Aus dieser Rechnung l&sst sich noch
viel mehr iiber A sagen. Nach Satz IV.3.11(b) bildet

2r3 +3ry +4vs 416 +3v7 41 = 0
3xg +4r; +x3 = 0 (IV7)
4113'7 +5{L’8 = 0

ein minimales Gleichungssystem fiir den Losungsraum L = {z € R®|Az = 0}, und
es gilt dim(L) = 5, siehe Satz IV.3.2(a). Nach Satz [V.3.11(c) ist L’ := (es, e, €7)
ein zu L komplementérer Teilraum, dim(L") = 3, und dieser ldsst sich durch das
minimale Gleichungssytem z; = 2o = 24 = x5 = xg = 0 beschreiben. Nach
Satz IV.3.11(d) bilden die folgenden Spalten von A

0 0 4
5 i 2

asz = 1 y Qe = 2 , ar = 14 |
6 9 17
-2 —4 3

eine Basis des Spaltenraums von A. Bringen wir A durch weitere Zeilenumfor-
mungen auf reduzierte Zeilenstufenform,

0013/221/23/2 2

00234134
00000341 000 0 0 1 4/31/3
88888838 ~s | 000 000 1 5/4
sonogsy) \anp oo o
00000000 000000 0 0
0013/221/20 1/8 0013/220019/24
000 0 0 1 0—4/3 000 0 010 —4/3
~s | 000000154 |~ 0000001 5/4
000 0000 0 000 0 000 O
0000000 0 000 0 000 O
000 0000 0 000 0 000 O

dann folgt aus Satz IV.3.11(e), dass die Vektoren

: 9 ; ; 8

0 0 —3/2 2 ~19/24
bb=10|, =0, =] & |, ba=| 0 |, b= 0

8 8 3 8 *

0 0 0 0

1
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cine Basis des Losungsraums L = {z € R8|Az = 0} bilden. Somit ist ¢: R® = L,

0
1 0 0 0
0 1 0 0 0
‘;1 0 0 —-3/2 9 —19/24
2 0
¢(§Z):Sl 8 + S9 8 +83 é + 84 (1) +S5 0
VA 0 8 i
0 0 8 0 _?/4

ein Isomorphismus, d.h. eine Parameterdarstellung von L. Schliellich erhalten
wir aus der reduzierten Zeilenstufenform folgendes etwas einfachere minimale
Gleichungssystem fiir L, vgl. (IV.7):

3 19
T3 +3x4 +2x5 +528 = 0
T —%l’g =0
XT7 +%SL’8 =0

IV.3.14. BeispieL. Wir wollen den Rang der reellen Matrix

0 0 3 7

1 5 8 10
A=15 19 99 99| € M1xa(R)

3 13 21 32

bestimmen. Durch entsprechende Zeilenumformungen erhalten wir:

TP EAVN I B
2122229 | ™ | 2122229 | ™ {02 6 9
31321 32 31321 32 0-2-32

190 (1)

7] 1o

11 0

r

SR RN
~1lo0 37 ]\l oo
0-2-32 00

Somit rank(A) = 4, die Matrix A ist daher invertierbar, siche Korolla

WL

cornm
< cmwow
W mrNos
U'v

IV.3.15. BEISPIEL. Wir wollen den Rang der komplexen Matrix
i 7 1—1i
2i 14 3—1i

A= 20 ohai 144 € Meas(©

1—1 —4-51 Ti

bestimmen. Durch Zeilenumformungen erhalten wir:

i 07T 1-i i 7 1-i i 7 1-i
21 14 3—i 0 0 1+ 02-3i 3i
(—1 2-+4i 1+4i) ~ (02—31 3i )W <o 0 1+i)
1-i —4-5i Ti 0 342i 247i 0 34+2i 247i

i o7 1-i o7 1-i
02-3i 3i 02-3i 3i

W(o 0 1+i)W (0 0 1+i)
0 0 547i 00 0

Es gilt daher rank(A) = 3. Die lineare Abbildung ¢ 4: C3> — C*, ¥4(z) = Aux,
ist daher injektiv. Das Gleichungssystem Ax = y hat daher fiir jedes y € C*
hochstens eine Losung o € C3, siehe Korollar IV.3.5.
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IV.3.16. BEispieL. Wir wollen den Rang folgender Matrix iiber dem Korper
K = Z5 berechnen:

010010
110110
A=[101 1 0 1| € Ms(Z)
010010
101111

Durch Zeilenumformungen erhalten wir:

010010 110110 110110
110110 010010 010010
101101 ~ 101101 ~ 011011
010010 010010 010010
101111 101111 011001

110110 110110 110110

010010 010010 010010

~ 001001 ~ 001001 ~ 001001

000000 001011 000010

001011 000000 000000

Es gilt daher rank(A) = 4.

IV.3.17. BEISPIEL. Betrachte den von den Vektoren

1 2 1 4 3
i (Y ;31 v 421 (Y 186 (% 162

v = = —_= =
1 6 ) 2 5 ; 3 9 ) 4 30 ) 5 2%
1 6 8 15 12

aufgespannten Teilraum W := (vy, vo, v3,v4, v5) C R®. Wir wollen nun:

—_

(1) dim(W) und eine Basis von W bestimmen.

(2) Ein minimales Gleichungssystem fiir W angeben.

(3) Einen zu W komplementéren Teilraum W’ bestimmen und diesen durch eine
Basis und ein minimales Gleichungssystem beschreiben.

(4) Eine Basis von W bestimmen, die aus gewissen der Vektoren v; besteht.

Fassen wir die Vektoren zu einer Matrix zusammen,

Nach Satz IV.3.12(b) bilden daher die Vektoren

() ()

wWoooo

)

O N
BRWOoOOoOo
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eine Basis von W und es gilt dim(WW') = 3. Durch weitere Spaltenumformungen
kann die Matrix auf reduzierte Spaltenstufenform gebracht werden:

10000 10000 10000 10000 10000

20000 20000 20000 20000 20000

40000 ~ 40000 ~ 40000 ~ 40000 ~ 40000

63000 63000 63000 61000 01000

14300 14100 00100 00100 00100
n

die sehr viele verschwindende Komponenten hat. Insbesondere ist

1 0 0 s
o:RP S W, qs(i):s i)t 0) a0 :<i§),
“ 0 6 ? i

ein Isomorphismus, d.h. Parameterdarstellung von W. Nach Satz IV.3.12(e) ist

—2:151 +X9 =0
—42151 +x3 = 0

ein minimales Gleichungssystem fiir . Nach Satz [V.3.12(c) bilden die Vektoren

eine Basis fiir einen zu W komplementéren Teilraum W’ = (es, e3). Ein minimales
Gleichungssystem fiir W’ ist:

T =0
Ty =0
Ty = 0

Um die letzte Frage zu beantworten bringen wir A auf Zeilenstufenform:

b
1214 3 1214 3 1214 3 1214 3 121
2428 6 00000 033 66 01122 011
4 8 416 12 ~y 00000 ~ 047119 ~y 047119 ~ 003
6 159 30 24 03366 00000 00000 000
16 81512 047119 00000 00000 000

Nach Satz IV.3.11(d) bilden auch die Vektoren vy, vq, v3 eine Basis von W.

IV.3.18. BeispiEL. Wir wollen verifizieren, dass die Vektoren

OOWNE
OO—hNW

)

7 14 —21

-1 -1 06
_ 2 — 4 — -
U1 = 0 ) Vg = 1 ) U3 = -3 )
3 10 —-23
1 3 2

linear unabhiingig in R® sind und diese zu einer Basis von R® ergiinzen. Mit Hilfe
von Spaltenumformungen erhalten wir

7 14 —21 70 0 700
~1-1 0 11 -3 110
2 4 -6 20 0 200
01 -3 | 01 -3 ~ 010
3 10 —23 3 4 -14 3 41
1 3 2 11 5 118
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Die Vektoren vy, vo, v3 sind also linear unabhéngig, sieche Korollar IV.3.5. Zusam-
men mit den Einheitsvektoren es, e4 und eg bilden sie eine Basis v1, vo, v3, €3, €4, €6
von R®, siehe Satz IV.3.12(c).

IV.3.19. BEISPIEL. Es bezeichne L C R® den Losungsraum des Systems:

T +2SL’2 +3 —|—4LL’4 +11£L’5 = 0
2LU1 +4.§L’2 +4.§L’3 +14ZL’4 +30I5
31’1 +6SL’2 +35L’3 —|—12SL’4 +34LL’5
21’1 —|—4Zl§'2 —|—6113'3 +20!I§'4 ‘|‘4].[L’5 =

1 +2ry —x3 214 +Tx5 =

I
cooo

(IV.8)

Wir wollen nun:

(1) dim(L) und eine Basis von L bestimmen.

(2) Ein minimales Gleichungssystem fiir L angeben.

(3) Einen zu L komplementéren Teilraum L’ bestimmen und diesen durch eine
Basis und ein minimales Gleichungssystem beschreiben.

(4) Ein minimales Gleichungssystem fiir L angeben, das aus gewissen der ur-
spriinglichen Gleichungen besteht.

Wir fassen die Koeffizienten des Gleichungssytems zu einer Matrix zusammen,

Nach Satz IV.3.11(e) bilden die Vektoren

2 —1
0 0

eine Basis von L und es gilt dim(L) = 2. Insbesondere ist

N —2 —01 —25—t
S RES L ¢(§):s<é)+t<_lg>:<_}t),
0 0 0

ein Isomorphismus, d.h. eine Parameterdarstellung. Nach Satz IV.3.11(b) erhal-
ten wir aus den nicht-trivialen Zeilen der reduzierten Zeilstufenform folgendes
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minimale Gleichungssystem fiir L:

1 —|—2LL’2 +x4 =0
xTs3 +3{L’4 = 0
Iy = 0

Nach Satz IV.3.11(c) bilden die Einheitsvektoren

() () = ()

eine Basis eines zu L komplementiren Teilraums L', der auch durch das minimale
Gleichungssystem

[elelelel
OO O
HOOOO

T =0
Ty = 0
beschrieben werden kann. Um die letzte Frage zu beantworten bringen wir A auf
Spaltenstufenform:

121 4 11 100 0 O 10 0 00 1 0000
24 4 14 30 20 2 6 8 20 2 00 22000
36 3 12 34 ~ 300 0 1 ~ 30 001 ~ 30100
24 6 20 41 20 4 12 19 20 4 03 24 300
12-1-27 10-2-6—-4 10-204 1-2400

Nach Satz IV.3.12(d) bildet die ersten drei Gleichungen von (IV.8),

T —|—2£L’2 +x3 +4l‘4 —l—l]_l‘g, = 0
21‘1 —|—4£L’2 —|—4ZL'3 +14ZL'4 —|—30l’5 = 0
31‘1 —|—6ZL'2 —|—3£L'3 —|—12£L’4 —|—34l‘5 =0

ein minimales Gleichungssystem fiir L.

IV.3.20. BEISPIEL. Betrachte den Teilraum W = (v1, va, v3, vy, v5) C R, der
von den Vektoren

1 2 1 4 11
5 6 5 12 24
v = Vg = V3 = Vy = Vs =
1 5 ) 2 bt ) 3 6 ) 4 20 ) 5 11
1 2 -1 —2 7

aufgespannt wird. Wir wollen eine Basis von W bestimmen, die aus gewissen der
Vektoren v; besteht. Mit Zeilenumformungen erhalten wir:

121 4 11 121 4 11 121411
24 4 14 30 00 2 6 8 0026 8
36 3 12 34 ~ 000 0 1 ~ 0000 1 ~
24 6 20 41 00 4 12 19 0000 3
12-1-27 00-2-6 -4 0000 4

Nach Satz IV.3.11(d) bilden die Vektoren vy, vs, v5 eine Basis von W und es gilt
dim(W) = 3. Auch sehen wir nun, dass etwa vy, v9, v5 keine Basis von W bildet.

1

=

oooNH
OO

2
0
0
0
0

ocoooH

8
1
0
0

IV.3.21. BEISPIEL. Betrachte den von den Vektoren

-1 2 3
_g 145 260
U1 = ; Vo = -1 ) V3 = 11 ; Vg = 9 y
—1 14 11
26 17

1

COUT TN —
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aufgespannten Teilraum W = (v, vy, v3,v4) C RS Wir wollen einen zu W kom-
plementiren Teilraum W’ bestimmen, genauer, eine Basis von W’ angeben. Mit-
tels Spaltenumformungen erhalten wir:

1-12 3 100 O 1000 1000
2-24 6 %?(1)01 2000 2000
7 —615 20 - 7100 7100
4-1119 | ™ 433 =3~ 14300~ | 4300
5—114 11 54 4 —4 5400 5400
8 1 2617 8910 —7 8912 8910

Nach Satz IV.3.12(c) spannen daher die Einheitsvektoren es, e4, €5 einen Teilraum
W' = (e, e4,e5) C R® auf, der zu W komplementér ist, W & W’ = RS. Beachte
auch dim(W) = 3 = dim(W’).

IV.3.22. BeispiEL. Wir wollen verifizieren, dass die Vektoren

() (1) (1) (%) (%)
v =\ — Vo = | — Vg = Vg = ve = | —
! i) 2 n/ 3 8) s1)° 09 19

ein Erzeugendensystem von R3 sind, und drei dieser Vektoren bestimmen, die
eine Basis von R? bilden. Wir fassen die Vektoren zu einer Matrix zusammen:
2 4 5 6 7
A=|-2 -1 3 3 -6
4 11 18 21 19

Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:

2 4 5 6 7 2 4567 245 67
-2 -1 3 3 —6|~10389 1]~]1032891
4 11 18 21 19 0 3895 0000 4
Somit ist rank(A) = 3, also bilden die Vektoren vy, ..., vs ein Erzeugendensystem

von R3, siehe Korollar IV.3.4. Nach Satz IV.3.11(d) bilden die Vektoren vy, vy, vs
eine Basis von R3.

IV.3.23. BEISPIEL. Es bezeichne W C R? den Teilraum aller y, fiir die das
folgende Gleichungssystem losbar ist:

T —XT3 +2.§L’5 = U

1 +xe  Hx3 314 +r5 = Yo
Try +5r9 +3x3 41514 4925 = Y3 (IV.9)
5!13'1 —|—2(L’2 —|—7[L’4 —|—12£L'5 = Ya

170y +7xy —x3 +23x4 +3515 = Y5

Wir wollen nun dim(W') und eine Basis von W bestimmen, und auch ein minima-
les Gleichungssystem fiir W angeben. Beachte, dass W genau der Spaltenraum
der Koeffizientenmatrix

1 0 -1 0 2
11 1 3 1
7 5 3 15 9
5 2 0 7 12
17 7 -1 23 35
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ist. Durch Spaltenumformungen bringen wir diese Matrix auf reduzierte Spalten-

stufenform:
10-10 2 10000 10000 10000
111 31 1123 -1 01000 01000
753159 |~ [ 750155~ 25000]~ (25000
520 7 12 525 7 2 32114 00100
17 7 -1 23 35 17716 23 1 107228 43200
Daraus lesen wir dim(WW') = 3 ab und erhalten auch eine Basis

0 | 0
4 3 2
M

von W, vgl. Satz IV.3.12(b).
Gleichungssystem fiir W:

it Satz IV.3.12(e) erhalten wir auch ein minimales

=2y —OY2 +ys = 0
V.10
—4y1 =32 —2ys +ys = 0 ( )

Das urspriingliche Gleichungssystem (IV.9) ist also genau dann losbar, wenn die
rechte Seite den beiden Gleichungen (IV.10) geniigt.

IV.4. Inhomogene Gleichungssysteme. Sei wieder A € M,,,(K) eine
Matrix. Wir wollen nun, fiir fixes y € K™, das inhomogene System Ax = y l6sen,
d.h. alle z € K" bestimmen, fiir die Az = y gilt.

IV.4.1. SATZ. Sei A € My (K) und y € K™. Das inhomogene System
Az =y (IV.11)
st genau dann ldsbar, wenn
rank(A) = rank(Aly)

gilt. Durch Zeilenumformungen ldisst sich die erweiterte Matriz (Aly) auf die
Form (A|) bringen, wobei A (reduzierte) Zeilenstufenform hat. Sind 1 < j; <
Jo < -+ < jr < n wie in Definition IV.3.10, so ist (IV.11) also genau dann
losbar, wenn Yri1 = Ypao = -+ = Um = 0 gilt. In diesem Fall liefern die ersten
k Zeilen von (f~1|j&) ein minimales inhomogenes Gleichungssystem, das dieselbe
Lisungsmenge wie (IV.11) besitzt. Ist dariiber hinaus die Zeilenstufenform A
reduziert, dann bildet

£ = glejl +eet gkejk

eine spezielle Losung von (IV.11), d.h. es gilt AS = y. Mit Satz IV.3.11(e) er-
halten wir aus A eine Basis by, ..., by_p fiir den Lésungsraum des homogenen
Systems Az = 0. Die allgemeine Losung von (IV.11) ist dann von der Form

=&+ 5101 + -+ sp_pbpi, 81y, 80—k € K.
BEWEIS. Bezeichnen A = (a4]- - -|a,) die Spalten von A, dann gilt
rank(A) = dim({a1,...,a,)) und rank(Aly) = dim({ai,...,an,y)).
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Die Bedingung rank(A) = rank(A|y) ist daher zu

(a1, ... ,a,) ={ay1,...,an,Y)

dquivalent, siche Korollar IV.1.20. Nach Lemma III.1.4(d) ist dies genau dann
der Fall, wenn y € (ay,...,a,), d.h. genau dann, wenn das System Az = y eine
Losung besitzt. Nach Lemma IV.3.9 gilt (A|g) = T(Aly) = (TA|Ty), fiir ein
T € GL,,,(K). Wegen der Invertierbarkeit von T ist

Az=y & TAz=Ty <& Az=7,

d.h. die Losungsmenge von Az = y stimmt mit der von Az = § iiberein. Daraus
lassen sich nun sofort die restlichen Behauptungen ablesen. U

IV.4.2. BEISPIEL. Wir wollen alle Losungen des Gleichungssystems

T +X9 +6SL’3 —|—4$4 —|—3LL’6 = 5
T +5CL’2 +10I2 —41'4 —41'5 —Tg = 9 (IV 12)
21‘1 +2.§L’2 +12I‘3 +8$4 +2.§L’5 +12I6 = 12 ’
—3$1 —3$2 —185(33 —12$4 +3£L’5 = —12
bestimmen. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:
1 1 6 4 0 3| 5 116 4 0 3|5
1 5 10 -4 -4 -1 9 — 0 4 4 -8 —4 —4|4
2 2 12 8 2 12] 12 000 0 2 6]2
-3 -3 —-18 —-12 3 0 ]-12 0oo0oo0 0 3 913
116 4 0 3|5 116 4 0 3|5
- 011 -2 -1 —-1|1 - 011 -2 -1 —-1|1
000 0 1 3|1 000 0 1 3|1
000 0 3 913 000 0 0 010

Wir sehen daher bereits, dass das Gleichungssystem losbar ist. Durch weitere
Zeilenumformungen erhalten wir:

116 4 0 3|5 116 4 0 35
01 1 -2 —1 —1]1 011 -2 0 2[2
000 0 1 3/t looo o 1 31
000 0 0 0flo0 000 0 0 00

105 6 0 13

011 -2 0 2[2

1000 0 1 31

000 0 0 0o
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Daraus lesen wir eine spezielle Losung £ sowie eine Basis by, by, b3 fiir den Losungs-
raums des homogene System ab, vgl. Satz IV.4.1:
-1

3 -5 —6

(% -1 2 -2
= 0 ) bl - %] ) b2 = (1] ) b3 - 8

1 0 0 -3

0 0

0 1

Die allgemeine Losung des Gleichungssystems (IV.12) ist daher

-5
—1
) + 51 1 + So

0
0
0

-1
—2
+ 83 8 ) 51, 82, 83 eR.
-3
1

|
[

OO—ON

Auch ein minimales Gleichungssystem fiir den Losungsraum lésst sich ablesen:

T +5£L’3 +6l’4 +xrg = 3
i) “+x3 —2!13'4 —|—21’6 = 2
3 Ts —|—3LL’6 =1
IV.4.3. BEisPIEL. Wir wollen alle Losungen des linearen Gleichungssystems
T —|—2LL’2 +35L’3 —|—4LL’4 = 4
—I1 —|—3LL’2 +35L’3 —|—3LL’4 = -1
v ATws 4175 4205 — 9 (IV.13)
2!13'1 —X9 —161’3 —17!13'4 = 2
bestimmen. Durch Zeilenumformungen erhalten wir:
1 2 3 4 | 4 1 2 3 4 | 4
-1 3 3 3 |—1 — 0 5 6 713
1 7T 17 2019 0 5 14 16 | 5
2 -1 —-16 —17| 2 0 —5 —22 —-25/—6
1 2 3 4 1 4 1 2 3 4|4
— 05 6 713 — 05 6 73
00 8 9 | 2 0 0 8 9|2
0 0 —16 —18|-3 0 0 0 0O]1

Das Gleichungssystem (IV.13) besitzt daher keine Losung, vgl. Satz IV.4.1.

Unter einem affinen Teilraum eines Vektorraums V' verstehen wir jede Teil-
menge der Form

E=¢+W={{+wweW},
wobei W einen Teilraum von V' bezeichnet und ¢ € V. In diesem Fall ist
W B, w— &+ w,

eine Bijektion, aber i.A. keine lineare Abbildung. Unter der Dimension des affinen
Teilraums E verstehen wir die Dimension des (dazu parallelen) Teilraums W. Ist
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bi, ..., by eine Basis von W, dann ist

o KF S B, B(s) =&+ s1by + - - - + siby,

eine Bijektion, d.h. eine Parametrisierung von F, aber i.A. nicht linear. Sei m =
dim(V) und ay, ..., p_x ein Gleichungssystem fiir W, d.h. W = 7" ker(a,).
Dann stimmt E also mit der Losungsmenge des folgenden inhomogenen Systems

iiberein:
a(v) = ai(§)

Wk (V) = am-i(§)
Jeder affine Teilrdume E C V kann daher durch dim(V) — dim(F) inhomoge-
nen lineare Gleichungen beschrieben werden. Umgekehrt ist die Losungsmenge
eines inhomogenen Gleichungssystems stets ein affiner Teilraum, oder leer, siehe
Satz IV.4.1. Soll ein Gleichungssystem fiir einen affinen Teilraum F = £ + W ge-
funden werden, so ist es zweckméfig zunéchst ein homogenes Gleichungssystem
fiir den Teilraum W zu bestimmen, die Konstanten auf der rechten Seite lassen
sich dann durch Einsetzen des Punktes & ermitteln.

IV.4.4. BEISPIEL. Wir wollen die Dimension sowie ein minimales Gleichungs-
system des affinen Teilraums

= (1)+((5) () () =

bestimmen. Mittels Spaltenumformungen erhalten wir

§38Y (98 L (98) . (9
—131 )™ | =144 )™ | =140 )™\ =120 |>
179 1 66 1 60 130

es gilt daher dim(£) = 2. Daraus lesen wir zunéchst ein minimales Gleichungs-
systems fiir den zu E parallelen Teilraum ab, siehe Satz IV.3.12(e):

T —21’2 +x3 =0
—I1 —31’2 +xy, = 0

Einsetzen des Punktes liefert dann folgendes minimale Gleichungssystem fiir £

T —2!13'2 “+x3 = =2
—I1 —3!13'2 —|—ZL’4 = -1

IV.5. Matrizeninversion. Wir wollen in diesem Abschnitt einen effizienten
Algorithmus zur Berechnung der Inversen einer Matrix besprechen. Wir beginnen

mit folgender Charakterisierungen der Invertierbarkeit einer Matrix, die wir sofort
durch Kombination der Korollare IV.3.4 und IV.3.5 erhalten:

IV.5.1. KOROLLAR (Invertierbare Matrizen). Sei K ein Kérper. Fiir eine qua-
dratische Matriz A € M, (K) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Die Matriz A ist invertierbar.
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(b) Die lineare Abbildung ¢: K" — K", ¥(x) = Az, ist ein Isomorphismus.
(c) Das Gl.system Ax =y hat fir jedes y € K" genau eine Lisung x € K".
(d) Die Spalten von A bilden eine Basis von K.

(e) Die Zeilen von A bilden eine Basis von M., (K) = (K")* =2 K.

(f) Es gilt rank(A) =

IV.5.2. BEispiEL. Wir wollen verifizieren, dass die Vektoren

22 % 9 65
_ - _ _ 2 _ -
v = 2 ) V2 = 2], VUs= 2], U= 7

—4 4 8 -3

eine Basis von R?* bilden. Nach Korollar IV.5.1 ist dies genau dann der Fall, wenn
die Matrix

2 1 0 6
-2 2 2 =5
A= 2 =2 2 7
-4 4 8 =3

Rang 4 hat. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir

5395 (358 L (339 (3498
2 —22 7 ~1lo0-321 )~ \oo42 )~ 0042
—4 4 8 -3 06 89 0047 0005

also bilden die Vektoren vy, vy, v3, v4 tatsichlich eine Basis von R*.

e

Wollen wir die Inverse einer Matrix A € M, x,(K) berechnen, dann miissen
wir also jene Matrix X € M, (K) bestimmen, fiir die AX = I,, gilt. Dies kann
als lineares Gleichungssystem mit n? vielen Gleichungen in den n? vielen Eintra-
gungen von X verstanden werden. Allerdings zerfillt dieses Gleichungsystem in
n unabhéngige Systeme, eines fiir jede Spalte von X, mit je n Gleichungen in n
Unbekannten,

Ti1 T12 Lin
Al =e, Al : =e, ... Al : =e,.
Tni Tn2 Tnn
Diese Systeme lassen sich bequem gleichzeitig mit folgenden Algorithmus lésen:

IV.5.3. SaTz (Algorithmus zur Bestimmung der Inversen). Ist A € M,,«,(K)
eine invertierbare (n x n)-Matriz, dann kann die n x (2n)-Matriz (A|l,) durch
Zeilenumformungen auf die Gestalt (I,,|B) gebracht werden und es gilt A~ = B.

BEWEIS. Die Matrix A kann durch Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilen-
stufenform gebracht werden, siehe Satz IV.3.11. Wegen der Invertierbarkeit von
A ist rank(A) = n, also muss die reduzierte Zeilenstufenform mit der Einheits-
matrix [, iibereinstimmen. Nach Lemma IV.3.9 entsprechen diese Zeilenumfor-
mungen gerade einer Multiplikation von links, A ~~ T'A, mit einer invertierbaren
Matrix T € GL,(K). Es gilt daher TA = I, also T = A~!. Wenden wir die
selben Zeilenumformungen auf die erweiterte Matrix (A|l,) an, erhalten wir also
(A[L) ~ T(AL,) = (TA|TL,) = (L|T) = (I,] A, O
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IV.5.4. BEISPIEL. Wir wollen die Inverse der Matrix

1 -2 3
A == —2 6 —3 c M3><3<R)
-3 8 =3

bestimmen. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:

1 -2 3|1 00 1 -2 3
-2 6 —-3/]0 1 0|~ |0 2 3
-3 8 =3|0 0 1 0 2 6

0
1

—_— O
=
—_

—_
C'Q\_/

o
—_

— N
|
—_
o O
~
OO =
|
O[\D[\D
O~ O wWoo
(@]
—_
~
[\

Die Inverse von A ist daher
1 3 -2
At=1(1/2 1 -—1/2| =
1/3 —-1/3 1/3

1 6 18 —12
G 3 6 =3

2 =2 2
IV.5.5. BEISPIEL. Wir wollen die Inverse der komplexen Matrix

I 1+i 1—i
0 1-31 —4+13i

bestimmen. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:

1 1+i 1—i |1
2 241 2421 |0
0 1-31 —4+13i|0

1 1+i 1—i 00 10 5+3i—-1+2i 1—-1 O
~ |0 1 -4 |-2i i 0]~ |01 -4 —2i i 0
0 1-3i —4+13i 0 0 1 0 0 i 6+2i —-3—-1i 1

10 5+3ij—-1+21 1-1i O
~ 10 1 -4 —2i i 0
0 0 1 2—-61 —1+43i —i

1 0 0]—-29+261 15—131 —3+5i

~ |0 1 0] 8—26i —4+13i -4
0 0 1] 2-6i1 -1+ 3i —i

0 1 1+i 1—1i 1 00
0] ~ 10 —i 4i -2 10
1 0 1-3i —4+13if 0 0 1

—_ O = O



IV.5. MATRIZENINVERSION 103

Die Inverse von A ist daher:

—29+4+26i 15—13i —3+5i
A= 8—261 —4+131 —4i
2 — 6i —1+3i —i

IV.5.6. BEISPIEL. Wir wollen zeigen, dass das Gleichungssystem

41’2 —41’3 7!13'4 = U
21’2 —21’3 —|—2ZL'4 = Y2
T +5l’2 —61’3 +7£L’4 = Y3
T +31’2 —51’3 +4£L’4 = Y

(IV.14)

fiir jede rechte Seite y1, 92,3, ys € R eindeutig 16sbar ist und diese Losung be-
stimmen. Wir betrachten die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems,

04 —4 7
0 2 -2 2
1 3 =5 4
Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:
04 —4 711000 15 -6 70 010
02 —-220100 - 02 —-220100
15 -6 700 10 04 -4 71000
1 3 =5 40 0 0 1 1 3 =5 40 0 0 1
1 5 -6 7/00 1 0 15 -6 70 0 1 0
- 0 2 -2 2|01 0 O - 02 -2 2|0 1 0 0
0 4 -4 71 0 0 O 00 0 3|1 =2 0 O
0 -2 1 -=-3/0 0 -1 1 00 -1 —-1j0 1 -1 1
15 -6 70 0 1 0 15 —6 70 0 1 0
- 02 -2 2|0 1 0 0 - 01 -110 1/2 0 0
00 -1 —-1j0 1 -1 1 00 1 170 -1 1 -1
00 0 3|1 =2 0 O 00 0 1{1/3 =2/3 0 0
10 -1 20 =5/21 0 1003 0 =7/22 -1
- 01 —-110 1/2 0 0 - 0102 0 —-1/21 -1
00 1 110 -1 1 -1 00110 -1 1 -1
00 0 1/1/3 =2/3 0 0 0 00 1)11/3 =2/3 0 0
100 0 -1 =3/2 2 -1
- 010 0/-2/3 5/6 1 —1
0010-1/3 -1/3 1 -1
000 1] 1/3 —=2/3 0 0
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Die Matrix A ist daher invertierbar mit Inverser

Das Gleichungssysteme (IV.14) ist somit eindeutig l6sbar und z

gesuchte Losung, d.h.

—1
—1

~1 —-3/2 2 -1
| =2/3 5/6 1
“1-1/3 -1/3 1

1/3 —2/3 0 0

A—l

A~y die

IV.5.7. BEISPIEL. Es soll die Inverse folgender Matrix iiber dem Korper K

Z5 bestimmt werden:

SIS QA
_ _ |
S 2 S g
] =
+ + «m
+ Qo
S e e
0 — —
D
3_2|_| R
I - =
- D D
Sy N ™
_ _ _
/|\
Il
~
A N m
N RS NERS NERSN
/II\
~—
1110
[
N — O
@\l [apiNan]
3&12
_ [
[aplNan]

— S~
I
[
/l\
Il
~
— N M
828 8 8
~_

~—~~

[

N

N~—

0

X

=

Y
—_
— o O O
O =
— O = - O
O —H O - O
— O - O
(

Il

<t

Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:

[ejeelal]
OOO—HO
OO—HOO
O—HO—=O
—O—O—

—O—HOO
OO
—OO——
O—=HOOO
inlelelol)

[elelolol]
OOoOO—=HO
QOOHOO
O—=HOOO
—O—O—

—O—HOO
O
—HOO——
O—HO—=O
—OO0OoO

(lejelaly]
OOoOO—=HO
QOO—HOO
OoO—HOOO
—O0O0O

—OOO—
O
—O——O
OoO—HO—O
—O—O—

[elelolol]
OO—HO -
OO ——
O——O—
—OO—O

—HOO——
O—HO—=O
—O—O O
oO—HOOO
—O0O0O

[elelolol]
oOoO—HO A
OO —HO
OO
—HOO——

—OO—O
O—O——
—O—O O
oO—HOOO
iplelelols)

SooOH
OO—HOO
[slelelje)
O—H—=HOO
—HOO——

—OO—O
OO
—O—O
OoO—=HOOO
iplelelol)

——HO—
O
—OOoO—
OO
——O—O

SooOoOH
[slelelje)
OO—HOO
oO—HOOO
—O0O0O

[elelolol]
—O—O—
O—O——
———O
——HO—O

O
[sleleloje)
OO—HOO
oO—HOOO
—OO0OoO

[elelolol]
—O—O—
OO ——
O
—OO—O

—OO——
OoO—HO—O
OO—HOO
OoO—=HOOO
inlelelole)

die Inverse von A ist daher:

— O~
SO~~~
— o O O -
SO~ —~ -
— — O — O
N—

Il

7

<

IV.5.8. BEMERKUNG. Analog zur Formel fiir die Inverse einer (2 x 2)-Matrix,
siehe Beispiel 11.4.8, gibt es auch eine explizite Formel fiir die Inversion von
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(n x m)-Matrizen. Fiir (3 x 3)-Matrizen sieht diese wie folgt aus:

_1 az a3 __ | @21 a23 |a21 a2z t
asz as3 a3l as3 a3l asz
aix G2 13
_ | a12 a13 a1 ai3 | a11 a12
Q21 Q22 Q23 N |a32 ass | asi as3 | as1 asz (IV~15)
a31 dazz2 G33 aszz a3 __|a21 az23 a1 a2
a3z az3 a31 as3 a3l as2

wobei |2 8| = ad — be und
D = aj1a92a33 + 12023031 + Q13021032 — (31022013 — A21A12033 — A11032023.

Dabei ist A genau dann invertierbar wenn D # 0, d.h. genau dann wenn die rechte
Seite in Gleichung (IV.15) Sinn macht. Die analogen Formeln fiir grofiere n sind
noch komplexer und erfordern mehr Rechenaufwand als der oben beschriebene
Algorithmus mit Zeilenumformungen.

IV.6. Basisdarstellung. Wir haben in Abschnitt 11.4 lineare Abbildungen
K™ — K™ durch Matrizen beschrieben. Wollen wir lineare Abbildugen zwischen
allgemeinen endlich-dimensionalen Vektorrdumen, ¢: V' — W, durch Matrizen
darstellen, ist es notwendig geordnete Basen B und C' der beiden Vektorrdume
V und W zu fixieren. Damit kann jeder lineare Abbildung ¢ eine Matrix [p]cp
zugeordnet werden, und wieder entspricht die Matrizenmultiplikation der Kom-
position von Abbildungen, siehe Satz IV.6.15 unten. Diese Matrix [p]cp hédngt
von der Wahl der Basen B und C' ab. Gehen wir zu anderen Basen, iiber trans-
formiert sich die Matrixdarstellung mit sogenannten Basiswechselmatrizen, siehe
Korollar IV.6.21 unten. In diesem Zusammenhang ist es auch zweckméfig die zu
einer Basis von V' duale Basis von V* zu betrachten, und damit wollen wir diesen
Abschnitt beginnen.

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, dim(V) = n, und by,...,b,
eine geordnete Basis von V. Nach Proposition IV.1.2(d) existiert zu jedem i €
{1,...,n} ein eindeutig bestimmtes lineares Funktional b;: V' — K, sodass

500=5,- ) g™ w1
Wir erhalten somit Elemente b7,...,b; € V*.
IV.6.1. LEMMA. In dieser Situation ist by, ..., b} eine Basis von V™.
BEWEIS. Seien Aq,...,\, € K, sodass
Aby A+ -+ Aby, = 0.
Auswerten bei b; liefert unter Verwendung von (IV.16)
0= (Ab 4+ + X\l ) (by) = Aibi(by) + -+ -+ Abl (b)) = Ay,

fiir jedes 7 = 1, ..., n. Dies zeigt, dass die Vektoren 07, . . ., b} linear unabhéngig in
V* sind. Nach Korollar IV.1.17 miissen diese Vektoren eine Basis von V* bilden,
denn es gilt dim(V*) = dim(V') = n, sieche Korollar IV.2.15. O
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IV.6.2. DEFINITION (Duale Basis). Ist V' ein endlich-dimensionaler Vektor-
raum, dim(V') = n, und by,...,b, eine geordnete Basis von V', dann werden die
durch (IV.16) eindeutig bestimmten Funktionale b7, ..., b" als die zu by,...,0b,
duale Basis von V* bezeichnet, vgl. Lemma IV.6.1.

IV.6.3. BEMERKUNG. Sei by, ...,b, eine Basis von K" und B := (by|- - -|by)
die Matrix mit Spaltenvektoren b;. Weiters bezeichnen ag, ..., a, die Zeilen der
Inversen Matrix B~'. Fassen wir a; € My, (K) als Element von (K")* auf,
Miyn(K) =2 L(K", K) = (K")*, dann ist ay,...,a, die zu by,...,b, duale Ba-
sis, genauer bf = 1,,, d.h. b7: K" — K, bf(z) = a;z, x € K", denn die Relation
B™1B = I, ist offensichtlich zu den Bedingungen (IV.16) dquivalent. Die duale
Basis einer Basis von K" ldsst sich daher durch Matrizeninversion berechnen.

IV.6.4. BEISPIEL. Es soll die zur Basis by = (1), bo = (2) von K? duale
Basis von (K?)* bestimmt werden. Fiir die Inverse der Matrix B = (43) gilt
B = (_72 _13 ) Fiir die duale Basis erhalten wir also b7 = (7 _3) und b5 = ¥(_2 1).
Expliziter, b7: K* — K, b5 (y) = (7,-3)(y) = Tr — 3y, und b5: K* — K,
by (y) = (=2,1)(y) = 2z +y.

IV.6.5. BEISPIEL. Wir wollen die zur Basis b; = @), by = (Ei), by = <(21))

von K3 duale Basis von (K?)* bestimmen. Zeilenumformungen liefern:

1-111100 1-11 1 00 1-11 1 00
2-10{010 | ~ 01 -2|-210)~~ {01 —-2|-210
3-22|001 01 —-1] =301 00 1 -1-11

10-1] -1 10 100 -2 0 1

~ 01-2|-210)~ (010 —4-12

00 1 -1-11 001] -1-11

Daraus schlieflen wir

3 -2 2
fiir die duale Basis gilt daher b} = ¥(_2,0,1), b5 = ¥ (—4,-1,2), b3 = ¥(—1,-1,1), genauer
b} (532) =—2x+ 2z, b} (g) = —4z —y+ 2z und b; <§> =—x—y+2z

IV.6.6. BEISPIEL (Duale Basis der Standardbasis). Die zur Standardbasis

e, ..., e, von K" duale Basis €], .. ., e}, von (K")* wird durch die (1 xn)-Matrizen
el, ... el reprisentiert, genauer e; = Yer, d-h.ef: K" — Kist gerade die Projek-
tion auf die i-te Koordinate, ef(x) = z;, x € K".

IV.6.7. LEMMA. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, by, ..., b, eine Basis
von V, by, ..., b die dazu duale Basis von V* und bi*,... b die zu letzterer
duale Basis von V**. Dann gilt

b = u(b;), 1<i<n,

wobei v: V. — V** die natiirliche Abbildung aus Proposition I11.4.13 bezeichnet.
In anderen Worten: b7*(a) = a(b;), fir alle € V*.
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Beweis. Fiir 1 <i,5 <n gilt nach (IV.16)
L(bi)(b7) = 3 (bi) = 0j = 6y = b;"(b}).

Aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposition 1V.1.2(d) folgt daher «(b;) = b}*,
denn diese beiden Funktionale V* — K stimmen auf der Basis b7, ...,b}, von V*
iberein. O

IV.6.8. BEMERKUNG. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis

by, ..., b,. Bezeichnet b7, ..., 0" die dazu duale Basis von V*, dann existiert genau
eine lineare Abbildung ¢: V. — V* mit ¢(b;) = b, i = 1,...,n, und diese
Abbildung ist ein Isomorphismus. Bezeichnet b7*, ..., 0 die zu b7,..., b duale

Basis von V**, dann existiert analog ein Isomorphismus ¢: V* — V** mit ¢ (b)) =
b*,1=1,...,n. Obwohl ¢ und 1 beide von der urspriinglichen Basis abhéngen,
ist deren Komposition unabhéngig von dieser Basis, denn nach Lemma IV.6.7
gilt pop=1:V — V.

IV.6.9. PROPOSITION. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Jede Ba-
sis von V* ist die duale Basis einer Basis von V.

BEWEIS. Sei also f1,..., 3, eine Basis von V* wobei n = dim(V*). Weiters
bezeichne ff,..., 3} die dazu duale Basis von V**. Nach Korollar IV.2.15 ist
t: V. — V** ein Isomorphismus. Setzen wir b; := L_l(ﬁ;), 1 < j < n, dann bildet
also by,...,b, eine Basis von V, siehe Proposition IV.1.3. Bezeichnet b7,...,0}
die dazu dual Basis von V*, dann gilt fiir alle 1 < 1,7 < mn,

Bilbs) = u(b;)(Bi) = B (Bi) = 651 = 0i; = b (by),
also stimmen die Funktionale 8; und b} auf einer Basis von V {iberein. Aus der

Eindeutigkeitsaussage in Proposition 1V.1.2(d) folgt daher ; = b}. Dies zeigt,
dass (i, ..., B, die zu by, ..., b, duale Basis ist. O

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum itiber K und B = (by,...,b,) eine
geordnete Basis von V. Nach Proposition IV.1.2 ist

¢ K" SV, ¢p(x) = x1by + - + Tnby,
ein linearer [somorphismus. Zu jedem v € V existieren daher eindeutig bestimmte
Skalare x1,...,z, € K, sodass v = x1b; + - - - + x,b,. Der Vektor
T
Wp=1:]ekK"
L
wird als Koordinatenvektor von v beziiglich der Basis B bezeichnet. Nach Kon-

struktion ist V' — K", v — [v]p, gerade die Umkehrabbildung von ¢g, fiir jedes
v € V gilt daher

v=0p([v]) = ([]p)ibs + - - + ([v]B)nbn, (IV.17)
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und auch [¢p(z)|p = « fiir alle z € K". Fiir die Basisvektoren erhalten wir
[bi]s = e, 1<i<n.
Aus der Linearitat der Umkehrabbildung folgt weiters
[v1 +vo|g =[] + [ve]p und [Av]p = Ajv]p (IV.18)

fiir alle v,vy,v3 € V und A € K. Die Komponenten von [v]g kénnen auch mit
Hilfe der zu B dualen Basis B* = (b}, ...,b") beschrieben werden, fiir die i-te
Komponente gilt
([v]B)i = bf (v), 1<i<mn, (IV.19)
denn b} (v) = b} (z1by + -+ + Tpby) = 10} (b)) + - - - + 2,0} (by) = x; = ([v]B)s-
IV.6.10. BEMERKUNG. Ist etwa B = (b1, ...,b,) eine Basis von K" und sollen

die Koordinaten eines Vektors v € K" beziiglich B bestimmt werden, so muss
das Gleichungssystem

by + -+ 2,0, =0
gelost werden, die Koordinaten von v beziiglich B sind dann
T1
[v]p =
T
Werden die Koordinaten von vielen verschiedenen Vektoren benétigt, dann ist es

zweckméfig zunéchst die duale Basis B* zu bestimmen, wir erhalten die Koordi-
naten eines beliebigen Vektors v dann sofort aus (IV.19),

bi(v)
ple={ : | =] o),
by, (v)
vgl. Bemerkung 1V.6.3.
IV.6.11. BEISPIEL. Betrachte die Basis B = (b, by) von K2, wobei by = (1)

und by = (2). Es sollen die Koordinaten des Vektors v = (%) beziiglich B be-
stimmt werden. In Beispiel IV.6.4 haben wir die zu B duale Basis berechnet,

b = s, und B = Gy o). Mit (IV.19) folgt [o]s = (1i0) ) = (%). Die Ent-
wicklung des Vektors v in der Basis B ist daher v = (3) = 901 —2by, = 9 (3)—2(3).

IV.6.12. BEISPIEL. Betrachte die Basis B = (b1, bo, b3) von K3, wobei

m:@» @:CQ md@:(@.

Es sollen die Koordinaten des Vektors v = (%) € K3 beziiglich der Basis B
bestimmt werden. In Beispiel IV.6.5 haben wir die zu B duale Basis bestimmt,
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bT = ’w(_27071), b; = ’w(_47_172) und b§ = ¢(—1,—1,1)~ Mit (IV19) fOlgt

o] (“3) =
V|l = bk (v = (—12)
b3 (v) —i

die Entwicklung des Vektors v in der Basis B ist daher

v = (%’) — 5y — 120y — dbs = —5@) —12(%) —4@).

IV.6.13. BEISPIEL. Fiir die Koordinaten eines Vektors x € K" beziiglich der
Standardbasis F = (ey, ..., e,) von K" gilt offensichtlich

[z]p = x.
Nach Satz I1.4.4 kann jedes lineare Funktional o € (K™)* durch einen Zeilenvektor
a=(ay,...,a,) € Miyx,(K) beschrieben werden, o = 1,, d.h. a(x) = ax, x € K".
Bezeichnet E* die zur Standardbasis duale Basis von (K™)*, dann gilt

[a]g- = d’,
denn o = aq€] + - - - + aye;,, da ja beide Seiten auf den Basisvektoren e; {iberein-

stimmen, a(e;) = ¥.(€;) = ae; = a; = (aref + -+ - + anel)(e;).

IV.6.14. BEISPIEL. Betrachte die Basis B = (1, z, 2%) des Vektoraums K|[z]<.
Der Koordinatenvektor eines Polynoms p = pg + p1z + p22? € K[z]<o beziiglich
B ist dann

p
P = -+ 212+l = () €

Der i-te Vektor der dualen Basis ist jenes lineare Funktional K[z]<s — K, das
einem Polynom seinen i-ten Koeffizienten zuordnet.

Sei nun ¢: V' — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
K-Vektorraumen, dim(V') = n und dim(W) = m. Weiters seien B = (b, ..., b,)
und C' = (¢q,...,¢n) geordnete Basen von V' und W. Nach Satz 11.4.4 ist die
Komposition ¢El opopp: K" — K™ durch Multiplikation mit einer eindeutig
bestimmen (m x n)-Matrix gegeben. Diese Matrix wird mit [¢]cp € Mxn(K)
bezeichnet und die Matrixz der linearen Abbildung ¢ beziiglich der Basen B und
C genannt. Die Definition lésst sich iibersichtlich in folgendem kommutativen
Diagramm veranschaulichen:

K"L;)V
[”CBl lw dh. (95t opods)(@) =lglesr, €K™ (IV.20)
¢)71
K™ ~—— W

Da [¢]|cp €; mit der j-ten Spalte von [p]cp iibereinstimmt, ist letztere also durch

(6c' opodn)(e;) = dc' (¢(95(e;))) = o' (0(b;)) = [#(b;)]c gegeben. In anderen
Worten, wir erhalten den j-ten Spaltenvektor von [p]cp aus den Koordinaten
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beziiglich der Basis C' des Bildes des j-ten Basisvektors von B, d.h. die Eintra-
gungen in der j-ten Spalten sind gerade die Koordinaten von ¢(b;) beziiglich C'.
Fiir die Eintragung in der i-ten Zeile der j-ten Spalte erhalten wir aus (IV.19)

(Plen)i = (p()le)i = ci(p(b),  1<i<m, 1<j<n,  (IV.21)
wobei C* = (¢, ..., c},) die zu C duale Basis von W* bezeichnet.

IV.6.15. SATZ (Matrixdarstellung linearer Abbildungen). Seien V', W und
U drei endlich-dimensionale Vektorraume tber K. Weiters seien B, C' und D
geordnete Basen von V., W und U. Fiir jede lineare Abbildung ¢:V — W und
jedes v € V' gilt dann

[p(v)]e = [plos[v]s, (IV.22)

die Koordinaten des Bildes p(v) konnen daher durch Multiplikation mit der Ma-
triz [plop aus den Koordinaten von v berechnet werden. Die Zuordnung

L(V,W) = Mysn(K), ¢ < [¢los, (IV.23)

ist ein linearer Isomorphismus, wobei n = dim(V') und m = dim(W). Fir belie-
bige , 01,02 € L(V,W) und \ € K gilt daher

[p1 + @2lop = [pilop + [l und  [Aplos = Alplos-
Fiir jede weitere lineare Abbildung 1»: W — U haben wir
[’Lp o QO]DB = [Q/J]DC [QO]CB sowie [idV]BB = In (IV24)

Die lineare Abbildung ¢ ist genau dann invertierbar, wenn die Matriz [¢|gc in-
vertierbar ist, in diesem Fall gilt

[ "8 = ¢k (IV.25)
Fiir jede lineare Abbildung p: V — W gilt weiters
rank () = rank([¢]cp). (IV.26)

Bezeichnen B* und C* die zu B bzw. C' dualen Basen von V* und W*, dann gilt
fiir die Matriz der dualen Abbildung ©': W* — V*

']pc = lples. (IV.27)
BEWEIS. Aus (IV.20) erhalten wir mit « = [v]g sofort
[pleslv]s = 65! (¢(5([v]s)) = ¢ (9(v)) = [p(v)]e,
also (IV.22). Beachte, dass
L(V,W) = L(K", K™), P ¢Eloapo¢37
ein linearer Isomorphismus mit Umkehrabbildung ¢¢ o o o gb]}l <> o ist, denn

¢510(901+<P2)0¢B:¢5108010¢B+¢5109020¢B
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und ¢ o (A\p)ogp = Ao opodp) fiir alle o, p1, 0o € L(V,W) und X € K, siehe
Proposition I1.3.18. Zusammen mit Satz 11.4.4 folgt, dass (IV.23) einen linearen
Isomorphismus bildet. Aus

¢p o (Wop)ogs = (dp ovvodc)o(dpc'opog), ¢ oidyopp = idks,

und Satz I1.4.4 erhalten wir nun auch (IV.24). Beachte, dass ¢ genau dann in-
vertierbar ist, wenn ¢51 o p o ¢p invertierbar ist, und dass in diesem Fall

65 oo odo = (65t opodp)

gilt. Zusammen mit Satz I1.4.4 sehen wir daher, dass ¢ genau dann invertierbar
ist, wenn [¢|cp invertierbar ist, und dass in diesem Fall (IV.25) gilt.

Nach Definition des Rangs einer Matrix gilt rank([¢]cp) = rank(¢;' o podp),
die Gleichung (IV.26) folgt daher aus Proposition 1V.2.23.

Seien nun B* = (b},...,b%) und C* = (c},...,c,) die zu B = (by,...,b,)
bzw. C' = (¢, ..., ¢p) dualen Basen von V* und W*. Mit (IV.21) erhalten wir

([P]Bec+),; =07 (#'(c5)) = b (5 0 @) = 1 (bi) (¢} 0 )
= (cj o 9)(bi) = cj ((b)) = ([Ples)si = ([elon)is,

wobei B** = (by*,...,b%") die zu B* duale Basis von V** bezeichnet, fiir die ja
vy (b;) = bf* gilt, siche Lemma IV.6.7. Dies zeigt (IV.27). O
IV.6.16. BEMERKUNG. Bezeichnen B = (e1,...,¢e,) und C = (eq,...,e,,) die

Standardbasen von K" und K™, dann stimmt der Isomorphismus aus Satz IV.6.15,
L(K", K™) = My,xn(K), ¢ < [¢]lcp, mit dem in Satz 11.4.4 besprochenen Iso-
morphismus {iberein. In diesem Fall gilt ndmlich ¢p = idg» und ¢po = idgm. Die
Matrix einer linearen Abbildung ¢: K" — K™ beziiglich der Standardbasen von
K™ und K™ stimmt also mit der in Satz 11.4.4 besprochenen Matrix iiberein.

IV.6.17. BEMERKUNG. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K,
dim(V') = n, und B eine geordnete Basis von V. Dann ist die Zuordnung

end(V) = Moun(K), ¢ < [¢]p

ein Isomorphismus von K-Algebren, der sich zu einem Gruppenisomorphismus
GL(V) = GL.(K), ¢ < [¢lss

einschrankt. Dies folgt sofort aus Satz IV.6.15.

IV.6.18. BEISPIEL. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und 7: V' — V'
ein Projektor. Sei by, . .., by eine Basis von img(7) und by41, . .., b, eine Basis von
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ker(mw). Da V = img(7) & ker(n) ist B := (by, ..., b,) eine Basis von V' und

1 -« 00 --- 0 0O --- 00 --- 0

55 = 0 -«- 1.0 --- 0 ] = 0 -«- 00 --- 0
BB= g ... 00 --- 01l BBE= o ... 01 --- 01\~

0O --- 00 --- 0 0O --- 00 --- 1

wobei 7' = idy —7 den komplementdren Projektor auf ker(w) lings img(m) be-
zeichnet. Fiir die Spiegelung 0 = 7 — 7’ an img(w) lings ker(m) und die dazu

komplementére Spiegelung ¢’ = —o = 7’ — 7w an ker(7) lings img(m) haben wir
1 ... 0 0 --- 0 1 - 0 0 --- 0
ol = 0O --- 1 0 --- 0 I 0O -+ —10 --- 0
BB= 1o ... 0 =1 --- 0 |- BB= | ¢ ... 0 1 --- 0
O -+ 0 0 - —1 0O -+ 0 0 --- 1

IV.6.19. BEISPIEL. Wir betrachten den reellen Vektorraum der glatten Funk-
tionen, C*°(R,R). Die Ableitung definiert eine lineare Abbildung

C*R,R) = (R,R), fr—f

denn (f +g) = f' + ¢ und (\f) = \f', fiir alle f,g € C*°(R,R) und X\ € R.
Nach Beispiel 111.2.22 sind die beiden Funktionen sin,cos € C*(R,R) linear
unabhéngig, spannen also einen 2-dimensionalen Teilraum W := (sin,cos) C
C*(R,R) auf. Da sin’ = cos und cos’ = — sin, schrinkt sich die Ableitung zu
einer linearen Abbildung D: W — W, D(f) := f’, ein. Fiir die Matrix von D
beziiglich der geordneten Basis B = (sin, cos) von W erhalten wir

o= (1 ')

Mit (IV.24) folgt daraus etwa
0 -1\ /0 -1 -1 0
[D o D]pp = [D]pp|D]sr = <1 0 ) (1 0 ) = ( 0 _1) ;

was genau (DoD)(sin) = sin” = — sin und (DoD)(cos) = cos” = — cos entspricht.

IV.6.20. BEISPIEL. Betrachte den (n + 1)-dimensionalen Vektorraum V =
R[z]<, mit geordneter Basis B = (1, z,2%,23,...,2"), siche Beispiel I11.3.10. Die
Ableitung definiert eine lineare Abbildung D: W — W, D(p) := p/, denn es gilt
(p+q)' = p'+¢ und (A\p) = M\, fiir alle p, ¢ € R[z] und X € R. Da D(z*) = k¢!,
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ist die Matrix von D beziiglich der Basis B durch

01020 --- 0 0
00220 --- 0 0
0003 -- 0 0
Dlpp=|: @ : C € Mpgyxmen (R).
0000 - n—-1020
0O 0 O0O0 --- 0 n
0O 0 O0O0 --- 0 0

gegeben. Sezten wir n = 3 und betrachten die lineare Abbildung
P:R[zl<s > Rlzl<s,  P(p) :=4p+3p' +2p" = (4id +3D + 2D?)(p),

dann erhalten wir mit den Rechenreglen aus Satz IV.6.15 sofort

[Plgp = 41I,, + 3[D]sp + 2([D]s5)*

0900 0050 0L9ON® _ (43
=4 0010 +3 0003 +2 0003 =\loo
0001 0000 0000 00

Da diese Matrix invertierbar ist, gibt es also zu jedem Polynom ¢ € R|[z]<3 genau
ein Polynom p € Rlz|<; fiir das 4p + 3p’ + 2p” = ¢ gilt. Durch Inversion der
Matrix [P]pp lieBe sich dieses Polynom p auch sofort berechnen.

=Y NN
—
moDo

Seien nun B = (by,...,b,) und B = (by,...,b,) zwei geordnete Basen von V.

Unter der Matrixz zum Basiswechsel von B nach B verstehen wir die Matrix
Tpp = lidv]zp € Muxn(K).

Nach Definition stimmt der j-te Spaltenvektor von 75, mit [b;|5 tiberein. Fiir
den Eintrag in der i-ten Zeile der j-ten Spalte gilt daher

(Tgp)i = (b]p) = b (b;),  1<i,j<n,
wobei B* = (b%,...,b%) die zu B duale Basis bezeichnet.
IV.6.21. KOROLLAR (Basiswechsel). Seien V' und W zwei endlich-dimensio-
nale Vektorrdume tiber K. Weiters seien B und B zwei geordnete Basen von V

und C" und C' zwei geordnete Basen von W. Die Basiswechselmatrizen sind stets
invertierbar mit Inverser

Tz =Tps (IV.28)
Fiir jedes v € V' qult
[v]s = Tiplvls, (IV.29)

wir erhalten also die Koordinaten von v beziiglich der Basis B durch Multiplika-
tion mit der Matriz Tz aus den Koordinaten beziiglich B. Fiir jede Abbildung
p: V=W qilt

[Ples = TeolelesTps- (IV.30)
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Fiir die Basiswechselmatrix der dualen Basen gilt
Tgepe = T (IV.31)

BEWEIS. Da die identische Abbildung idy offensichtlich invertierbar ist, muss
auch T, = [idy] 55 invertierbar sein und mit (IV.25) erhalten wir

Tg_é = [idv]]_gfg = [id\_/l]Bé = idv]ps = Tps,
also (IV.28). Gleichung (IV.29) folgt aus (IV.22), denn
vl = lidv(v)]5 = [idv]pp[v]s = Tpv]s.
Aus (IV.24) folgt
[Ples = lidw op oidv]pe = idwlacleloslidvlps = TeollonTpa,
also (IV.30). Schliefflich erhalten wir aus (IV.27) auch
womit auch (IV.31) gezeigt wére. O

IV.6.22. BEMERKUNG. Sei B = (by,...,b,) eine Basis von K" und bezeichne
E = (ey,...,e,) die Standardbasis von K". Dann gilt offenbar

Tep = (by|- - |ba),
und mit Korollar IV.6.21 erhalten wir erneut, vgl. Bemerkung IV.6.10,
[2]p = Tpele]s = Tppa = (] -+ b,) '@
fiir jedes x € K", denn [z]p = 2. Fiir die duale Basis gilt [bf]5+ = ¢;, also
(B5le)" = (Te- [5]+) = (Thie))' = eiTme = el(ba] -+ [ba) ™,

d.h. die Matrix die dem linearen Funktional b7 : K" — K entspricht, b} = 1),,, a; €
My, (K), ist gerade die i-te Zeile von (by|---|b,)~". Auch dies haben wir weiter
oben schon festgehalten, vgl. Bemerkung 1V.6.3. Ist A € M,;,«,,(K) und ¢: K* —
K™, p(z) = Az, dann gilt offenbar [p]pr = A, vgl. Bemerkung IV.6.16. Ist
C = (cq,...,cp) eine weitere Basis von K" so erhalten wir mittels Korollar IV.6.21

[0l = TpeleleeTes = (ci] -+ |en) T A - - [bn).
IV.6.23. BEISPIEL. Betrachte die beiden geordneten Basen

5= ((3) () (1) wa 2=((3) (1) (1))
von R3. Offensichtlich gilt dann
1 -1 1
Tep=12 -1 3
0 2 3
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Nach (IV.28) folgt

1 -1 1 —9 5 -2
Ter=12 -1 3] =[-6 3 -1
0 2 3 4 -2 1

Dies erlaubt es nun die Koordinaten eines Vektors in R? bziiglich der Basis B zu
bestimmen. Betrachten wir etwa x = <133) € R?, dann gilt [z]p = (153) also

-9 5 =2 2 1
(2] =Tpplrlp=|-6 3 -1 91=12],
4 -2 1 13 3

dh. (133) —1 (%) 42 (121) +3 (é) Betrachte wir die lineare Abbildung

T —725'1 + 4LU2 - 2LU3
Q: R? — Rs, oz ] = 13z9 — 623 ,
XT3 122[‘2 - 5LU1
dann gilt offenbar
-7 4 =2
0 12 -5

Mit (IV.30) kénnen wir nun auch die Matrix von ¢ beziiglich B berechnen,

[0les = Te|¢|EETEB

-9 5 =2 -7 4 =2 1 -1 1 1 0 O
=|1-6 3 -1 0 13 -6 2 -1 3] =101 O
4 =2 1 0 12 -5 0 2 3 00 -1

Wir verstehen dadurch die Abbildung ¢ besser, es handelt sich um eine Spiegelung

am Teilraum < (é) , ( :j ) > langs des Teilraums < (é) >

IV.6.24. BEISPIEL. Wir wollen eine lineare Abbildung o: R? — R? bestim-
men, die die Punkte auf der Geraden ((3)) unverdndern ldsst und auf Punkten
der Gerade ((2)) durch Multiplikation mit —1 wirkt. Beachte, dass die beiden
Vektoren (4) und (2) eine Basis von R? bilden. Nach Proposition I11.3.2 gibt es
also eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung o: R? — R? fiir die o () = (3)
und o (3) = —(2) gilt. Fiir ihre Matrix beziiglich der Basis B = ((1),(3)) gilt
offenbar [o]pp = ({ % ). Bezeichnet E = ((}),(9)) die Standardbasis dann gilt
Tpp = (3 3) und daher Tpp =Ty = (3 2)), siehe (IV.25). Mit (IV.24) folgt

(0ler = Teslo]pTEE = (; g) ((1) _01) <_25 —31) - (:;(1) 161)

die gesuchte Abbildung ist daher durch o (31) := ( 00112 ) gegeben.
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IV.6.25. BEISPIEL. Betrachte die beiden geordneten Basen
B= (1,227 wud B=(Lz+1,(z+1)?2(z+1)?%
des Vektorraums KJz]<3. Dann gilt

1111 1 -1 1 -1
[0 1 23 (01 =23
Tos={o o 13| " Tes=Tp=19 o 1 -3
0001 0O 0 0 1
Ist etwa p = 3 + z — 722 + 923, dann folgt
3 1 -1 1 -1 3 —14
1 0o 1 -2 3 1 42
[p]B - _7 78’180 [p]é = T~B[p]B = O 0 1 _3 _7 = _34
9 0 0 0 1 9 9

Die letzte Gleichung bedeutet gerade p = —14+42(2+1) —34(z+1)2+9(z +1)3.
Wir beenden diesen Abschnitt mit folgender Anwendung:

IV.6.26. SATZ. Sei K ein Korper, xg,...,x, € K paarweise verschieden und
Yo, -, Yn € K beliebig. Dann ezistiert ein eindeutiges Polynom p € K|z|<,,
sodass p(x;) = y; fir alle i = 0,...,n. Insbesondere besitzt jedes nicht-triviale
Polynom n-ten Grades, 0 # p € K|z]<,, hdchstens n verschiedene Nullstellen in
K. Dariiber hinaus ist die sogenannte Vandermonde-Matrix,

1wy x2 a3 -+ af

1 oz 22 a3 - af
2 3 n

L @y a5 1y T2 | € Mns1)xn+1)(K),
2 3 n

1z, o, x, --- a

nvertierbar.

BeweEis. Fiir das Polynom
pi=
i=0

yi(z —wo)(z — 1) - (2 —mi1) (2 — i) -~ (2 — @)
(5 — wo) (@i — 1) -+ (@ — 1) (X — @ig1) - - (25 — ) € Klel<n

gilt offensichtlich p(x;) = y;, ¢ = 0,...,n. Die lineare Abbildung

p(x0)
p(z1)
6 KlJen o K, o) = [ 0],
p(Tn)
ist also surjektiv. Nach Korollar IV.2.11 ist ¢ daher ein Isomorphismus, denn
dim(K[z]<,) = n + 1 = dim(K"*!). Die Injektivitit von ¢ bedeutet aber gerade,
dass das Polynom p durch seine Werte p(zo), ..., p(z,) eindeutig bestimmt ist.
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Bezeichnet E = (e, . . ., €,) die Standardbasis von K" und B = (1, 2, 22, ..., 2")
die Basis der Monome in K[z]<,, dann gilt offenbar
1 xy o3 a3 -+ af
1 xz xz cee 2l
[¢]EB =1 2 Ty Xy o xg € M(n—l—l)x(n—l—l)(K)’

Da ¢ invertierbar ist, muss also auch die Vandermonde-Matrix invertierbar sein,
siehe Satz IV.6.15. U

Aus dem vorangehenden Satz erhalten wir sofort:

IV.6.27. KOROLLAR. Ist K ein Kdérper mit unendlich vielen Elementen, dann
ist die Abbildung K[z] — F(K,K), die einem Polynom p die Polynomfunktion
x — p(z), v € K, zuordnet injektiv. In diesem Fall ist ein Polynom also véllig
durch die entsprechende Polynomfunktion bestimmdt.

IV.6.28. BEMERKUNG. Fiir endliche Korper K bleibt das vorangehende Re-
sultat nicht richtig. In diesem Fall ist ndmlich F'(K, K) endlich-dimensional, aber
dim(K]z]) = oo, es kann daher keine injektive Abbildung K[z] — F(K, K) geben.

Die Tatsache, dass ein nicht-triviales Polynom n-ten Grades, 0 # p € K[z]<,,
hochstens n verschiedene Nullstellen haben kann lésst sich auch auf andere Art
beweisen. Ist ndmlich xq € K Nullstelle von p, dann liefert Polynomdivision ein
nicht-triviales Polynom 0 # ¢ € K[z]<,_1, sodass p = (z — z¢)q. Ist 71 € K eine
weitere Nullstelle von p und zy # 27, dann muss x; eine Nullstelle von ¢ sein und
wir kénnen einen weiteren Linearfaktor abspalten. Da der Grad des Polynoms ¢
strikt kleiner als der Grad von p ist, folgt daraus, dass p hochstens n verschiedene
Nullstellen haben kann.






V. Determinanten

Wir werden in diesem Kapitel jeder quadratischen Matrix A € M,,.,,(K) ihre
Determinante, det(A) € K, zuordnen. Die Determinante ist multiplikativ, es gilt

det(AB) = det(A) det(B),

fiir je zwei (n x m)-Matrizen A und B. Auch ist eine Matrix A genau dann
invertierbar, wenn det(A) # 0 gilt. Es ist keineswegs offensichtlich, dass eine
Abbildung mit diesen Eigenschaft iiberhaupt existiert.

In Abschnitt V.1 werden wir eine (rekursive) Konstruktion der Determinante
besprechen, ihre wichtigsten Eigenschaften herleiten, und auch einen effektiven
Algorithmus zur Berechnung kennen lernen. Dort werden wir auch die geome-
trische Bedeutung reeller Determinante kléren, sie stimmt mit dem orientierten
Volumen des von den Spalten der Matrix aufgespannten Parallelepipeds iibe-
rein. Aus diesem Grund tritt die Determinante in der Transformationsformel fiir
Mehrfachintegrale auf.

Mit Hilfe von Determinanten kann die Inverse einer invertierbaren Matrix
A explizit angegeben werden, und die Cramer’sche Regel liefert eine explizite
Losungsformel fiir das lineare Gleichungssystem Az = y, siche Abschnitt V.2.

In Abschnitt V.3 werden wir eine nach Leibniz benannte explizite Formel
fiir die Determinante einer Matrix angeben, und so eine weitere, unabhéngige
Konstruktion der Determinantenfunktion kennen lernen. Diese Formel besteht
aus sehr vielen Termen und ist daher bei der Berechnung grofler Determinanten
nicht hilfreich. Fiir (3 x 3)-Matrizen liefert sie die Regel von Sarrus:

aijx a2 a3
det | ag1 a2 a3 | = annaxnass + ajpaszas; + ajzag ass
agyp asz Aass

— (11023032 — 12021033 — 413022031 -
In Abschnitt V.4 werden wir den Begriff der Determinante auf lineare Abbil-
dung ¢: V. — V ausdehnen, wobei V einen endlich-dimensionalen Vektorraum
bezeichnet. Im letzten Abschnitt V.5 werden wir mit Hilfe von Determinanten
den Begriff der Orientierungen eines endlich-dimensionalen reellen Vektorraums

prézise fassen und kurz auf die wichtigsten Eigenschaften eingehen.
Vieles in diesem Kapitel findet sich etwa [3].

V.1. Determinantenfunktionen. Eine Funktion
0: Myyn(K) = K| A §(A),
wird linear in der k-ten Spalte genannt, falls fiir alle a; € K" die Abbildung

K" — K, xH5(a1|--'|ak—1|$|ak+1|"'|an)
119
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linear ist, d.h. wenn fiir alle a;, z,y € K™ und A € K gilt:

S Jan il + ylaeal ) = 80 lax gl -+) + 0o alylagn )
S lan 1 Atlanss] ) = A0+ larafolar] )

Gilt dies fiir jedes k = 1,...,n, dann wird 0 multlinear genannt, wir sagen auch
d(A) ist linear in jeder Spalte von A. Offensichtlich bilden die multlinearen Abbil-
dungen M, «,(K) — K einen Teilraum des Vektorraums aller K-wertigen Funk-
tion auf M, (K), sieche Aufgabe 1.

V.1.1. LEMMA. SeiK ein Korper, n € N und §: Myx,(K) — K eine Funktion,
die folgende beiden Eigenschaften hat:

(a) & ist multilinear, d.h. 6(A) ist linear in jeder Spalte von A.
(b) Sind zwei benachbarte Spalten von A gleich, so gilt 6(A) = 0.

Dann besitzt 6 auch folgende Eigenschaften:

(c) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt §(A) das Vorzeichen.

(d) Sind zwei beliebige Spalten von A gleich, so gilt §(A) = 0.

(e) Addieren wir ein Vielfaches einer Spalte von A zu einer anderen Spalte, dann
bleibt §(A) unverdindert.

(f) Ist rank(A) < n, dann gilt 6(A) = 0.

(9) Fiir jedes j € {1,...,n} und jede Matriz A gilt

5(A) = Z 5(Ag))-

Dabei bezeichnet Agjy jene (n x n)-Matriz, die wir aus A erhalten wenn wir
jeden Eintrag in deri-ten Zeile und j-ten Spalte, aufler A;;, durch 0 ersetzen.*

(h) Bezeichnet 0': M, x,(K) — K eine weitere Funktion, die die beide die Eigen-
schaften (a) und (b) hat, und ist §(1,,) = 6'(1,), dann gilt schon §(A) = &'(A),
fiir alle A.

(i) Es gilt 6(BA)(L,) = 6(B)o(A), fiir je zwei Matrizen A und B.

(j) Fir jedesi € {1,...,n} und jede Matriz A gilt

5(A) = Z 5(Agy))-

0
A E A
0
“D.h. Ay =10 - 0 Ay 0 --- 0], wobei A;; den Eintrag von A in der i-ten
0
A : A
0

Zeile und j-ten Spalte bezeichnet. Die mit A symbolisierten Blocke stehen jeweils fiir den
entsprechenden Teil von A, diese bleiben unveréindert.
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(k) 6(A) st linear in jeder Zeile von A.
(1) 6(AY) = 6(A), fiir jede Matriz A.
(m) Sind zwei beliebige Zeilen von A gleich, so gilt §(A) = 0.
(n) Bei Vertauschung zweier Zeilen von A wechselt §(A) das Vorzeichen.

(o) Addieren wir ein Vielfaches einer Zeile von A zu einer anderen Zeile, dann
bleibt §(A) unverdndert.

BEWEIS. Wir beobachten zunéchst, dass d(A) bei Vertauschung zweier be-
nachbarter Spalten das Vorzeichen wechselt, d.h. es gilt

(- alyl ) = =0+ lyle] ),
denn aus (a) und (b) folgt sofort:
0=06(|lz+ylz+yl--)
:5(...|I‘y‘...)+6(...‘y‘x|...>.
Sind nun 1 <14 < j < n, dann folgt durch sukzessives Vertauschen von Spalten:
Sp. @ bis j
. N j—io1
5(--Ta| -yl ) = (=1) (- |zlyl )
= (=175 yla| ) = =0( - y| -] )
N—_——
Sp. ¢ bis j
Dies zeigt (c¢). Zusammen mit (b) erhalten wir daraus auch (d), denn
5(-|z| || ) = £8(-|z|z| ) = 0.

Unter Verwendung von (a) folgt weiters

S(-z| - ly+Az| ) =6C-|x| -yl )+ N x| 2] )

fiir jedes A € K. Somit ist auch (e) gezeigt.

Ad (f): Gilt rank(A) < n, dann sind die Spalten von A = (ay|---|a,) linear
abhéngig, wenigstens eine lasst sich daher als Linearkombination der anderen
schreiben. Durch Vertauschen zweier geeigneter Spalten diirfen wir 0.B.d.A. a; =
> v, Aia; annehmen, siehe (¢). Mit (a) und (d) folgt dann

5(A) = 5(26 Ntti

Ad (g): Fiir die j-te Spalte von A gilt a; = > | A;;e;, wobei A;; den Eintrag
in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A bezeichnet. Mit (a) und (e) folgt

5(A) =D 0(ar- - lajalAyeilajil - lan) = D 5(Agy),
P i=1

a2

as ‘ ’ an) = Nid(ailazas| - -|a,) = 0.
1=2
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denn es gilt

O(ar| -+ laj1 Ageilajal - - lan) = 0(Agp). (V.1)
Fir A;; = 0 ist die Gleichung (V.1) offensichtlich, denn in diesem Fall haben
beide Matrizen eine verschwindende j-te Spalte, nach (a) verschwinden daher
beide Seiten in (V.1). Ist A;; # 0, dann kénnen wir durch Addition geeigneter
Vielfacher der j-ten Spalte von (ai|---|aj_1|Ase;|aj41|---|a,) zu den anderen
Spalten diese Matrix zu A(;;) umformen, und dabei bleibt § unveréndert, vgl. (e).

Ad (h): Beachte zunichst, dass auch die Funktion

5" Myn(K) = K, 8"(A) := 6(A) — §'(A),

die beiden Eigenschaften (a) und (b) besitzt. Wie wir oben gezeigt haben, hat sie
daher auch Eigenschaft (c¢) und (d). Nach Voraussetzung gilt weiters 6”(7,) = 0.
Sei nun A eine (n x n)-Matrix und bezeichne A;; den Eintrag in der i-ten Zeile
und j-ten Spalte. Aus (a) folgt

) = (3 e || 2 A,

i1=1 in=1
n n
= Z e Z AireeAgn 0" (s |- les,),

i1=1 in=1

es geniigt daher 6”(e;, | - - - |e;,) = 0 zu zeigen, fur alle iy, ...,4, € {1,...,n}. Nach
(d) gentigt es dies fiir paarweise verschiedene 11, ..., 14, zu verifizieren. In diesem
Fall folgt durch sukzessives Vertauschen mittels (c)

8" (ei] ... |es,) = 28" (er] ... |en) = £6"(1,) = 0.

Dies zeigt ¢”(A) = 0, fiir jedes A, und daher 6(A) = ¢§'(A).
Ad (i): Sei B fix. Beachte, dass die Funktionen

5 Myn(K) > K, §'(A) = 6(BA)S(I,,)

und
8" Myxn(K) = K, §"(A) :=8(B)d(A)

beide die Eigenschaften (a) und (b) haben. Bezeichnen namlich A = (aq] - - |a,)
die Spalten von A dann gilt BA = (Bay|---|Ba,), also hingt die k-te Spalte
von BA linear von der k-ten Spalte von A ab, und, falls die k-te Spalte von B
mit der [-ten Spalte iibereinstimmt, dann bleibt dies auch fiir BA richtig. Da
offensichtlich auch §'(1,,) = 0”(1,,) gilt, erhalten wir aus (h) nun §'(A) = §"(A),
d.h. 6(BA)6(1,) = 6(B)I(A).

Ad (j): Beachte, dass die k-te Spalte von A;;) linear von der k-ten Spalte von
A abhéngt. Daher stellt auch

8 Myn(K) = K, 0(A4) =Y 6(Agy)
j=1
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eine Funktion dar, die linear in den Spalten von A ist. Stimmen die Spalten mit
Nummern k& und [ von A {iberein, 1 < k <[ < n, dann folgt

0'(A) = 0(Aqy) +0(Aay) =0,

denn fiir j # k, [ hat auch A;) zwei gleiche Spalten, also & (A(ij)) = 0 nach (d),
und die Matrix A entsteht aus Ay durch Vertauschen der Spalten k und [, also
5(A(Z-k)) = _5(A(il)) wegen (c). SchlieBlich gilt auch ¢'(1,) = 6(1,,), denn (1,,) ) =
I, und fiir j # i ist 5((In)(ij)) = 0, da die j-te Spalte von (/) verschwindet.
Aus (h) erhalten wir daher 6(A) = ¢'(A), d.h. §(A) = 377 6(Awj))-

Ad (k): Beachte zunéchst, dass die i-te Spalte von A linear von der i-ten
Zeile von A abhéingt. Folglich ist 6(A;)) linear in der i-ten Zeile von A. Nach (j)
ist daher auch §(A) linear in der i-ten Zeile von A. Da i beliebig war, folgt die

Behauptung.
Ad (1): Nach (k) ist die Funktion

8 Myyn(K) = K, §'(A) := 6(A"),

linear in jeder Spalte. Ist rank(A) < m, dann auch rank(A") < n, also §'(A4) =
d(A") = 0 nach (f). Insbesondere verschwindet ¢’(A), falls zwei Spalten von A
tibereinstimmen. Mit (h) folgt somit ¢’(A) = §(A), denn offensichtlich gilt auch
8 (I,) = 6(I,).

Die verbleibenden Behauptungen (m), (n) und (o) folgen sofort aus (c), (d)
und (e) mittels (m). O

V.1.2. BEMERKUNG. Nach Lemma V.1.1 sind fiir eine multilineare Abbildung
d: Mywn(K) — K folgende Aussagen dquivalent:

(a) Stimmen zwei benachbarte Spalten von A iiberein, so gilt 6(A) = 0.

(b) Stimmen zwei Spalten von A {iberein, so gilt §(A) = 0.

(c) Sind die Spalten von A linear abhéngig, so gilt 6(A) = 0.

Eine multilineare Abbildung ¢: M, ., (K) — K, die diese Eigenschaften besitzt
wird alternierende multilineare Abbildung genannt. Offensichtlich bilden die alter-
nierenden multilinearen Abbildungen einen Teilraum des Vektorraums aller multi-
linearen Abbildungen M,y (K) — K, vgl. Aufgabe 1. In Satz V.1.3 unten werden
wir eine alternierende multilineare Abbildung det: M, y,(K) — K konstruieren,
fiir die det(Z,,) = 1 gilt. Nach Lemma V.1.1(h) ist daher jede alternierende mul-
tilineare Abbildung §: M, »,(K) — K von der Form §(A) = §(1,,) det(A). Der
Vektorraum der alternierenden multilinearen Abbildungen M, «,(K) — K hat
daher Dimension 1 und det bildet eine Basis. Gilt 2 # 0 € K, dann sind die
Eigenschaften (a) bis (c¢) oben auch zu folgender Bedingung dquivalent:

(d) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt §(A) das Vorzeichen.
Fiir allgemeine Korper bleibt dies jedoch nicht richtig, siehe Aufgabe 2.

V.1.3. SATZ. Sei K ein Korper und n € N. Dann existiert eine eindeutige
Funktion det: M, «,(K) — K, die folgende drei Eigenschaften besitzt:
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(a) det ist multilinear, d.h. det(A) ist linear in jeder Spalte von A.
(b) Sind zwei benachbarte Spalten von A gleich, dann gilt det(A) = 0.
(c) det(I,) = 1, wobei I, die Finheitsmatriz bezeichnet.

Diese Funktion hat dariber hinaus folgende Figenschaften:

(d) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt det(A) das Vorzeichen.

(e) Addieren wir ein Vielfaches einer Spalte von A zu einer anderen Spalte, so
bleibt det(A) unverdndert.

(f) det(A) ist linear in jeder Zeile von A.

(9) Bei Vertauschung zweier Zeilen von A wechselt det(A) das Vorzeichen.

(h) Addieren wir ein Vielfaches einer Zeile von A zu einer anderen Zeile, so bleibt
det(A) unverdindert.

(i) Fir je zwei Matrizen A und B gilt

det(AB) = det(A) det(B).
(j) A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0. In diesem Fall gilt
det(A™) = det(A) 1.
(k) Fir jede Matriz A ist
det(A") = det(A).
(1) Fiir jedes i € {1,...,n} und jede Matriz A gilt
det(A) = Y~ (=) Ay det (Agp).
j=1
Diese Formel wird Entwicklung nach der i-ten Zeile genannt. Dabei bezeichnet
Ajj den FEintrag der Matriz A in der i-ten Zeile und j-ten Spalte, und Ay
bezeichnet jene (n — 1) x (n — 1)-Matriz, die wir durch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte aus A gewinnen.
(m) Fiir jedes j € {1,...,n} und jede Matriz A gilt
det(A) = Y (—1)"7 Ay det (A;)).
i=1
Diese Formel wird Entwicklung nach der j-ten Spalte genannt.
(n) Fiir Dreiecksmatrizen haben wir

ai a2 a1p ap 0 - 0
0 azxp --- agp
ag1 Q22
det | . . ) ) = a11Q92 " * * Qpy, = det
: .. .. : 0
O ct 0 ann anl an2 PR ann

BEwWEIS. Wir zeigen zunéchst mittels Induktion nach n, dass tatséchlich eine
Funktion det: M, «,(K) — K) mit den Eigenschaften (a), (b) und (c) existiert.
Der Fall n = 1 ist trivial, die Abbildung det: M;.;(K) — K, det(a) := a, hat
offensichtlich alle gewiinschten Eigenschaften. Fiir den Induktionsschritt sei nun
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det: Mu—1)x(n—1)(K) = K eine Abbildung, sodass (a), (b) und (c) gelten. Weiters

fixieren wir ein ¢ € {1,...,n}. Fiir A € M, +,(K) definieren wir nun
j=1

Dabei bezeichnet A;; den Eintrag der Matrix A in der ¢-ten Zeile und j-ten Spalte,
und fl(ij) bezeichnet jene (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die wir durch Streichen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A erhalten. Jedenfalls ist dadurch eine Abbildung
det: M, x,(K) — K definiert. Wir verifizieren nun, dass diese die Eigenschaften
(a), (b) und (c) hat.

Ad (a): Seien j, k € {1,...,n}. Es geniigt zu zeigen, dass A;; det (A(ij)) linear
in der k-ten Spalte von A ist, vgl. (V.2). Wir unterscheiden zwei Fille. Fiir k = j
héngt det (A(ij)) nicht von der k-ten Spalte ab, denn diese wurde ja gestrichen,
und A;; ist offensichtlich linear in der k-ten Spalte. Ist j # k, so ist A;; unbhéngig
von der k-ten Spalte und nach Induktionsvoraussetzung héngt det (A(Z-j)) linear
von der k-ten Spalte von A ab. In beiden Féllen folgt, dass A;; det (fl(ij)) linear
in der k-ten Spalte von A ist.

Ad (b): Sei A € M,,«n(K) eine Matrix deren k-te Spalte mit der (k + 1)-ten
Spalte iibereinstimmt, 1 < k < n. Ist nun j # k und j # k + 1, dann hat auch
A(ij) zwei gleiche benachbarte Spalten, nach Induktionsvoraussetzung gilt daher
det(fl(ij)) = 0 fiir diese j. In der Summe (V.2) bleiben daher nur zwei Terme
iibrig,

det(A) = (1) Ay det(Agp) + (1)1 Ay 4y det (A ).

Weiters ist A(ik) = A(i,kﬂ), die beiden Terme auf der rechten Seite stimmen also
bis auf ihr Vorzeichen iiberein, und es folgt det(A) = 0.
Ad (c): Der einzige nicht verschwindende Eintrag der i-ten Zeile der Einheits-

matrix I, ist (1,,); = 1. Weiters gilt (I,,)) = I,—1 und nach Induktionsvoraus-
setzung daher det((fn)(ii)) =det(l,_1) = 1. Aus (V.2) erhalten wir daher

det(1,) = D (=1 (Ly)ij det((In)p) = (=) (1) det (L)) = 1.
j=1

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt, also existiert fiir jedes n € N eine
Funktion det: M, ., (K) — K die die Eigenschaften (a), (b) und (c) besitzt. Die
Eindeutigkeit dieser Funktion folgt aus Lemma V.1.1(h). Aus (V.2) erhalten wir
auch sofort (1).

Die Behauptungen (d), (e), (f), (g), (h), (i) und (k) folgen sofort aus den
entsprechenden Aussagen in Lemma V.1.1.

Ad (j): Ist A invertierbar, so erhalten wir mit (¢) und (i)

1 =det(I,) = det(AA™) = det(A) det(A™).
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Es folgt det(A) # 0 und det(A™') = det(A)~!. Ist A nicht invertierbar, dann gilt
rank(A) < n und daher det(A) = 0 nach Lemma V.1.1(f).
Ad (m): Dies folgt aus Lemma V.1.1(g), denn mit (1) erhalten wir det(A;)) =
(—1)"*7 Ay det(Ag;)). Alternativ ldsst sich (m) auch aus (1) mittels (k) herleiten.
Ad (n): Durch Entwicklung nach der ersten Zeile, siehe (1), erhalten wir

an 0 e 0 a9 0 e 0
asr Qg : azz @ ' :
det = a1 det 3 33
0 : : .0
Gp1 Qp2 " Qpn Qp2 QAp3 - Qpn

Mittels Induktion nach n folgt die zweite Gleichung in (n). Die erste ldsst sich
analog beweisen oder mit Hilfe von (k) aus der eben bewiesenen ableiten. O

V.1.4. DEFINITION (Determinante einer Matrix). Die Abbildung
det: M un(K) = K, A det(A),

aus Satz V.1.3 wird die Determinantenfunktion genannt, und det(A) als Deter-
minante der Matrix A bezeichnet. Eine andere géngige Notation ist:

aip - Qip aip -+ Qin
= det

Qp1 *+* Gpp Qp1 ** Gpp

V.1.5. BEISPIEL. Fiir 2 x 2-Matrizen erhalten wir durch Entwicklung nach
der ersten Zeile, siche Satz V.1.3(1),

aix aig
det = Q11022 — G12021.
a21 Q22

V.1.6. BEISPIEL (Regel von Sarrus). Fiir 3 x 3-Matrizen gilt:

ai;; Q12 a3
det | as1 ag a3 | = annaxnass + ajpaszas + ajzag ass
a31 32 a33

— (110A23032 — A12021033 — A13022431

Auch dies folgt durch Entwicklung nach der ersten Zeile, siche Satz V.1.3(1),
zusammen mit der eben hergeleiteten Formel fiir die Determinante einer 2 x 2-
Matrix:

@11 a2 Q13
Q21 dA22 Q23| = A11
a3; dazz2 G33

a1 Q22
3
azy asz

Q22 A23
32 Aa33
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V.1.7. BEMERKUNG. Analog lassen sich rekursiv Formeln fiir groflere Matri-
zen herleiten, etwa gilt:

11 a2 @13 a4

A2 Q23 (24 A1 Q23 A4
det Q21 G2 QA23 Q24 |
€ = ai (32 Q33 a34| — Q12 |A31 A33 G34
G sz sz (s Qg2 Q43 Qg4 g1 Q43 Qg4
Q41 Q42 Q43 QA44q
A1 Q22 A4 a1 Q22 (23
+ a13 |31 G32 Q34| — Q14 |A31 G32 433
g1 Q42 Q44 g1 Q42 Q43

= 11022033044 + Q11023034042 + Q11024032043
— (11022034043 — A11023032044 — Q11024033042
+ 18 weitere ahnliche Terme.

Die Anzahl der Terme wéchst rapide, fiir eine (n x n)-Matrix sind es n! Summan-
den. In Abschnitt V.3 werden wir einen geschlossenen Ausdruck dafiir angeben,
siehe Satz V.3.6. Diese Formeln sind fiir die Berechnung der Determinanten nur
von begrenzter Niitzlichkeit.

V.1.8. BEMERKUNG (Volumen und Determinanten). Der orientierte Fléchen-
inhalt des von zwei Vektoren a;,as € R? aufgespannten Parallelogramms ist
det(a1|az). Um dies einzusehen, bezeichne §(aq|as) den orientierten Flécheninhalt
dieses Parallelogramms. Offensichtlich gilt 6(I;) = 1, denn das Einheitsquadrat
hat Flache 1. Auch gilt d(ala) = 0, denn in diesem Fall degeneriert das Paralle-
logramm zu einer Linie ohne Flicheninhalt. Eine einfache elementargeometrische
Uberlegung zeigt, dass d(ailas) linear in beiden Spalten ist. Nach Satz V.1.3
muss daher d(ai|as) = det(aq|asz) gelten, die Determinante det(aq|ay) berechnet
also den orientierten Flacheninhalt des von a; und ay aufgespannten Parallelo-
gramms. VOllig analog lasst sich zeigen, dass das orientierte Volumen des von
drei Vektoren by, by, b3 € R? aufgespannten Parallelepipeds durch det(b|bs|b3)
gegeben ist.

V.1.9. BEMERKUNG. Mit Satz V.1.3(j) erhalten wir folgende Beschreibung
der allgemeinen linearen Gruppe durch eine (nicht lineare) Ungleichung:

GL, (K) :{A € M,xn(K) : det(A) # O}.
Die Determinante schréinkt sich zu einem surjektiven Gruppenhomomorphismus,
det: GL,(K) — K\ {0},

ein, wobei K \ {0} mit der Multiplikation des Korpers als (abelsche) Gruppe
aufgefasst wird. Der Kern dieses Homomorphismus,

SL,(K) := {A € My (K) : det(A) = 1},

bildet daher eine Untergruppe von GL,(K), sie wird die spezielle lineare Gruppe
genannt und ist durch eine (nicht lineare) Gleichung beschrieben.
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Soll die Determinante einer Matrix berechnet werden ist es zweckméflig diese
durch Zeilen und oder Spaltenumformungen auf Dreiecksgestalt zu bringen und
dann die Formel aus Satz V.1.3(n) zu verwenden.

V.1.10. BEISPIEL. Wir wollen die Determinante der Matrix

1 5 g8 10
-1 -5 1 6
A= 2 12 22 29
3 17 30 43
bestimmen. Mit den Rechenregeln in Satz V.1.3 folgt
SRR AT EE Y L
2 1292220 = (0269 | = " |00916| = —|00916 =-1-2-9-4=-72
3 17 30 43 02613 02613 000 4

d.h. det(A) = —72. Beachte, dass diese Vorgehensweise wesentlich effektiver ist,
als Finsetzen in die Formel aus Bemerkung V.1.7.

V.1.11. BEISPIEL. Wir wollen die Determinante der Matrix
1 7 1 2 1

1 9 3 5 3

A=|-1 =5 4 7 4

-2 =14 1 6 5

1 5 —4 -3 5

bestimmen. Wie zuvor folgt mit Satz V.1.3

17 1 21 17 1 21 171 21
1 9 3 53 02 2 32 022 32
-1 -5 4 74|=|02 5 95|=|003 63
—2-14 1 6 5 00 3 107 00 3 107
1 5 —4-35 0-2-5-54 00-3-26

05252 |05232

=100363|=1]00363|=1-2-3-4-5=120,
00044 00044
00049 00005

also det(A) = 120.
V.1.12. BEisPIEL. Wir wollen die Determinante der komplexen Matrix
i 741 3-2i
A=|(21 156+31 8—-i
1 2—-6i 1-—i

bestimmen. Mit Satz V.1.3 erhalten wir

i 7T+ 3-2i i 7+ 3-2i iTH 320, ) ) )
2i 15+3i 8—i | = [0 1+i243i | = [0 1+i2+3i | = i(1 4+1)(1 — i) = 2i,
1 261 1-i 0 1+i 3+2i 00 1-i

d.h. det(A) = 2i. Insbesondere sehen wir, dass A invertierbar ist.
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V.1.13. BEISPIEL. Liegt eine Matrix vor, die eine Zeile oder Spalte mit vielen
Nullern hat, so kann es fiir die Bestimmung der Determinante hilfreich sein nach
dieser Spalte bzw. Zeile zu entwickeln. Durch Entwicklung nach der dritten Zeile
erhalten wir etwa:

1 7 11721
RSN 2 N

det 1 -5 4 23 7 4 :(—1)+ -7-det| -1 -5 4 7 4 = —7-120 = 840.
—2-14 1 29 6 5 2ot e

wobei wir im vorletzten Gleicheitszeichen die Berechnung aus Beispiel V.1.11
verwendet haben.

V.1.14. SaTz (Vandermonde-Determinante). Fiir xg, 1, ..., x, € K gilt
1 wg o3 a3 - af
1 o xz xi cee
det [ 1 22 25 23 --- 23| = H (xj — ;)
oo : 0<i<j<n
2 .3
1z, o, x, --- a

BEwEis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Die Félle n = 0 und
n = 1 sind trivial. Nun zum Induktionsschritt von n — 1 nach n: Subtrahieren wir
die vorletzte Spalte zy Mal von der letzten Spalte, und dann zy Mal die drittletzte
Spalte von der vorletzten, etc. erhlaten wir:

1zo 22 z§ - ap 1 0 0 0 0 L
12y 22 23 . 27 1 zi—zo (w1-z0)x1 (11—w0)2] - (w1-0)a] ™
1 2o 22 23 - 27 1 zp—mo (z2—x0)T2 (T2—T0)23 - (:cg—zo)m"71
det E Tt L — et ? 2
1xp 22 23 - 2l 1 Zn—20 (Tn—20)2n (Tn—20)22 - (Tn—wo)z? !
z1—zo (z1—x0)z1 (T1—20)22 - (ml—mo)x;kl
xo—z0 (Ta—w0)T2 (T2—T0)T3 - (T2—T0)2h "
= det
Tn—z0 (Tn—20)Tn (Tn—20)x2 - (Tn—z0)z] *
1z 22 - m’ffl
1 xo x% :cg*l
= H (x; — ;) det
0=i<j<n
1y 22 - Zn 1
= I @=-=) [ @-=)= ]] (& —w)
0=i<j<n 1<i<j<n 0<i<j<n
wobei wir im vorletzten Gleichheitszeichen die Induktionsvoraussetzung verwen-
det haben. ]
V.1.15. BEMERKUNG. Aus dem vorangehenden Satz erhalten wir erneut, dass
die Vandermonde-Matrix fiir paarweise verschiedene xg,x1,...,x, invertierbar

ist, vgl. Satz IV.6.26.
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V.2. Determinanten und Gleichungssysteme. Mit Hilfe von Determi-
nanten lassen sich die Losungen eines eindeutig losbaren Gleichungssystems ex-
plizit angeben:

V.2.1. SATZ (Cramer’sche Regel). Sei K ein Kdrper, n € N, A € M, «,(K)
eine invertierbare Matriz und y € K"™. Dann besitzt das Gleichungssystem

Ar =y
eine eindeutige Losung x € K" und fiir die i-te Komponente von x gilt
1
T = det(aq|- - |ai—1|y|ais1| - - |an),
det(A) ( 1 |ai-1]ylait1] | )
wobei A = (ay|---|ay,) die Spalten von A bezeichnen, 1 <i < n.

BEWEIS. Da A invertierbar ist, existiert ein eindeutiges x € K" mit Az = y.
Sei nun i € {1,...,n} fix und betrachte die (n x n)-Matrix

X = (e1] - |eimr|zleit] - - len).
Dann gilt
AX = (Aey| - -|Aei1|Ax]Aejp| - -+ |Aey) = (an| -+ - |aica|ylais] - - - an)
und nach Satz V.1.3(i) daher
det(A) det(X) = det(AX) = det(ar] - - - |ai_1|y|ais| - - - |an)-
Mit den Rechenregeln in Satz V.1.3 folgt det(X) = z; und damit der Satz. O
V.2.2. BEISPIEL. Wir wollen das Gleichungssystem

1 2 5 T 8
-2 3 -1 i) = 5)
3 1 1 T3 9

mit Hilfe der Cramer’schen Regel 16sen. Dazu berechnen wir folgende Determi-
nanten, vgl. Beispiel V.1.6:

1 2 5
det(A)=|-2 3 —1|=3-6-10—45+1+4 = —53

301 1
82 5

det(ylaslas) =[5 3 —1| =24 —18+25—135+8 — 10 = —106
91 1
1 8 5

det(a|ylas) = |-2 5 —1| =5—-24—90 — 75+ 9+ 16 = —159
3 9 1
1 238

det(ay]azly) = |—2 3 5| =27+30—16—-72—5+36 =0
3 19
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Nach Satz V.2.1 gilt daher

1 —106 2
N 0 0

Zum Vergleich wollen wir das selbe Gleichungssystem nochmals mit Hilfe des in
Abschnitt V.4 beschriebenen Algorithmus l6sen:

1 2 5|8 1 1 5 | 8
—23—15«»»07 0 9/7| 3
3 1 119 0 -5 —14 —15 0 -5 —14|-15
12 5 |8 12 5
W019/73w019/7
0 0 —63/7]0 00 1|0
12 0]8 10 0]2
~|010/3)~[010[3
00 1]0 00 1|0

Wir erhalten so die selbe Losung (V.3).

Mit Hilfe von Determinanten kénnen wir auch eine explizite Formel fiir die
Inverse einer Matrix angeben:

V.2.3. SATZ. Sei K ein Kéorper, n € N, A € M,.,(K) und bezeichne A die
), d.h.

Matriz mit Eintrigen Aj; = (—1)" det(A (i5)
+det(Aqyy)  —det(Apy) +det(Any) t
i —det (4(21)) + det (A(gg ) —det (4(23))
o A )) — det( ) + det (A(gg))

+ det ( (31

wobei fl(ij) jene (n—1) x (n—1)-Matriz bezeichnet, die wir aus A durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte erhalten. Dann gilt
AA = det(A)I,
Ist A invertierbar, so erhalten wir folgende explizite Formel fiir die Inverse:
1 -
det(A)A'
BEWEIS. Entwickeln nach der i-ten Zeile, siehe Satz V.1.3(1), liefert

det(A) = Z( 1) Ay det ( A(w ZAZJAJZ =
j=1
Die Matrizen AA und det(A)I, stimmen daher langs der Diagonale iiberein. Sei
nun k # ¢ und bezeichne A’ die Matrix die wir erhalten, wenn wir die i-te Zeile

A~ 1
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von A durch die k-te Zeile von A ersetzen. Dann hat A’ zwei gleiche Zeilen, es gilt
daher det(A’) = 0. Nach Konstruktion gilt weiters A}; = Ay;. Schliellich haben

wir A’(Z 5 = fl(ij), denn A’ und A unterscheiden sich nur in der i-ten Zeile, und
diese wird ja gestrichen. Entwickeln nach der ¢-ten Zeile liefert somit:

n

0=det(A") = Z(—l)HjA;j det A/(z‘j))

j=1
= Z(—l)iﬂ/lkj det (A(ij)) = Z Akj/iji = (AA)kz
j=1 J=1

Die Matrizen AA und det(A)7, stimmen daher auch aufierhalb der Diagonale
iiberein. Dies zeigt AA = det(A)[,. Im invertierbaren Fall ist die Inverse also
durch A=! = det(A)~'A gegeben. O

V.2.4. BEMERKUNG. Fiir die Inverse einer invertierbaren (2 x 2)-Matrix er-
halten wir aus Satz V.2.3 erneut, siehe Beispiel 11.4.8, die Formel

a B\ 1 d —b
c d ad—be \—c a )’

V.2.5. BEMERKUNG. Fiir die Inverse einer invertierbaren (3 x 3)-Matrix er-
halten wir aus Satz V.2.3 die Formel:

t
_ a2 a23 a21 a23 a1 a2
aij; @1y Q13 ! + | a2 ass - | as1 ass + | asi as2
_ a2 a13 a1 a13 a11 a1z
a21 Q22 (23 = det(A) - | azz agy | T | az1 azz | T | a3l asz
a3; dazz2 G33 + | a2 ai3 _ | ai a1z |y | a1l a2
a2 a23 a21 a23 a1 a22

Damit erhalten wir etwa:

1 2 3\ ! +1351 =153 +153

2 3 2| =223 +[i3 —|42
2 1

0 +123] —133] +112

(-1 -2 4 L[4 5
24 1 —2) =2f-2 1 4
T\_5 4 -1 T\4 2 1

V.3. Permutationen und Leibniz’sche Formel. Es bezeichne &,, die
Menge aller Permutationen der Menge {1,...,n}, d.h. die Menge aller bijek-
tiven Abbildungen o: {1,...,n} — {1,...,n}. Beziiglich der Komposition von
Abbildungen bildet &,, eine Gruppe, die aus n! Elementen besteht. Unter einer
Transposition verstehen wir eine Permutation die zwei Elemente vertauscht und
alle anderen fix ldsst. Es bezeichne 7,; € &,, jene Transposition die die beiden
Zahlen i und j vertauscht und alle anderen fix ldsst, 4,7 € {1,...,n}, i # j.
Beachte, dass fiir jede Transposition 7 € G,, die Relation 707 =1 gilt.
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Wir beginnen mit folgendem einfachen Hilfsatz, den wir eigenlich schon im
Beweis von Lemma V.1.1(h) verwendet haben:

V.3.1. LEMMA. Jede Permutation o € &,, ldsst sich als Produkt von Trans-
positionen schreiben. Dabei geniigt es Transpositionen zu verwenden, die jeweils
nur benachbarte Zahlen vertauschen.

BEwWEIS. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Die Falle n = 1
und n = 2 sind trivial. Fiir den Induktionsschritt sei nun o € &,, und 7 := o(n).
Nach Konstruktion lasst die Permutation

0 = Tp-1,n O Tn-2n-10"""0Ti41i420T; ;4100 (V.4)

die Zahl n fix, d.h. &(n) = n. Sie kann daher als Permutation von {1,...,n —1}
aufgefasst werden. Nach Induktionsvoraussetzung lédsst sich ¢ in der Form ¢ =
71 o --- o Ty schreiben, wobei jedes 7; eine Transposition bezeichnet, die zwei
benachbarte Zahlen vertauscht. Mit (V.4) erhalten wir die gesuchte Darstellung,

O =Tii410 O0Tp_1n00 =T;j41 0+ OTp_1 0T O OTN.
Damit ist der Induktionsschritt gezeigt und das Lemma bewiesen. 0
V.3.2. LEMMA. Die Abbildung
sgn: &, — {1, -1}, sgn(o) = (_1)ﬁ{(i7j) i< und o(i) > o(5)}

ist ein Gruppenhomomorphismus, der jede Transposition auf —1 abbildet. Dabei
fassen wir {1, —1} beziiglich Multiplikation als (abelsche) Gruppe auf. Jeder wei-
tere Gruppenhomomorphismus &, — {1, —1} mit dieser Eigenschaft muss mit
sgn tbereinstimmen.

BEWEIS. Sei 0 € 6,, und 7 = 73 41, wobei 1 <k < n. Dann gilt
t{@5) | i<j (gom)(@) > (0om)()} =t{(i,) | i <, o(i) > a(j)} £ 1
je nachdem, ob o(k) > o(k + 1) oder o(k) < o(k + 1). Jedenfalls folgt
sgn(o o) = —sgn(o). (V.5)

Sei nun ¢’ € &,,. Nach Lemma V.3.1 ldsst sich ¢’ in der Form ¢/ =7y 0--- o1y
schreiben, wobei jedes 7/ eine Transposition bezeichnet, die zwei benachbarte
Zahlen vertauscht. Induktiv erhalten wir aus (V.5)

sgn(coo’) =sgn(ocoryo---om)
=—sgn(coryo---om) == (-1)"sgn(o)
und analog

sgn(o’) =sgn(ryo---o7)
— s(ryo- o) = o= (-1)"sau(id) = (-1)",



134 V. DETERMINANTEN

denn sgn(id) = 1, da ja #{(, ) | i < j, id(i) > id(j)} = 0. Dies zeigt
sgn(o o d’) = sgn(o) sgn(a’),

fiir beliebige 0,0" € &, also ist sgn: &, — {1, —1} ein Homomorphismus. Sei
nun 7 = 7, eine beliebige Transposition, k # [. Dann existiert ¢ € &,,, sodass
o(1) =k und o(2) =1I. Es folgt 7 = 0 o715 0 07, und daher

sgn(7) = sgn(o) sgn(mz) sgn(c ) = sgn(o) sgn(mi2) sgn(o) ™! = sgn(rz) = —1.
Die Eindeutigkeitsaussage folgt sofort aus Lemma V.3.1. U

V.3.3. BEMERKUNG. Der Kern des Homomorphismus sgn: &, — {1, -1},
A, ={0 €6, :sgn(o) =1},
bildet eine Untergruppe von &,,, sie wird die alternierende Gruppe genannt.

V.3.4. BEMERKUNG. Nach Lemma V.3.1 lésst sich jede Permutation o € G,,
als Produkt von Transpositionen schreiben, 0 = 75 o --- o 7. Diese Darstellung
ist allerdings nicht eindeutig, etwa haben wir auch ¢ = Ty 0 s 07y 0 --- 0 77.
Nach Lemma V.3.2 gilt jedoch sgn(o) = (—=1)V, d.h. die Paritiit der Anzahl der
Faktoren ist unabhéngig von der Darstellung. Fiir sgn(c) = 1 muss N gerade sein,
d.h. jede Darstellung von o als Produkt von Transpositionen hat eine gerade
Anzahl von Faktoren. Solche Permutationen werden als gerade Permutationen
bezeichnet. Ist sgn(c) = —1, dann muss N ungerade sein, d.h. jede Darstellung
von o als Produkt von Transpositionen hat eine ungerade Anzahl von Faktoren.
Solche Permutationen werden ungerade Permutationen genannt.

V.3.5. BEISPIEL. Die Permutation o € &3, o(1) = 2, 0(2) = 3, 0(3) = 1,
lasst sich in der Form o = 715 o 793 schreiben, es gilt daher sgn(o) = 1.

V.3.6. SATZ (Leibniz’sche Formel). Sei K ein Kdrper und n € N. Dann gilt
fiir jede Matriz A € My, (K)

det(A) = Z Sgn(U)Al,o(l)AZo—(Q) .- -Anﬁ(n).

oceG,
BEWEIS. Wir bezeichnen die rechte Seite der Formel mit
0: Mun(K) = K, 6(A) ==Y sgn(0)Aro()A2o@ Ao (V.6)

O'Gen

Offensichtlich ist 6(A) linear in jeder Spalte von A. Dies gilt sogar fiir jeden Aus-
druck der Form A; ;1)A2(2) - - - Ano(n), denn er enthilt aus jeder Spalte von A
genau einen Faktor. Stimmen die Spalten k& und [ von A iiberein, k # [, und be-
zeichnet 7 = 73, die Transposistion, die k mit [ vertauscht, dann gilt A; ; = A, ;(;
und daher auch A; ;) = A; (ro0)(:), fiir alle 4,5 € {1,...,n}. Die beiden Summan-
den in (V.6), die den Permutationen o und 7 o o entsprechen, unterscheiden sich
also nur durch ihr Vorzeichen, sgn(7 o 0) = —sgn(o), und kiirzen einander. Dies
zeigt, dass §(A) = 0 gilt, wenn zwei Spalten von A {ibereinstimmen. Schlieflich
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gilt auch 6(7,,) = 1, denn fiir A = I,, liefert nur ¢ = id einen nicht-trivialen Bei-
trag in der Summe (V.6), namlich 1. Aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz V.1.3
folgt daher det(A) = 6(A). O

V.3.7. BEMERKUNG. Der Beweis von Satz V.3.6 liefert eine neue Konstruktion
der Determinantenfunktion, die unabhéngig von der im Beweis des Satzes V.1.3
besprochenen ist.

V.3.8. BEISPIEL. Fiir (3 x 3)-Matrizen erhalten wir:

o | o1)]o(2)]o@3) | sgn(o) | Term in Leibniz’ Formel
id 1 2 3 1 11022033
T12 2 1 3 —1 —12021033
T13 3 2 1 —1 —13022031
723 1 3 2 —1 —a110A23032
T12 © T23 2 3 1 1 12023031
T30 T2 | 3 1 2 1 13021032

Nach Satz V.3.6 gilt daher

aix Qa2 a3
det | az1 az a3 | = an1agass + ajsassas + a13a21as2
azyp asz Aass
— (11023032 — (12021033 — 13022031 -
Wir erhalten also erneut die Regel von Sarrus, vgl. Bemerkung V.1.6.

V.4. Determinanten von Endomorphismen. Sei V' ein endlich-dimen-
sionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Sind B und B zwei geordnete
Basen von V, dann gilt [¢]z5 = Tl¢lssT ", wobei T = Tz € GL,(K) und
n = dim(V), siehe Korollar IV.6.21. Mit Satz V.1.3 folgt

det([¢]p5) = det (T[] g5T ") = det(T) det([]pp) det(T) ™" = det([¢]sa),

d.h. die Determinanten der Matrixdarstellung von ¢ ist unabhéngig von der Basis.
Dies erlaubt es eine Determinante fiir Endomorphismen ¢: V' — V' zu definieren:

V.4.1. DEFINITION (Determinante eines Endomorphismus). Sei V' ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Unter der Determinante von
@ verstehen wir die Zahl

det(y) := det([¢] ),

wobei B eine geordnete Basis von V' bezeichnet. Nach den Ausfithrungen oben
héngt dies nicht von der Wahl der Basis B ab, und ist daher wohldefiniert.

V.4.2. KOROLLAR. Seit V ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und

det: end(V) — K.
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die eben definierte Abbildung, siehe Definititon V.4.1. Dann gilt
det(¢ o @) = det () det(p) und det(idy) =1,

fiir alle ¢, € end(V). Weiters ist ¢ € end(V') genau dann invertierbar, wenn
det(p) # 0, und in diesem Fall gilt

det(p™!) = det(p) .

Die Determinante schrankt sich daher zu einem surjektiven Gruppenhomomor-
phismus

det: GL(V) — K\ {0}

ein, deren Kern, SL(V) := {p € end(V) : det(p) = 1}, eine Untergruppe von
GL(V') bildet. Schliefilich haben wir

det(ip") = det(y),
fiir jedes ¢ € end(V), wobei p' € end(V*) die zu ¢ duale Abbildung bezeichnet.

BEWEIS. Es sei B eine geordnete Basis von V. Nach Korollar IV.6.21 gilt
[V o vl = [Y]se[¢]ss und mit Satz V.1.3(i) daher

det(1) 0 ) = det([¢ 0 ¢|pg) = det([¢'] sale]BB)
= det([¢]pp) det([¢]pp) = det(¥) det(y).

Da [idy]pp = I, erhalten wir analog det(idy) = det([idy]pp) = det(l,) = 1.
Nach Korollar IV.6.21 ist ¢ genau dann invertierbar, wenn [p]|pp eine invertier-
bare Matrix ist. Nach Satz V.1.3(j) ist dies genau dann der Fall, wenn det(y) =
det([¢]pp) # 0 gilt. Im invertierbaren Fall folgt

1 = det(idy) = det(p ' 0 ) = det (o) det(p),
also det(p™!) = det(¢)~*. Nach Korollar IV.6.21 gilt [¢!]p-p- = [¢]55, also
det(¢') = det([¢']p-p-) = det([¢]pp) = det([¢]pn) = det(yp),
wobei wir beim vorletzten Gleichheitszeichen Satz V.1.3(k) verwendet haben. [

V.4.3. BEISPIEL. Bezeichne V' = R[z]<3 den Vektorraum der reellen Polynome
vom Grad kleiner gleich 3 und betrachte die lineare Abbildung p: V' — V, ¢(p) :=
p — p. Wir wollen die Determinante von ¢ bestimmen. Dazu wéahlen wir eine
geordnete Basis B von V, etwa py = 1, p; = 2, py = 22, p3 = 2°. Dann folgt

1 1 0 0
o -1 2 o
lss=1 09 o -1 3
0 0 0 -1
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V.5. Orientierung reeller Vektorridume. Die Euklidische Ebene R? be-
sitzt zwei Orientierungen: im Uhrzeigersinn oder gegen den Uhrzeigersinn. Auch
auf R? gibt es zwei Orientierungen: Korkenzieher fiir Links- bzw. Rechtshéinder.
Wir wollen diesen eher vagen Begriff der Orientierung nun prézisieren und auf be-
liebige Dimensionen ausweiten. Fiir den Rest dieses Abschnitts sei V' ein endlich-
dimensionaler reeller Vektorraum und n := dim(V') > 1.

Wir definieren auf der Menge der geordneten Basen von V' eine Relation:

B~ B & det(TB/B) > 0.

Dabei sind B und B’ zwei geordnete Basen von von V und Tg p bezeichnet die
Matrix zum Basiswechsel von B nach B’, siehe Abschnitt IV.6.

V.5.1. LEMMA. Dies ist eine Aquivalenzrelation.

BEWEIS. Die Relation ist reflexsiv, denn wegen det(Tpg) = det(l,) =1 >0
gilt B ~ B. Die Relation ist symmetrisch, denn aus B ~ B’ folgt det(Ts ) > 0,
also auch det(Tpp) = det(Ty) = det(Tp )™t > 0 und damit B’ ~ B. Gilt
B ~ B und B' ~ B", d.h. det(Tgp) > 0 und det(Tp+p) > 0, dann folgt
det(TB//B) = det(TB//B/TB/B) = det(TBnB/)det(TB/B) > 0, also B ~ B”. Dies
zeigt, dass die Relation auch transitiv ist. O

Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen dieser Relation mit O(V).
Die Elemente von O(V') werden Orientierungen von V genannt. Ist B eine geord-
nete Basis von V', dann bezeichne op € O(V), die von B représentierte Orientie-
rung (Aquivalenzklasse). Zwei geordnete Basen B und B’ werden gleich-orientiert
genannt, wenn sie dieselbe Orientierung repréasentieren, d.h. wenn op = op gilt.
Nach Definition ist dies genau dann der Fall, wenn det(7s ) > 0 gilt.

V.5.2. LEMMA. Die Menge O(V') besteht aus genau zwei Elementen, d.h. V
besitzt genau zwei Orientierungen. Ist B = (by,...,b,) eine geordnete Basis von
V und op € O(V) die von ihr reprisentierte Orientierung, dann reprasentiert
die Basis B = (—by, by, ...,b,) die andere Orientierung, d.h. op # 05

BEWEIS. Die beiden Basen B und B sind nicht gleich-orientiert, denn

det(T) = det (_1 I ) =-1<0.
n—1

In anderen Worten op # 0z. Die Menge O(V) besitzt daher wenigstens zwei
verschiedene Elemente. Sei nun B’ eine weitere geordnete Basis von V und op #
op, d.h. det(Tp ) < 0. Da Tgp invertierbar ist, folgt det(Ts5) < 0 und daher
det(Ty 5) = det(Tp pTyp) = det(Trp) det(Tyz5) > 0, also 0p = 0p. Dies zeigt,
dass V' genau zwei Orientierungen besitzt, ndmlich op und 0. O

Ist 0 € O(V) eine Orientierung von V', dann bezeichne —o die andere Orien-
tierung von V. Mit der Notation aus Lemma V.5.2 gilt daher —op = 0.
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Unter einem orientierten Vektorraum verstehen wir einen Vektorraum zusam-
men mit einer Orientierung, d.h. ein Paar (V,0), wobei V ein endlich-dimensio-
naler reeller Vektorraum ist und o € O(V). In dieser Situation werden die Basen
in o als positiv orientierte Basen bezeichnet, die Basen in —o werden negativ
orientierte Basen genannt.

V.5.3. BEISPIEL. Unter der Standardorientierung von R™ verstehen wir die

von der Standardbasis E = (ey, ..., e,) repréisentierte Orientierung op. Beziiglich
der Standardorientierung von R? ist die Basis
1 2 3
bl == 2 y bg == —1 y bg == 2
0 1 -7
positiv orientiert, denn
1 2 3
det(Tgp) =det |2 —1 2| =31>0,
0 1 1

wobei E = (ey, eq, e3) die Standardbasis von R? bezeichnet.

V.5.4. LEMMA. Ist o: V = W ein linearer Isomorphismus zwischen endlich-
dimensionalen reellen Vektorrdumen, und sind B ~ B’ zwei gleichorientierte
Basen von V', dann sind auch p(B) und p(B') gleichorientierte Basen von W.
Wir erhalten daher eine induzierte Bijketion

' O(V) - O(W)> QO(OB) ‘= 04(B)-
Dabei bezeichnet o(B) die Basis p(b1),...,p(b,) von W, falls B = (by,...,b,).

BEWEIS. Seien also B und B’ gleichorientiert, d.h. det(7s ) > 0. Offensicht-
lich gilt [¢],(ByB = In = [¥]p(pypr- Somit ist

= [idw]e)e(B)
=[po ldvoso Nosnes)
=[p

los 1dv]ssle | Bos)

T B’ QO(B

= [plon e lidv]esle](ps

= [nTB’BIn = TB’B

also det(T,,(p,(B)) = det(Tr ) > 0, d.h. die Basen ¢(B) und ¢(B’) sind gleich-
orientiert. O

Fiir einen linearen Isomorphismus ¢: V' — V tritt genau einer der folgenden
beiden Fille ein:

(a) det(¢) > 0: In diesem Fall gilt ¢(0) = o fir alle 0 € O(V), und ¢ wird
orientierungsbewahrend genannt.
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(b) det(¢) < 0: In diesem Fall gilt p(0) = —o fiir alle 0 € O(V) und ¢ wird
orientierungumkehrend genannt.

Dies folgt aus der Gleichung [p]pp = Ty (), wobei B eine Basis von V' bezeichnet.

V.5.5. BEISPIEL. Die Rotationen p: R? — R?,

r\ [cosa —sina) [z
p y) \sina cosa Y

cosa —sino

) =1>0.
S1n & COS (¥

ist fiir jedes o € R orientierungsbewahrend, denn

V.5.6. BEISPIEL. Seien W und W' zwei komplementére Teilraume von V', d.h.
V =W @ W'. Bezeichnet o: V — V die Spiegelung an W lings W', dann gilt
det(o) = (—=1)3™"") siehe Aufgabe 24. Diese Spiegelung ist also orientierungser-
haltend falls W’ gerade Dimension hat, und sie ist orientierungsumkehrend, wenn
W' ungerade Dimension hat. Insbesondere ist jede Spiegelung an einer Hyperebe-
ne orientierungsumkehrend. Auch folgt daraus, dass die Spiegelung am Ursprung,
—idy: V — V, genau dann orientierungsbewahrend ist, wenn V' gerade Dimen-
sion hat, anderenfalls ist sie orientierungsumkehrend.

V.5.7. BEMERKUNG. Die Menge der Orientierungsbewahrenden Isomorphis-
men bildet eine Untergruppe von GL(V'), siehe Aufgabe 26.

Sei I C R ein Intervall. Unter einer Kurve in V' verstehen wir eine Abbildung
v: I =V, t— v(t). Eine solche Kurve wird stetig genannt, falls ihre Koordinaten
beziiglich einer geordneten Basis B von V stetig sind, d.h. die Abbildung I — R",
t — [v(t)]B, stetig ist. Dies bleibt dann fiir jede weitere Basis B’ von V richtig,
denn mit [v(t)]p ist auch [v(t)]p = T lv(t)|s stetig in ¢.

Eine Familie geordneter Basen, B(t) = (bi(t),...,b,(t)), t € I, wird stetig
genannt, falls jede der Kurven b;: I — V stetig ist, ¢ = 1,...,n. Dies ist genau
dann der Fall, wenn jede Komponente der Basiswechselmatrix Tp () stetig von
t abhéngt, wobei B’ eine beliebige geordnete Basis von V' bezeichnet.

V.5.8. SATz. Sei I C R ein Intervall und B(t), t € I, eine stetige Kurve
geordneter Basen von V. Dann sind je zwei Basen dieser Familie gleichorientiert,
d.h. es gilt 0p(,) = 0B, fir alle t;,ty € 1.

BEWEIS. Aufgrund der Leibniz’schen Formel ist die Abbildung

w: I — R \ {0}, w(t) = det(TB(n)B(t))u

stetig. Weiters ist w(t;) = 1 > 0. Aus dem Zwischenwertsatz folgt w(t) > 0, fiir
alle t € I. Es gilt somit op() = 0p(,), fiir alle ¢ € 1. O






VI. Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir wollen in diesem Abschnitt lineare Abbildungen ¢: V' — V genauer
untersuchen, wobei V' einen endlich-dimensionalen Vektorraum bezeichnet.

VI.1. Diagonalisierbarkeit. Wir beginnen mit der Definition einer Klasse
von Endomorphismen, die besonders leicht zu verstehen sind:

VI.1.1. DEFINITION (Diagonalisierbarkeit). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V' — V wird diagonalisierbar genannt,
falls eine geordnete Basis B von V existiert, sodass

A1
[eles = ,
An
wobei n = dim(V') und Ay,..., A, € K.

Eine lineare Abbildung ¢: V' — V ist also genau dann diagonalisierbar, wenn
eine geordnete Basis B = (b1, ..., b,) existiert, fir die

@(bi) = Nibs, t=1,...,n
gilt, wobei Ay, ..., A\, € Kund n = dim(V).

VI.1.2. DEFINITION (Eigenwerte und Eigenvektoren). Sei V' ein endlich-di-
mensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Ein Skalar A\ € K wird Eigen-
wert von ¢ genannt, falls ein Vektor v € V existiert, sodass v # 0 und

o(v) = M.
In diesem Fall wird v als Eigenvektor zum Eigenwert A bezeichnet, und
Ey :={veV|pw) =} =ker(p — \idy)

wird der Figenraum zum Eigenwert A\ genannt. Unter der geometrischen Viel-
fachheit des Eigenwertes A verstehen wir die Dimension des Eigenraums FE). Die
Menge aller Eigenwerte wird Spektrum von ¢ genannt und mit o(y) bezeichnet.

Eine lineare Abbildung ¢: V — V ist also genau dann diagonalisierbar, wenn
eine Basis von V existiert, die aus Eigenvektoren von ¢ besteht. Solche Basen wer-
den manchmal auch als Figenbasen bezeichnet. Zur Bestimmung der Eigenwerte
haben wir:

VI.1.3. PROPOSITION. Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und
p: V=V linear. Fin Skalar A\ € K ist genau dann Eigenwert von ¢, wenn

det(¢ — Aidy) = 0.
141
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BeweEis. Fiir A € K gilt:

A ist Eigenwert von ¢ < Jv € V : p(v) = v, v # 0

& ker(p — Nidy ) # {0}
< — Aidy: V' — V ist nicht invertierbar

< det(p — Aidy) =0
Dabei haben wir die beiden Korollare IV.2.11 und V.4.2 verwendet. O

VI.1.4. BEMERKUNG. Eine lineare Abbildung ¢: V' — V ist genau dann
invertierbar, wenn 0 nicht Eigenwert von ¢ ist. Beide Bedingungen an ¢ sind
némlich zu ker(yp) = {0} dquivalent, vgl. Korollar IV.2.11.

VI.1.5. BEMERKUNG. Sei ¢: V = W ein linearer Isomorphismus zwischen
endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen, und ¢: V' — V linear. Dann hat die
lineare Abbildung 1o p o)~ 1: W — W dieselben Eigenwerte wie ¢, d.h.

o(opop™)=0(p).

Ein Vektor v € V ist genau dann Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A\, wenn 1(v)
Eigenvektor von v o p o1~! zum Eigenwert ) ist, d.h. bildet by, ..., b, eine Basis
von V', die aus Eigenvektoren von ¢ besteht, dann bildet ¢ (b;),...,1(b,) eine
Basis von W, die aus Eigenvektoren von 1) o ¢ o ¢)~! besteht. Insbesondere ist ¢
genau dann diagonalisierbar, wenn ) o p o 1)~ diagonalisierbar ist.

VI.1.6. BEMERKUNG. Sei ¢: V' — V diagonalisierbar und B = (by,...,b,)
eine Basis aus Eigenvektoren,

A1
[l =
An
Ist 0 € &, eine Permutation und bezeichnet B := (bo(1)s - - - bo(ny) die mit o
umgeordnete Basis, dann gilt
Ao(1)
lolss =
)\U(n)

Die Diagonaleintrige kénnen daher durch Ubergang zu einer geeignete Eigenbasis
in beliebige Reihenfolge gebracht werden, vgl. auch Aufgabe 31.

VI.1.7. BEISPIEL. Seien W und W’ komplementéare Teilrdume eines endlich-
dimensionalen Vektorraums V', d.h. V.= W @& W’. Es bezeichne 7: V — V die
Projektion auf W langs W’. Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass 7 diagona-
lisierbar ist. Seien dazu by, ..., b, eine Basis von W und by, ...,b, eine Basis
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von W’. Dann bildet B = (by,...,b,) eine Basis von W und es gilt

I 0O
[W]BB = <(;€ O) .
Der Projektor 7 ist daher diagonalisierbar. Die einzigen moglichen Eigenwerte
sind 1 und 0, denn det(m — Aidy) = det <(1_8‘)I’“ —,\Ion,k> = (1=XN)*(=A)""*, siehe
Proposition VI.1.3. Gilt W # {0} # W’ so treten beide Eigenwerte tatséchlich

auf, und die zugehorigen Eigenrdume sind E; = W sowie Ey = W'.
Analog konnen wir die Spiegelung o: V' — V an W ldngs W’ analysieren. In

diesem Fall gilt
ez = (g _j
BB — 0 — ok )

d.h. auch o ist diagonalisierbar. Die einzigen méglichen Eigenwerte sind 1 und
—1. Gilt W # {0} # W' und 2 # 0 € K dann treten beide Eigenwerte auf, und
die zugehorigen Eigenrdume sind Fy = W sowie E_; = W'.

Unter den Eigenwerten und Eigenvektoren einer quadratischen Matrix A €
M, «n(K) verstehen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren der damit assozierten
linearen Abbildung K" — K", x — Axz. Ein Skalar \ € K ist also genau dann
Eigenwert von A, falls 0 # x € K" existiert, sodass Az = Az, und jedes solche x ist
Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Der Eigenraum zum Eigenwert \ ist gerade
E\, ={x € K": Az = \z}. Nach Proposition VI.1.3 ist A genau dann Eigenwert
von A, wenn det(A — AI,,) = 0 gilt. Die Matrix A wird diagonalisierbar genannt,
falls die damit assozierte lineare Abbildung K® — K", x — Az, diagonalisierbar
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn eine Basis aus Kigenvektoren by, ..., b,
existiert, d.h. Ab; = \;b;. Bezeichnet E = (ey,...,e,) die Standardbasis von K",
dann ist die Matrix S := Tgp = (by] - - - |b,) invertierbar und es gilt

A1
STTAS = : (VL1)
An

denn [¢|gg = Tee[¥|peTEs = TE_éATEB = S71AS. Ist umgekehrt S eine inver-
tierbare Matrix fiir die (VI.1) gilt, dann bilden die Spalten von S eine Basis aus
Eigenvektoren und die Diagonaleintrége \; sind genau die Eigenwerte von A. Die
Matrix A ist also genau dann diagonalisierbar, wenn eine invertierbare Matrix
S € GL,(K) existiert, sodass ST'AS eine Diagonalmatrix ist.

VI.1.8. DEFINITION (Ahnlichkeit von Matrizen). Zwei quadratische Matrizen

A A" € Myyun(K) werden dhnlich genannt, falls eine invertierbare Matrix S €
GL,(K) existiert, fiir die A’ = SAS™! gilt. Wir schreiben in diesem Fall A’ ~ A.

VI.1.9. LEMMA. Ahnlichkeit definiert eine Aquivalenzrelation auf M, n(K).
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BEWEIS. Die Relation ist reflexsiv, denn A = I, AI1. Die Relation ist sym-
metrisch, denn aus A’ = SAS™! folgt A = S~1A’(S~1)~L. Die Relation ist auch
transitiv, denn aus A’ = SAS™! und A” = TA'T! folgt A” = (T'S)A(TS)™".
Beachte hier, dass I,,, S~! und T'S invertierbar sind, falls dies fiir S und 7" gilt. O

Mit dieser Terminologie ist eine quadratische Matrix A also genau dann dia-
gonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist. Sind A ~ A’ zwei
ahnliche Matrizen, dann haben A und A’ die gleichen Eigenwerte, und A ist
genau dann diagonalisierbar, wenn A’ diagonalisierbar ist. Dies folgt aus Bemer-
kung VI.1.5. Ist ¢: V' — V linear, und sind B, C' zwei Basen von V| dann gilt
[l ~ [©lcc, denn [plce = (Tse) ¢lssTae- Auch hat ¢ dieselben Eigenwerte
wie [¢]|pp, es gilt daher

o(p) = o([¢]ss), (VI.2)

fiir jede Basis B von V. Schliellich ist die lineare Abbildung ¢ genau dann diago-
nalisierbar, wenn die Matrix [p]pp diagonalisierbar ist, fiir eine (und dann jede)
Basis B von V.

VI.1.10. BEIsPIEL. Wir wollen Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

A= G’ ;) € My, s(R)

bestimmen. Aus Proposition VI.1.3 erhalten wir folgende Gleichung fiir die Ei-
genwerte:

O:det(A—M}):det(BI)‘ 35) (322 —1=(A—2)(\—4),

Die Matrix A hat daher genau zwei Eigenwerte, Ay = 2 und Ay = 4. Fiir die
zugehorigen Eigenrdume erhalten wir

By, =ker(A—2I) =ker (}1)=((}))
By, =ker(A—4I,) =ker (" 1) =((1))
Die beiden Eigenvektoren ( 1, ) und (}) bilden eine Basis von R?, d.h. die Matrix

A ist diagonalisierbar. Fassen wir diese Eigenvektoren als Spalten einer Matrix .S
auf, dann gilt also:

1 1\ /3 1\/1 1\ (20
-1 1 1 3)\-1 1) \0 4
S*l
VI.1.11. BEisPIEL. Wir wollen Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix
1 -2 =2
A= 2 6 4
-1 -2 0
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bestimmen. Da

1-X -2 =2
det(A — \I3) = det 2 6-—-X 4
—1 -2 =)

=(1=XN)(6—=A)(=A)+8+8—=2(6—\)+8(1—)) —4A
=N+ TN - 160 +12=(2-X1)*B - ))

hat A genau zwei Eigenwerte, Ay = 2 und A\, = 3, siehe Proposition VI.1.3. Fiir
die zugehorigen Eigenrdume erhalten wir:

-1 -2 =2 2 2
Ey, =ker(A—\NI3)=ker| 2 4 4| = < —1],1 0 >
-1 -2 =2 0 —1
-2 =2 =2 1
Ey, =ker(A—XIl3) =ker| 2 3 4 = < -2 >
-1 -2 -3 1

Der Eigenwert A\; = 2 hat daher geometrische Vielfachheit 2 und Ay = 3 hat

geometrische Vielfachheit 1. Da (—Zl) , ( (2)1) , (—12> eine Basis aus Eigenvektoren

bildet ist A diagonalisierbar und es gilt:
—1

2 2 1 1 -2 =2 2 2 1 2

-1 0 =2 2 6 4 -1 0 =-2|= 2 ,

0 -1 1 -1 -2 0 0 -1 1 3
571 A 5

wobei die Spalten der Matrix S gerade die oben konstruierten Eigenvektoren sind.

VI.1.12. BEISPIEL. Die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix

Alox e %
A |0 Ao
0 - 0 \,

sind genau ihre Diagonaleintrége, denn nach Satz V.1.3(n) gilt
det(A—A,) = (A = AN)(Aa =) - (A — A),

und dies verschwindet genau dann, wenn A mit einem der Diagonaleintrige \;
iibereinstimmt. Beachte, dass selbst eine Dreiecksmatrix nicht diagonalisierbar
sein muss. Etwa hat die Matrix
Al
=03
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nur einen Eigenwert, ndmlich A\, und da der Eigenraum
Ex =ker(A = M) =ker (§5) = ((§))

1-dimensional ist, existiert also keine Basis von K2, die aus Eigenvektoren von A
besteht.

VI.1.13. BEISPIEL. Fiir a € R\ 7Z hat die reelle Matrix

__ [cosa —sina
sina  cos«

) € My o(R)

keinen einzigen reellen Eigenwert, denn

cose— A —sino
sin o cosa — A

0 =det(A — Al) = det ( ) = (cosa — \)? +sin’ a

hat zwar die beiden Losungen A = cosa + isina, diese sind aber nicht reell.
Insbesondere ist die Matrix A {iber dem Korper K = R nicht diagonalisierbar.
Fassen wir A jedoch als komplexe Matrix auf,

cosa —sina
=1 € Msyo(C
<sma cos ) 22(C),
dann hat sie zwei verschiedene Eigenwerte,
A =cosa+isina und A_ =cosa —isina,

mit entsprechenden Eigenrdumen:

E, :ker(A— )\+]2) — ker(—isina —sina) _ <(_11>>

sina —isina

E_ =ker(A — A_I) = ker (isine Zsina) — (1))

sina isina i

Die beiden Vektoren ( ;) und (1) bilden eine Basis von C?, die aus Eigenvektoren
besteht, d.h. A ist iber dem Koérper K = C diagonalisierbar:

1 1\ ' fcosa —sina) (1 1\ [cosa+isina 0
—i i sina cosa —-i i/ 0 cosa — isin o

-~ -~~~

S-1 A S

VI.1.14. LEMMA. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K und

p: V. = V linear. Weiters seien \q, ..., N\, paarweise verschiedene Eigenwerte
von @ und vy,...,vx € V entsprechende Eigenvektoren, d.h. v; # 0 und ¢(v;) =
Av;, fiirt=1,..., k. Dann sind die Vektoren vy,..., v linear unabhdngig in V.

BeEwEIs. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach k. Der Fall £ = 1 ist
trivial, denn nach Voraussetzung gilt v; # 0. Fiir den Induktionsschritt diirfen wir
daher vy, ..., vx_1 als linear unabhéngig voraussetzen. Seien nun g, ..., ux € K,
sodass

p1v1 + flove + - - -+ p—1Vk—1 + pv = 0. (VL3)
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Wenden wir auf diese Gleichung ¢ an, erhalten wir wegen ¢ (v;) = A\,
piA VL + ooV + ¢ - i1 Ag—1Vk—1 + P ARUr = 0.
Subtrahieren wir davon A\g-mal die Gleichung (VI.3) folgt
p1( A — Ap)vr + pa(Ae — Ap)va + -+ - 4 1 (A1 — Ap)vg—1 = 0.

Da vy,...,v,_1 linear unabhéngig sind, muss also
Mz()\z_)\k):()a izl,...,k—l,
gelten. Nach Voraussetzung sind die Eigenwerte A1, ..., A\; paarweise verschieden,

also \; — Ay # 0, fiiri =1,...,k — 1. Wir erhalten somit

p1=fg ="+ = g1 =0,
Mit (VIL.3) folgt auch pxvr = 0 und da vy # 0 schliefllich py = 0. Dies zeigt, dass
die Vektoren vy, ..., v linear unabhingig sind. U

VI.1.15. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber K und
p: V. — V linear. Dann besitzt ¢ hdchstens n verschiedene Eigenwerte. Hat o
genau n verschiedene Eigenwerte, so ist ¢ diagonalisierbar.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Lemma VI.1.14. Sind \q, ..., A\, paarweise ver-
schiedene Eigenwerte von ¢, dann existieren Eigenvektoren 0 # v; € V mit
o(v;) = Nvg, = 1,... k. Nach Lemma VI.1.14 sind die Vektoren vy, ..., vy linear
unabhéngig, es muss daher £ < n gelten, d.h. ¢ kann hochstens n verschiede-
ne Eigenwerte haben. Gilt £ = n, dann bildet das linear unabhéngige System
vy, ..., U, eine Basis von V| die aus Eigenvektoren von ¢ besteht, d.h. ¢ ist dia-
gonalisierbar. O

Nach Proposition VI.1.15 hat eine Matrix A € M,,.,(K) also hochstens n
verschiedene Eigenwerte. Sind es genau n verschiedene Eigenwerte, dann ist A
diagonalisierbar. Etwa ist jede Dreiecksmatrix mit paarweise verschiedenen Dia-
gonaleintridgen diagonalisierbar, vgl. Beispiel VI.1.12.

Proposition VI.1.15 liefert ein hinreichendes Kriterium fiir die Diagonalisier-
barkeit linearer Abbildung und Matrizen. Fiir Diagonalisierbarkeit muss dieses
Kriterium jedoch nicht notwendigerweise erfiillt sein. Etwa ist die identische Ab-
bildung idy : V' — V trivialerweise diagonalisierbar, obwohl sie nur einen Eigen-
wert, ndmlich 1 hat. Das gleiche gilt fiir die Einheitsmatrix I,,.

Analog zu Proposition I1.5.5 haben gilt:

VI.1.16. PROPOSITION. Sei V' ein K-Vektorraum und W1, ..., Wy Teilrdume

von V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(CL) Es giltv = W1—|—' : '—|—Wk und Wiﬁ(Wl—i-' : '+Wi_1—|—WZ‘+1+' : +Wk) = {0},
fir allei=1,... k.

(b) Es ist V.=Wy+ -+ Wy und fir alle w; € W; mit wy + -+ + wy, = 0 muss
schon wy = --- = w, = 0 gelten.
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(c) Zu jedem v € V existieren eindeutig bestimmte Vektoren w; € W;, sodass
v =wi+ -+ Wg.

(d) Ist U ein weiterer K-Vektorraum und sind @;: W; — U linear, dann existiert
eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung p:V — U, sodass ¢|w, = v;, fir
allei =1,...,k.

(e) Es existieren Projektoren m;:' V. — V, mjom = m;, i = 1,...,k, sodass
img(m;) =W;, m + -+ m, =idy und mom; =0 =mjom, fir allei # j.

Sind diese dquivalenten Figenschaften erfillt, und ist B; eine Basis von W;, 1 =

1,...,k, dann bildet By U---U By, eine Basis von V und es gilt B;\ B; =0, fir

alle i # j. Im endlich-dimensionalen Fall haben wir daher die Dimensionsformel

dim(V) = dim(W;) + - - - + dim(Wy).

BEWwEIS. Ad (a)=-(b): Schreiben wir die Gleichung wy + --- 4+ wy, = 0 in der
Form —w; = wy + -+ -+ w;—1 + w;11 + - - - + wy, so sehen wir, dass

_wiEWim(Wl+"'+Wi—1+Wi+1+"'+Wk)a i=1,..., k.

Aus der zweiten Voraussetzung in (a) folgt daher w; = 0, fiir alle 1.

Ad (b)=(c): Wegen V' = W; + - - - + W}, lésst sich jedes v € V in der Form
v = w; + -+ 4+ wy schreiben, wobei w; € W;. Um die Eindeutigkeit zu zeigen,
sei v = Wy + -+ + Wy eine weitere solche Darstellung, w; € W;. Es gilt dann
0=w] + -+ wy, wobei w} := w; —w; € W;. Aus der zweiten Voraussetzung in
(b) folgt w; = 0, also w; = w;, d.h. die Darstellung v = w; + - - -+ wy, ist eindeutig.

Ad (c)=(d): Da sich jedes v € V auf eindeutige Weise in der Form v =
wy + - - - + wy, schreiben lasst, stellt

e: V=U, @) :=pi(w)+ -+ op(ws),

eine wohldefiniert Abbildung dar. Es ist noch zu zeigen, dass ¢ linear ist. Fiir
A€ Kgilt Av = Awy + -+ + Awy, und wegen der Linearitéit von ¢; daher

©(Av) = p1(Awy) + - + o (Awy) = )\(@1(701) +eet Sok(wk)) = Ap(v).

Ist v = w4+ +wg, w; € W;, dann gilt v+0 = (w1+w1)+---+(wk+wk) mit
w; + w; € W; und wegen der Linearitéat der ¢; also

(v +70) = pi(wy + 1) + - -+ r(wy + W)
= (pr(wr) + - + @r(wi)) + (1(@1) + - -+ or(Wr)) = (v) + (D).

Damit ist die Linearitdt von ¢ gezeigt. Nach Konstruktion gilt p|w, = ¢;.

Ad (d)=(e): Nach Voraussetzung existieren lineare Abbildung m;: V- — W,
i=1,...,k, sodass 7w, = idw, und m;|y, = O fiir alle j # i. Fassen wir diese
als Abbildungen 7;: V' — V auf, dann gilt offensichtlich img(m;) = W;. Auch
sind dies Projektoren, denn nach Konstruktion gilt (7; o m;)|w, = m;|w,, fiir alle
J, aus der Eindeutigkeitsaussage in (d) folgt daher m; o m; = m;. Weiters gilt
(1 + -+ + ™) |lw, = idy |w,, fiir alle 4, und wegen der Eindeutigkeitsaussage in
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(d) daher m + - - - + m, = idy. Analog lésst sich fiir ¢ # j die Relation m; 0 m; =0
zeigen, denn (m; o mj)|w, = 0, fiir alle [ =1,... k.

Ad (e)=(a): Esist V.= Wy + --- + Wy, denn fiir jedes v € V haben wir
v=1idy(v) = (m+---+7)(v) = 7 (v)+- - -+ 7(v), wobei 7;(v) € img(m;) = W;.
Aus W; = img(n;) und m; o m; = 0 erhalten wir m;(W;) = {0}, fur alle i # j.
Folglich bildet 7; den gesamten Teilraum Wy +---+W, 1 +W; 1+ -+ W auf 0
ab. Firw e W; N (Wl +o Wi +Wi+1 + - —|—Wk) gilt daher w = m(w) = 0,
also W; N (W1 +o Wi+ Wi+ -+ Wk) = {0}. Damit ist die Aquivalenz
der fiinf Eigenschaften gezeigt.

Sei nun B; eine Basis von W;, i = 1,..., k. Fiir i # j gilt B; N B; = (), denn
BiﬁBj - WiﬁWj C W, nN (W1+"'—|—Wi_1—|—Wi+1+"'+Wk) = {O} Da
V=W+---+W,, ist B:= ByU---UB; ein Erzeugendensystem von V. Sei nun
Y vep Aob = 0, wobei fast alle A, € K verschwinden. Dann gilt Zle > pen, b =
0, und wegen (b) daher >, . Apb = 0, fiir jedes i = 1,..., k. Aufgrund der
linearen Unabhéngigkeit von B; erhalten wir A\, = 0, fiir alle b € B. Dies zeigt,
dass B linear unabhéngig, also eine Basis von V ist. U

VI.1.17. DEFINITION (Direkte Summe). Sind die dquivalenten Eigenschaften
in Proposition VI.1.16 erfiillt, dann schreiben wir

V=W, ode V=Wid- oW, (VI.4)

und sagen V ist die direkte Summe der Teilrdume Wy, ..., Wy. Offensichtlich ist
dies eine Verallgemeinerung der in Definition I1.5.6 eingefiihrten direkten Sum-
me zweier Teilrdume. Die Projektoren aus Proposition VI.1.16(e) werden als die
mit der Zerlegung (VI1.4) assoziierten Projektionen oder als die damit assoziierte
Zerlegung der Eins bezeichnet.

VI.1.18. SaTz (Diagonalisierbarkeit). Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum
iber K, und p: V- — V linear. Weiters bezeichnen Ay, ..., Ay alle (verschiedenen)
Figenwerte und Ey, = ker(p — \;idy) die zugehorigen Eigenrdume von ¢. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) ¢ ist diagonalisierbar.

(b) Es gilt dim(Ey,) + -+ + dim(E),) = n, d.h. die Summe der geometrischen
Vielfachheiten aller Figenwerte stimmt mit dim(V') tberein.

(c) Es gilt V=E\ &---® E,,.

Ist ¢ diagonalisierbar, und bezeichnen m;: V. — V die mit der Zerlequng V =
E\, @ ---® E,_ assoziierten Projektoren, dann gilt (Spektralzerlegung von ¢)

© =M+ NTge (VL5)
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Weiters existiert eine Basis B von V', sodass
)\llml

[ples = y ; (VI.6)
)\klmk

wobei m; = dim(FE),) die geometrischen Vielfachheiten bezeichnen.

BEWEIS. Es bezeichne £ = E), + --- + E), die Summe aller Eigenrdume.
Dies ist eine direkte Summe, d.h. es gilt

E=E, @ - ®E,,. (VL)

Sind nadmlich v; € E), und v; 4 - -+ v, = 0, dann folgt mit Lemma VI.1.14 sofort
vy = - -+ = v = 0, siehe auch Proposition VI.1.16(b). Insbesondere haben wir

dim(E) = dim(E,,) + - - - + dim(E} ). (VL8)

Ad (a)=-(b): Nach Voraussetzung existiert eine Basis by, ..., b, von V, die aus
Eigenvektoren besteht. Da jeder dieser Basisvektoren in einem der Eigenrdume
E),, liegt, enthélt E eine linear unabhéingige Teilmenge mit n Elementen, es ist
daher dim(F) > n. Wegen E' C V muss aber auch dim(£) < n gelten. Somit ist
dim(E) = n. Aus (VL8) erhalten wir nun dim(E),) + - - - + dim(E),) = n.

Ad (b)=(c): Nach Voraussetzung gilt dim(V') = dim(E}y,) + - - - + dim(E), ).
Zusammen mit (VI.8) folgt dim(F) = dim(V) und daher £ =V, daja E C V.
Aus (VL7) folgt somit V = E,, &--- @ E),.

Ad (¢)=(a): Firi=1,...,k sei bgi), ..., b eine Basis des Eigenraums E,,,
wobei m; = dim(F),). Nach Proposition VI.1.16 ist dann

IR O BN

< Ymypo 9 Ymgr

pk)

y o Ymy

eine Basis von V = E), @ --- @ E),. Nach Konstruktion besteht diese Basis aus
Eigenvektoren von ¢, also ist ¢ diagonalisierbar. Die Matrixdarstellung von ¢
beziiglich dieser Basis hat die Form (VI.6). Die Gleichung (VI.5) folgt aus der
Eindeutigkeitsaussage in Proposition VI.1.16(d), denn offensichtlich gilt ¢|g, =
)\i ldEAZ = ()\17'('1 + 4 )\kﬂ-k>|E>\i7 fir alle 7 = 1, cey k. O

Ist p € K[2] ein Polynom, p = Y. p;z’, und A € M, (K) eine quadratische
Matrix, dann kénnen wir A in p einsetzen und erhalten eine Matrix p(A) €
M, «n(K), genauer

p(A) = ZP@‘Ai = poln + 1A+ p2A® + s AP 4 - -

Analog definieren wir fiir jeden Endomorphismus ¢: V' — V|

ple) =Y pip’ = poidy +p1gp + pag® + pse® + - -

7

wobei ¢ = po---0p und ¢ = idy.
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VI.1.19. LEMMA. Sind p,q € K[z], A € K und A € M, +,(K), dann gilt

(p+q)(A) =p(A) +q(A), (p)(A)=Ap(A) und (pq)(A)=p(A)q(A),

d.h. K[z] = M,xn(K), p — p(A), ist ein Homomorphismus von K-Algebren.
Weiters gilt p(A') = p(A)t und p(SAS™') = Sp(A)S™L, fiir jedes S € GL,(K).
Ist V' ein K-Vektorraum und ¢ € end(V'), dann haben wir analog

(p+q)(p) =p(p) +ale), (Ap)(p) = Ap(e) und (pqg)(p) = p(p)a(e),

d.h. K[z] = end(V), p — p(p), ist ein Homomorphismus von K-Algebren. Wei-
ters gilt p(¢') = p(p)" und p(ip o p o ™") = hop(p) o yp~t, fiir jeden linearen
Isomorphismus : V = W. Ist V endlich-dimensional und B eine geordnete
Basis von V', dann gilt [p(v)|ss = p([¢]BB)-

BEWEIS. Bezeichnen p = Y. p;z* und ¢ = Y, ¢;2* zwei Polynome, dann folgt
(P +a)(A) = (EZipie' + 3 02')(A) = (Xi(pi + 0:)2') (4)
= 22ipi + @) AT =32 A+ 30 i AT = p(A) + q(A).
Fiir A € K erhalten wir analog
AP)(A) = (A2, piz' ) (A) = (2w 2) (A) = 32,(Api) A" = A 32 pi AT = Ap(A).
Ebenso

(pa)(A4) = ((Zipi#') (25 9547) ) (4)
= (Zk ( Zi+j:k pi(]j)zk> (A) = Zk( ZH—j—k piqﬂ'>Ak
=D Zi+j:kpiAquAj = (Zz piAi) (Z q]Aj) = p(A)q(4)

und p(A’) = (Z piz')(AY) = 30, pi(AN) = 30, (AN = (3, A" = p(A)". Fiir
S e GL, (K It (SAS1)i = (SAS™1)---(SAS™) = SA'S" und daher

P(SAS™) =37, pi(SAS™) = 37, piSA'S ™! = S(ZipiAk)S_l = Sp(A)S™.

Die entsprechenden Eigenschaften von p(p) lassen sich vollig analog herleiten. Ist
schlieBlich V' endlich-dimensional und B eine geordnete Basis von V| dann gilt

p(@)lBs = [> 0¥ 4 = 2o pile']lss = X pillelBB) = P([¢0]BB),

wobei wir die Eigenschaften in Satz IV.6.15 verwendet haben. U
VI.1.20. BEISPIEL. Fiir p =2+ 3z +52z* und A = (}3}) ist

B . (10 1 2 7 10\ _ (40 56
p(A) =21, + 3A + 54 _2<0 1)+3(3 4)+5<15 22)_(84 124)'



152 VI. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

VI.1.21. BEISPIEL. Ist p € K[z] ein Polynom und D eine Dreiecksmatrix,

D= Ao e , dann gilt p(D) = p(re) : ,
An p(An)

siche Aufgabe 35. Fiir die Spektra gilt daher o(p(D)) = p(a(D)).

VI.1.22. BEMERKUNG. Beachte, dass i.A. p(AA) # Ap(A), p(A+ B) # p(A) +
p(B) und p(AB) # p(A)p(B) gilt, wobei A € K, p € K[z] und A, B € M, »,(K).

VI1.1.23. PROPOSITION. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K,
p: V. — V eine lineare Abbildung und p € K|z]| ein Polynom. Ist v Eigenvektor
von p zum Eigenwert \, dann ist v auch Figenwert von p(p) zum Figenwert p(\).
Fiir die Spektra gilt daher p(o(p)) C o(p(y)). Ezistiert eine Basis B von V,
sodass [p|pp obere Dreiecksgestalt hat, dann haben wir sogar p(a(¢)) = o(p()).

BEWEIS. Ist v Eigenvektor zum Eigenwert A, d.h. ¢(v) = Av, dann folgt
PP)W) = (Sipie)(0) = i (v) = Supidiv = p(A)o, also ist v auch Bi-
genvektor von p(¢) zum Eigenwert p(\). Insbesondere gilt p(a(p)) C o(p(e)).
Sei nun B eine Basis von V', sodass [¢|gp obere Dreiecksgestalt hat. Aus Bei-
spiel VI.1.21 folgt p(o([¢]lsr)) = o(p([¢]ss)) und somit

plo(v)) = pla(lelss)) = o(p([¥]ss)) = o([p(p)lzs) = o (p($)),

wobei wir auch zwei mal (VI.2) verwendet haben. O

Fiir eine Matrix A € M, x,(K) und ein Polynom p € K][z] besagt Propo-
sition VI.1.23, dass jeder Eigenvektor von A zum Eigenwert A auch ein Eigen-
vektor von p(A) ist, und zwar zum Eigenwert p(\). Fiir die Spektra gilt daher
p(a(A)) C a(p(A)). Ist A dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix, dann haben

wir sogar p(a(A)) = a(p(A)).
VI1.1.24. BEISPIEL. Betrachte das Polynom p = 2% und die reelle Matrix A =
(1 -1 2). Dann gilt p(A) = (1 1 4), also p(0(A)) = o(p(A)). Beachte jedoch, dass

A drei 1-dimensionale Eigenrdume besitzt, wihrend p(A) nur zwei Eigenrdume
hat von denen einer 2-dimensional ist.

VI1.1.25. BEISPIEL. In Beispiel VI.1.13 haben wir gesehen, dass die reelle Ma-
trix A = (9 !) iiber K = R keinen Eigenwert besitzt, d.h. 0(A) = (). Setzen wir
A in das Polynom p = 22 ein, erhalten wir p(4) = A? = (' ), eine diagona-
lisierbare Abbildung mit Spektrum o(p(A)) = {—1}. Dieses Beispiel zeigt, dass

LA p(a(A)) # a(p(A)).

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer ersten Anwendung:
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VI.1.26. BEISPIEL (Fibonacci-Folge). Betrachte die rekursiv definierte Fibo-
nacci-Folge: 0,1,1,2,3,5,8,13, 21,34, ... Genauer:

g = 0, Try = 1, Ty = Tpn_1 + Tpn—2, n Z 2.

Wir wollen eine geschlossene Formel fiir x,, herleiten. Dazu betrachten wir die
Vektoren v, := (5.7, ) € R? und die Matrix A = ({1). Es gilt dann
vo=1(9), vy, = Av,_g, n>1.
Somit ist v, = A"vy und z, also die erste Komponente von A"vy. Es geniigt
daher eine geschlossene Formel fiir A™ herzuleiten. Dies ldsst sich durch Diagona-
lisieren von A erreichen. Losen der quadratischen Gleichung 0 = det(A — \l) =
det (7 ;1,) = A* = XA — 1 liefert die beiden verschiedenen Eigenwerte
1+5
Ay = .
2

Die Matrix A ist also diagonalisierbar, d.h. es existiert eine invertierbare Matrix

S, sodass ST'AS = D, wobei D = <)‘0+ ;1 ) Fiir die Potenzen von A folgt

A" = (SDS™N)" = (SDS™Y) - (SDS™!) = SD"S~ = § (AO’i ;31) SL

Um eine Matrix S wie oben zu bestimmen, betrachten wir die beiden Eigenrdume:

_1+V5 1 1
E+ == kel“(A - )\J’_I2) == kel“ 12 1-v5 - <<1+2\/5)>
2
15 1
E_=ker(A—\_I5) =ker 12 14v5 | © <<1—2\/5)>
2

Somit

Es folgt

T . _an o )\:L_ 0 -1 0
(wr) =m=ar=s (5 )5 ()

LA 0N (1N LAY L
V5o 0 A ) =1) T 5T\ =) T s D =t

AT

also z,, = 7 und daher

die gesuchte geschlossene Formel fiir die n-te Fibonacci-Zahl. Mit dieser Methode
lassen sich natiirlich viel allgemeinere lineare Rekursionen losen.
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VI1.2. Charakteristisches Polynom. Die die Eigenwerte charakterisieren-
de Gleichung det(¢ — Aidy ) = 0, siehe Proposition VI.1.3, ist polynomial in A.
Wir wollen dieses Polynom nun genauer untersuchen und damit u.a. eine weitere
Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit herleiten.

Unter dem Grad eines Polynoms p = pg + p12 + p22? + - - - verstehen wir die
grofite Zahl n, fir die p, # 0 gilt. Wir schreiben dafiir deg(p) = n. Der Grad des
Nullpolynoms wird durch deg(0) := —oo definiert. Mit dieser Konvention gilt

deg(pq) = deg(p) + deg(q),

fiir beliebige Polynome p und ¢. Beachte, dass ein Polynom genau dann konstant
ist, wenn sein Grad kleiner oder gleich Null ist. Polynome vom Grad 1 sind genau
die Polynome der Form p = pg + p12, wobei pg, p1 € K und p; # 0.

VI.2.1. LEMMA (Polynomdivision). Seien p,q € K[z] Polynome und q # 0.
Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome s,r € K|z], sodass

p=gqs+r und deg(r)< deg(q).

BEWwWEIS. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit der Darstellung. Seien dazu
s, 5,1, 7 € Klz], sodass gs+r = p = ¢5+7, deg(r) < deg(q) und deg(7) < deg(q).
Es folgt ¢(s — §) = 7 — r und deg(7 — r) < deg(q). Somit deg(q(s — 5)) < deg(q),
also s — s = 0. Dies zeigt, s = 3, woraus aber auch sofort » = 7 folgt. Damit ist
die Eindeutigkeit der Darstellung gezeigt.

Sei ¢ = > ¢iz", wobei m = deg(q) > 0 und daher ¢, # 0. Ist deg(p) < m,
dann haben s = 0 und r = p die gewiinschten Eigenschaften. O.B.d.A. sei daher
n = deg(p) > m. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach dem Grad
von p. Bezeichne dazu p = )", p;z', also p, # 0. Betrachten wir das Polynom

§ = Pezr™m dann gilt deg(p — ¢5) < deg(p). Nach Induktionsvoraussetzung

existieren daher Polynome s und r, sodass p — ¢5 = ¢s + r und deg(r) < deg(q).
Setzen wir s := § + 5, so folgt p = ¢s + r, wie gewiinscht. O

VI1.2.2. BEISPIEL. Mit dem bekannten Algorithmus erhalten wir etwa:
2 — 22t +22° + 92 — 122+ 10 = (2 — 20 +3)(2® — 2+ 7) + 5r — 11.

p q S s

Beachte, dass dieser Algorithmus auf der im Beweis von Lemma VI.2.1 verwen-
deten Konstruktion basiert.

VI.2.3. LEMMA. Sei p € K[z] ein Polynom und X € K eine Nullstelle von p.
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Polynom q € K|z|, sodass p = (z — N)q.

BEWEIS. Nach Lemma VI.2.1 existieren eindeutig bestimmte Polynome ¢ und
r,sodass p = (2 —A)g+r und deg(r) < deg(z—A) = 1. Somit ist r ein konstantes
Polynom, d.h. » = ry, wobei rq € K. Einsetzen von A liefert

0=pA) = (A=A)g(A) + () =ro,
also r = 0, und daher p = (z — \)q. O
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VI.2.4. LEMMA. Ist 0 # p € K[z] ein nicht-triviales Polynom, dann existieren
ALy ..y A € K und ein Polynom q € K[z], ohne Nullstellen in K, sodass

p=(z—=XA) (2= M\)q.

BeEwEIs. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach dem Grad des Po-
lynoms p. Der Induktionsanfang, deg(p) = 0, ist trivial. Nun zum Induktions-
schritt: Besitzt p keine Nullstelle in K, dann haben £ = 0 und ¢ = p die
gewiischten Eigenschaften. O.B.d.A. sei daher A\; € K eine Nullstelle von p. Nach
Lemma VI.2.3 existiert ein Polynom p € K|z], sodass p = (2 — A\;)p. Beachte
p # 0 und deg(p) = deg(p) — 1. Nach Induktionsvoraussetzung existieren daher
Mg, ..., A\p € K und ein Nullstellen-freies Polynom ¢ € K|[z], sodass

p=1(2—X) (2 — \)gq.

Insgesamt folgt p = (z — A\)p = (2 — A\)(z2 — A2) - -+ (2 — Ap)g. Damit ist der
Induktionsschritt gezeigt und das Lemma bewiesen. U

VI.2.5. PROPOSITION. Sei K ein Kdrper und 0 # p € K[z] ein Polynom
vom Grad n. Dann hat p hochstens n verschiedene Nullstellen in K. Bezeichnen
A,y A € K oalle, paarweise verschiedenen, Nullstellen von p, dann existieren
eindeutig bestimmte Zahlenny, ..., n; € N und ein eindeutig bestimmtes Polynom
q € K[z] ohne Nullstellen in K, sodass

p=1(2—XA)" (2= M\)"™q. (VL9)
Weiters gilt n = ny + - - - + ng + deg(q) und daher auch ny + - -+ ng < n.

BEWEIS. Durch Zusammenfassen mehrfach auftretender Linearfaktoren in
Lemma VI.2.4 erhalten wir ny,...,n; € N, ein Nullstellen-freies Polynom ¢ €
K[z] und paarweise verschiedene Ay, ..., \; € K, sodass

p=_(2—=A)" (2= \p)™q.
Offensichtlich ist jedes \; eine Nullstelle von p. Andererseits sind dies schon alle

Nullstellen von p, denn aus p(A) = 0 folgt (A — Ap)™ «-- (A = Ag)™q(A\) = 0, also
A =\ fiir ein 4, da ja g(\) # 0. Fiir den Grad von p erhalten wir

n =deg(p) = ny + -+ np + deg(q) > ny + -+ m.

Insbesondere folgt k£ < n, also kann p héchstens n verschiedene Nullstellen haben.
Um die Eindeutigkeit von n; und ¢ zu beweisen werden wir folgende Kiirzungs-
regel verwenden: Ist sr = s7, wobei s, 7, 7 € K[z] und s # 0, dann gilt schon r = 7.
Dies folgt sofort aus der Eindeutigkeitsaussage in Lemma VI.2.1.
Sei nun p = (z — A;)™ -+ (2 — A\;)™q eine weitere solche Darstellung, d.h.
ni,...,7, € Nund ¢ € K[z] Nullstellen-frei. O.B.d.A. sei 7; > ny. Wenden wir
oben erwihnte Kiirzungsregel mit s = (z — A;)™ auf

(z=A)" (2= )™ qg=p= (2= A)™ (2 — X\p)™q
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an, so erhalten wir
(Z — >\2)"2 . (z — )\k)"kq — (Z _ )\l)fu—m (Z _ >\2)ﬁ2 . (Z _ )\k)ﬁkg

Da die linke Seite fiir z = A; nicht verschwindet, muss dies auch fiir die rechte
Seite gelten. Daraus folgt n; = n; und dann

(2= X)™ (2= Xe)™g = (2= X)™ - (2 — M) ™4
Induktiv fortfahrend, erhalten wir n; = n,, fiir jedes ¢ und schliellich ¢ = ¢. U

VI.2.6. DEFINITION (Algebraische Vielfachheit). Sei 0 # p € K|z| ein Poly-
nom vom Grad n und p = (z — Ay)™ - -+ (2 — A\x)™q wie in Proposition VI.2.5.
Dann wird n; die algebraische Vielfachheit der Nullstelle )\; genannt. Beachte,
dass dies nach der Eindeutigkeitsaussage in Proposition VI.2.5 wohldefiniert ist.

Sei 0 # p € K]z] ein Polynom vom Grad n. Nach Proposition VI.2.5 ist die
Summe der algebraischen Vielfachheiten aller Nullstellen von p hochstens n. Dies
wird oft auch so formuliert: p hat hochstens n Nullstellen, wenn diese entsprechend
ihrer Vielfachheit gezéhlt werden. Wir sagen das Polynom p zerfdllt (iber K) in
Linearfaktoren, wenn es sich in der Form

p=clz—=A) (2= A) (V1.10)

schreiben lasst, wobei A1, ..., A\, € Kund ¢ € K. Dies ist also genau dann der Fall,
wenn das Polynom ¢ in Proposition VI.2.5 konstant ist, d.h. wenn die Summe der
algebraischen Vielfachheiten aller Nullstellen gleich n ist. Ein Polynom vom Grad
n zerfallt daher in Linearfaktoren, wenn es genau n Nullstellen (mit Vielfachheit
gezdhlt) besitzt. In diesem Fall ist die Darstellung (VI.10) bis auf Permutation
der Linearfaktoren eindeutig, und \q, ..., \,, sind alle Nullstellen von p, wobei
diese ihrer algebraischen Vielfachheit entsprechend oft auftreten.

VI.2.7. BEISPIEL. Betrachte das reelle Polynom p € R[z],
p=2%—52"4+102" — 1223 + 1122 — 72 + 2.
Durch Erraten von Nullstellen und Polynomdivision erhalten wir
p= (= 1)}z —2)(z2+1).

Das Polynom p hat daher zwei reelle Nullstellen, A\; = 1 mit Vielfachheit 3 und
Ao = 2 mit Vielfachheit 1. Es zerfillt iiber R nicht in Linearfaktoren, denn 22 + 1
besitzt keine reelle Nullstelle. Fassen wir p als komplexes Polynom auf, p € C[z],
dann gilt

p=(2—-1%0z-2)(z —i)(z +1).
Uber C zerfillt p daher in Linearfaktoren. Zu den bereits genannten reellen Null-

stellen kommen nun noch zwei komplexe Nullstellen, A3 =i und Ay = —i, jeweils
mit Vielfachheit 1, hinzu.
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VI1.2.8. DEFINITION (Algebraisch abgeschlossene Korper). Ein Korper K wird
algebraisch abgeschlossen genannt, falls jedes nicht konstante Polynom p € K|z]
eine Nullstelle A € K besitzt, p(A) = 0.

Aus Proposition VI.2.5 erhalten wir sofort:

VI.2.9. PROPOSITION. Uber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper zerfillt
jedes nicht-triviale Polynom vom Grad n in Linearfaktoren und besitzt genau n
Nullstellen, wenn diese threr Vielfachheit entsprechend oft gezdhlt werden.

Der Korper Q ist nicht algebraisch abgeschlossen, denn das Polynom p =
22 — 2 besitzt keine Nullstelle in Q. Auch der Kérper R ist nicht algebraisch
abgeschlossen, denn das Polynom p = z? + 1 besitzt keine reelle Nullstelle.

VI.2.10. SATZ (Fundamentalsatz der Algebra). Der Kérper C ist algebraisch
abgeschlossen.

BEWEIS. Sei also p = pg + p12 + -+ - + pn2" ein komplexes Polynom, p; € C,
n > 1 und p, # 0. Es ist zu zeigen, dass z € C existiert, fiir das p(z) = 0 gilt.

Wir leiten zunéchst folgende Abschétzung her: Es existieren reelle Zahlen
0<m< M und R > 0, sodass

mlz|" < |p(z)| < M|z|", fiir alle z € C mit |z| > R. (VI.11)

Wir zeige, dass m = |p,|/2, M = """ (|p;] und R := max{1,2M/|p,|} die
gewiinschte Eigenschaft haben. Sei dazu z € C mit |z| > R. Insbesondere gilt
daher |z| > 1. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir sofort:

P = Y| < 3 il = 3 Inillal < 3 Inillal” = Ml
1=0 =0 =0 1=0

Analog haben wir

n—1

)

= ‘ E biz
=0

wobei wir am Ende |z| > R > 2M/|p,|, dh. M < [l
Zusammen mit der Dreiecksungleichung,

n—1
< pillal" Tt < Mzt < el
=0

n—1
e 900 = |- S
=0

z|, verwendet haben.

a2 = |pn2"| = [pn2" — p(2) +p(2)] < |Pn2™ — p(2)| + [p(2)],
folgt daraus

[p(2)] = [al 2" = [paz" = p(2)| = [pall2|" = Bel|2" = Bd[z]" = m|2|".

Damit ist also die Abschétzung (VI.11) gezeigt.
Daraus werden wir nun ableiten, dass zg € C existiert, sodass

Ip(2)| > Ip(z0)|,  fiir alle z € C. (VL.12)



158 VI. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Dies bedeutet gerade, dass die stetige Funktion f: C — R, f(2) := |p(z)|, ein
globales Minimum besitzt. Sei dazu R := max{R, {/|p(0)|/m}. Da die abge-
schlossene Scheibe {z € C : |z| < R} kompakt ist, nimmt f darauf ein Minimum
an, d.h. es existiert zg € C, sodass

Ip(2)] > [p(20)], fiir alle z € C mit |z| < R.
Es gilt aber auch
Ip(2)] > [p(20)], fiir alle z € C mit |z| > R,

denn fiir diese z folgt aus (VL11): [p(2)| > m|z|® > mR™ > |p(0)| > [p(z0)].
Damit ist also (VI.12) bewiesen.

Wir werden nun p(z) = 0 zeigen, und damit den Beweis des Satzes abschlie-
Ben. Wir gehen indirekt vor und nehmen p(z) # 0 an. Beachte, dass dann auch
p(2) = p(z + 20)/p(20) ein nicht-konstantes Polynom vom Grad n darstellt, es ist
daher von der Form

p(2) =14 ppf + - 4 2",
wobei k > 1, p; € C und p # 0. Nach (VI.12) gilt fiir jedes z € C:

_ Ipz+ 7))l [p(20)]

P Tl 2 ) "
Sei nun w € C mit w* = —1/p;,”> und betrachte das Polynom ¢(z) := p(wz).
Nach Konstruktion ist ¢ von der Form
q(z) =1 —2F + 2"+ + g2, (VI.13)
wobei ¢; € C. Aus der entsprechenden Eigenschaft von p folgt sofort
lg(2)] > 1, fiir alle z € C. (VI.14)

Sei nun C' := > " . |¢| und p := min{1,1/2C}. Fiir jedes z € C mit [z < p
gilt daher |z|] <1 und C|z| < 1/2, folglich

n n
< D all=l < Y0 lall=* = Ol < gl

i=k+1 i=k+1

QG124 g 2"

Zusammen mit (VI.13) erhalten wir aus der Dreiecksungleichung,
lg(z)| < |1 — 2" + &z, fir alle z € C mit |z]| < p.
Fiir reelle ¢ € (0, p] folgt daraus
lgt)] < 1=t + 3 =1+ 1h =1 2F <1,

im Widerspruch zu (VI.14).
Da die Annahme p(zy) # 0 auf einen Widerspruch fiihrt, muss also p(zy) = 0
gelten. Somit hat p eine Nullstelle und der Beweis ist vollstandig. O

5Jedes z € C besitzt eine k-te Wurzel, d.h. es existiert w € C mit w* = z. Schreiben wir
z =rel, wobei r >0 und € R, dann hat w = \"/Fe“‘)/’C die gewiinschte Eigenschaft.
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VI.2.11. BEMERKUNG (Algebraischer Abschluss). Zu jedem Korper K exi-
stiert ein algebraisch abgeschlossener Korper K, der K enthélt und fiir den die
Inklusion K — K mit Addition und Multiplikation vertréglich ist. Dieser, i.W.
eindeutige, Korper K wird der algebraische Abschluss von K genannt. Aus dem
Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass der Korper C mit dem algebraischen
Abschluss des Kérpers R {ibereinstimmt, in Zeichen: C = R. Der algebraische
Abschluss von Q ist der Korper der algebraischen Zahlen.

Wir kommen nun zur Definition des charakteristischen Polynoms einer qua-
dratischen Matrix. Wir wollen jeder Matrix A € M,,.,,(K) ein Polynom p, € K|[z]
zuordnen, sodass

pa(A) = det(A — \1,),

fiir jedes A € K. Aus der Leibniz’schen Formel folgt sofort, dass A — det(A—\I,,)
eine Polynomfunktion bildet, d.h. es existieren p; € K mit

det(A — \I,) = po + 1A+ -+ pu A",

fiir jedes A € K. Die Koeffizienten p; sind durch diese Bedingung aber i.A. nicht
eindeutig bestimmt, das Polynom pa kann daher nicht einfach durch py + p1z +
<o+ pp2" definiert werden! Betrachten wir etwa den Korper Zs und das Polynom
p = 2+2% € Zy[z], dann gilt p(\) = 0, fiir jedes A € Zy, obwohl 0 # p € Zy[z]. Fiir
unendliche Korper ist die Abbildung K[z] — F(K, K), die einem Polynom p die
Polynomfunktion A — p(\) zuordnet, injektiv, siehe Korollar IV.6.27. Fiir unend-
liche Korper kann das charakteristische Polynom also durch pa(\) = det(A—A\I,),
A € K, definiert werden, es ist dadurch eindeutig bestimmt. I.A. miissen wir vor-
sichtiger vorgehen.

Ist P € M,«,(K][z]) eine Matrix von Polynomen, dann definieren wir deren
Determinante, det(P) € K|z|, durch die Leibniz-Formel,

det(P) := Z sgn(0) P o) - Prom) € K[z,
UEG'!L

wobei P;; € K[z] das Polynom in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von P bezeich-
net. Aus Satz V.3.6 folgt

(det(P))(N) = det(P(N)), A e K, (VI.15)
wobei P(\) € M,,«,(K) die Matrix mit Eintragungen P(\);; = P;;(\) bezeichnet.
Fiir beliebige Matrizen von Polynomen, P, Q) € M, (K[z]), gilt

det(PQ) = det(P) det(Q) € K[z], (VI.16)

wobei das Produkt von Polynommatrizen analog zum gewdhnlichen Matrizen-
produkt definiert ist, (PQ); = Y., PiQr; € K[z]. Uber unendlichen Kérpern
folgt dies aus (VI.15), fiir beliebige Korper siehe Aufgabe 49. Beachte, dass auch
M, «n(K[z]) eine assoziative Algebra bildet. Indem wir Matrizen mit Eintragun-
gen in K als Matrizen konstanter Polynome auffassen erhalten wir M,,,(K) C
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M, «n(K]z]), und dies ist mit Addition, Skalarmultiplikation, Matrizenmultipli-
kation und der Determinante vertréglich.

VI.2.12. DEFINITION (Charakteristisches Polynom einer Matrix). Unter dem
charakteristischen Polynom einer Matrix A € M, ,(K) verstehen wir das Poly-
nom p4 € K[z],

pa=det(A—zL,) = > sgn(0)(A - 2L)1o0) - (A= 2L)nogm.  (VLIT)
ceGn,
Dabei bezeichnet (A — z1,,);; € K]z] das Polynom in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte von A — zI,, € My, (K[2]). Fiir @ # j ist (A — z1,,);; = A;; ein konstantes
Polynom und (A — z1,,);; = Ay — z hat Grad 1.

VI.2.13. BEISPIEL. Betrachte die Matrix A = (§9) € May2(Zy) tiber dem
Korper K = Z,. Fiir ihr charakteristische Polynom py € Zs|z| gilt

pa = det(A — zI5) = det (062 122) =—2(1—2)=2+2"

Beachte pa()\) = 0, fiir jedes A € Zy, denn p4(0) = 0+0% = 0 und p4(1) = 1+12 =
0. Das charakteristische Polynom ist jedoch nicht trivial, 0 # pa € Zs[z].

VI.2.14. LEMMA. Sei A € M,,»,(K). Dann gilt:

(a) pa(\) = det(A — AL,), fir alle A € K.

(b) deg(pa) = n. Bezeichnen wir die Koeffizienten mit pa = po+p1z+---+ppz"
dann gilt p, = (=1)", pp_1 = (=1)""Ltr(A) und po(A) = det(A).

(¢) ps-1as = pa, fir jedes S € GL, (K).

(d) Ist A € Myxn(K), B € Myum(K) und C € M pm)x(ntm)(K) eine Blockma-
triz der Form C = (4 ), dann gilt pc = papp.

(e) Fir das chamktemstzsche Polynom einer Dreiecksmatriz,

)

>\1 * *

D= A2 :
*
An

gilt pp = (A —2)(Aa — 2) - - - (A — 2).
BEWEIS. Behauptung (a) folgt aus (VI.15), denn
pa(A) = (det(A — z1,,)) () = det(A — AI,).
Daraus erhalten wir auch py = p4(0) = det(A — 0I,,) = det(A). Weiters hat
(A =zl )100) (A= 2Lp)nom)
hochstens Grad n — 2, fallsid #0 € 6,,. Firid =0 € 6,, gilt
(A= zL) 100y (A= 2L)nomy = (=1)"2" + (=1)" A + -+ Aun) 2" + 4,
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wobei ¢ € K|[z] und deg(q) < n — 2. Mit (VI.17) erhalten wir also deg(pa) = n,
pn=(—1)" und p,_; = (—1)""' tr(A). Behauptung (c) folgt aus (VI.16), denn

ps-1ag = det(STTAS — 2I,) = det (S_l(A — zIn)S)
= det(S) "t det(A — zI,) det(S) = det(A — 21,,) = pa
Um (d) einzusehen, beobachten wir zunéchst, dass

(C — Z])lo’ - (C - Zl)n—l—mo(n-l-m) = 07

falls ein i > n existert, fiir das (i) < n gilt. In der Definition von p¢ ist daher nur

tiber jene Permutatlonen o € 6,1, zu summieren, fiir die o({n—+1,...,n+m}) C
{n+1,...,n+m} gilt. Solche Permutationen miissen aber auch O’({l, ..,n}) C
{1,...,n} gentigen und konnen daher mit &,, x &,, identifiziert werden. Somit
pc = Z sgn(o)(C = 21) 1,601y - (C = 20 ) ngmo(nim)
066n+m
= Z sgn(7) sgn(m H — zI);, (i) H(C - Z]>n+j,n+7f(j)
TEG,,TECH i=1 7=1
= Z sgn(7) sgn(m H —21)i+0) H(B_Zl)jm(j)
T7€GH,TECH =1 7j=1
= Y s [[(A- 2Dy Y senm) [[(B — 205 = paps
TEG, i=1 TEGm j=1

Behauptung (e) ldsst sich mittels Induktion nach n aus (d) herleiten. Wir geben
einen anderen, direkteren Beweis. Beachte, dass wegen der Dreiecksform von D
offensichtlich (D — 21,)1,0q) - (D — 2lp)nom) = 0, fiir jedes id # 0 € &,,. Aus
(VI.17) folgt daher

womit auch (e) gezeigt wére. O

VI.2.15. BEMERKUNG. Nach Lemma VI.2.14(c) haben #hnliche Matrizen das
selbe charakteristische Polynom, d.h. jeder Koeffizient p; des charakteristischen
Polynoms p4 = po+p12+- - -+ppz"™ einer Matrix A € M,,,,(K) bleibt unverédndert,
wenn wir A durch eine #hnliche Matrix B = S7'AS, S € GL,(K) ersetzen. Fiir
die Koeffizienten p,_; und py bedeutet dies gerade tr(S™'AS) = tr(A) bzw.
det(S™1AS) = det(A), vgl. Lemma VI.2.14(Db).

VI.2.16. DEFINITION (Charakteristisches Polynom eines Endomorphismus).
Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Unter dem
charakteristischen Polynom wvon ¢ verstehen wir das charakteristische Polynom
der Matrix [p]pp, wobei B eine geordnete Basis von V' bezeichnet. Beachte, dass
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dies nach Lemma VI.2.14(c) nicht von der Basis B abhéngt und daher wohldefi-
niert ist. Wir bezeichnen das charakteristische Polynom von ¢ mit p,, € K|z].

VI.2.17. BEMERKUNG. Ist A € M,4,(K) und bezeichnet ¢: K" — K",
p(x) = Az, die damit assoziierte lineare Abbildung, dann gilt p, = pa, denn
beziiglich der Standardbasis B von K" gilt [p]pp = A.

VI1.2.18. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, p: V —V
linear und p, € K[z| das charakteristische Polynom von . Dann gilt:

(a) pp(N) = det(p — Nidy), fiir alle A € K.

(b) Die Eigenwerte von ¢ sind genau die Nullstellen von p,, fir das Spektrum
von @ gilt daher: o(p) ={A € K: p,(\) = 0}.

(¢) deg(p,) = n. Bezeichnen wir die Koeffizienten mit p, = po+p12+---+p,2",
dann, gilt pp = (—1)", pu_y = (—1)"Ltr(p) und py — det(p).

(d) py-1pp = Dy, fiir jeden linearen Isomorphismus : W — V.

(e) paiay = (A — 2)", fiir jedes A € K.

(f) Sei W ein Teilraum von V', sodass (W) C W . Bezeichnet p|lw: W — W die
Finschrinkung und ¢: V/W — VW, ¢([v]) = [¢(v)] die induzierte lineare
Abbildung auf dem Quotientenraum, dann gilt p, = py|,, Pe-

BEWEIS. Behauptung (a) folgt sofort aus Lemma VI.2.14(a). Ist ndmlich B
eine Basis von V und A € K, dann gilt

p@()\) = p[@]BB()‘> = det([w]BB — )\[n) = det([ap — )\idV]BB) = det(ap — )\ldv)

Zusammen mit Proposition VI.1.3 erhalten wir daraus auch (b). Aussagen (c)
folgt aus Lemma VI.2.14(b), denn det([¢]|gp) = det(y) und tr([¢]ss) = tr(y),
vgl. Aufgabe 23. Behauptung (d) folgt aus Lemma VI.2.14(c), denn fiir jede
Basis C' von W ist S := [¢|pc € GL,(K) und [v*ov]ce = [V]eslelss[t]sc =
S=p]BS, also

Dy=1pp = Plp—teylec = PS—glesS = Pleles = Pe-

Behauputng (e) folgt aus Lemma VI.2.14(e), denn [N idy|gp = AL, also prig, =
Pnidylss = Par, = (A — 2)™. Es bleibt daher nur noch (f) zu zeigen. Wir wéhlen
dazu eine Basis B’ = (by,...,b,) von W und ergénzen sie zu einer Basis B =
(b1, by bis1, ..., by) von V. Bezeichnet m: V' — V/W die kanonische Pro-
jektion, dann bildet B := (7(byy1), ..., 7(b,)) eine Basis von V/W siehe Korol-
lar I1.6.7, und es gilt:

lelss = <[¢|W()]B/B' [SDTBB) . (VI.18)

Um dies einzusehen beginnen wir mit der Definition der Matrix [¢]zg,

p(b;) = Z([@]BB)ijbi- (VL.19)
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Fir j < m ist b; € W und nach Voraussetzung an ¢ daher auch ¢(b;) € W.
Daraus folgt

([elsB)ij =

(lelwlpp )i fir j <mundi<m
0 fiir 7 <m und 7 > m.

Dies erklért die linken beiden Blocke in (VI.18). Sei nun j > m. Wenden wir auf
(VL.19) die Projektion 7: V' — V/W an, so folgt

n n

pm(b;) = m(o(b;) = D ([Wles)im(bi) = D ([plee)ym(b),

i=1 i=m+1

denn 7(b;) = 0, fiir alle ¢ < m. Daraus erhalten wir ([¢]s5)ij = ([2|55)i—m j—m fir
alle 7, 7 > m, also den rechten unteren Block in (VI.18). Mit Lemma VI.2.14(d)
erhalten wir aus (VL.18) nun p, = piepp = Plolwlp s Pldlss = PelwPe- O

VI.2.19. DEFINITION (Algebraische Vielfachheit von Eigenwerten). Sei V' ein
endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Unter der algebrai-
schen Vielfachheit eines Eigenwerts A von ¢ verstehen wir die Vielfachheit der
Nullstelle A des charakteristsichen Polynoms p,,, vgl. Proposition VI.2.18(b). Fiir
Matrizen A € M,,»,(K) definieren wir die algebraische Vielfachheit der Eigen-
werte iiber die assoziierte lineare Abbildung, K” — K", x — Ax. Offensichtlich
stimmt dies mit der algebraischen Vielfachheit der Nullstelle A\ von p4 iiberein.

VI1.2.20. BEISPIEL. Algebraische und geometrische Vielfachheit eines Eigen-
werts sind 1.A. verschieden. Betrachte dazu die Matrix

3000
0300
A=10 0 5 1
0005

mit charakteristischen Polynom p4 = (3 — 2)%(5 — 2)?. Diese Matrix hat zwei
Eigenwerte, \; = 3 und A\, = 5. Beide haben algebraische Vielfachheit 2. Auch
die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts \; = 3 ist 2, denn der zugehorige
Eigenraum wird von den beiden Einheitsvektoren e; und ey, aufgespannt, F), =
ker(A — 31;) = (e1,e2). Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts Ay = 5
ist allerdings nur 1, denn der entsprechende Eigenraum ker(A — 51;) = (e3) ist
1-dimensional.

VI1.2.21. PROPOSITION. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
p: V=V linear. Dann ist die algebraische Vielfachheit jedes Eigenwerts von ¢
mindestens so grof$ wie seine geometrische Vielfachheit.

BEWEIS. Sei A ein Eigenwert von ¢, bezeichne W = ker(¢ — Aidy) den ent-
sprechenden Eigenraum und m = dim(W) die geometrische Vielfachheit von A.
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Es gilt daher ¢l = Aidy, insbesondere ist W invariant unter ¢. Es bezeich-
ne ¢: V/W — V/W, ¢([v]) = [p(v)], die induzierte lineare Abbildung. Nach
Proposition VI.2.18(e)&(f) gilt fiir die charakteristischen Polynome

Pe = DelwPe = (A = 2)"'pg,
die algebraische Vielfachheit von A ist daher mindestens m. O

Aus der vorangehenden Proposition folgt sofort, dass auch fiir quadratische
Matrizen die algebraische Vielfachheit jedes Eigenwerts mindestens so grofl wie
seine geometrische Vielfachheit ist.

VI1.2.22. SATZ. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine lineare
Abbildung p: V' — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn ihr charakteristisches
Polynom tiber K in Linearfaktoren zerfdllt und die algebraische Vielfachheit jedes
FEigenwerts mit seiner geometrischen Vielfachheit tibereinstimmdt.

BEWEIS. Es bezeichne p das charakteristische Polynom von ¢. Zerfallt p in
Linearfaktoren, dann stimmt die Summe der algebraischen Vielfachheiten aller
Nullstellen von p mit deg(p) = dim(V') iiberein. Somit ist die Summe der alge-
braischen Vielfachheiten aller Eigenwerte von ¢ gleich dim(V'). Stimmen dariiber
hinaus die algebraischen mit den geometrischen Vielfachheit {iberein, dann ist
also auch die Summe der geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte gleich
dim(V). Nach Satz VI.1.18 ist ¢ in diesem Fall diagonalisierbar. Die umgekehrte
Implikation folgt sofort aus Lemma VI.2.14(e). O

VI.2.23. DEFINITION (Triangulierbarkeit). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum. FEine lineare Abbildung ¢: V — V wird triangulierbar genannt,
falls eine geordnete Basis B von V existiert, sodass die Matrixdarstellugn von ¢
beziiglich B obere Dreiecksgestalt hat, d.h.

Aok e X
0 X

llps = | )
: . . *
0 -~ 0 M\,

Eine quadratische Matrix A € M, «,(K) wird triangulierbar genannt, wenn die
damit assoziierte lineare Abbildung K" — K", x — Az, triangulierbar ist.

Eine quadratische Matrix ist genau dann triangulierbar, wenn sie dhnlich zu
einer oberen Dreiecksmatrix ist. Eine lineare Abbildung ¢: V' — V ist genau
dann triangulierbar wenn ihre Matrixdarstellug beziiglich einer (und dann jeder)
Basis triangulierbar ist. Offensichtlich ist jede diagonalisierbare lineare Abbildung
auch triangulierbar. Umgekehrt muss eine triangulierbare Abbildung bzw. Matrix
nicht diagonalisierbar sein. Beispielsweise ist die Matrix () }) triangulierbar aber
nicht diagonalisierbar, vgl. Beispiel VI.1.12. Nicht jede Matrix ist triangulierbar.
Etwa hat die reelle Matrix (§ ') keinen einzigen reellen Eigenwert und kann
daher {iber R nicht triangulierbar sein.
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VI1.2.24. SATZ. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine lineare
Abbildung p: V — V ist genau dann triangulierbar, wenn ihr charakteristisches
Polynom iiber K in Linearfaktoren zerfdillt.

BEWEIS. Aus Lemma VI.2.14(e) folgt sofort, dass das charakteristische Poly-
nom einer triangulierbaren Matrix in Linearfaktoren zerfallt. Fiir die umgekehrte
Implikation sei nun ¢ eine lineare Abbildung, deren charakteristisches Polynom
in Linearfaktoren zerféllt. Wir werden nun mittels Induktion nach der Dimensi-
on von V' zeigen, dass ¢ triangulierbar ist. Der Induktionsanfang, dim(V') = 1,
ist trivial, denn jede 1 x 1-Matrix hat obere Dreiecksgestalt. Fiir den Indukti-
onsschritt sei nun dim(V') > 2. Da das charakteristische Polynom p, in Line-
arfaktoren zerfillt, existiert eine Nullstelle A € K, d.h. p,(A) = 0. Nach Pro-
position VI.2.18(b) ist A Eigenwert von . Sei 0 # b; € V ein entsprechender
Eigenvektor, d.h. ¢(b;) = A1b1, und bezeichne W := (b;) den davon aufgespann-
ten 1-dimensionalen Teilraum. Nach Proposition VI.2.18(f) gilt

P = PylwPs = (A — 2)pg,

wobei ps das charakteristische Polynom der linearen Abbildung ¢: V/W —
V/W, ¢([v]) = [¢(v)], bezeichnet. Daraus schlieBen wir, dass auch ps in Line-
arfaktoren zerfillt. Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢ also triangulierbar, denn
dim(V/W) = dim(V) — 1 < dim(V). Es existiert daher eine geordnete Basis
B = (by,...,b,) von V/W sodass [p] 55 obere Dreiecksgestalt hat:

* ) >|<
(¢lps =
*

Wihlen wir by,...,b, € V mit [b;] = b;, dann bildet B = (by,by,...,b,) eine
Basis von V, siehe Korollar I11.6.7. Nach Konstruktion hat [¢]|pp die Form

A ke x
an-( o) -1

denn ¢(by) = Aby + 0by + - - - + 0b,, und, fiir j > 2,

n n n

p(b;) = @([bs]) = [p(b;)] = [Z([‘P]BB)ijbi] = (lelsp)islbil =D _([¢lss)ibi,

i=1 =1 1=2

da [b1] =0 € V/W, folglich ([¢|gg)ij = ([¢l55)i-1,j-1, filr alle 4,5 > 2. Somit ist
@ also triangulierbar. 0
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VI.2.25. KOROLLAR. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iber K und
p: V. — V eine lineare Abbildung deren charakteristisches Polynom in Line-
arfaktoren zerfdllt, d.h.

Po=D0+ D12+ +pp2" = (A —2)- (A — 2), (VI.20)

wobei A1, ..., \, die Figenwerte von ¢ bezeichnen und ihrer algebraischen Viel-
fachheit entsprechend oft aufgelistet sind. Dann gilt

a(q(¢)) = q(o(y))
fir jedes Polynom q € K[z]. Weiters ist

(—1)"_jpn—j — Z )\il AN >\ij7

1< <<i;<n
fiir jedes 1 < j < n. Insbesondere gilt
tr(p) = A1+ -+ X\ und det(p) = A1+ Ay,

d.h. die Summe der Eigenwerte stimmt mit der Spur tberein und thr Produkt
liefert die Determinante.

BEWwWEIS. Nach Satz VI.2.24 ist ¢ triangulierbar. Die erste Behauptung iiber
das Spektrum von ¢(¢) folgt daher aus Proposition VI.1.23. Die Formeln fiir p; er-
halten wir durch Ausmultiplizieren der rechten Seite von (VI1.20). Fiir j = n erhal-
ten wir daraus det(p) = pg = Ay - -+ A, und fiir j = 1 auch tr(¢) = (—=1)""'p,_; =
A1+ -+ A, vgl. Proposition VI.2.18(c). Diese Formeln fiir die Spur und die
Determinante lassen sich, nach Wahl einer Basis in der ¢ obere Dreiecksgestalt
hat, auch direkt ablesen, denn beziiglich einer solchen Basis stimmen die Diago-
naleintrdge mit den Eigenwerten {iberein. 0

Fiir algebraisch abgeschlossene Korper erhalten wir daher:

VI1.2.26. KOROLLAR. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber einem al-
gebraisch abgeschlossenen Korper K. Dann ist jede lineare Abbildung ¢: V — V
triangulierbar. Weiters gilt o(q(p)) = q(o(p)), fir jedes Polynom q € K[z]. Be-
zeichnen Ay, ..., \, die Eigenwerte von @, ihrer algebraischen Vielfachheit ent-
sprechend oft angefiihrt, dann gilt tr(¢) = A\ + - -+ A, sowie det(p) = Ay - -+ \,.

VI1.3. Jordan’sche Normalform. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektor-
raum iiber K, und ¢: V' — V eine lineare Abbildung, deren charakteristisches
Polynom in Linearfaktoren zerfallt. Nach Satz VI1.2.24 ist ¢ daher triangulierbar,
d.h. es existiert eine Basis B von V, sodass [p]pp obere Dreiecksgestalt hat. In
diesem Abschnitt werden wir sehen, dass sich die Matrix [¢]|gp durch geschick-
te Wahl der Basis B noch erheblich vereinfachen ldasst. Wie wir bereits weiter
oben am Beispiel A = (§}) beobachtet haben, wird ¢ i.A. nicht diagonalisierbar
sein, d.h. es ist nicht immer moglich [p]pp auf Diagonalgestalt zu bringen. Wir
beginnen mit der sogenannten Primé&rzerlegung.
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VI.3.1. DEFINITION (Verallgemeinerte Eigenrdume). Sei V' ein endlich-dimen-
sionaler K-Vektorraum, ¢: V' — V linear und A ein Eigenwert von (. Unter dem
verallgemeinerten Eigenraum von ¢ zum Eigenwert A verstehen wir den Teilraum

Ey:={veV|[3INeN: (p—\idy)"(v) =0} = | ker(( — Aidy)").
N>1
Beachte, dass E) wegen der offensichtlichen Inklusionen ker((¢ — Midy)N) C
ker ((¢ — Aidy )V *!) tatséichlich einen Teilraum von V' bildet, der den Eigenraum

zum Eigenwert \ enthélt, E) C E,. Unter den verallgemeinerten Eigenrdumen
einer Matrix A € M, «,(K) verstehen wir die verallgemeinerten Eigenrdume der
damit assoziierten linearen Abbildung, K" — K" z +— Ax.

VI1.3.2. BEISPIEL. Die reelle Matrix

A=

oS O Ot
O Ot =
ot = O

hat charakteristisches Polynom p = (5 — 2)3 und daher nur einen Eigenwert,
A = 5, mit algebraischer Vielfachheit 3. Der entsprechende Eigenraum, Fs =
ker(A — 5I) = (ey), ist ein dimensional. Da

010 000

T _ o (001 B 3

A-sh= (§31). (a-smr= (314). (a-sn° - (§5F).

ist der verallgemeinerte Eigenraum, E5 = ker((A —5)%) = K3, echt grofer als Ej.
VI1.3.3. BEISPIEL. Die reelle Matrix

31
°%1
A= 30
50
5

hat charakteristisches Polynom p = (3—2)*(5—2)?, also zwei Eigenwerte, nimlich
A1 = 3 mit algebraischer Vielfachheit 4 und A\ = 5 mit algebraischer Vielfachheit

2. Aus
01 00
00 00
A—315:< 050>> (A_3]5)2:< 0
20
2

erhalten wir F3 = ker(A—31) = (e, e3) und Fy = ker( (A=31) 2) (e1, €9, €3, €4),
der verallgemeinerte Eigenraum ist daher echt gréfer als der Eigenraum. Ebenso,

4 %
40
A—>5I5 = 2 ) (A_515)2:< 4Z )v
00

0

und daher E5 = E5 = ker(A — 5I) = (es, eg), fiir diesen Eigenwert stimmt der
verallgemeinerte Eigenraum also mit dem Eigenraum {iberein.

Wir untersuchen zunéchst verallgemeinerte Eigenrdume zum Eigenwert 0.
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VI.3.4. LEMMA. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper
K und ¢: V — V linear. Dann existiert N € {0,...,n}, sodass

ker(¢™) = ker(pV ™).

Es gilt dann fir jedes k € N,

N) N-Hc)‘

ker(o™) = ker(eV™*)  und img(p") = img(p

Dariiber hinaus gilt
V = ker(p") @ img(p"),

und diese Zerlegung ist invariant unter p, d.h.
p(ker(p™)) C ker(p™) und p(img(e")) C img(e™).

Weiters ist die Einschrikung ¢|ye(,v): ker(o™) — ker(p") triangulierbar mit 0
als einzigem Eigenwert, und die Einschrinkung ¢|ipgony: img(e™) — img(p™)
st invertierbar. Bezeichnet m die algebraische Vielfachheit des Figenwerts 0 von
p, So ist

dim (ker(¢™)) =m, ker(¢") =ker(¢™) und img(¢") = img(x™).
Schlieflich existiert eine Basis B von V', sodass
0 *x -+
los = (‘3 g) S N | € M), € € GLun(®)
0 ... 0 0

BEWEIS. Betrachte die aufsteigende Kette von Teilrdumen:
{0} = ker(idy) = ker(") C ker(¢') C ker(p?) C -+ C ker(¢") C ker(p" ™) C V.
Indirekt angenommen ker (") # ker(¢™ 1), fiir alle N € {0,...,n}. Dann gilt
dim ker (™) < dim ker (™), N=0,1,...,n,
wir erhalten
0 = dimker ¢ < dimker ¢! < dimker ¢* < - - < dimker ¢™ < dim ker ¢"**,

und somit dimker(¢" ™) > n 4 1. Da dies dim ker(¢"™) < dim(V) = n wider-
spricht, muss also ein N € {0,...,n} mit ker(p") = ker(¢™ ') existieren.

Wir zeigen nun ker(¢") = ker(o™**) mittels Induktion nach k. Der Induk-
tionsanfang, k = 0, ist trivial. Fiir den Induktionsschritt sei nun & > 1. Da
offensichtlich ker(p) C ker(o™**), geniigt es die umgekehrte Inklusion,

ker(gpN) D ker(gpN+k),

zu zeigen. Sei dazu v € ker(™N ). Dann gilt ¢V (p*1(v)) = V¥ (v) = 0, also
©* () € ker(pN ) = ker(¢") und daher v € ker(¢Vt*71) = ker(¢"), wobei
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wir im letzten Gleichheitszeichen, die Induktionsvoraussetzung verwendet haben.
Damit ist ker(pV) = ker(o™**) gezeigt. Insbesondere gilt

dim (ker (™)) = dim(ker(¢™V ™))
und wegen der Dimensionsformel, dim(V) = dim(ker(¢')) + dim(img(¢!)), auch

dim(img (™)) = dim(img ("))
fiir alle k € N. Da img (o™ ™) C img () folgt img(¢™) = img(¢™ ).
Wir zeigen nun

ker(p™) Nimg(p") = {0}. (VI.21)

Sei dazu v € ker(¢") Nimg(p?). Dann existiert w € V, sodass v = o (w).
Somit NN (w) = N (v) = 0, also w € ker(V ™) = ker(o). Dies bedeutet
v =" (w) = 0. Damit ist (VI.21) gezeigt. Zusammen mit der Dimensionsformel

dim(V) = dim(ker(¢™)) + dim(img(¢™))

folgt, dass V direkte Summe der Teilriume ker(p?) und img(?) ist. Die Inva-
rianz der Zerlegung ist offensichtlich, denn ¢ (ker(¢™)) C ker(¢™~1) C ker(¢")
und p(img(pY)) = img(e¥ ) = img(¢"). Daraus folgt auch, dass die Ein-
schrankung ¢iymg(,n) img (oY) — img (") surjektiv, also invertierbar ist. Wihle
eine Basis by,...,by, von ker(y), erginze sie zu einer Basis by, ..., bg,, ..., b,
von ker(p?), erginze weiter zu einer Basis by, ..., by, ..., bk, - - -, br, von ker(¢?),
w.s.w. bis wir bei einer Basis B := (b, ..., b;,) von ker(p") angelangt sind, wobei
k := dim(ker(")). Beziiglich dieser Basis hat ¢|ye(,~) folgende Blockdiagonal-
gestalt:

0 % -+ %
0o 0 .

A= [(p|ker(<pN)]BB =1. . . € kak(K) (VIQQ)
. ‘. .k

Dies zeigt, dass die Einschrankung ¢|ie.(,~y triangulierbar ist mit 0 als einzigem

Eigenwert. Sei nun by, 1, ..., b, eine Basis von img(¢”), und betrachte die Basis
B := (by,...,b,) von V. Da ¢ auf img(©?) invertierbar ist, gilt
(olsn = A0

mit obigem A und C' € GL,_;(K). Insbesondere ist 0 nicht Eigenwert von C.
Nach Lemma VI.2.14(d) gilt p, = papc, also muss der Eigenwert 0 von A al-
gebraische Vielfachheit m haben, und wir erhalten k = m, vgl. (V1.22). Daraus
folgt nun auch A™ = 0, also [¢™"]|pg = (§ () mit C™ € GL,,_,,(K). Daraus lesen
wir ker(¢") = ker(¢™) und img(p") = img(p™) ab. Damit ist der Beweis des
Lemmas vollstandig. U
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Aus dem vorangehenden Lemma erhalten wir sofort eine analoge Aussage
iiber verallgemeinerte Eigenrdume zu beliebigen Eigenwerten:

VI.3.5. LEMMA. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber einem Kdrper
K und p: V.=V linear. Weiters sei A Eigenwert von ¢ mit algebraischer Viel-
fachheit m und verallgemeinerten Eigenraum E\. Dann gilt
dim(E)) =m und Ey = ker((p — Midy)™).
Weiters existiert ein invarianter komplementdrer Teilraum W, d.h.
V=EaoW, ¢(Ey) C Ey, (W)W

Dariiber hinaus ist die Finschrinkung | By E\ — E\ triangulierbar mit \ als

einzigen Figenwert, und X\ ist kein Eigenwert der Einschrikung plw: W — W,
d.h.

olplg) ={Ar  und  olplw) =a(p) \ {A}.

Schlieflich existiert eine Basis B von V', sodass

A% .- %
A 0 0 X .o

lplep = , A=~ € Mpxm(K), (VI.23)
0o C Lo,
0 -~ 0 X\

und C' € Mp—m)x(n—m)(K) mit (C) = o(¢) \ {\}.
BEWEIS. Beachte, dass 0 Eigenwert der linearen Abbildung
© — A idvi V-V
ist und algebraische Vielfachheit m besitzt. Wenden wir Lemma VI.3.4 auf diese
lineare Abbildung an, so folgt dim(E\) = m, E\ = ker((¢ — Aidy)™), und der
Teilraum W := img((¢ — Aidy)™) bildet ein Komplement,
V=FE oW

Da beide Teilrdume unter ¢ — X idy invariant sind, sind sie auch invariant unter ¢,
d.h. o(E)) C E\ und o(W) C W. Nach Lemma ist (o — Aidy)|z, triangulierbar
mit 0 als einzigen Eigenwert. Somit ist auch ¢| 7, triangulierbar mit A als einzigen
Eigenwert, insbesondere gilt o(¢|z ) = {A}. Nach Lemma ist (¢ —Aidy)|w inver-
tierbar, folglich ist A kein Eigenwert von ¢|y, d.h. A ¢ o(p|w). Aus der Invarianz
der Zerlegung folgt o () = o(¢|z, ) Ua(plw), also a(p|lw) = a(p) \ {A}. Sei nun
B eine Basis von V' wie in Lemma VI1.3.4, d.h.

0 * -+ %

. A 0 ~ 0o 0 .
[QO — AldV]BB = (0 é’) , A = ) ) ] € Mme(K>,
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und Cj € GL,,_»(K). Dann hat [¢]pp die Form (VI.23), wobei A = A+ M, und
C=C+\,_,. d

VI1.3.6. BEMERKUNG. Betrachte nochmals die Matrix A aus Beispiel VI.3.3.
Sie hat A = 3 als Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 4. Nach dem vor-
angehenden Lemma muss E3 = ker((A - 31 )4) gelten. Weiter oben haben wir

gesehen, dass in diesem Fall sogar E5 = ker((A — 31 )2) gilt. ILA. ist daher die
algebraische Vielfachheit, m, eines Eigenwerts A, nicht die minimale Zahl mit
E,\ = ker((A — )\I)m).

VI1.3.7. SATZ (Primérzerlegung). Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tber
einem Korper K und : V. — V linear. Weiters bezeichnen Ay, ..., A\, alle (paar-
weise verschiedenen) Figenwerte, my, ..., my ihre algebraischen Vielfachheiten
und E,\l, ey E)\k die entsprechenden verallgemeinerten Figenrdume. Dann gilt

dim(Ey,) =m;  und B\, =ker((p — \iidy)™), (V1.24)
fiurallet =1,..., k. Dartiber hinaus existiert ein invarianter Teilraum W, sodass

Die Einschrinkung ‘P|EA. : E,\Z. — E,\l. ist triangulierbar mit \; als einzigen Eigen-
wert, und |y hat keine Eigenwerte, also

olelg, ) ={N}  und  o(elw) =0.

Schliefllich existiert eine Basis B von V', sodass

A0 - 0 N % e %
[SO]BB - O h h : ) wobei Az - 0 )\Z h : € Mszmz(K)
A PR (| R
o --- 0 A 0o -~ 0 N
und A € My, «m(K) keine Eigenwerte besitzt, o(A) = 0, undm = n—my—- - -—my,.

Zerfallt das charakteristische Polynom von ¢ in Linearfaktoren ( etwa weil K
algebraisch abgeschlossen ist), dann ist W = {0}, V = E,, & --- & E\_ und der
letzte Block in der Matrizdarstellung, A, tritt nicht auf, d.h. m = 0.

BEWEIS. Wir gehen mittels Induktion nach der Anzahl der verschiedenen
Eigenwerte vor. Der Induktionsanfang, o(p) = (), ist trivial. Fiir den Induk-
tionsschritt sei nun A ein Eigenwert von ¢. Nach Lemma VI.3.5 existiert ein
komplementérer Teilraum W', sodass

V=EyoW, o(By)CEBy,  e(W)cW. (V1.26)
Bezeichnet ¢’ := |y : W' — W' die Einschriankung, so gilt weiters
U(‘P‘EM) ={\} und a(¢)={ D, ..., \n}
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Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein Teilraum W von W’ sodass
W =E,6 ek, oW, ¢(E)CE, JW)CW, olw) =0,

wobei EA die verallgemeinerten Eigenrdume von ¢’ bezeichnen. Offensichtlich
ist E)\ C EA , es gilt aber auch die umgekehrte Inklusion, E)\ C E)\ , fir jedes
i =2,...,k Sei dazu v € E), und N so, dass (¢ — );idy)Nv = 0. Bezeichnet
v = e +w die eindeutige Zerlegung mit e € Ey, und v’ € W’, dann folgt
(o —Niidy)Ne = 0 = (o — \;jidy )N w’ wegen der Invarianz der Zerlegung (V1.26).
Da A; nicht Eigenwert von ¢| £y, 1t muss e =0 gelten, und daher v = w' € E;\
Dies zeigt E’Al = E,,, und daher die invariante Zerlegung (V1.25). Zerfillt das
charakteristische Polynom in Linearfaktoren, dann muss W = {0} gelten, da ja
o(¢'|w) = 0. Wihlen wir Basen von Ej, wie in Lemma VI.3.5 und vereinigen

diese mit einer Basis von W, so erhalten wir eine Basis B von V' beziiglich der
die Matrixdarstellung [¢]|pp die gewiinschte Form hat. O

Daraus erhalten wir sofort:

VI1.3.8. KOROLLAR. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum tiber einem
Korper K und ¢: V. — V linear. Weiters bezeichnen Ay, ..., A\ alle (paarweise
verschiedenen) Eigenwerte und E,\l, ey E die entsprechenden verallgemeiner-
ten Eigenrdume. Dann sind dquivalent:

(a) Das charakteristische Polynom p, zerfdllt iber K in Linearfaktoren.
(b) V= E>\1 S---D E)xk B
(¢) dim(V) = Zle dim(E,,).

VI.3.9. BEISPIEL. Wir wollen die Primérzerlegung der Matrix

5 1 1 0 0
-4 1 -2 0 0
A=10 0 3 0 O
0 0 6 6 1
0 0 -6 -1 4

bestimmen. Fiir das charakteristische Polynom erhalten wir

p = det

—det | -4 1-2 =2 det<6__lz 41 )z(3—z)3(5—z)2,
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also 0(A) = {3,5}. Dann ist
0 1 1 0 0 ~4 —4 —4 00
—4 -4 -2 0 0 6 12 8 00
A-5I=|0 0 -2 0 0], (A-5)*=]10 0 4 0 0],
0o 0 6 1 1 0 0 —-12 0 0
0 0 -6 —1 -1 0 0 12 0 0

also

E5:ker(A—5]):<<§>>, E5:ker((A—5[)2):<<(§>,<

siehe (VI.24). Analog

2 1 1 0 0
—4 -2 -2 0 0
A-3I=|0 0 0 0 0f, (A=-31)?=
0 0 6 3 1
0 0 -6 —11
also
5
Egzker(A—BI):<<8>,<
0
und

E; :ker((A—BI)z) = <<_(§2> , (—31

Bezeichnen wir die gewonnene Basis von V' mit

A
1 0 0
-1 1 0

und die entsprechende Basiswechselmatrix mit

0 0 1 0

0
S=Tgg=1| 0
1
-1

_ o O O

dann gilt

o OO O

OO oo

0 0 0 0
0 0 0 O
0O 0 0 of,
0 12 8 4
0 —12 —4 0

1
0
o
0

[A]BB - S_lAS -

S O OO Ut
o O oot =
OO WwWo o

die gesuchte Primérzerlegung von A.

O W oo o

W oD O
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VI.3.10. SAaTz (Caley-Hamilton). Sei V' ein endlich dimensionaler Vektor-
raum tber emem Koérper K und ¢: V — V' eine lineare Abbildung mit charakte-
ristischem Polynom p. Dann gilt p(¢) = 0.

BEWEIS. Wir werden dies nur fiir algebraisch abgeschlossene Korper zeigen,
der allgemeine Fall ldsst sich dann durch Ubergang zum algebraischen Abschluss
von K beweisen. Sei also K algebraisch abgeschlossen. Es bezeichnen Ay, ..., A\
alle verschiedenen Eigenwerte, my, ..., my ihre algebraischen Vielfachheiten und
E),, die entsprechenden verallgemeinerten Eigenrdume. Fiir das charakteristische
Polynom gilt dann p = (A; — 2)™* -+ - (A — 2)"*, und daher

plp) = (Aridy —@)™ -+ - (Apidy —p)™*.
Nach Satz VI.3.7 ist
V:EM@---@E)% und @(Exi) §E~,\i.
Schriinken wir p(p): V — V auf den Teilraum Ej, C V ein, erhalten wir
PPz, = (Midy —g)™ -+ (A idy —@)m’“\g% =0,

(.

~~
=0

siehe (VI.24). Da die Faktoren ()\;idy —¢)™ miteinander kommutieren, gilt auch

p(@)lg,, = Midy =)™ - (Aidy =)™z, =0,
-0
und wir erhalten analog
P, =0, =1k
Nachdem die Teilriume E),, ..., E\, ganz V aufspannen, folgt p(¢) = 0. O

VI.3.11. BEMERKUNG. Ist A € M,,»,(K) und bezeichnet p das charakteristi-
sche Polynom von A, dann gilt p(A) = 0. Dies folgt sofort aus aus Satz VI.3.10,
sieche auch Aufgabe 60. Etwa hat die Matrix

1 -2 =2
A=12 6 4
-1 -2 0

charakteristisches Polynom p = —2% + 722 — 162 + 12 = (2 — 2)?(3 — 2) und es
gilt tatséchlich

p(A) = —A® + 7TA* — 16A + 1213

—11 —38 —38 —1-10 —-10 1 -2 -2
:—<38 84 76>+7(10 24 20)—16(2 6 4>+12(
~19 —38 —30 25 Z10 =6 120

11 38 38 —7 =70 =70 —-16 32 32 12 0
= | —-38 -84 —-76 | 4 70 168 140 | + ( —32 —96 —64 | 4 | 0 12
19 38 30 —35 =70 —42 16 32 0 0 0

N—
|| —OO
N—

/N

(=]l

(=]l
N———
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VI1.3.12. BEMERKUNG. Es scheint verlockend, den Beweis von Satz VI.3.10
wie folgt kiirzer zu fiithren: Da p(z) = det(A — z1I,,) ist p(A) = det(A — Al,) =
det(A — A) = det(0) = 0. Dies ist jedoch kein korrekter Beweis! Das Problem
liegt beim vermeintlichen Gleichheitszeichen, p(A) = det(A — Al,,), denn auf der
linken Seite steht eine Matriz, p(A), wohingegen auf der rechten Seite der Skalar
det(A — AL,) steht.

VI1.3.13. DEFINITION (Nilpotente Abbildungen). Sei V' ein endlich dimensio-
naler K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V — V wird nilpotent genannt,
falls N € N existiert, sodass ¢ = 0. Eine Matrix A € M,,»,(K) wird nilpo-
tent genannt, wenn die damit assoziierte lineare Abbildung K" — K", = — Ax,
nilpotent ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn AY = 0, fiir ein N € N.

Aus den vorangehenden Betrachtungen folgt sofort:
VI1.3.14. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber einem
Korper K und ¢: V. — V eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:
(a)  ist nilpotent.
(¢) " =0.
(d) Es existieren ineinander geschachtelte Teilrdume (Flagge)
{0}=CVichc ---CV, =V,

sodass p(V;) C Vi_q, fir allei=1,...,r.
(e) Es existiert eine Basis B von V., beziiglich der die Matrizdarstellung von ¢
strikte obere Dreiecksgestalt hat, d.h.

0 0
[l = o
: - T k

Ist K algebraisch abgeschlossen, dann ist dies weiters dquivalent zu

(f) o(e) € {0}.

FEine Folge (strikt) geschachtelter Teilrdume wie in (d) ist durch
{0} = ker(¢%) C ker(g!) € ker(?) € -+ C ker(") = V

gegeben, wobei r die kleinste Zahl mit " = 0 bezeichnet (Nilpotenzindex). Eine
Basis wie in (e) ldsst sich gewinnen, indem wir mit einer Basis von ker(p) begin-
nen, diese zu einer Basis von ker(p?) erginzen, weiter zu einer Basis von ker(p3)
erginzen, u.s.w. bis wir schliefllich bei einer Basis von V' landen.

VI.3.15. KOROLLAR. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum tiber einem
Kérper K und ¢: V. — V eine lienare Abbildung deren charakteristisches Poly-
nom in Linearfaktoren zerfallt. Dann existiert eine eindeutig bestimmte diagona-
lisierbare lineare Abildung v: V — V und eine eindeutig bestimmte nilpotente
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lineare Abbildung v:V — V', sodass
p=1+v und Y = 1.

Dariiber hinaus haben ¢ und 1 das selbe charakteristische Polynom, also die
gleichen Eigenwerte und algebraischen Vielfachheiten.

BEWEIS. Die Existenz von ¢ und v folgt aus der Primérzerlegung. Ist B eine
Basis von V' beziiglich der [¢]gp von der Form in Satz VI1.3.7 ist, dann definieren
wir [¢]pp (und damit v) durch die Diagonaleintrége von [p]|pp und v := ¢ — 1.
Eine einfache Uberlegung zeigt, dass diese linearen Abbildungen alle gewiinschten
Eigenschaften haben.

Es bleibt daher nur noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien dazu ¢: V — V
diagonalisierbar und v: V' — V nilpotent, sodass ¢ = ¥+ v und Yv = . Da die
verallgemeinerten Eigenrdume von ¢ ganz V' aufspannen, gentiigt es 9| B, = Aidg,
fiir jeden Eigenwert A von ¢ zu zeigen, denn dadurch sind ¢ und dann auch
v = @ — 1) eindeutig festgelegt. Da 1) und v kommutieren gilt auch ¢y = ¥ und
wv = vp und daher, siche Aufgabe 61,

Q/J(E)\) Q E)\ und I/(E)\) Q E)\.
Beachte, dass v|g und @[z — Aidz, beide nilpotent sind. Da sie kommutieren
ist auch ihre Differenz, |z — Aidg = ¢|z — Aid|z — v|z, nilpotent, siehe
Aufgabe 62. Andererseits ist ¢|z —Aidj, auch diagonalisierbar, siehe Aufgabe 63.

Somit ist 1| 7, —Aidp diagonalisierbar und nilpotent, also Null, siehe Aufgabe 64.
Wir erhalten ¢|5 = Aidg, . O

Nach Korollar VI.3.15, ldsst sich jede Matrix A € M,,«,(K), deren charakte-
ristisches Polynom in Linearfaktoren zerféllt, in der Form A = D + N schreiben,
wobei D € M, (K) diagonalisierbar, N € M,,+,,(K) nilpotent, und DN = ND.
Die Matrizen D und N sind durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt, die
Eigenwerte von A und D, und deren algebraische Vielfachheiten, stimmen iibe-
rein.

VI1.3.16. SATZ. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V — V eine
nilpotente lineare Abbildung. Dann existieren Vektoren vy, ...,v; € V und Zahlen
rL>T9 > > 1 > 1, sodass ¢"i(v;) =0, fiir jedes i =1,...,1, und so, dass

v, (1), .., v1), V2, p(V2), ..., @2 (g), .., (), .. " ()
eine Basis von V' bildet. Bezeichnet B diese Basis in umgekehrter Reihenfolge,
dann ist die Matrizdartsellung von der Form

7“1—1(

0O ¢ 0 --- 0
0 0 & . :

lles=1: . "~ . 0 (VI.27)
: 0 e,
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fiir gewisse ; € {0,1}. Es gilt in diesem Fall
n=ri+---+r und [=dmkerp=1+4{i|e =0}.

FEine solche Basis kann durch Lésen linearer Gleichungssysteme algorithmisch
konstruiert werden (siehe den Beweis unten).

BEWEIS. Sei r; die kleinste Zahl, sodass ¢™ = 0 und @™~ ! #£ 0. Es existiert
daher vy € V, sodass ¢ (v1) # 0. Wir zeigen zunéchst, dass die Vektoren

v, (1), 9% (v1), " (0n) (V1.28)
linear unabhéngig in V' sind. Seien dazu \; € K mit
Aov1 + M@t (v1) + Ao (v1) + -+ Ay 19" 7 (01) = 0,
Da ¢"(v1) = 0, erhalten wir durch sukzessives Anwenden von ¢, das System
Aov1 + Aot (v1) + X (v1) + -+ A1 (1) = 0
M@ (V1) + A@? (V1) 4+ 4 Ay 2™ 1) = 0
M@ (V1) + -+ Ay 30 (1) =0

Ao 2 (01) + A () = 0
Ao " Hu1) =0
Da 807’1—1(@1) # 0 folgt daraus >\0 = )\1 = ... = >\7‘1—1 = 0 in dem wir Glei‘

chungssystem von unten nach oben inspizieren. Dies zeigt, dass (VI.28) linear
unabhéngig sind. Bezeichne den davon aufgespannten Teilraum mit

U:= <U17 @(Ul)a @2(1]1)7 T (prl_l(vl>>'

Beachte, dass U invariant unter ¢ ist, d.h. ¢(U) C U. Die Abbildung ¢
induziert daher eine Abbildung auf dem Quotientenraum,

p: V=V, e() =[], V=V/U

Beachte @™ = 0, denn @™ ([v]) = [¢" (v)] = [0] = 0, fiir jedes v € V. Insbesondere
ist auch @: V. — V nilpotent. Mittels Induktion nach der Dimension von V

diirfen wir dﬁaher annehmen, dass Zahlen vy > ry > --- > r; > 1 und Vektoren
U, ..., € V existieren, sodass ¢"(v;) = 0 fiir jedes ¢ = 2,...,[, und so, dass
Vo, P(0a), ..., @1 (V2), ..., 01, @(T)),..., 0" (1) (VI.29)

eine Basis von V' bildet. Wihle Repriisentanten @y, ..., o € V, d.h. o; = [§;]. Es
folgt [ (0;)] = ¢"(v;) = 0, also ¢™(7;) € U. Es existieren daher y; ; € K, sodass

ri—1

O ) = pig(vr),  i=2,...,L (VL.30)
j=0
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Anwenden von @™ " liefert, unter Verwendung von ¢™ = 0,

ri—1

0= " (3;) = "7 (" (1) = > page™ " (vy)
=0

ri—14r1—r; ri—1
— E . J — E . J
- i j—ri+r; P (Ul) - i j—ri+r; P (Ul)
Jj=ri—r; Jj=ri—r;

Aus der linearen Unabhéngigkeit des Systems (VI.28) folgt p;0 = pi1 = -+ =
Wiri—1 = 0. Zusammen mit (VI.30) erhalten wir also

ri—1
P =Y g (v), =2,
Jj=ri
Setzen wir
ri—1
v =0 — Z i o’ (vr),
J=ri

dann gilt somit
e(v;) =0 und Y = [y, i=2,...,L
Beachte, dass

V2, p(v2), ..., (va), .. (W), " T () (VL.31)

unter der kanonischen Projektion V' — Vv + [v], bijektiv auf die Basis (VI1.29)
abgebildet wird. Somit ist (VI.31) linear unabhéngig in V' und bildet die Basis
eines zu U komplementéren Teilraums. Da vy, o(vy), ..., ¢ " (v;) eine Basis von
U ist, bildet

U1, (p(vl% sy Qprl_l(vl)a Vg, @(U2)> sy ¢r2—1(v2)’ <o U (,0(1)1), SR Qprl_l(vl)

also eine Basis von V. Damit ist der erste Teil des Satzes gezeigt. Die verbleiben-
den Aussagen sind nun offensichtlich. O

Fiir nilpotente Matrizen A € M, (K), besagt der vorangehende Satz, dass
eine invertierbare Matrix S € GL,(K) und Skalare ¢; € {0, 1} existieren, sodass
S™LAS die Form (VI.27) hat.

VI1.3.17. BEISPIEL. Die Matrix

01 0 00O
2 0 1 00O
0 -2 0 100
A= 0 0 0 00O
1 0 -1 2 01
0 -3 0 00O
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ist nilpotent, denn

2.0 1 0 00 000 1 00
000 1 00 000 0 00O
, -4 0 -2 0 00 s ooo0o —200 .
=190 0 000l = looo 0o o0of A=0
00 0 —100 000 0 00O
60 -3 0 00 000 -300

Wir wollen eine invertierbare Matrix S finden, sodass S™*AS die Gestalt (VI.27)
hat. Wir gehen wie im Beweis des vorangehenden Satzes vor. Da A® # 0 und
A% =0 ist 7 = 4. Es ist v; so zu withlen, dass A3v; # 0. Wir verwenden v, = ¢4
und erhalten A*v; = 0 sowie

0 0 0 1

0 1 2 0 3
v1=11], Avy = R A%y = 0 > A’y =

0 2 -

0 0 0 -3

Nach dem Beweis des Satzes oben, sind diese Vektoren linear unabhéingig und
spannen daher einen 4-dimensionalen Teilraum U auf. Um den Nilpotenzindex der
induzierten Abbildung auf dem Quotientenraum K°/U zu bestimmen, beobachten
wir, dass img(A?) zur Ginze in U liegt, aber img(A) € U, somit r, = 2. Es ist
daher 75 so zu bestimmen, dass Avy € U. Wir entscheiden uns fiir o3 = e; und

erhalten
5
Uy = < ), A62::<8), /P@QZZ <# ::2/9U1€ll
1 0
0

6
Setzen wir vy := 0y — 24w, dann gilt A%v, = 0 und

) |

-
|
SRS

[elelelelely
o

(4

[\)

Il

o Lo~

N

(4

[\)

Il
N
cwoooco

1 0 000 1

! : . . . | 0 1 000 0

OO O () s o
07_17270737_47 0001007

-3 0 0 0 0 0 0 -1 2 0 3 —4

B 30 000 O
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mit der gewiinschten Eigenschaft:

STTAS =

OO OO OO
OO O OO
OO O OO
SO O = OO
OO OO OO
O = OO OO

VI1.3.18. DEFINITION (Jordanblock). Unter dem Jordanblock der Gréfie m €
N mit Eigenwert A € K verstehen wir die Matrix

Al

L= | e My (®).

1
A

VI.3.19. SAaTz (Jordan Zerlegung). Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum
iber einem Kérper K und ¢: V — V eine lineare Abbildung, deren charakteristi-
sches Polynom tber K in Linearfaktoren zerfillt. Weiters bezeichnen Ay, ..., A\
alle (paarweise verschiedenen) Eigenwerte von ¢ und my, ..., my thre algebrai-
sche Vielfachheiten und nq, ... ,ny ihre geometrischen Vielfachheiten. Dann exi-
stiert eine Basis B von V', sodass die Matrixdarstellung von ¢ folgende Blockdia-
gonalgestalt besitzt:

Jml,l ()‘1>

Jml,nl ()\1)

Jmm()‘k)

Dabei sind m;; € N und m;1 + -+ my,, = my, fir jedes i =1,... k. Fir die
Anzahl der Jordanblicke zum Figenwert \; und Griffe mindestens r gilt
jj{j } mi; > r} = dimker((gp -\ idv)r) — dimker((gp -\ idv)r_l).

Insbesondere ist diese Matrixdarstellung von ¢, bis auf die Reihenfolge der Jor-
danblocke, eindeutig betsimmt. Sie wird die Jordan’sche Normalform von ¢ ge-
nannt.

BEWEIS. Bezeichnen E) = ker((¢ — Aiidy)™) die verallgemeinerten Ei-
genrdume von ¢, so haben wir nach Satz VI.3.7 eine invariante Zerlegung,

VZE)\l@"'@E)\k7 SO(E,\Z-)QEA“
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und die Einschrinkung ¢| i, st triangulierbar mit einzigem Eigenwert A;. Somit
ist die Einschrinkung o[z, — Ajidg, : E), — E,, nilpotent. Nach Satz V1.3.16

existiert daher eine Basis B; von EA,L. und Zahlen ¢; ; € {0, 1}, sodass

0 eiq
0
{S0|EM. -\ idEAi}BiBi - Eimi—1
0
Folglich:
Y €i,1
Ai
[90|EAJB,L-BZ- - Eimi—1
Ai
Beachte,

n; = dim(E),) = dim(ker(¢ — A;idy))
= dim(ker(QOIEM —Ai idEAZ.)) =1+#{j ey, =0}

Es existieren daher Zahlen m; 1, ..., m;,, € N, sodass m;+---4+m;,, = m; und
A1
[QP|E>\;|BLBZ = ) me()\z) = ‘ .
W - - AZ
m; X m; A ~ 4

mi,j X My j

Die Vereinigung B := By, ..., By bildet daher eine Basis von V', beziiglich der ¢
die gewiinschte Form hat. Daraus erhalten wir sofort

dim (ker(p — A;idy)") = dim (ker (90|EX. -\ idEA_)T)
Jm 1 (0) "
:dimker< ) =8{j|mi; >1}+---+8{j | mi; >r},
Jong ;)

und daher ${;j | m;; > r} = dimker((¢—\;idy)") —dimker ((¢—\;idy)"*). O

Fiir Matrizen A € M,,,(K), deren charakteristisches Polynom iiber K in
Linearfaktoren zerfillt, besagt der vorangehende Satz gerade, dass eine invertier-
bare Matrix S € GL,(K) existiert, sodass S™'AS wie die Matrix in Satz VI.3.19
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aussieht. Eine mogliche Jordan’sche Normalform ist etwa:

31

3 1
3 1
3

bt

wobei, wie bisher, alle nicht spezifizierten Eintragungen Null sind.

VI1.3.20. KOROLLAR. Zwei Matrizen A, B € M, «,(K), deren charakteristische
Polynome in Linearfaktoren zerfallen, sind genau dann dhnlich, wenn ihre Jor-
dan’schen Normalformen, bis auf die Reihenfolge der Jordanblocke, gleich sind.
Dies ist genau dann der Fall, wenn A und B die selben Eigenwerte, A1, ..., \g,
haben und fiir jedes i = 1, ...,k und jedes r die folgende Relation gilt:

dimker ((A — N;I1,)") = dimker ((B — \i1,,)").

VI1.3.21. BEMERKUNG. Durch die geometrischen und algebraischen Vielfach-
heiten der Eigenwerte ist die Jordan’sche Normalform noch nicht eindeutig fest-
gelegt. Etwa haben die beiden Matrizen

71 7
7

1
71
1 und B = 7 (; 1
71 71

7 7
beide nur einen Eigenwert, ndmlich A\ = 7 mit algebraischer Vielfachheit 6 und
geometrischer Vielfachheit 2. Die beiden Matrizen sind jedoch nicht dhnlich, da
ihre Jordan’schen Normalformen verschieden sind, es gibt daher keine invertier-

bare Matrix S € GLg(K), sodass S™'AS = B. Dass A und B nicht &hnlich sein
kénnen, folgt auch direkt aus (B — 71)> = 0 und (A — 71)3 # 0.

VI1.3.22. BEISPIEL. Wir wollen die Jordan’sche Normalform der Matrix
710 -1 0 0 -15

0
71
7

070 0 -1 -2 0
oo0o7 1 0 0 7
A=10 00 7 1 2 0
0ooo0o o0 7 0 =2
0oo0oo0 0 0 7 1
000 0O 0 O 7
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bestimmen. Wir setzen N := A — 71, und berechnen

010-1 0 0 —15 0000—2—-40
0000 —1 -2 0 00000 0 0
0001 0 0 7 0000 1 20
N=1|o0000 12 0o |, N*=/[o0o0000 00/, N*=0.
0000 0 0 —2 00000 00
0000 0 0 1 00000 00
0000 0 0 0 00000 00
Somit dimker(N) = 3, dimker(N?) = 6 und dimker(N") = 0, fiir » > 3. Nach

Satz VI.3.19 hat die Jordan’sche Normalform von A daher 3 Jordanblocke der
Groflen 3, 2,2, und muss somit folgende Gestalt haben:

71

71
7
J = 7 1 (V1.32)

71
7

Um auch eine Matrix S mit S'AS = J zu bestimmen gehen wir wie im Beweis
von Satz VI.3.16 vor. Da N? # 0 und N3 = 0, ist r; = 3. Es daher v; so zu
withlen, dass N%v; # 0. Wir verwenden v; = e5 und erhalten:

0 0 —2
0 o y
V1 = ? s NU1: (1] , N2U1: 8 , N3’U1:0.
0 0 0
0 0 0

Da img(N?) C U := (vy, Nvy, N%v;) aber img(N) € U, ist 75 = 2. Es daher vy
so zu wéhlen, dass Nvy ¢ Uy und N 2py = 0. Wir verwenden v, = e, und erhalten
0

y NUQI y N2’U2:0.

Vo =

[elelelelel
[e]elelelelely

Da img(N) &€ (vi, Nvy, N?vi,v9, Nvo), ist auch r3 = 2. Es ist daher vs so zu
wihlen, dass Nvs & (v1, Nvy, N?vi, va, Nvg) und N2?v3 = 0. Wir verwenden vz =
ey und erhalten

—15
7
, Nus=| o |, N2py = 0.
1
0

V3 =

—HOOOOOO

Insgesamt erhalten wir folgende Basis und Transformationsmatrix:

-2 0 0 1 0 ~15 0 —2.0010-150
0 -1 0 0 1 0 0 0 -1001 0 0
1 0 0 0 0 7 0 1 0000 7 0
o, t t,tof,lto]),{o], o |,|o S=1] 0 10000 0
0 0 1 0 0 -2 0 0 0100 —20
0 0 0 0 0 1 0 0 0000 1 0
0 0 0 0 0 0 1/ 0 0000 0 1

Vv

B
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Nach Konstruktion gilt S™'AS = J, siehe (VI.32).
V1.3.23. BEISPIEL. Betrachte die Folge 0,0, 1,6, 24, 80, 240,672 ... Genauer:
r90=0, =0, 29=1, z,=0z,1—122, 9+ 8x,_3, n>3.

Wir wollen eine explizite Formel fiir z,, herleiten. Setzen wir

T 0O 1 0
Up = | Tpyt |, A=10 0 1],
Tn+2 8 —12 6

dann gilt v,,.1 = Av, und daher v, = A™vy. Da das gesuchte z,, den ersten Eintrag
von v, bildet, geniigt es also A™ zu berechnen. Das charakteristische Polynom von
Aist p= (2 — 2)3, die Matrix hat also nur einen Eigenwert, ndmlich 2. Es gilt

-2 1 0 4 —4 1
A-2I=(0 -2 1|, (A-21)2*=|8 =8 2|, (A-20)P=0,
g8 —12 4 16 —16 4
und daher
0 0 1
bh=|(0], (A-=2Db=[1|, (A—20)% = |2
1 4 4
Daraus lesen wir die Jordan’sche Normalform von A ab:
210 100 1 0 0
SAS=1[0 2 1| wobei S=(2 1 0], S'=[-2 1 0
00 2 4 41 4 —4 1

Damit konnen wir die Potenzen von A bestimmen, sieche Aufgabe 67,

2 1 0\" 2n p2nmt o (T)2n?
A=810 2 1| St=85l0 2 n2n—t | §71
00 2 0 0 o
Somit
on n2n—1 (g)2n—2 0 (Z)2n—2 (g)2n—2
=AMy =50 20 na2vt | 0] =5 n2nt | = [ ("2
0 0 on 1

2” n+2 n
(")
Der erste Eintrag liefert die gesuchte explizite Formel fiir x,,,

—1
T, = (Z) 2 — 7”(”2 )2 o — 1y25,
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VI1.4. Reelle Normalformen. Wir wollen hier die Primé&rzerlegung des
vorangehenden Abschnitts verfeinern und anschlieend die reelle Jordan’sche Nor-
malform besprechen. Wir beginnen mit der Primfaktorzerlegung von Polynomen.

VI.4.1. DEFINITION (Teiler). Seien p,q € K[z] zwei Polynome. Wir sagen p
teilt g, und schreiben plq, falls ein Polynom s € K|z| existiert, sodass ¢ = sp.
Jedes solche Polynom p wird als Teiler von ¢ bezeichnet.

Jedes nicht-triviale konstante Polynom 0 # ¢ € K[z] teilt jedes andere Po-
lynom p € K|[z], denn p = c¢(c7'p), wobei ¢ 'p € K[z]. Auch gilt cp|p fiir jedes
Polynom p und jede Konstante 0 # ¢ € K, denn p = ¢~!(cp). Solche Teiler, d.h.
konstante Polynome und konstante Vielfache von p, werden als triviale Teiler von
p bezeichnet.

VI.4.2. DEFINITION (Irreduzible Polynome). Ein Polynom p mit deg(p) > 1
wird irreduzibel genannt, wenn es neben den trivialen Teilern (konstante Polyno-
me und konstante Vielfache von p) keine weiteren Teiler besitzt.

VI1.4.3. BEISPIEL. Jedes Polynom ersten Grades ist irreduzibel, denn fiir den
Grad gilt deg(p1p2) = deg(p1) +deg(p2). Das Polynom p = 2%+ 1 € R[z] ist nicht
irreduzibel, denn es zerféllt iiber R nicht in Linearfaktoren.

VI.4.4. DEFINITION (Teilerfremde Polynome). Polynome py,...,pr € K[z]
werden teilerfremd oder relativ prim genannt, falls sie neben den konstanten
Polynomen keine weiteren gemeinsamen Teiler besitzen, d.h. ¢|pi,. .., q|px ist
nur fiir konstante Polynome ¢ méglich.

VI.4.5. LEMMA. Polynome py,...,pr € K|z| sind genau dann teilerfremd,
wenn Polynome qi, ..., qx € K[z] existieren, sodass

Gip1+ -+ qepr = 1.

BEWEIS. Gilt ¢1p1 + -+ - 4+ qepr, = 1 und ist s € K[z] ein gemeinsamer Teiler
aller p;, d.h. s|p1, ..., s|pr, dann folgt s|1, also muss s konstant sein. Dies zeigt,
dass p1, ..., pr teilerfremde Polynome sind. Fiir die andere Implikation betrachte

J={api+ -+ ap | ¢ € K[z]}.
Da wenigstens ein p; # 0 gilt J # {0}. Sei nun 0 # a € J mit minimalem
Grad, d.h. deg(a) < deg(b), fiir alle 0 # b € J. Wir zeigen nun, dass a jedes
der Polynome p; teilt, ¢ = 1,...,k. Da a € J existieren qi,...,q € K[z] mit

a=qp1+ -+ qepr. Nach Lemma VI.2.1 existieren 7, s € K[z] mit p; = sa +r
und deg(r) < deg(a). Somit

r=(1—sq)p1— - — sqpx € J,

und wegen der Minimalitdt von deg(a), also r = 0. Wir schlieflen p; = sa und
daher alp;. Vollig analog ldsst sich a|p; fiir jedes i = 1,...,k zeigen. Als ge-
meinsamer Teiler der teilerfremden Polynome pq,...,pr muss a konstant sein.
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Wir erhalten somit 1 = a™*a = a *(qup1 + -+ + @Pr) = Gp1 + -+ - + Qupr mit
(ji = a_lqi € K[Z] L]

VI.4.6. LEMMA (Irreduzible Polynome sind prim). Seien q1, ¢2 € K[z] beliebige
Polynome und p € K[z] irreduzibel, sodass p|qi1q2. Dann gilt p|q1 oder p|gs.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass p nicht ¢; teilt und werden p|qy zeigen. Be-
achte, dass p und ¢; teilerfremd sind, denn wegen der Irreduzibilitdt von p sind
alle nicht konstanten Teiler von p von der Form c¢p mit 0 # ¢ € K, diese konnen
aber nicht ¢, teilen, da ¢; nicht von p geteilt wird. Nach Lemma VI.4.5 existieren
daher a,b € K[z], sodass ap + bg; = 1. Wir erhalten apgs + bg1ga = g2, also p|qa,
denn p teilt offensichtlich den ersten Summanden, apgs, aber auch den zweiten,
bg1q2, denn nach Voraussetzung gilt p|qiqo. O

VI.4.7. DEFINITION (Normierte Polynome). Ein Polynom 0 # p € K[z] wird
normiert oder monisch genannt, falls es fithrenden Koeffizient 1 hat, d.h. wenn
es von der Form p = 2™ + p,_ 12" L + -+ + p1z + p ist, p; € K.

VI1.4.8. PropPOSITION (Eindeutige Primfaktorzerlegung). Sei p € K|z| ein
Polynom mit deg(p) > 1. Dann existieren paarweise verschiedene irreduzible nor-
mierte Polynome qq,...,q, € K[z], my,...,m; € N und 0 # ¢ € K, sodass

p=cq" g

Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

BEWEIS. Ist p irreduzibel und bezeichnet 0 # ¢ € K den fithrenden Koeffizi-
enten von p, dann ist ¢ = ¢~ !p ein normiertes irreduzibles Polynom und p = cq
die gesuchte Darstellung. Ist p nicht irreduzibel, dann existieren p;, ps € K[z] mit
deg(p;) > 1, sodass p = p1p, und daher auch deg(p;) < deg(p). Mittels Induktion
nach deg(p) diirfen wir daher annehmen, dass normierte irreduzible Polynome g¢;
und 0 # ¢; € K existieren, sodass p; = ¢1q1 - - - ¢ und py = Caqy11 - - - ¢ Fassen wir
in p = p1ps = c162¢1 - - - g, gleiche Faktoren zu Potenzen zusammen, so erhalten
wir die gewiinschte Darstellung von p mit ¢ = ¢yco. Damit ist die Existenz der
Primfaktorzerlegung bewiesen.

Um auch die Eindeutigkeit der Darstellung zu zeigen, seien nun g;, ¢; normierte
irreduzible Polynome und 0 # ¢ € K, 0 # ¢ € K, sodass

Cqr- QL= Cq1- - Gn.
Aus der Normiertheit der ¢; und ¢; folgt ¢ = ¢ und daher

G =G e
Nach Lemma VI1.4.6 teilt ¢; wenigstens eines der Polynome ¢;. O.B.d.A. ¢1|¢;. Da
¢1 und ¢; beide normiert und irreduzibel sind, folgt ¢; = ¢;. Mit Hilfe der schon

frither verwendeten Kiirzungsregel schlieflen wir ¢s - - - q; = @2 - - - G- Induktiv fort-
fahrend erhalten wir [ = n und, nach Umnummerieren der ¢;, auch ¢; = ¢;. U
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VI1.4.9. BEISPIEL (Irreduzible Polynome iiber alg. abg. K). Ist K algebraisch
abgeschlossen, dann zerféllt jedes nicht konstante Polynom in Linearfaktoren,
also sind die irreduzible Polynome iiber K genau die Polynome mit Grad 1. Die
eindeutige Primfaktorzerlegung eines Polynoms p € K[z] mit deg(p) > 1 ist daher
von der Form

p=clz—A)™ (2= )™,

wobei A, ..., \; die Nullstellen, mq, ..., m; ihre algebraischen Vielfachheiten und
0 # ¢ € K den fiihrenden Koeffizienten von p bezeichnen.

VI1.4.10. BEispPIEL (Irreduzible Polynome iiber R). Neben den Polynomen
ersten Grades, siehe Beispiel VI.4.3,

qg=-c(z—\), c,ANeEK, ¢#£0, (VL.33)
gibt es noch einen zweiten Typ irreduzibler reeller Polynome, ndmlich
q:c((z—a)z—l—ﬁz), o Na,BER, >0, ¢c#£0. (VL.34)

Dieses Polynom ¢ besitzt zwei konjugiert komplexe Nullstellen, A = o 4 i/, hat
keine reelle Nullstelle, und ist daher irreduzibel. Jedes irreduzible reelle Polynom,
p, ist von der Form (VI.33) oder (VI.34). Hat p eine reelle Nullstelle, dann muss
es von der Form (VI.33) sein. Hat p keine reelle Nullstelle, dann existiert nach
dem Fundamentalsatz der Algebra eine komplexe Nullstelle, p(u) = 0, wobei
w € C\ R. Da p reelle Koeffizienten hat, folgt p(@) = p(u) = 0, also ist i eine
weitere Nullstelle von p, die verschieden von p ist. Es existiert daher ein Polynom
c € Clz], sodass p = ¢(z — p)(z — 1). Schreiben wir 4 = « + if, dann gilt
(z —w)(z — i) = (2 — a)* + % Da dies ein reelles Polynom ist, folgt ¢ € R[z],
und wegen der Irreduzibilitdt von p muss ¢ daher konstant sein. Somit hat p die
Gestalt (VI.34). Die Primfaktorzerlegung eines beliebigen reellen Polynoms p mit
deg(p) > 1 ist daher von der Form

p=clz =)™ (2= M) (2= + )™ - (2 — ) + )™

wobei ¢, A\, i, B; € R, B; > 0 und ¢ # 0. Dabei sind \y,..., Ay die reellen Null-
stellen, myq, ..., my ihre algebraischen Vielfachheiten, oy + if3;,...,; + if; die
komplexen Nullstellen mit positivem Imaginérteil und my, ..., m,; ihre algebrai-
schen Vielfachheiten. Fassen wir p als komplexes Polynom auf, dann gilt

p=clz—=A)™ (2= )™ (2 — (. + iﬁl))m1 (z = (au - iﬁl))m1 ~
ce (Z - (Ozl + lﬁl))ml (Z - (Ozl - iﬁl))ml

d.h. die komplexen Nullstellen oy — iy, ...,a; —if; haben die gleichen algebrai-
schen Vielfachheiten, my, ..., my, wie die dazu komplex konjugierten Nullstellen.

VI.4.11. SATz (Primérzerlegung). Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vek-
torraum, p: V. — V linear und p € K[z] ein Polynom mit deg(p) > 1, sodass
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p(p) = 0. Bezeichnet p = cpi™ - - -pp* die eindeutige Primfaktorzerlegung von p,
dann zerfdllt V' in eine invariante direkte Summe:

V=ker(pi"(¢)) @ @ker(pi*(v)),  @ker(pi" () C ker((p;"()))-

BEWEIS. Bezeichne p; := p/p{" = pi"* ---p; ot - pp € K[z]. Da die
Polynome py, ..., pi teilerfremd sind, existieren Polynome ¢; € K]z], sodass 1 =
Q1+ F QePr- Setzen wir m; = (¢ipi)(¢): V — V,i=1,...,k, so erhalten wir

idV =T+ + Tk (V135)
Fiir i # j ist a == p/(p]"'p;”) € K[z] und ap = p*/(p]"'p;") = pip;, also aqiq;p =

qipiq;p; und daher 7; 0 w5 = (qipi) () © (4;P)() = (6:iq;D;) () = (agiq;p)(p) =
(agiq;)(¢) o p(p) = 0. Zusammen mit (VI.35) folgt

2= und mom; =0, ©#7.
Nach Proposition VI.1.16 erhalten wir die Zerlegung
V =1img(m) @ - - - @ img(my), @(img(m)) C img(m;),
wobei die Invarianz aus ¢ o m; = (2¢:0;) (@) = (¢:piz)(p) = m; o @ folgt. Es bleibt
img(m;) = ker (p;" (¢0))

zu zeigen. Da p!"'q;p; = q;p folgt p"'(¢) o m = (P qip:) (@) = (¢ip)(¢) = qi(p) o
p(¢) = 0 und daher die Inklusion img(m;) C ker(p*(¢)). Da die Polynome p;™
und ¢;p; teilerfremd sind, existieren Polynome b, ¢ € K|z|, sodass 1 = bp;" + cq;p;,
also idy = b(p) o p" (@) + m; o ¢(p), woraus wir auch die umgekehrte Inklusion,
ker (p"(;)) € img(;), erhalten. O

VI1.4.12. BEMERKUNG. Ist ¢: V — V linear und bezeichnen \{,... A\ € K
alle verschiedenen Eigenwerte von ¢, dann hat die eindeutige Primfaktorzerlegung
des charakteristischen Polynoms von ¢ die Form

p= c(z — )\1)7”1 . (Z — )\k)mkpghl .. .plrhl’

wobei my,...,my die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte bezeichnen.
Die Zerlegung aus Satz VI.4.11,

Ex, Ex,
A A

~

V =ker((p — M idy)™) @- - @ ker (g — Ay idy)™)
@ ker (pi" (¢)) @ - - - @ ker (plml(gp))J

~
W

verfeinert die Zerlegung aus Satz VI.3.7.
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VI1.4.13. BEISPIEL. Die reelle Matrix

0 1 7 0
-1 0 2 4
A= 0 0 0 2
0 0 -2 0
2

hat charakteristisches Polynom p = (22 + 1)(2? + 4) und daher keine reellen

Eigenwerte. Es gilt:
2 18 1
-3 0 0 )
0 -3 0
o ) < ( i ) ( 3 ) >
154 | _ 15 —4
0 0 3 /| o
0 0 0 3

ker(A% + I,) = ker (

COOoOW OO OoOo
OO WO OO OoOo
oco~Oo

ker(A? + 41,) = ker (

Somit
0 1 1 0 -2 -—18
e | -1 0 o1 15 -4
§TAS = 2 ’ §= 00 3 0
-2 0 00 0 3

VI1.4.14. DEFINITION. Fiir o, 8 € R mit 8 > 0 definieren wir den reellen
Jordanblock zum komplexen Eigenwert v + i3 durch

a —f
B o I

a = .
J2m(a>5) = 5 « S M2m><2m(]R)

. I,
a —pf
b«
Das charakteristische Polynom eines solchen Jordanblocks ist
p= ((z —a)? + Bz)m = (z — (a+ iﬁ))m(z — (a— iﬁ))m

und hat daher zwei komplex konjugierte Nullstellen, A = o i3, beide mit alge-
braischer Vielfachheit m.

VI1.4.15. LEMMA. Sei V ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum und
p: V. — V linear mit charakteristischem Polynom

p=((z—a)+8)",
wobei a, 8 € R und B > 0. Dann existiert eine Basis B von V, sodass die
Matrizdarstellung [¢|pp folgende Blockdiagonalgestalt hat:

J2m1 (av 5)
[l =
J2m7L (Oé, ﬁ)
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Dabei sind my,...,m, € N und my + ---+m, = m. Fir die Anzahl der auftre-
tenden Jordanblicke gilt weiters:

%{j | m; >r} = dimker(((ap — aidy)? + B2 idv)r)
— dim ker(((gp — aidy)? + 52 idv)r_1>

BEWEIS. O.B.d.A. sei V = R?" und ¢ durch eine Matrix A € Moy, xom(R)
gegeben, p(x) = Az. Wir fassen A nun als komplexe Matrix auf, A € Ma,59m(C),
und betrachten die damit assoziierte komplex lineare Abbildung ¢ : C*™ — C?™,
oc(z) := Az. Fiir ihr charakteristisches Polynom gilt

p=(z=A"(-A"
wobei A := a +if und A = a — i8. Nach Satz VI.3.7 gilt
C* = By @ E;5. (VL.36)
Da A reelle Eintragungen hat gilt
Ex=E; ud FEy=E), (VL37)
denn fiir z € F) ist (A — Myyp)™x = 0, also
(A = Nop)™% = (A — Nop)™% = (A — Myp,)™x = 0 = 0,

und daher = € E;\. Nach Satz VI.3.19 existieren eine Basis ¢y, ..., ¢, von FE\ und
g; €{0,1}, sodass

AC]' = )\Cj —|—€j_1Cj_1, j = 1, o,y

wobei g9 := 0. Da A = A und &; = ¢;, folgt daraus

AG; = \ej+€j-1Gi1,  j=1,...,m.
Setzen wir
by =35(ci+¢), Vi=g5(—¢), j=1,...,m,
so gilt
bj =bj, v =0, cj = by +ibf, ¢; = by — ibf,
sowie

Acj = (abj — BY;) +i(B8b; + ab}).
Durch einfache Rechnung folgt
Abj = Oébj + ﬁb; + €j_1bj_1, Ab; = _Bbj + Oéb; + €j_1b;-_1. (VIBS)

Wegen (VI.37) bildet &, ..., &, eine Basis von Ej, also ist ¢1,...,Cm,C1, .- -, Cm
eine Basis von C*", siche (V1.36). Da b; + ib}; = ¢; und b; — ib; = ¢; ist auch

B = by, b}, ba, by, ... by, b
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eine Basis von C*". Nach (VI1.38) gilt

3 erly
a —p
!
[<P<C]BB = g
Em—112
a —pf
b«
Da b; = b; und l_);- = b’ liegen alle Basisvektoren von B in R?™ C C?™, also bildet
B auch eine Basis des reellen Vektorraums R?*™ und [p]gp = [¢c|pp hat die

gewiinschte Gestalt. Die Formel fiir die Anzahl der verschiedenen Jordanblocke
folgt aus, siche Aufgabe 72,

dimker(((ap — aidy)? + 2 idv)r) =2{j|m; > 1} +---+28{j | m; >r}. O

V1.4.16. SATZ (Reelle Jordan’sche Normalform). Sei V' ein endlich dimensio-
naler reeller Vektorraum, ¢: V — V' linear und
p=(z=M)"™ (2= M)™((z =) + 6)) ™ - ((z — a)* + 57)™
die eindeutige Primfaktorzerleqgung des charakteristischen Polynoms von p, wobei

iy @, Bi € R und ; > 0. Dann existiert eine Basis B von V', sodass [¢|gp Block-
diagonalgestalt hat, wobei entlang der Diagonale folgende Jordanblicke stehen:

s (A1) T (A1) oo T (A, T (A,
J2m1,1 (041, 51)7 R erhl,ﬁl (0417 51), cee Jml,l(al, 51), cee Jmlﬁl (041, ﬁz)-
Daber sind m; j,m; j,n;,1; € N und es gilt
M1+ -+ My, =M Sowie M1+ -+ Mz, = M.
Fiir die Anzahl der auftretenden Jordanblocke gilt weiters:
8{j | mi; > r} = dimker((¢ — \;idy)") — dimker ((¢ — A;idy)" ")
2£{j | sy > r} = dimker(((¢ — osidy)* + 57 idv)")
— dimker (((¢ — azidy)* + 57 idv)r_l)

Insbesondere ist diese Matrizdarstellung, [¢|gp, bis auf die Reihenfolge der Jor-
danblocke eindeutig bestimmt. Zwei lineare Abbildungen zwischen reellen Vek-
torrdumen sind genau den dhnlich, wenn ihre Jordan’schen Normalformen, bis
auf die Reihenfolge der Jordanblocke, tibereinstimmen.

BewEIS. Nach dem Satz von Caley—Hamilton gilt p(¢) = 0. Aufgrund der
Primérzerlegung in Satz VI.4.11 geniigt es daher Abbildungen mit charakteristi-
schem Polynom p = (z — A\)™ bzw. p = ((z — @)® + 32)™ zu betrachten. Erstere
haben wir in Satz VI.3.19 behandelt, die anderen in Lemma VI.4.15. U
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VI.4.17. KOROLLAR. Sei V ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum und
w: V=V linear. Dann existiert eine Basis B von V', sodass die Matrizdarstel-
lung [p]pp fast obere Dreiecksgestalt hat, soll heiflen,

A % * *
l¢lsB = o —fox
B oo ok T
* *
a —p
G
wobei A1, ..., g, a1 + 1081, ..., q; +15; alle komplexen Figenwerte mit nicht ne-

gativen Imagindrteil, threr algebraischen Vielfachheit entsprechend oft gelistet,
bezeichnen, \;, a;, B; € R, B; > 0. In anderen Worten:

Po=(2=) (2= M) ((z =) + B7) - (2 — a0)* + ).

VI.4.18. BEMERKUNG (Minimalpolynom). Sei A € M, (K) eine quadrati-
sche Matrix. Da dim(M,,(K)) = n?, sind die Matrizen I,, A, A2, A3 ... A"
linear abhingig in M, ., (K). Es existieren daher Skalare qo,...,q,2 € K, die
nicht alle verschwinden, sodass E?jo A" = 0. Fiir ¢ = Z;io ¢;%' gilt daher
0 # g € K[z] und ¢(A) = 0. Somit ist

Ja={p K[z | p(A) =0} # {0}
Offensichtlich bildet J4 einen Teilraum von K[z], und fiir jedes p € Js und
r € K[z] gilt auch rp € Ja, denn (rp)(A) = r(A)p(A) = r(A)0 = 0. Solche
Teilrdume werden Ideale genannt. Sei nun 0 # my4 € J4 normiert mit minimalem
Grad, d.h. deg(ma) < deg(p), fiir jedes 0 # p € J4. Es gilt dann

Ja = {sma } s € K[2]},

denn zu p € J, existieren s, € K[z] mit p = smy + r und deg(r) < deg(ma),
folglich r = p — sma € Jy4, und wegen der Minimalitét von deg(m,4) muss r = 0
gelten, also p = smy. Solche Ideale, die von einem Element, m 4, erzeugt wer-
den, heiflen Hauptideale. Das Argument oben zeigt, dass jedes Ideal von K|[z]
ein Hauptideal ist. Insbesondere sehen wir, dass das Polynom m 4 eindeutig be-
stimmt ist, es wird das Minimalpolynom von A genannt. Nach dem Satz von
Caley—Hamilton liegt auch das charakteristische Polynom von A in diesem Ideal,
pa € Ja, es wird daher vom Minimalpolynom geteilt, ma|pa.



VII. Euklidische und unitire Vektorriume

Wir werden in diesem Abschnitt Vektorrdume, die mit einem inneren Produkt
(Skalarprodukt) ausgestattet sind, untersuchen. Als prototypisches Beispiel dient
das bekannte standard Euklidische innere Produkt auf R",

(r,y) =2y =zy1 + -+ Tn¥Yn,  x,y ER™

Damit lassen sich Léngen von Vektoren, Winkel zwischen Vektoren, orthogonale

Komplemente, Isometrien (d.h. Liangen und Winkel bewahrende lineare Abbil-

dungen), u.v.a.m. definieren und studieren. Folgende Eigenschaften dieses inneren

Produkts haben sich als wesentlich herausgestellt:

(a) Bilinearitit: Die Abbildung (—, —): R" x R"® — R, (z,y) = 'y, ist bilinear,
d.h. linear in jeder der beiden Eintragungen. Es gilt daher (z + 2’,y) =
(z,y) + (& y), (zy +¥) = (z,y) + (z,9) und (Az,y) = Mz, y) = (z,\y),
fiir alle x,2/,y,y’ € R™ und A € K.

(b) Symmetrie: (x,y) = (y, x), fir alle z,y € R™.

(c) Positivitat: (x,x) > 0, fir alle 0 # z € R™

VII.1. Symmetrische Bilinearformen. Eine naheliegende Verallgemeine-
rung der Eigenschaften (a) und (b) oben fithrt zum Begriff der symmetrischen
Bilinearform auf allgemeinen Vektorrdumen.

VIIL.1.1. DEFINITION (Symmetrische Bilinearformen). Sei V' ein Vektorraum
iiber einem Korper K. Unter einer Bilinearform auf V' verstehen wir eine Abbil-
dung

B:VxV =K,

die linear in jeder Eintragung ist, d.h.

Bv+ v, w) = Bv,w)+ L0, w), BAv,w)=\3(v,w)
und
Blo,w+w') = Bv,w) + Bv,w'),  Blv, Aw) = AB(v, w),
fiir alle v,v",w,w" € V und A € K. Gilt dariiber hinaus
Bv,w) = B(w,v),
so wird f eine symmetrische Bilinearform genannt.

VII.1.2. BEMERKUNG. Ist #: V x V — K linear in der ersten Eintragung

und symmetrisch, dann muss es auch linear in der zweiten Eintragung sein, siche
Aufgabe 80.

Die Menge der Bilinearformen auf V' bildet einen Vektorraum beziiglich der
Operationen

(81 + 52)(v,w) := By (v,w) + Pao(v, w), (AB) (v, w) = AB(v,w).

193
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Dabei sind 3, 51, B2 Bilinearformen auf V', A € K und v, w € V. Die Menge der
symmetrischen Bilinearformen auf V' bildet einen Teilraum und ist daher selbst
ein Vektorraum iiber K, siche Aufgabe 79.

VIIL.1.3. BEISPIEL (Mit Matrizen assoziierte Bilinearformen auf K"). Jede

quadratische Matrix A € M, x,(K) liefert eine Bilinearform auf K",
Ba: K" x K" = K, Balz,y) = ' Ay,

denn (x1 4 22)' Ay = 2t Ay + 2b Ay, ' Ay + y2) = 2'Ayy + 28 Ay und (\x)t Ay =
Azt Ay) = 2 A(\y). Beachte, dass die Matrix A durch die Bilinearform (5,4 ein-
deutig bestimmt ist, denn A;; = [a(e;, e;). Diese Bilinearform (4 ist genau
dann symmetrisch, wenn die Matrix A symmetrisch ist, d.h. A" = A, denn
Baly,x) = y'Ar = (y'Azx)t = 2'Aly = LBa(x,y). Umgekehrt ldsst sich jede
(symmetrische) Bilinearform : K" x K® — K durch eine (symmetrische) Matrix
A beschreiben, denn fiir alle z,y € K" gilt

- ﬁ(z Zi€q, Z yjej> = Z xigjﬁ(@, ej Z xly] iy — /BA € y)
i=1 j=1

i,j=1 i,j=1

also f = [, wobei A;; := [(e;, e;). Beachte auch Sara = fa + fa und fra =
ABa, d.h. die Zuordnung A < (4 liefert einen linearen Isomorphismus zwischen
dem Vektorraum der (symmetrischen) (n x n)-Matrizen und dem Vektorraum
der (symmetrischen) Bilinearformen auf K”. Inbesondere hat der Vektorraum
der Bilinearformen auf K" Dimension n? und der Teilraum der symmetrischen
Bilinearformen auf K™ hat Dimension n(n + 1)/2.

VII.1.4. BEISPIEL. Das Euklidische innere Produkt, (—, —): R" x R" — R,

n 1
ry) =Y xy =a'y=a < )y,
i=1 1
ist eine symmetrische Bilinearform auf R”.

VII.1.5. BEISPIEL. Die Lorentz Metrik, ¢g: R* x R* — R,

—1
g(x,y) = —xoyo + T1Y1 + Tayo + T3ys = a! ( o ) Y,
1

ist eine symmetrische Bilinearform auf R*.
VII.1.6. BEISPIEL. Die Abbildung
B Mypsn(K) X Mpun(K) = K, B(A, B) == tr(A'B)
ist eine symmetrische Bilinearform auf dem Vektorraum der Matrizen, M, (K).
VIIL.1.7. BEISPIEL. Sei I C R ein kompaktes Intervall und bezeichnen C°(I; R)

den Vektorraum der stetigen Funktionen auf I. Dann bildet

B: COLR) x CYI.R) R,  f(f.g) = / F()g(t)dt
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eine symmetrische Bilinear form auf C°(I; R).

VIIL.1.8. DEFINITION (Matrixdarstellung). Sei 5: V x V — K eine Biline-
arform auf einem n-dimensionalen K-Vektorraum V. Ist B = (by,...,b,) eine
geordnete Basis von V', dann wird die Matrix [5]p € M, x,(K),

(188),, = Blbib),  1<i,j<m,
als Matrixdarstellung von B beziiglich der Basis B bezeichnet.

VII.1.9. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Jede ge-
ordnete Basis B von V' liefert einen linearen Isomorphismus, B < [8]p, zwischen
dem Vektorraum der (symmetrischen) Bilinearformen auf V' und dem Vektor-
raum der (symmetrischen) (n X n)-Matrizen. Insbesondere ist 5 durch die Matriz
Bl eindeutig bestimmt,

B(v,w) = WpBlswls,  vweV,

und zu jeder (symmetrischen) (n x n)-Matriz A existiert eine eindeutig bestimm-
te (symmetrische) Bilinearform [ auf V, sodass [f]lp = A. Ist C eine weitere
geordnete Basen von V', dann gilt

18] = T¢s[B8lcTes,
wobei Top € GL,(K) die Matriz zum Basiswechsel von B nach C' bezeichnet.

BEWEIS. Die Zuordnung 3 — [3]p ist linear, d.h. fiir Bilinearformen 3, 31, 52
auf V und )\ € K gilt

[B1+ Bo]p = [Bi]lg + [Be]s und (A8l = AlBlB,

denn ([51 + B2]B)i (B1 + B2)(bi, b)) = Bi(bi,bj) + Ba(bi, b;) = ([ﬁl]B)ij +

([82]5),; = ([B:1]5 + [Be]B),;, und analog ([A5] B) = (AlB]s),;-
Firv=>"" ([v]p)ibi and w = > i1 ([w]p);b; gilt weiters

Bv,w) = ﬁ(Z([U]B)ibia . ([w]B)jbj) = Z([U]B)i([w]B)jﬁ(biabj)

also ist die Zuordnung 8 — [§]p injektiv. Um auch die Surjektivitéit einzusehen,
sei nun A € M,,»,,(K). Definieren wir 8: V x V — K durch (v, w) := [v]5 A[w]p,
so ist 3 offensichtlich bilinear und [3]p = A. Dies zeigt, dass die Zuordnung
B — [B]p auch surjektiv, also ein Isomorphismus ist. Offensichtlich ist die Matrix
[8]s genau dann symmetrisch, wenn die Bilinearform § symmetrisch ist. Fiir jede
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weitere geordnete Basis C' haben wir [v]c = Tep[v]p und [w]e = Tep|w] s, somit
[0]518]5[w]s = Bv,w) = [v]c[Blc(w]e
= (TCB[U]B)t[ﬁ]C(TCB[w]B) = [v]p (TéB[ﬁ]CTCB> (W],

also (Bl = Tty BlcTes- O

VII.1.10. BEMERKUNG. Beachte, dass sich die Matrix einer Bilinearform bei
Basiswechsel anders transformiert, als die Matrix einer linearen Abbildung. Sind
B, C zwei Basen von V und ist ¢: V' — V linear, dann gilt [p|sp = T 5[¢)lccTos,
wohingegen [0 = T¢5[8lcTes, fiir jede Bilinearform 3 auf V.

VIL.1.11. BEMERKUNG (Orthogonale Gruppe). Ist f: V x V — K eine sym-
metrische Bilinearform, dann bildet

OV, B) = {p € GL(V) | Yv,w € V : B(p(v), p(w)) = B(v,w) }

eine Gruppe. Ist V endlich dimensional, B eine Basis von V und A := [§]p, dann
schrinkt sich der Gruppenisomorphismus GL(V) = GL,(K), ¢ > [¢]|ss, siche
Bemerkung 1V.6.17, zu einem Gruppenisomorphismus,

O(V,B) = {X € GL,(K) | X'"AX = A},
ein. Dies folgt aus Proposition VII.1.9, denn

= (l¢lss[v]s) 1815 ([PlBBlw]8) = [?f]tB<[<P]tBB [ﬁ]B[SO]BB) [w]B
und (v, w) = [v]p[6]5[w].
Jede Bilinearform g: V x V — K definiert eine lineare Abbildung
B:V — V¥, Bw)(w) == B(v, w),

und jede linear Abbildung V' — V* ist von dieser Form fiir eine eindeutig be-
stimmte Bilinearform . Die Bilinearform [ ist genau dann symmetrisch, wenn
die Komposition

vy 2y
mit £ iibereinstimmt, denn (3*(c(v)))(w) = (v)(B(w)) = B(U{)(U) Dabei be-
zeichnet ¢ die kanonische Inklusion aus Proposition I11.4.13 und 3¢ die zu 8 duale

Abbildung. Ist V endlich dimensional, B eine Basis von V und B* die duale Basis
von V*, dann gilt

185 = [B)5; (VIL1)

denn B(b;) = Y27y Bb:i)(bj)by = 7y Bbi, bi)b; = >0 ([8]8)i;b}, wobei B =
(b, ..., by) und B* = (b, ... b%).
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VIIL.1.12. DEFINITION (Rang und Kern). Sei V' ein endlich dimensionaler K-
Vektorraum und §: V x V — K eine symmetrische Bilinearform. Der Teilraum

ker(8) == {v €V |VYw € V : B(v,w) = 0} = ker(B: V — V*)

wird Kern oder Radikal der symmetrischen Bilinearform genannt. Unter dem
Rang von 3 verstehen wir den Rang der linearen Abbildung 5: V' — V*, d.h.

rank(f) = rank(B: V — V*) =rank([]s),
wobei B eine beliebige Basis von V' bezeichnet, siehe (VII.1). Beachte
dim ker () 4 rank(g) = dim(V), (VIL.2)

denn dim ker(5) + dim img(5) = dim (V') nach Korollar IV.2.9.

VII.1.13. PROPOSITION. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum diber
einem Korper K und 5: V xV — K eine symmetrische Bilinearform. Dann sind
dquivalent:

(a) Zu jedem 0 # v € V ezistiert w € V', sodass B(v,w) # 0.

(b) Die lineare Abbildung 3: V — V*, B(v) = B(v, =), ist ein Isomorphismus.
(c) kex(8) = {0}.

(d) rank(f) = dim(V).

(e) Fir eine (und dann jede) Basis B von V' ist die Matriz [§]|p invertierbar.

BEWEIS. Die Aquivalenz (a)<(c) ist offensichtlich. Da dim(V*) = dim(V)
erhalten wir (b)<(c)<(d) aus Korollar IV.2.11. Die Aquivalenz (b)<(e) folgt
aus (VIL.1). O

VII.1.14. DEFINITION (Nicht degenerierte Bilinearformen). Eine Bilinearform
auf einem endlich dimensionalen Vektorraum wird nicht-degeneriert genannt,
wenn sie die dquivalenten Eigenschaften in Proposition VII.1.13 hat. Eine sym-
metrische Matrix A € M,,,(K) wird nicht-degeneriert genannt, falls die damit
assozierte symmetrische Bilinearform 84: K* x K* — K, Sa(x,y) = 2' Ay, nicht-
degeneriert ist. Nach Proposition VII.1.13 ist dies genau dann der Fall, wenn A
invertierbar ist.

VII.1.15. BE1spIEL. Das Euklidische innere Produkt aus Beispiel VII.1.4 ist
nicht-degeneriert. Auch die Lorentz Metrik aus Beispiel VII.1.5 ist nicht-degene-
riert. Ebenso ist die Bilinearform aus Beispiel VII.1.6 nicht-degeneriert. Fiir die
Bilinearform aus Beispiel VIL1.7 gilt ker(8) = {0}, aber 3: C°(I,R) — C°(I,R)*
ist nicht surjektiv. Fiir jedes x € I ist ndmlich ev,: C°(I,R) = R, ev,(g) := g(z),
ein lineares Funktional, aber es existiert kein f € C°(I,R), sodass ev,(g) =
[; ft)g(t)de, fir alle g € C°(1,R).

VII.1.16. BEMERKUNG. Ist §: V x V — K eine nicht-degenerierte Bilinear-
form auf einem endlich dimensionalen Vektorraum, V', dann gilt

OV, 8) = {p € end(V) | Yv,w € V : B(p(v), p(w)) = B(v,w)},
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d.h. eine lineare Abbildung, die § bewahrt, ist automatisch invertierbar. Aus
Blp(), p(w)) = B(v,w) folgt ndmlich ker(y) C ker(f), also ker(p) = {0} und
daher ¢ € GL(V).

Ist B: VxV — Keine (symmetrische) Bilinearform und W C V ein Teilraum,
dann ist offensichtlich auch die Einschriankung

Blw: W xW = K, Blw(w,w") := B(w,w'), w,w €W,
eine (symmetrische) Bilinearform auf W.

VII.1.17. PROPOSITION. Sei B: V x V — K eine symmetrische Bilinearform
auf einem endlich dimensionalen Vektorraum V. Ist W ein zu ker(3) komple-

mentdrer Teilraum, dann ist B|w nicht-degeneriert. Es existiert daher eine Basis
B wvon 'V, sodass [Blp = (4 9), wobei A € My (K) invertierbar und

k = rank(3) = max{dim(W) } W Teilraum von V., s.d. Blw nicht-deg.}.

BEWEIS. Sei W ein zu ker(f) komplementérer Teilraum, d.h. V' = Wdker ().
Sei nun w € ker(B|w), d.h. w € W und B(w,w’) = 0, fir alle w’ € W. Ande-
rerseits haben wir auch f(w,u) = 0, fur alle u € ker(f). Da sich jedes v € V
in der Form v = u + w’ schreiben lisst, folgt f(w,v) = 0, fir alle v € V| also
w € ker(f). Da w € W, folgt w € W Nker(8) = {0}, also w = 0. Dies zeigt
ker(5|w) = {0}, nach Proposition VIL.1.13 ist 3|y daher nicht-degeneriert. Ist
B = (by,...,b) eine Basis von W und bj1,...,b, eine Basis von ker(3), dann
bildet B = (by, ..., by,) eine Basis von V und [5]z = (4 J), wobei A € M\ (K).
Weiters ist A = [5|w]p invertierbar, denn S| ist nicht-degeneriert, siche Propo-
sition VII.1.13. Daraus, oder via (VII.2), folgt nun auch & = rank(5) und

rank(3) < max{dim(W) | W Teilraum von V, s.d. 8|y nicht-deg.}. (VIL3)

Ist W ein beliebiger Teilraum von V', sodass |y nicht-degeneriert ist, dann muss
W Nker(5) = {0} gelten, und daher dim(W) < dim(V') — dimker(5) = rank(5),
siehe (VIL.2). Somit gilt in (VIL.3) auch die umgekehrte Ungleichheit. O

VII.1.18. DEFINITION (Quadratische Formen). Ist 8: V x V — K eine sym-
merische Bilienarform, dann wird die Abbildung
¢ V=K ql):=p8@,0),

als die mit 3 assoziierte quadratische Form bezeichnet.

Beachte, dass die quadratische Form einer symmetrischen Bilinearform homo-
gen vom Grad zwei ist, d.h.

q(\v) = Nq(v), reK, veV

Gilt 0 # 2 € K, dann kann die Bilinearform [ aus der quadratischen Form ¢
mit Hilfe der sogenannten Polarisierungsidentitit zuriickgewonnen werden, siehe
Proposition VII.1.22 unten. Wir haben die Bedingung 0 # 2 € K schon ofters
angetroffen und wollen diese nun formalisieren.
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VII.1.19. DEFINITION (Charakteristik eines Korpers). Unter der Charakteri-
stik eines Korpers K verstehen wir die kleinste Zahl k£ € N, sodass

k=14--+1=0€ekK.
k'S d

Existiert keine solche Zahl k, d.h. ist 0 # k € K, fiir jedes k € N, dann wird die
Charakteristik von K als 0 definiert. Wir werden die Charakteristik von K mit
char(K) bezeichnen.

VII.1.20. BEISPIEL. Es gilt char(Q) = char(R) = char(C) = 0 und char(Z,) =
p, fiir jede Primzahl p. In einem Korper K gilt 0 # 2 € K genau dann, wenn
char(K) # 2.

VII.1.21. BEMERKUNG. Ist die Charakteristik eines Korpers nicht 0, so muss
sie eine Primzahl sein. Ist ndmlich char(K) = nm mit n,m € N, dann gilt 0 =
nm € K, also 0.B.d.A. 0 = n € K und daher n = char(K), m = 1. Dies zeigt,
dass char(K) keine echten Teiler besitzt und daher eine Primzahl ist.

VII.1.22. PROPOSITION (Polarisierungsformel). Sei V' ein Vektorraum iber
einem Korper mit char(K) # 2 und 5: V x V — K eine symmetrische Bilinear-
form mit assoziierter quadratischer Form q(v) = B(v,v). Dann gilt

Blu,w) = 3 (a(v +w) = g(v) = q(w)) = ;(a(v +w) = g(v —w)),
d.h. B kann aus q zurickgewonnen werden.
BEWEIS. Aus der Bilinearitdt und Symmetrie von 3 folgt
Bv+w,v+w) = B(v,v) + 26(v,w) + f(w, w),
also
28(v, w) = q(v +w) — q(v) — q(w).
Nach Voraussetzung ist 0 # 2 € K, und wir erhalten die erste Polarisierungsfor-
mel. Ersetzen wir in der letzten Gleichung w durch —w, erhalten wir

—26(v,w) = q(v —w) = q(v) = q(w),
denn f(v, —w) = —f(v,w) und ¢(—w) = g(w). Subtraktion der letzten beiden
Gleichungen liefert
4B (v,w) = q(v + w) — q(v — w),
und somit auch die zweite Polarisierungsformel. Beachte, dass wegen char(K) # 2
auch 4 # 0 € K. O

VII.1.23. BEISPIEL. Betrachte den Korper K = Zy und die mit der Matrix
A = (9]) assoziierte symmetrische Bilinearform, 8: K? x K? — K, B(x,y) =
2t Ay = x1ys + woy,. Fiir die assoziierte quadratische Form gilt ¢(z) = B(z,z) =
T1T9 + Tox1 = 22129 = 0. In diesem Fall kann die Bilinearform [ also nicht aus
der zugehorigen quadratischen Form rekonstruiert werden. Die Voraussetzung
char(K) # 2 in Proposition VII.1.22 kann daher nicht ersatzlos gestrichen werden.
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VII.1.24. BEMERKUNG. Sei K ein Kérper mit char(K) # 2 und g: V xV —
K eine symmetrische Bilinearform mit assoziierter quadratischer Form ¢(v) =
B(v,v). Dann gilt

O(V.8) = {¢ € GL(V) | Vv € V1 q(p(v)) = q(v) }.

Dies folgt sofort aus der Polarisierungsidentitédt in Proposition VII.1.22 und der
Linearitdt von ¢, siche Bemerkung VII.1.11 fiir die Definition von O(V, 5).

VII.1.25. SaTz. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber einem
Kérper K mit char(K) # 2. Weiters sei f: V x V. — K eine symmetrische
Bilinearform. Dann existieren eine geordnete Basis B von V', sodass [3]p Diago-
nalgestalt hat. Ist K ein Korper indem jedes Element mindestens eine Quadrat-
wurzel besitzt (etwa jeder algebraisch abgeschlossene Kérper), dann kann B so
gewdhlt werden, dass [f]p = (Ig 8), wobei k = rank(f).

BeEwEIS. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach der Dimension von
V. Der Induktionsanfang, dim(V) = 1, ist trivial. Nun zum Induktionsschritt.
Ist 5 =0, so hat jede Basis von V' die gewiinschte Eigenschaft. O.B.d.A. sei also
B # 0. Nach Proposition VII.1.22 existiert b; € V, sodass a; := ((b1,b1) # 0.
Beachte, dass

W ={veV|B(b,v)} =ker(8(b,—): V — K)

eine Hyperebene in V' ist, die by nicht enthélt. Somit V' = (b;) & W. Wenden wir
die Induktionsvoraussetzung auf die symmetrische Bilinearform f|y, an, erhalten
wir eine Basis by, ..., b, von W, sodass B(b;,b;) = a;0;j, 2 < i,j < n. Beachte,
dass dies auch fiir i = 1 oder j = 1 richtig bleibt, 3(b;, b;) = a;0;5, 1 < i,5 < n.
Somit ist B = (by,...,b,) eine Basis von V und [§]p hat Diagonalgestalt. Dies
zeigt den ersten Teil des Satzes.

Sei nun K ein Kérper in dem jedes Element eine Quadratwurzel besitzt und
k := rank(f). Durch Umnummerieren der Basisvektoren konnen wir a; # 0 fiir
1=1,....,kund agyq = -+ = a, = 0 erreichen. Setzen wir nun

13 oo
- ﬁbl fuiri=1,...,k
b; firi=k+1,...,n
dann ist B := (by,...,b,) eine Basis von V und [8]5 = (%&0). O

VII.1.26. KOROLLAR. Sei V' ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum und
B: VxV — C eine nicht-degenerierte symmetrische Bilinearform. Dann existiert
eine Basis B von V', sodass [l = I,,, d.h.

Bv,w) = [v]5[w]p, v,we V.
Jede solche Basis liefert einen Gruppenisomorphismus,

OV, B8) = 0,(C) :=={A € M,+,(C) ‘ A'A=1,}, © < [¢lB-
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BEWEIS. Die erste Behauptung folgt sofort aus Satz VII.1.25. Die zweite Aus-
sage erhalten wir aus den Bemerkungen VII.1.11 und VII.1.16. U

Zwei symmetrische Matrizen A, A" € M, (K) werden kongruent genannt,
falls S € GL,(K) existiert, sodass S*AS = A’. Dies definiert eine Aquiva-
lenzrelation auf der Menge der symmetrischen Matrizen, M, (K) := {A €
M,xn(K) : A" = A}, siehe Aufgabe 87. Ist K ein algebraisch abgeschlossener
Korper (oder, allgemeiner, ein Korper in dem jedes Element eine Quadratwurzel
besitzt) mit char(K) # 2 und ist A € M, (K) eine symmetrische Matrix, dann
existiert eine invertierbare Matrix S € GL,(K), sodass S*AS = (%), wobei
k = rank(A). Dies folgt sofort aus Satz VII.1.25 durch Betrachten der Biline-
arform B4: K" x K" — K, B4(z,y) = 2'Ay. Aus diesen Erliauterungen folgt,
dass zwei symmetrische Matrizen iiber einem Koérper K wie oben, genau dann

kongruent sind, wenn sie gleichen Rang haben. Insbesondere erhalten wir:

VII.1.27. KOROLLAR. Zwei symmetrische kompleze (n X n)-Matrizen sind
genau dann kongruent wenn sie gleichen Rang haben.

VII.1.28. BEISPIEL. Betrachte die symmetrische Matrix

1 -2 -3
A=|-2 5 7 |emme)
-3 7 11

Nach Korollar VII.1.26 existiert eine Basis B von C?, sodass [84]p = I3, denn
rank(A) = 3. Um eine solche Basis zu bestimmen gehen wir wie im Beweis von
Satz VII.1.25 vor. Da Ba(e1,e1) = el Ae; = 1 # 0 konnen wir b; = e; als ersten
Basisvektor verwenden,

b= (8),  Balbrby) =biab = 1.

Es ist nun by so zu bestimmen, dass S4(b1,b2) = 0 und SBa(ba,by) = 1. Wir
entscheiden uns fiir

b= (F).  Balbrbe) =bAby =0, Balbaby) = bk = 1.

Fiir den letzten Basisvektor, bz, muss S4(by,b3) = Ba(be,b3) = 0 und B4(bs, b3) =
1 gelten. Wir verwenden

1

by = (_11) ;o Ba(bi,b3) =0, Bal(be,b3) =0, Ba(bs,bs) = 1.

Nach Konstruktion ist B = (by, by, b3) eine Basis von C3 mit [34]p = I5. Fiir die
Basiswechselmatrix,

S::TEB:<

OO
O =N

—11) gilt daher S'AS = T,y [B4leTEs = [Balp = I,
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wobei E = (e1, e, e3) die Standardbasis von C? bezeichnet. Alternativ, kénnen
wir die assoziierte quadratische Form,

T z\?! 1 -2 -3 T 2 2 2
QA<2):<Z> (:g 5 171> (g) =+ 5y + 1127 — 4oy — 622 + 14yz,

durch Ergénzen auf vollstindige Quadrate auf die Form
qa (g) =(x—2y—32+y*+222+2yz = (v — 2y — 32)* + (y + 2)* + 2°

bringen. Dies zeigt q4(v) = (Tv)!Tv = v"T*"Tv fiir alle v € C3, wobei

1-2-3
T::<01 1).
00 1

Durch Polarisieren erhalten wir v!Aw = (v, w) = v'T"Tw, also A =TT oder
(T~Y!AT~! = I5. Tatsichlich gilt, aufgrund unserer Wahlen, 77! = S.

Uber dem Kérper K = R ist die Situation ein wenig komplizierter.

VII.1.29. DEFINITION (Definitheit). Eine symmetrische Bilinearform auf ei-
nem reellen Vektorraum, : V' x V — R, und die damit assoziierte quadratische
Form, ¢: V — R, q(v) = (v, v), heilen:

(a) positiv semidefinit, in Zeichen 8 > 0, falls (v, v) > 0, fiir alle v € V.

(b) positiv definit, in Zeichen § > 0, falls f(v,v) > 0, fiir alle 0 £ v € V.

(c) negativ semidefinit, in Zeichen 5 < 0, falls f(v,v) <0, fiir alle v € V.

(d) negativ definit, in Zeichen 5 < 0, falls S(v,v) <0, fur alle 0 £ v € V.

(e) indefinit, falls es v,w € V gibt, sodass 5(v,v) > 0 und f(w,w) < 0.

Eine symmetrische Matrix A € M,,«,(R) wird positiv bzw. negativ (semi) definit
genannt, falls die damit assozierte symmetrische Bilinearform S4: R™ x R” — R,
Ba(x,y) = z' Ay, positiv bzw. negativ (semi)definit ist, d.h.: A > 0 falls z* Az > 0
fiir alle x € R"; A > 0 falls ' Az > 0 fiir alle 0 # 2 € R"; A < 0 falls ' Az < 0
fiir alle z € R"; und A < 0 falls 2! Az < 0 fiir alle 0 # z € R™.

VII.1.30. BEMERKUNG. Beachte, dass eine symmetrische Bilinearform S ge-
nau dann negativ (semi)definit ist, wenn die symmetrische Bilinearform —/ po-
sitiv (semi)definit ist. Jede positiv definite symmetrische Bilinearform hat tri-
vialen Kern und ist daher nicht-degeneriert. Dasselbe gilt fiir negativ definite
symmetrische Bilinearformen. Ist g eine positiv definite symmetrische Bilinear-
form auf V und W C V ein Teilraum, dann ist auch die Einschriankung f|w
positiv definit und daher nicht-degeneriert. Beachte, dass die Einschréankung ei-
ner nicht-degenerierten symmetrischen Bilinearform sehr wohl degeneriert sein
kann. Schrinken wir etwa die Lorentz Metrik g aus Beispiel VII.1.5 auf den 1-
dimensionalen Teilraum W := (ey + ¢;) C R* ein, so erhalten wir gl = 0.
Nicht-triviale Teilrdume W # {0} mit S|y = 0 werden isotrop genannt.

VII.1.31. BEMERKUNG (Konvexitit). Seien § und ' zwei positiv definite
symmetrische Bilinearformen auf einem reellen Vektorraum V. Fiir 0 < A < 1 ist
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dann auch A5+ (1 — \)§’ eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf V,
denn fiir jedes 0 # v € V gilt:
(AB+ (1= NB) (0,0) = A B(0,0) +(1 — A) 8 (0,0) > 0.
——

N——
>0 >0

Die Menge der positiv definiten symmetrischen Bilinearformen bildet daher eine
konvexe® Teilmenge im Vektorraum aller symmetrischen Bilinearformen auf V.
Auch die Menge der positiv semidefiniten symmetrischen Bilinearformen ist eine
konvexe Teilmenge. Analoge Aussagen gelten fiir negativ (semi)definite symme-
trische Bilinearformen. Beachte, dass die Menge der nicht-degenerierten symme-
trischen Bilinerformen nicht konvex ist.

VII.1.32. BE1spIEL. Das Euklidische innere Produkt aus Beispiel VII.1.4 ist
positiv definit, denn fiir jedes 0 # x € R™ gilt

(z,2) =27+ -+ 22 > 0.

Auch die symmetrische Bilinearform aus Beispiel VII.1.6 ist positiv definit, denn
fiir jedes 0 # A € M,«n(R) gilt

tr(ALA) = i i A% >0,

j=1 i=1

Auch die symmetrische Bilinearform aus Beispiel VII.1.7 ist positiv definit, denn
fiir jedes 0 # f € C°(I,R) gilt

/IfQ(t)dt > 0.

Ip 0

¢ 0) Yy, ist positiv semidefinit, denn

Die symmetrische Bilinearform 3(z,y) = ! (
fiir jedes x € R™ gilt

Bla,z)=a" (P))z=al+- 42 >0
Die Lorentz Metrik aus Beispiel VII.1.5 ist indefinit, denn g(ep,ep) < 0 und
gler,er) > 0.

VII.1.33. BEISPIEL. Die symmetrische Bilinearform 3(z,y) = 2’ (!, 3') y ist
positiv definit, denn

2 2 2 2
q(3) =p8((3),(3)) =27 — 2120 4 225 = (21 — 22)* + 25 > 0,
fiir alle 0 # (31) € R%
OEine Teilmenge A eines Vektorraums wird konvex genannt, wenn sie folgende Eigenschaft

besitzt: Vo,y € AVA € [0,1] : Ax + (1 — A\)y € A. Dies bedeutet, dass fiir je zwei Punkte 2 und
y in A auch die Strecke von x nach y zur Génze in A liegt.
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VII.1.34. BEISPIEL. Die symmetrische Bilinearform 8(z,y) = o' (1, 3?) y ist
indefinit, denn

q(33)=B((5),(8)) = af — dwyxy + 225 = (11 — 23,)* — 213,
also B((3),(g)) =1>0und B((7),(3)) =—-2<0.

VII.1.35. SATZ (Trégheitssatz von Sylvester). Sei V' ein n-dimensionaler re-
eller Vektorraum und B: V x V. — R eine symmetrische Bilinearform. Dann
existiert eine geordnete Basis B von V', sodass

]p
[B]B = _[q
0
Dabei ist p+ q = rank(B) und
p = max{dim(W) | W Teilraum von V mit 8|y > 0}, (VIL.4)
q = max{dim(W) | W Teilraum von V mit 3|y < 0}. (VIL5)

Insbesondere sind die Zahlen p und q unabhdngig von der Basis B.

BEWEIS. Nach Satz VIL.1.25 existiert eine Basis B = (l~)1,...,l~)n) von V,
sodass ﬁ(bl,b]> = aiéij, wobei aq, .. Oy > 0, Apily -y Aprg < 0 und Apygt+1 =
-+ =a, = 0. Setzen wir

Ly  firi=1,...,p,

vai ™t
b; = Eaibi firi=p+1,...,p+q,
b, firi=p+q+1,...,n,
so ist B = (by,...,b,) eine Basis von V mit der gewiinschten Eigenschaft,
]P
[B]B = _[q

0
Betrachten wir die Teilrdume V' := (by,...by) und V" := (b,41, ..., by), so gilt
V=VeaeV" Blv >0 und  Bly» <0.

Da dim(V’) = p erhalten wir insbesondere

p < max{dim(W) | W Teilraum von V mit S|y > 0}. (VIL6)
Sei nun W ein beliebiger Teilraum von V' mit |y, > 0. Dann gilt
wnv"={0},

denn fir v € W N V" ist f(v,v) = 0 und daher v = 0. Daraus erhalten wir
dim(W) + dim(V") = dim(W + V") < dim(V) = n,

also dim(W) < n — dim(V") = p. Zusammen mit (VIL.6) erhalten wir (VII.4).
Die Formel (VIL5) ldsst sich analog zeigen, oder aus (VII.4) fir —3 ablesen. O
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VII.1.36. DEFINITION (Signatur). Das Paar (p,q) in Satz VII.1.35 wird als
Signatur der symmetrischen Bilinearform /3 bezeichnet.” Unter der Signatur einer
symmetrischen Matrix A bzw. der Signatur einer quadratischen Form verstehen
wir die Signatur der damit assoziierten symmetrischen Bilinearform.

VII.1.37. BEISPIEL. Das Euklidische innere Produkt aus Beispiel VII.1.4 hat
Signatur (n,0). Die Lorentz Metrik aus Beispiel VII.1.5 hat Signatur (3, —1). Die

symmetrische Matrix
_ O Ip
-3
hat Signatur (p,p), denn
stas=(§5,)  wmit  s=L(7F).
X

VII.1.38. KOROLLAR. Zwei reelle symmetrische (n
dann kongruent, wenn sie gleiche Signatur haben.

n)-Matrizen sind genau

VII.1.39. KOROLLAR. Sei B: V x V — R eine positiv definite symmetrische
Bilinearform auf einem n-dimensionalen reellen Vektorraum V. Dann existiert
eine Basis B von V', sodass [B]p = I,, d.h.

B(v,w) = [v)3[w]g, v,w e V.
Jede solche Basis liefert einen Gruppenisomorphismus,
OWV,p) =0, :={A € M,,(R) ‘ A'A = In}, o < [¢lB-

BEWEIS. Die erste Behauptung folgt sofort aus Satz VII.1.35. Die zweite Aus-
sage erhalten wir aus den Bemerkungen VII.1.11 und VII.1.16. U

VI1.1.40. BEISPIEL. Wir wollen die Signatur der mit symmetrischen Matrix
A= ( > 3 I?)
—2 -7 -8

assoziierten symmetrischen Bilinearform B4(v,w) = v'Aw auf R® bestimmen.
Durch Ergénzen auf vollstindige Quadrate erhalten wir

q (gzzfc) = 42% — 3y* — 822 + Aoy — 4wz — 14yz
=r+y—2)?—4y*— 922 - 12yz = 2o +y — 2)* — (2y + 32)%
Die Signatur von 34 ist daher (1,1). Obige Rechnung zeigt,
UtAU:q(v):(Tv)t<l—10) (Tw), mit T = (é%_{)l),
also

A:Tt(l_lo)T’

"Manchmal wird auch die Differenz, p — g, als Signatur von 3 bezeichnet.
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und daher

Ol
=
WOt

N

sias=("-1 ), wobei S=T"=

]
Nl
—_

VII.1.41. DEFINITION (Hauptminoren). Unter dem k-ten Hauptminor einer

symmetrischen Matrix A € M, (R), verstehen wir den Skalar

Q11 - Alk
det : : ,
Qg1 - Qg

wobei a;; die Eintragung der Matrix A bezeichnen, 1 < k < n.

VII.1.42. SATZ (Sylvester Kriterium). Sei V' ein endlich dimensionaler reeller
Vektorraum. FEine symmetrische Bilinearform f:V x V. — R ist genau dann
positiv definit, wenn alle Hauptminoren der Matriz [S]p positiv sind, beziglich
einer (und dann jeder) Basis B von V.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass eine positiv definite symmetrische Biline-
arform positive Hauptminoren hat. Sei dazu 3 eine positiv definite symmetrische
Bilinearform auf V. Nach Satz VII.1.35 existiert eine Basis B = (by,...,b,) von
V', sodass [f]g = I,. Es gilt daher det([f]g) > 0. Ist C' eine weiter Basis von
V', und bezeichnet S = Top € GL,(R) die Basiswechselmatrix, dann haben wir
18] = S*[B] S, siehe Proposition VII.1.9, also auch

det([8]c) = det(S*[B]pS) = det(S") det([B]5) det(S) = det(S)* det([8]5) > 0,

denn det(S) # 0. Dies zeigt det([3]g) > 0, fiir jede Basis B von V. Sei nun k €
{1,...,k} und bezeichne W := (b,...,bx) den von den ersten k Basisvektoren
aufgespannten Teilraum. Dann ist |y positiv definit, B = (b1,...,bg) ist eine
Basis von W und aus dem eben Gezeigten folgt det([3|w]z) > 0. Beachte, dass
det([Blw]z) gerade der k-te Hauptminor von [§]p ist, denn

- (P15 <),

Somit sind also alle Hauptminoren von [5]p positiv.

Fiir die umgekehrte Implikation sei nun B eine Basis von V', sodass alle Haupt-
minoren der Matrix [5]p positiv sind. Wir werden nun mittels Induktion nach
dim (V') zeigen, dass [ positiv definit ist. Der Induktionsanfang, dim(V') = 1, ist
trivial. Fiir den Induktionsschritt betrachten wir die Basis C' = (cq,...,¢,) von
V', wobei

B(bi, br)
B(b1,br)

[ bl, C; .= bl - bl, 1= 2, o, . (VII?)
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Beachte, dass §(b1,b1) > 0, da der erste Hauptminor von [3]p positiv ist. Die
Transformationsmatrix zum Basiswechsel hat die Gestalt

1 % - %

S="Tpc = !
*
1

Ist X eine Matrix so schreiben wir Xy fiir die linke obere (k x k)-Untermatrix
von X, d.h. der k-te Hauptminor von X ist det(X)). Aus [f]c = S*[8]pS und
der speziellen Gestalt von S folgt

([B]C) k) — ka) ([B]B) (k)S(k)a

und daher
det(([8lc) ) = det(Sty) det(([8]) ) det(Sgo) = det ((185) . ).

Dies zeigt, dass [8]¢ die selben Hauptminoren wie [5]p hat. Insbesondere sind
auch alle Hauptminoren von [B]c positiv. Wir betrachten nun den Teilraum W :=
(€y...,cp) mit Basis C' := (cg,...,¢,). Nach Konstruktion der Basis C, siehe

(VILT), gilt
_ (B(bi,b1) 0
Ple = ( 0 [ﬁlw]é) '

Da [(by,b1) > 0 sind auch alle Hauptminoren von [3|w]s positiv. Nach Induk-
tionsvoraussetzung ist daher S|y > 0. Ist nun v € V beliebig, dann existieren
A€ Kund w € W, sodass v = A\b; + w und wir erhalten

B(v,v) = B(Aby 4+ w, Aby + w) = A B(by, b1) +2A B(b1, w) + B(w,w) >0
—— —_——  ——
>0 =0 >0
wobei Gleichheit nur eintreten kann, wenn A = 0 und (w,w) = 0, d.h. nur wenn

v = 0. Dies zeigt, dass § positiv definit ist. O

VII.1.43. KOROLLAR. Sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Eine
symmetrische Bilinearform 5:V x V — R ist genau dann negativ definit, wenn
alle Hauptminoren der Matriz —[B]p positiv sind, beziglich einer (und dann jeder)
Basis B von V. Dies ist genau dann der Fall, wenn

aiyp -0 ik
(—1)*det [ : | >0,
g1 - Qkk
fiir jedes k =1,...,n, wobei a;; die Eintragungen der Matriz [3]p bezeichnen.

BEWEIS. Dies folgt aus Satz VII.1.35,da f < 0 & —f > 0 und [-f]p =
—[B] 5. Beachte auch det(—C) = (—1)*det(C), fiir jede (k x k)-Matrix C. O
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VII.1.44. BEISPIEL. Betrachte die symmetrische Matrix
A= (‘21 5% ) e MY (R).

3 711

Fiir ihre Hauptminoren erhalten wir

— -12 3
det(=1)=—-1<0, det (3" %) =3>0, det(§:;:171>=—1<0,

also ist die Matrix A nach Korollar VII.1.43 negativ definit. Alternativ konnen
wir die assoziierte quadratische Form,

x xT t -1 2 3 xX 2 2 2
q<y):<y> <2 -5 —7)<y):—x —oy” — 112° + 4zy + 6z — 14yz,

z z 3 —7-11/) \z
auf vollstandige Quadrate ergénzen,

q(gé) = (2 -2y —32)2 —y* — 222 —2yz = —(z — 2y — 32)* — (y + 2)* — 2%,
und daraus schlieflen, dass sie negativ definit ist.

VII.1.45. BEMERKUNG (Lokale Extrema). Sei U C R" eine offene Teilmenge,
f: U — R eine C?-Funktion und y € U ein kritischer Punkt von f, d.h.

Dyf = (g5, 55 (w) =0.

2 2 . . .
Da -2L = 9/ st die Hessesche Matrix
Ox;0x; Ox;0x; )

02 92
pr el ()RR e vl (1)
Hy,f = : : ,
0?2 92
8:cngx1 (y> o 6xn8f:cn (y>

symmetrisch. Aus der Analysisvorlesung wissen wir: Ist die Hessesche positiv
definit, H, f > 0, dann ist y ein lokales Minimum von f. Analog folgt aus H, f < 0,
dass y ein lokales Maximum von f ist.

VII.1.46. DEFINITION (Sesquilinearformen). Sei V' ein komplexer Vektorraum.
Unter einer Sesquilinearform auf V' verstehen wir eine Abbildung

h:V xV —C,

die komplex linear in der zweiten Eintragung und komplex anti-linear in der
ersten Eintragung ist, d.h. es gilt

h(v,w+w') = h(v,w) + h(v,w'), h(v, \w) = Ah(v,w),
und B
h(v+ v, w) = h(v,w) + h(v',w), h(Av,w) = Ah(v,w),
fiir alle v,v",w,w" € V und A\ € C. Unter einer Hermiteschen Form auf V ver-

stehen wir eine Sesquilinearform h auf V', die symmetrisch in folgendem Sinn ist:
fiir alle v,w € V gilt:

h(w,v) = h(v,w).
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VII1.1.47. BEMERKUNG. Die Menge aller Sesquilinearformen auf V' bildet einen
komplexen Vektorraum beziiglich der Operationen

(h+ 1) (v,w) := h(v,w) + A (v,w)  und  (Ah)(v,w) := Ah(v,w).
Dabei bezeichnen h und A’ zwei Sesquilinearformen auf V, v,w € V und \ €
C. Die Menge der Hermiteschen Formen ist kein komplexer Teilraum, denn fiir
eine Hermitesche Form, h, ist h := ih keine Hermitesche Form, da ja h(w,v) =
ih(w,v) = ih(v,w) = —h(v,w). Die Hermiteschen Formen bilden jedoch einen
reellen Teilraum, d.h. fiir Hermitesche Formen h, ' auf V' und A € R sind auch
h + h' sowie A\h Hermitesche Formen auf V.

Ist A € M,,%,(C) eine komplexe Matrix, dann wird A* = At € My (C) als
die zu A adjungierte Matriz bezeichnet, d.h. (A*);; = A;;. Etwa gilt

. - 12
(2% 3 0) = (}?i _111‘31) :

Fiir die Adjungierte gelten folgende Rechenregeln, sieche Aufgabe 94:

(a) (A+ B)* = A* + B*, fiir alle A, B € M,,,x,(C).

(b) (AA)* = MA*, fiir alle A € M,,»,,(C) und X € C.

(¢) (AB)* = B*A*, fur alle A € My, (C) und B € M,,»,(C).

Eine quadratische Matrix A € M,,..,(C) wird Hermitesch oder selbstadjungiert

genannt, wenn A* = A. Die Menge der selbstadjungierten Matrizen bildet einen

reellen, aber keinen komplexen, Teilraum von M, ., (C).

VII.1.48. BEISPIEL (Sesquilinearform einer Matrix). Jedes A € M, ,(C) de-
finiert eine Sesquilinearform h 4 auf C”,

hy: C" x C" — C, ha(z,y) = x* Ay, x,y € C",
denn (z; + x9)*Ay = x5 Ay + 25 Ay, (\x)* Ay = \v* Ay, 2* A(y; + 1) = 2" Ay; +
x*Ayy und x*A(A\y) = Az* Ay, fir x, 21, 22,9, y1,y2 € C* und A € C. Die Zuord-
nung A <> ha liefert einen linearen Isomorphismus zwischen M, ., (C) und dem

komplexen Vektorraum aller Sesquilinearformen auf C". Die Sesquilinearform h 4
ist genau dann eine Hermitesche Form, wenn A* = A gilt.

VII.1.49. DEFINITION (Matrixdarstellung). Sei h: V xV — K eine Sesquiline-
arform auf einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum V. Ist B = (by, ..., by,)
eine geordnete Basis von V', dann wird die Matrix [h|p € M, x,(C),

([Als),, = hlbi,by),  1<ij<n,
als Matrizdarstellung von h beziiglich der Basis B bezeichnet.

VII.1.50. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum.
Jede geordnete Basis B von V' liefert einen linearen Isomorphismus, h <> [h]g,
zwischen dem Vektorraum der Sesquilinearformen auf V und M, (C). Insbe-
sondere ist h durch die Matriz [h]p eindeutig bestimmit,

h(v,w) = [v]5[h]s[w]s, v,weV,
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und zu jedem A € M, ,(C) ezistiert eine eindeutig bestimmte Sesquilinearform h
auf V' mit, sodass [h]p = A. Dariber hinaus ist h genau dann Hermitesch, wenn
(] = [h]B. Ist C eine weitere geordnete Basis von V', dann gilt

18] = T¢lBlcTes,
wobei Top € GL,(C) die Matriz zum Basiswechsel von B nach C' bezeichnet.

BEWEIS. Analog zum Beweis von Proposition VII.1.9. U

VIL.1.51. BEMERKUNG (Unitére Gruppe). Ist h: V xV — C eine Hermitesche
Form, dann bildet

UV, h) :={p € GL(V) | Vo,w € V : h(p(v), p(w)) = h(v,w)}

eine Gruppe. Ist V endlich dimensional, B eine Basis von V und A := [h|p, dann
schrinkt sich der Gruppenisomorphismus GL(V) = GL,(C), ¢ < [¢]|ss, siche
Bemerkung 1V.6.17, zu einem Gruppenisomorphismus,

U(V,h) =2 {X € GL,(C) | X*AX = A},
ein. Dies folgt aus Proposition VII.1.50, denn

und h(v, w) = [v][h]p[w].

VII.1.52. DEFINITION (Quadratische Form). Ist h: V x V' — C eine Her-
mitesche Form, dann wird ¢: V. — R C C, ¢q(v) := h(v,v), als die mit h
assoziierte quadratische Form bezeichnet. Beachte, dass h(v,v) reell ist, denn
h(v,v) = h(v,v). Auch ist ¢ homogen vom Grad zwei, d.h.

q(\v) = [M*q(v), AeC, veVl.

VII.1.53. PROPOSITION (Polarisierungsidentitit). Sei h: V x V. — C eine
Hermitsche Form und q(v) = h(v,v) die damit assoziierte quadratische Form.
Dann gilt

h(v,w) = 1 (q(v +w) — g(v — w)) —if(q(v + iw) — ¢(v — iw)).

Insbesondere kann die Hermitesche Form h aus der quadratischen Form q zuriick-
gewonnen werden.

BEWEIS. Durch direktes Nachrechnen, siehe Aufgabe 95. O
VII.1.54. BEMERKUNG. Aus der Polarisierungsidentitét erhalten wir
U(V,h) = {¢ € GL(V) | Vo € V : q(p(v)) = q(v)},

wobei ¢(v) = h(v,v) die mit h assoziierte quadratische Form bezeichnet.
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VII.1.55. DEFINITION (Definitheit). Eine Hermitesche Form auf einem kom-
plexen Vektorraum, h: V x V. — C, und die assoziierte quadratische Form,
q:V — R, q(v) = h(v,v), heiflen:

(a) positiv semidefinit, in Zeichen h > 0, falls h(v,v) > 0, fir alle v € V.
(b) positiv definit, in Zeichen h > 0, falls h(v,v) > 0, fiir alle 0 £ v € V.
(¢c) megativ semidefinit, in Zeichen h < 0, falls h(v,v) <0, fiir alle v € V.
(d) negativ definit, in Zeichen h < 0, falls h(v,v) <0, fir alle 0 #£ v € V.
(e) indefinit, falls es v,w € V gibt, sodass h(v,v) > 0 und h(w,w) < 0.

Eine Hermitesche Matrix A = A* wird positiv bzw. negativ (semi)definit genannt,
falls die assoziierte Hermitesche Form, hy: C*"xC" — R, ha(x,y) = x* Ay, positiv
bzw. negativ (semi)definit ist, d.h. A > 0 falls 2*Az > 0 fiir alle x € C*; A > 0
falls z*Ax > 0 fir alle 0 #£ x € C*; A < 0 falls z*Ax < 0 fiir alle z € C™; und
A <0 falls x* Az < 0 fiir alle 0 # x € C".

VII.1.56. BEISPIEL. Das standard innere Produkt auf C",

1
(x,y>=f1y1+-~-+fnyn=x*y:x*( )y z,y € C",
1

ist eine positiv definite Hermitesche Form auf C", denn

(z,2) = Zle’z = Z |z:]* > 0,
i=1 i=1
fiir jedes 0 # x € C".
VII.1.57. BEISPIEL. Die Abbildung
(—, =) Mysn(C) X Mppyun(C) — C, (A, B) :==tr(A*B)
ist eine positiv definite Hermitesche Form auf M, «,(C), denn

tI'(A*A) = ZZ/LJA” = Z Z |Aij|2 >0

j=1 i=1 j=1 i=1
fiir jedes 0 # A € M, (C).

VII.1.58. BEISPIEL. Ist I C R ein kompaktes Interval und bezeichnet C°(I, C)
den Vektorraum der stetigen, komplexwertigen Funktionen auf I, dann ist

() O X UL =T, (fg) = [ Tttt
eine positiv definite Hermitesche Form auf C°(I, C), denn
= [ FOf@)dt = 2q
(1) = [T@swa = [ Irwpao.
fiir jedes 0 # f € C°(I,C).
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VII.1.59. SATZ (Trégheitssatz von Sylvester). Sei V' ein n-dimensionaler kom-
plexer Vektorraum und h: V XV — R eine Hermitesche Form. Dann existiert
eine geordnete Basis B von V', sodass

Fiir jede solche Basis gilt
p = max{dim(W) | W Teilraum von V mit h|y > 0},
q = max{dim(W) | W Teilraum von V mit hly < 0}.

Insbesondere sind die Zahlen p und q unabhdngig von der Basis B. Das Paar
(p,q) wird als Signatur der Hermiteschen Form h bezeichnet.

Eine Hermitesche Form auf einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum
ist genau dann positiv deifnit, wenn sie Signatur (n,0) hat. Sie ist genau dann
negativ definit, wenn sie Signatur (0,7n) hat. Die Menge der positiv definiten
Hermiteschen Formen ist konvex, und auch die Menge der negativ definiten Her-
miteschen Formen ist konvex.

VII.1.60. KOROLLAR. Zwei Hermitesche (n xn)-Matrizen A und B haben ge-

nau dann gleiche Signatur, wenn eine invertierbare Matriz S € GL,(C) existiert,
sodass B = S*AS.

VII.1.61. KOROLLAR. Sei h: V x V — C eine positiv definite Hermitesche
Form auf einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum V. Dann existiert eine
Basis B von 'V, sodass |h|g = I, d.h.

h(v,w) = [v|z[w]g, v,we V.
Jede solche Basis liefert einen Gruppenisomorphismus,
UV,B) 2 U, :={A € Mpun(C) | A*A=1,}, ¢ < [¢lns.

VII.1.62. SATZ (Sylvester Kriterium). Sei V' ein endlich dimensionaler kom-
plexer Vektorraum. Eine Hermitesche Form h: V xV — R ist genau dann positiv
definit, wenn alle Hauptminoren der Matriz [h]p positiv sind, beziiglich einer (und
dann jeder) Basis B von V.

BEWEIS. Analog zum Beweis von Satz VII.1.42. U

VII.1.63. BEISPIEL. Wir wollen die Signatur der mit

(1 1+
A_(l—i 1)
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assoziierten Hermiteschen Form hy(v,w) = v*Aw auf C? bestimmen. Durch
Ergénzen auf vollstindige Quadrate erhalten wir

q(i) — (5)(111 11Li) (5) =T+ gy + (1 +1)7y + (1 - i)gx

= (z+ (L+1i)y)(z+ (1 +i)y) — vy,
die Hermitesche Form h 4 hat daher Signatur (1,1). Aus obiger Rechnung folgt

(10 . 1 14
v*Av = q(v) = (Tw) (O _1) (Tw) mit T = (0 1 ) ,
also A =T*(} %) T, siehe Proposition VII.1.53, und daher

S*AS = <(1) _01) , wobei S=T"= <(1) _11_ 1) :

VII.2. Innere Produkte.

VIL.2.1. DEFINITION (Euklidische Vektorrdume). Unter einem inneren Pro-
dukt auf einem reellen Vektorraum V' verstehen wir eine positiv definite symme-
trische Bilineaform auf V', d.h. eine Abbildung (—, —): V' xV — R, mit folgenden
Eigenschaften:

(a) (v+ v, w) = (v,w) + V', w), (M, w) = Ao, w), fir alle v,v",w e V, A € R.
(b) (v, w —I—w> (v,w) + (v, W), (v, \w) = XNv,w), fir alle v,w,w € V, A € R.
(c) (w,v) = (v, w), fir alle v,w € V.

(d) (v,v) >0, furalleO%vEV

Ein reeller Vektorraum, der mit einem inneren Produkt ausgestattet ist, wird
Euklidischer Vektorraum genannt.®

VII.2.2. DEFINITION (Unitédre Vektorrdume). Unter einem inneren Produkt
auf einem komplexen Vektorraum V' verstehen wir eine positiv definite Hermi-
tesche Form auf V', d.h. eine Abbildung (—,—): V x V — C, mit folgenden
Eigenschaften:

(a) (v -+, w) = (v,w) + ¥, w), v, w) = o, w), fir alle v,v,w € V, X € C.
(b) (v,w +w') = (v,w) + (v,w'), (v, \w) = ANv,w), fir alle v,w,w" € V, A € C.
(c) (w,v) = (v, w), fir alle v,w € V.

(d) (v,v) >0, fiir alle 0 £ v € V.

Ein komplexer Vektorraum, der mit einem inneren Produkt ausgestattet ist, wird
unitirer Vektorraum genannt.’

Ist (—, —) ein inneres Produkt auf einem reellen oder komplexen Vektorraum,
so schreiben wir
[l == (v, 0),  weV.

8Diese Forderungen sind redundant, etwa liisst sich (b) sofort aus (a) und (c) folgern.
9Auch hier folgt (b) aus (a) und (c).
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Beachte, dass die Wurzel wohldefiniert ist, da (v,v) > 0. Beachte auch, dass
|v]|* = (v,v) = q(v) gerade die mit (—, —) assoziierte quadratische Form ist. Aus
den Propositionen VII.1.22 und VII.1.53 erhalten wir daher:

VII.2.3. PROPOSITION (Polarisierungsidentitéiten).
a) Fiir je zwei Vektoren v und w eines Euklidischen Vektorraums gilt:

(v, w) = 3 (v +w|” = [o]* = wl*) = ;(lv +w]* + v —w]*).
b) Fir je zwei Vektoren v und w eines unitiren Vektorraums gilt:
(v, 0) = (1@ +wll? = o = wlf? = ilo+ iw]? +illo - iw]?).
VIIL.2.4. BEISPIEL. Der Vektorraum R™ mit dem standard inneren Produkt,
(= =) R"xR" = R, (T,y) = 2101+ + TnYn,
ist ein Euklidischer Vektorraum mit Norm
l]* = fa1[* + - - + )
VII.2.5. BEISPIEL. Der Vektorraum C" mit dem standard inneren Produkt,
(=, —):C"xC" = C, (T,9) = Z1y1 + -+ + TnYn,
ist ein unitirer Vektorraum mit Norm
ll|* = faa " + -+ aa]

VII.2.6. BEISPIEL. Der Vektorraum der stetigen Funktionen auf einem kom-
pakten Intervall, C°(I, C), wir durch das innere Produkt,

(f,q) = / F@a(t)dt,

zu einem unitaren Vektorraum mit Norm

12 = / ().

VIIL.2.7. BEISPIEL. Der Vektorraum der quadratsummierbaren Folgen,
P={z:N=>C|}
ein Teilraum des Vektorraums aller Folgen, wird durch das innere Produkt

(@,y) == Ty, wy €PN, (VILS)

neN

neN |x”|2 < OO}’

zu einem unitaren Vektorraum mit Norm
]* = 2],
neN

Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz Ungleichung, siehe Proposition VII.2.9 unten, lasst
sich zeigen, dass die Reihe (VII.8) absolut konvergent ist.
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VII.2.8. PROPOSITION (Satz von Pythagoras). Sei V' ein Fuklidischer oder
unitarer Vektorraum. Sind v,w € V mit (v,w) =0 so gilt

lv+wl* = {of|* + [Jw]*.
BEWEIS. Aus der Bilinearitdat des inneren Produkts folgt sofort
v+ w|)* = (v +w,v+w) = (v,0) + (v,w) + (w,v) + (w,w), = ||v||* + ||w|?
denn nach Voraussetzung ist (v, w) = 0 und daher auch (w,v) = (v,w) =0. O

VII.2.9. PROPOSITION (Cauchy—Schwarz Ungleichung). Sei V' ein Euklidi-
scher oder unitirer Vektorraum mit innerem Produkt (—,—). Dann gilt

[, 0)] < Ilollflwll, (VILY)

fir alle v,w € V. Gleichheit tritt in (VIL9) genau dann ein, wenn v und w linear
abhdngig sind.

BewEIs. O.B.d.A. sei v # 0. Setzen wir ¥ := <”vi;f|”2>v und w = w — ¥, dann gilt

2
w=o+w,  (@Bw) =0, ud |7]2= |<7ﬁ’ 1’|L|’2>| (VIL10)
Die erste Gleichung ist trivial, die dritte folgt aus
. - (v, w) (v, w) (v, w) (v, w) [ (v, w)?
912 = (5,5) = (S, ) = (v,0) = ,
[ol* " vl [ol* vl [o]|?
und die zweite via
~ N\~ _~~_<U7w> N2
<U7w> - <U7w> <U7U> - ||UH2 v, w ||UH
(v, w) e Jww)P
= (v, w) — [lo]” = —[[o[I* =0.
o] [0]|?

Aus den Relationen in (VII.10) und Proposition VII.2.8 erhalten wir
[ (v, w)[?

lwll® =llo +@)* = [|o]* + [[@]* > [|9]* = o2

also (VIL.9). Gleichheit kann nur eintreten, wenn @ = 0 gilt, d.h. wenn w ein
Vielfaches von v ist. U

VIIL.2.10. PROPOSITION (Dreiecksungleichung). Sei V' ein Euklidischer oder
unitdrer Vektorraum. Dann gilt fir alle v,w € V,

[o +wll < fJol] + flw]-
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BEWEIS. Aus der Bilinearitéit des inneren Produkts und der Cauchy—Schwarz
Ungleichung in Proposition VII.2.9 erhalten wir:

v+ wl||? = (v+w, v+ w)
= (v,v) + (v, w) + (w,v) + (w, w)
= [[o[* + (v, w) + (v, w) + [[w]?
= [lvll* + 2Re(v, w) + [Jw]|*
< ll* + 2[{v, w)| + [[w]f?
< ll* + 2[[v[[fw] + [Jw]?

2
= ([l + [lwll)".
Mit der Monotonie der Wurzel folgt daher ||v + w|| < ||v| + ||w]|. O
VIL.2.11. DEFINITION (Norm). Sei V' ein reeller oder komplexer Vektorraum.
Unter einer Norm auf V' verstehen wir eine Abbildung ||—||: V' — R mit folgenden
Eigenschaften:

(@) |lv+w| < |v] + ||w], fiir alle v,w € V. (Dreiecksungleichung)

(b) [|Av] = |Al]|v], fir alle v € V und A € R bzw. A € C.

() VweV:|v|=0=v=0."9

Unter einem normierten Vektorraum verstehen wir einen Vektorraum, der mit

einer Norm ausgestattet ist. Beachte, ||v]| > 0 fiir alle v € V', denn aus (a) und
(b) folgt 0 = [0} = [jv — || < [Jo[l + [[(=1)v]| = 2[|v[].

VII1.2.12. PROPOSITION. Sei V' ein Fuklidischer oder unitirer Vektorraum mit
innerem Produkt (—, —). Dann ist ||v|| = \/(v,v) eine Norm auf V', fir die die
Parallelogrammgleichung gilt, d.h. fir alle v,w € V' haben wir

lv + wlf* + v — wl|* = 2([[o]|* + [|w]]*).

BEWEIS. Die Dreiecksungleichung haben wir in Proposition VII.2.10 gezeigt.
Weiters gilt

[ = (Av, do) = A (v, 0) = [AP[ol® = (|Al]lo]])’,

also auch || Av|| = [A||v||. Ist |jv]| = 0, dann gilt (v,v) = 0, also v = 0 wegen
der positiv Definitheit des inneren Produkts. Aus der Bilinearitdt des inneren
Produkts erhalten wir:

lv+wl* = (v +w, v+ w) = o] + w]® + (v, w) + (w,v)
lv —wl* = (v = w,v —w) = [J]* + [|w]]* = (v, w) — (w,v)
Aufaddieren liefert die Parallelogrammgleichung. 0

VII.2.13. DEFINITION (Metrische Rédume). Unter einer Metrik auf einer Men-
ge X verstehen wir eine Abbildung d: X x X — R mit folgenden Eigenschaften:

10Aus (b) folgt sofort ||0] = 0, es gilt daher Yo € V : |[v]| =0 < v =0.
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(a) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z), fiir alle z,y, z € X. (Dreiecksungleichung)

(b) d(z,y) = d(y, x), fir alle z,y € X. (Symmetrie)

(c) d(z,y) =0&z=y.

Unter einem metrischen Raum verstehen wir eine Menge X, die mit einer Metrik
ausgestattet ist. Beachte d(x,y) > 0 fiir alle z,y € X, denn aus (a), (b) und (c)
folgt 0 = d(x,z) < d(x,y) + d(y,x) = 2d(z,y).

VII.2.14. PROPOSITION. IstV ein normierter Raum, dann definiert d(v, w) :=
|w — vl eine Metrik auf V.

BEWEIS. Die Dreiecksungleichung folgt aus Definition VII.2.11(a),
dlu,w) = |lw—ul| = |lw—v+v—ul <|Jw—2|+ v —u| = dv,w)+ d(u,v).
Symmetrie folgt aus Definition VII.2.11(b),

d(v,w) = [[w =[] = [[(=1)(v = w)|| = [(=D|lv = w] = [[v — w]| = d(w, v).

Schliefllich gilt d(v,w) = 0 genau dann wenn ||w —v|| = 0, d.h. genau dann wenn
w — v = 0, siche Definition VIL.2.11(c). O

VII.2.15. BEMERKUNG. Nicht jede Norm kommt von einem inneren Produkt.

Etwa definiert

1/
2]l = (o1l + -+ o)

fiir jedes 1 < p < oo eine Norm auf R” bzw. C", die aber nur im Fall p = 2 der
Parallelogrammgleichung geniigt. Ist I ein kompaktes Intervall, so ist

151, = ([ 1cpae)”

eine Norm auf dem Vektorraum der stetigen Funktionen, C°(7, C) bzw. C°(I,R),
die im Fall p # 2 nicht der Parallelogrammgleichung geniigt. Auch die Supre-
mumsnormen

|2lloo == max{lan],....[anl}  bzw. | fllo = max]|f(t)]

auf C" bzw. C°(1, C) sind Normen die nicht der Parallelogrammgleichung geniigen
und daher nicht von einem inneren Produkt stammen. Ein weiteres wichtiges Bei-
spiel ist die sogenannte Operatornorm linearer Abbildungen ¢: V' — W zwischen
Euklidischen oder unitdren Vektorrdumen,

()]l
el = sup = sup [le(v)].

ozvev ||V veV, |v]|=1
Es lasst sich zeigen, dass im Fall dim(V) < oo dieses Supremum endlich ist
und eine Norm auf L(V, W) definiert, die i.A. nicht die Parallelogrammgleichung

erfiillt.
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VIIL.2.16. DEFINITION (Winkel). Ist V' ein Euklidischer Vektorraum und sind
v,w € V, v # 0 # w, dann gilt nach Proposition VIL.2.9 —1 < o) ] g

= [lllfwll
existiert daher ein eindeutiges o € [0, 71|, sodass'!

B (v, w)
os(@) = Tl

Diese Zahl o wird als Winkel zwischen v und w bezeichnet.
VII.2.17. PROPOSITION. Seien v # 0 # w zwei Vektoren eines Euklidischen
Vektorraums und o € [0, 7] der Winkel zwischen v und w. Dann gilt:
(a) a =0, genau dann wenn X\ > 0 existiert, sodass w = Av.
(b) a =m/2, genau dann wenn (v, w) = 0.
(¢c) a =m, genau dann wenn A < 0 ezistiert, sodass w = \v.
BEWEIS. Ist w = Av mit A € R, dann folgt A # 0 und

(v, w) (v, \v) v, v) A

cos(a) = = = - .

[olllfwll Nollixell Al A
Im Fall A > 0 erhalten wir cos(o) = 1 und daher a = 0. Im Fall A < 0 erhalten
wir cos(a) = —1, also @ = 7. Seien nun v # 0 # w beliebig und o = 0 oder

a =, d.h. cos(e) = 1. Dann gilt |(v,w)| = ||v|/||w||, nach Proposition VII.2.9
existiert daher A € R mit w = Av. Dies zeigt (a) und (c). Behauptung (b) ist
trivial, cos(mw/2) = 0. O

VII.2.18. BEMERKUNG (Cosinussatz). Sind v # 0 # w zwei Vektoren in einem
Euklidischen Vektorraum und bezeichnet o den Winkel zwischen v und w, so gilt
lv —w|[* = [lv]|* + [Jw]|* = 2 cos(a)]|v][[|w],

siehe Aufgabe 101.

VIIL.2.19. DEFINITION (Orthogonalitét). Sei V' ein Euklidischer oder unitérer
Vektorraum. Zwei Vektoren v, w € V werden orthogonal genannt, falls (v, w) = 0.
Wir schreiben in diesem Fall v L w. Ein Vektor v € V wird normiert genannt,
falls ||v|| = 1. Unter einem Orthonormalsystem in V verstehen wir ein System
von Vektoren v; € V, i € I, sodass (v, vj) = ¢, fir alle ¢, j € I. Eine Orthonor-
malbasis von V ist ein Orthonormalsystem, dass eine Basis von V' bildet.

VII.2.20. BEISPIEL. Die Standardbasen von R™ und C” sind Orthonormalba-
sen beziiglich der standard inneren Produkte, siehe Beispiel VII.2.4 und VIIL.2.5.
Fiir jedes 6 € R bilden die beiden Vektoren,

cos —sind
by = (sin@) und by = < cos 0 ) ’
eine Orthonormalbasis von R2.

UDer Cosinus schrénkt sich zu einer Bijektion cos: [0, 7] — [—1,1] ein.
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Eine Basis, B, eines endlich dimensionalen Euklidischen oder unitéren Vektor-
raums, V, ist also genau dann eine Orthonormalbasis, wenn die Matrixdarstellung
des inneren Produkts beziiglich B durch die Einheitsmatrix gegeben ist, d.h.

(v,w) = [v|[w]B, bzw. v]]? = [v][v]s, v,we V. (VIL.11)

Nach den Ergebnissen des vorangehenden Abschnitts besitzt jeder endlich dimen-
sionale Euklidische (Korollar VII.1.39) oder unitidre (Korollar VII.1.26) Vektor-
raum daher eine Orthonormalbasis.

Ein System von Vektoren by,...,b, in R" ist genau dann eine Orthonormal-
basis, wenn die Matrix A = (by|- - - |b,) orthogonal ist, d.h.

A€O0,={Ae M,,(R): A'/A=1,},

denn (AtA)ZJ = bzbj = <bl, bj> Etwa ist

cosf) —sind

sinf  cosf@ )’
fiir jedes # € R, eine orthogonale Matrix. Beachte, dass jedes A € O,, invertierbar
ist, A=t = A% es gilt daher auch AA* = I,,. Im vorangehenden Abschnitt haben
wir gesehen, dass O,, eine Untergruppe von GL, (R) bildet, sie wird die orthogona-
le Gruppe genannt, ihre Elemente werden als orthogonale Matrizen bezeichnet. Es
gilt det(A) = +1, fiir jede orthogonale Matrix A € O,, vgl. Aufgabe 109. Die De-
terminante liefert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus, det: O,, — {£1},
wobei {£1} beziiglich Multiplikation als (abelsche) Gruppe aufgefasst wird. Sein
Kern,

SO, :={A €0, : det(A) = 1},

bildet eine Untergruppe von O, die als spezielle orthogonale Gruppe bezeichnet
wird. Es ldsst sich zeigen, dass O,, und SO,, kompakte Teilmengen von M,,«,(R)
sind, vgl. Aufgabe 108.

Analog ist ein System von Vektoren by, ..., b, in C" genau dann eine Ortho-
normalbasis, wenn die Matrix A = (by]---|b,) unitér ist, d.h.

A - Un - {A S Mnxn(c) . A*A = IN}>

denn (A*A);; = bib; = (b;,b;). Jedes A € U, ist invertierbar, A™' = A*, es gilt
daher auch AA* = I,,. Im vorangehenden Abschnitt haben wir gesehen, dass U,
eine Untergruppe von GL,(C) bildet, sie wird die unitire Gruppe genannt, ih-
re Elemente werden als unitire Matrizen bezeichnet. Es gilt | det(A)| = 1, fiir
jede unitare Matrix A € U,. Die Determinante liefert einen surjektiven Grup-
penhomomorphismus, det: U, — S := {z € C : |2| = 1}, wobei S! beziiglich
Multiplikation als (abelsche) Gruppe aufgefasst wird. Sein Kern,

SU, :={A €U, :det(A) =1},

bildet eine Untergruppe von U, die als spezielle unitire Gruppe bezeichnet wird.
Es lasst sich zeigen, dass U, und SU, kompakte Teilmengen von M, ,(C) =
C™ = R** sind.
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VII.2.21. LEMMA. Jedes Orthonormalsystem eines Euklidischen oder unitdren
Vektorraums ist linear unabhdingig.

BEwEIs. O.B.d.A. geniigt es endliche Orthonormalsysteme zu betrachten.
Sei also v, ..., v,, ein Orthonormalsystem in V. Weiters seien \; Skalare, sodass
AU+ -+ Ao, = 0. Fiir jedes ¢ = 1, ..., n, erhalten wir

0= (v;,0) = (vi, Ayvg + -+ - + Avn) = A (Ui, v1) + - -+ Ao, o) = A,

denn (v;,v;) = 0,5, fiir alle 1 < 4,5 < n. Dies zeigt, dass vy,...,v, linear un-
abhéngig sind. O

VII.2.22. PROPOSITION. Sei B = (by,...,b,) eine Orthonormalbasis eines
endlich dimensionalen Euklidischen oder unitdren Vektorraums V. Dann gilt

n <b17 U>
v = Z<bi’ v)b; bzw. [v]p = : ,
i=1 (bp, v)

und daher auch

lv]l* = Z (B und  (o,w) =Y (b o) (b w),

1=1

fiir alle v,w € V.

BEWEIS. Da B eine Basis von V' bildet, existieren Skalare \q, ..., \,, sodass
v=MAby + -+ \,b,. Es folgt

(i, v) = (bis 25y Aiby) = D0y Ailli, by) = D07y Ay = e
Die verbleibenden Behauptungen folgen aus (VII.11). O

VII.2.23. SATZ (Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahren). Sei V' ein
Euklidischer oder unitdrer Vektorraum und vy,...,v, linear unabhdingig in V.
Dann bilden die rekursiv definierten Vektoren

_ v~ S by, vidb;
l[or = S5 by, vi)b;

ein Orthonormalsystem von V', das den selben Teilraum wie vy, . .., v, aufspannt.
Insbesondere ist der Nenner in (VI1.12) stets verschieden von Null. Ist vq,. .., v,
eine Basis von V', dann bildet by, ..., b, eine Orthonormalbasis von V.

bii

<i<n, (VIL12)

9 = =

BEwEIs. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach n. Der Induktions-
anfang, n = 1, ist trivial, denn aus vy # 0 folgt ||vi|| # 0, also ist by = T wohl-

definiert, [|b;|| = 1 und (b;) = (vy). Fiir den Induktionsschritt diirfen wir nun
annehmen, dass bq,...,b,_1 ein wohldefiniertes Orthonormalsystem bildet, fiir
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das (by,...,by_1) = (v1,...,v,_1) gilt. Betrachten wir b, =, — Z;‘:—ll(bj, vn)b;,
dann gilt zunéchst

<b17‘ . ‘7bn—17bn> - <bl7 .. '7bn—17vn> - <U17 .. '7UTL—17UTL>7

wegen der linearen Unabhiingigkeit der Vektoren wvy,..., v, muss daher by +
0 sein. Daher ist b, = ”2—”” wohldefiniert und (by,...,b,) = (v1,...,v,). Nach
Konstruktion ist ||b,| = 1 und
n—1
<bk,bn> = <bk,Un> — <bj,’Un> <bk,b]> = <bk,’0n> — <bk,’0n> = O, 1< k< n,
=1 SN——
=0k;
also auch. (b, bn) = - (b b,) = 0, fiir alle 1 < k < n. O

VII.2.24. KOROLLAR. a) Jeder endlich dimensionale Euklidische oder unitdre
Vektorraum besitzt eine Orthonormalbasis.

b) Jedes Orthonormalsystem eines endlich dimensionalen Euklidischen oder
unitiren Vektorraums kann zu einer Orthonormalbasis erweitert werden.

BEWEIS. Sei also vy,...,v; ein Orthonormalsystem in V. Wir ergéinzen zu
einer Basis, vy, ..., Uk, Vg1, - . ., U, von V und wenden darauf das Gram—Schmidt
Orthonormalisierungsverfahren an. Dies liefert eine Orthonormalbasis by, ..., b,
von V. Da vy,...,v; ein Orthonormalsystem bildet gilt b, = v; fir i = 1,...,k,
vgl. (VIL.12). Dies zeigt (b). Behauptung (a) ist ein Spezialfall (k = 0), wir haben
die Existenz von Orthonormalbasen aber bereits im vorangehenden Abschnitt
(mit dhnlichen Methoden) gezeigt, vgl. die Korollare VII.1.39 und VII.1.26. O

VI11.2.25. BEISPIEL. Betrachte den Euklidischen Vektorraum R3 mit dem stan-
dard inneren Produkt und die von den Vektoren

3 6
v = 4 , Ug = 8
0 7

aufgespannte Ebene W = (v1,v,) in R®. Wir wollen eine Orthonormalbasis von
W bestimmen. Mit Hilfe des Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahrens er-
halten wir

3
bl - U = 1 4
lodll 5\
6 3 0 7 0
= b
b2:U2—<b1,U2>b1: 8 —@ 4 = 0 y b2:~—2: 0
7] 2 \o 7 ol \ 1

Nach Satz VII.2.23 bildet daher b, b, eine Orthonormalbasis von W.
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VI11.2.26. BEISPIEL. Betrachte den Euklidischen Vektorraum R* mit dem stan-

dard inneren Produkt und den von den Vektoren
0 1

Vv =

Vg = V3 =

N = O W

1 2
21 3
3 0
aufgespannten Teilraum W = (v, vs, v3) von RY. Wir wollen eine Orthonormal-

basis von W bestimmen. Mit Hilfe des Gram—Schmidt Orthonormalisierungsver-
fahrens erhalten wir

0
U1 1 1
bl = — = —
o] V14 | 2
3
1 0 7 ) 7
~ 2 8 |1 1 10 2 1 10
2 (%) < 17U2> 1 3 14 2) 7 13 ) 2 ||b2H /—462 13
0 3 —12 —12
3 0 7 94
= 0 8 |1 10 10 1 1-26
bs = v3 — (b, v3)b1 — (b2, v3)by = 1l " 1al2] a2 | 13 33| —14
2 3 —12 18
) 94
b3 1 —26

b = — =
P bl 42T i

Nach Satz VII.2.23 ist daher b, by, b3 eine Orthonormalbasis von W.

VI1.2.27. BEISPIEL. Wir betrachten R? mit dem inneren Produkt

1 -2 1
(z,y) = 2" Ay, wobei A= |[-2 5 —4]|. (VIL.13)
1 -4 6

Aus dem Sylvester Kriterium folgt sofort, dass dies tatséchlich positiv definit
ist. Wir wollen eine Orthonormalbasis von R? bestimmen und wenden dazu das
Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahren auf die Standardbasis eq, e5, e3 an.

€1

by

OO =

leall
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denn ||e(||* = e} Ae; = 1.

i 0 1 2 ; 2
62:62—<bl,62>61: 1 + 2 0 = 1 s b2:~—2: 1 s
0 0 0 12l \o
denn <b1,€2> = bﬁAe2 = —2 und H[;2||2 = l~)t2Al~)2 =1.
) 0 1 2 3
by = e3 — (bi,e3)by — (b2, es)ba = |0 =[O ] +2 1| =1[2],
1 0 0 1
~3 3
bg = —=— = 2 5
1bsll - \1

denn (by,e3) = btAes = 1, (by,e3) = biAes = —2 und ||bs||? = byAbs = 1.
Nach Satz VII1.2.23 ist daher by, by, b3 eine Orthonormalbasis von R? beziiglich
des inneren Produkts (VII.13).

VII.2.28. KOROLLAR (QR-Zerlegung).

a) Jede invertierbare Matriz A € GL,(R) lasst sich auf eindeutige Weise in
der Form A = QR schreiben, wobei Q € O, und R € M,«,(R) eine (invertierba-
re) obere Dreiecksmatriz mit positiven Diagonaleintrdagen ist.

b) Jede invertierbare Matriz A € GL,(C) ldsst sich auf eindeutige Weise in
der Form A = QR schreiben, wobei QQ € U, und R € M,,«,(C) eine (invertierba-
re) obere Dreiecksmatriz mit positiven (reellen) Diagonaleintrdigen ist.

BEWEIS. Wir zeigen nur (b), der erste Teil lidsst sich vollig analog bewei-
sen. Da die Matrix A = (v1| - - - |v,,) invertierbar ist, bilden ihre Spalten vy, ..., v,
eine Basis von C". Wenden wir darauf das Gram—Schmidt Orthonormalisierungs-
verfahren an, erhalten wir eine Orthonormalbasis b, ..., b, von C" und Skalare
T4, ..., 75 € C, sodass

vi =101+ -+ 1rib; und  ory > 0, (V1114)
fiir alle : = 1,...,n, siehe (VII.12). Die Matrix @ := (by|- - -|b,) ist unitér, denn
(Q*Q)U = b;kbj = <bz, b]> = 52’]’7 also Q*Q = In Offensichtlich ist

Tin = Tin
R =
Tnn

eine obere Dreiecksmatrix mit positiven reellen Diagonaleintrigen. Die Gleichun-
gen (VII.14) besagen gerade A = QR.

Um die Eindeutigkeit der Darstellung einzusehen, seien nun @1, ¢)> € U,, und
Ry, Ry zwei obere Dreiecksmatrizen mit positiven reellen Diagonaleintragen mit

QIRI = Q2R2-
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Es gilt daher
R=0Q,

wobei Q = (Q2)7'Q; € U, und R := Ry(R;)~! eine obere Dreiecksmatrix mit
positiven reellen Diagonaleintriigen ist.'?> Daraus erhalten wir R*R = Q*Q = I,,,
also R* = R~!. Beachte, dass R* eine untere Dreiecksmatrix ist und R~! eine
obere Dreiecksmatrix ist. Aus der vorangehenden Gleichheit schlieen wir, dass
R eine Diagonalmatrix sein muss. Aus R*R = I,, folgt, dass alle Diagonaleintrige
Absolutbetrag 1 haben. Da sie alle positiv und reell sind muss R = [,, gelten,
d.h. Ry = Ry. Somit auch @) = I, und )1 = Q». O

VI1.2.29. BEISPIEL. Wir wollen die QR-Zerlegung der Matrix

011 2
000 1
A= 213 -1
003 1

bestimmen. Wir wenden also das Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahren
auf die Basis

0 1 1 2
|0 10 {0 - 1
V1 = 2 ) Uy = 1 ) V3 = 3 ) Vg = _1
0 0 3 1
an und erhalten:

0 1
b — u_ 0 by — vg — (b1, v2)by _ 0
T L] 27 Jlog — (br, va)bu | 0
0 0

0

by = vg — (b1, v3)by — (b2, v3)by _ 0

HU3 - <b17U3>bl - (b27U3>sz (1]
0
by — vy — (b1, 04)b1 — (b2, v4)by — (b3, v4)bs _ 1
||U4 - <51,U4>51 - <b2,U4>b2 - <b3,U4>b3|| 8

2Dje Menge der reellen bzw. komplexen oberen Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonal-
eintridgen bildet eine Untergruppe von GL,,(R) bzw. GL,,(C), vgl. Aufgabe 112.
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Somit ist A = QR wobei

01 00 21 3 -1
B oo o1 P AR
0010 000 1

VII.2.30. DEFINITION (Orthogonales Komplement). Sei V' ein Euklidischer
oder unitédrer Vektorraum und X C V eine Teilmenge. Unter dem orthogonalen
Komplement von X verstehen wir den Teilraum

Xt={veV|VeeX:(z,v)=0}= ﬂ ker ((z, —)).

zeX

VII.2.31. LEMMA. Sei V' ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum. Weiters
seien X, Y, Xy, Xy Teilmengen und W, Wy, Wy Teilrdume von V. Dann gilt:

(a) {0} =V.

(b) X C X+,

(¢c) X CY dann Y+ C X+,
(e) (X)+ =X+,

(f) Wnw ={0}.

(9) (Wi +Wo)t =W N ;.

BEWEIS. Die erste Aussage (a) ist trivial. Behauptung (b) folgt sofort aus:
(z,v) =0 < (v,z) = 0. Die Aussagen (c) und (d) sind trivial. Ad (e): Die eine
Inklusion, (X)+ C X+, folgt aus (c), denn X C (X). Um auch die umgekehrte
Inklusion, X+ C (X)* einzusehen, sei v € X+ und w € (X). Es existieren
daher z; € X und Skalare \;, sodass w = A\jv; + - - - + \,x,,. Mit der Bilinearitéat
des inneren Produkts erhalten wir (v,w) = A\ (v,x1) + -+ + A\ (v, 2,) = 0, da
ja (v,z;) = 0. Dies zeigt v € (X)*, fiir jedes v € X+, also X+ C (X)+. Ad
(f): Fiir v € W N W+ gilt (v,v) = 0 und daher v = 0. Behauptung (g) ist eine
Konsequenz von (d) und (e), denn Wy +Wy = (W, UW,) und daher (W;+ W)+ =
(WU W)t = (WL uWy)t =wWinwit. O

VII.2.32. SATZ (Orthogonalprojektion). Ist V' ein Euklidischer oder unitdrer
Vektorraum und W ein endlich dimensionaler Teilraum von V', dann gilt

V=WwaeWwh (VIL15)
Der mit dieser Zerlegung assoziierte Projektor, p: V. — W, wird Orthogonalpro-
jektion auf W genannt. Ist by, ..., by eine Orthonormalbasis von W, so gilt

p) => (bi,v)b;,  veEV (VIL16)

i=1
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Fiir jedes v € V st p(v) der eindeutig bestimmte Punkt in W mit kleinstem
Abstand zu v, d.h. es gilt

d(p(v),v) < d(w,v),
fiir jedes w € W, und Gleichheit tritt nur dann ein, wenn w = p(v). Der Punkt

p(v) € W mit kleinstem Abstand zu v ist daher durch v — p(v) € W eindeutig
charakterisiert.

BEWEIS. Sei by, ..., by eine Orthonormalbasis von W, vgl. Korollar VII.2.24.
Fiir die durch (VII.16) definierte lineare Abbildung p: V' — W gilt p|y = idy,
siehe Proposition VII.2.22, also ist p ist ein Projektor mit img(p) = W. Fiir seinen
Kern erhalten wir aus der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren by, ..., by,

k
ker(p) = ()b = {bry - bkt = (by,. . b s = W,
i=1

vgl. Lemma VII.2.31(e). Dies zeigt (VIL.15) und (VII.16), vgl. Proposition I1.5.8.
Nach dem Satz von Pythagoras, siehe Proposition VII.2.8, gilt fiir jedes w € W,

lv —wl* = [lv = p(v) + p(v) —wl* = v = pV)I* + [[p(v) — w|* = [l = p(V)]*,

denn v—p(v) € ker(p) = W+ und p(v)—w € W, also (v—p(v), p(v)—w) = 0. Dies
zeigt d(w, v) > d(p(v),v). Gleichheit kann nur dann eintreten, wenn ||p(v)—w||* =
0, d.h. w = p(v) gilt. O

VI1.2.33. KOROLLAR. Ist V' ein endlich dimensionaler Euklidischer oder uni-
tarer Vektorraum dann gilt fir jeden Teilraum W von V :
(a) dim(W+) = dim(V) — dim(W).
(b)) Wt =w.
(c) Wt={0}=W=V.
(d) (W, N Wy)t = Wit + Wit fiir je zwei Teilrdume Wi und Wy von V.

BEWEIS. Behauptung (a) folgt aus (VII.15) und einer bekannten Dimensions-
formel. Daraus erhalten wir auch dim(W++) = dim (W), also (b), daja W C W+t
nach Lemma VII.2.31(b). Behauptung (c) folgt dann aus {0}* = V, sieche Lem-
ma VII.2.31(a). Aus Lemma VII.2.31(g) erhalten wir

Wi+ WaH)t =Wt n st =win i,

und daher (W; N Wy)t = (Wit + WiH)H = Wit + W3t womit auch (d) gezeigt
ware. O

Ist W ein endlich dimensionaler Teilraum eines Euklidischen oder unitiren
Vektorraums V', und ist v € V, dann wird

d(v, W) := min d(v,w) = (v, p(v)) = [lo = p(v)]| = Hv =3 (b, 0)by

1=
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der Abstand von v zum Teilraum W genannt. Dabei bezeichnet p: V- — W die
Orthogonalprojektion aus Satz VII.2.32 und by, ..., b, ist eine beliebige Ortho-
normalbasis von W. Offensichtlich gilt d(v, W) = 0 genau dann, wenn v € W.

VII.2.34. BEISPIEL. Wir wollen die Orthogonalprojektion auf den Teilraum

3
AT
—2

w

(

D W W

von R? bestimmen, wobei R? mit dem standard inneren Produkt versehen sei.
Wir bestimmen zunéchst eine Orthonormalbasis von W in dem wir das Gram-—
Schmidt Orthonormalisierungsverfahren auf die beiden Vektoren

3 3
vu=13 und v =1 7
6 —2
anwenden. Dies liefert
3 1
- L (32 L (1),
[|v1]] 54 \ g 6 \9
3 6 1 2 1
bg—'Ug—(bl,’U2>b1— 7 - = 1 = 6 =2 3 s
o) 61y 4 9
= 1
b b2 3

1
bl VI

Somit ist by, by eine Orthonormalbasis von W, die Orthogonalprojektion auf W
ist daher

1/v6 1/V/14
p(v) = (by,v)by + (by, v)by = BB'v, wobei B = (bi|by) = |1/v/6 3/V14
2/V/6 —2/14

Beziiglich der Standardbasis £ von R3 gilt daher
10 16 8

1
[p]EE = BBt = 4— 16 34 -4
8 —4 40
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VII.3. Normale und selbstadjungierte Operatoren.

VIL.3.1. LEMMA. Sei V' ein FEuklidischer oder unitdrer Vektorraum. Dann
definiert

b: V — V™, b(v) = (v, —), (VIL.17)

eine injektive reell lineare Abbildung, die im unitiren Fall dariber hinaus komplex

anti-linear ist, d.h. b(Av) = b (v). Ist V' endlich dimensional, dann ist (VII.17)

ein reell linearer Isomorphismus, insbesondere existiert zu jedem o € V* ein
eindeutiger Vektor a € V', sodass b(a) = a, d.h. {a,v) = a(v), fir allev € V.

BEWEIS. Da das innere Produkt linear in der zweiten Eintragung ist, ist
(VIL.17) wohldefiniert. Die reelle Linearitdt von b folgt daraus, dass das inne-
re Produkt reell linear in der ersten Eintragung ist. Es gilt ker(v) = {0}, denn
aus b(v) = 0 folgt 0 = b(v)(v) = (v,v) = ||v||* also v = 0. Dies zeigt, dass b eine
injektive Abbildung ist. Im endlich dimensionalen Fall gilt dimg (V') = dimg(V™),
nach Korollar IV.2.11 ist b in diesem Fall also auch surjektiv. U

VIIL.3.2. PROPOSITION (Adjungierte Abbildung). Sei p: V. — W eine linea-
re Abbildung zwischen endlich dimensionalen Fuklidischen oder unitiren Vek-
torrdumen. Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung ¢*: W — V| sodass

(" (w),v) = (w, p(v)), (VIL18)

fiir alle v € V und w € W. Diese Abbildung p* wird als die zu ¢ adjungierte
Abbildung bezeichnet, sie macht folgendes Diagramm kommutativ:

W——V
bwlg glbv d.h. es ngt bvogo* :(ptobw,
W ==V
wobei by und by die (komplex antilinearen) Isomorphismen aus Lemma VIL.3.1

und o' W* — V* die duale Abbildung aus Proposition II1.4.3 bezeichnen. Fiir
jede weitere lineare Abbildung »: W — U gilt

o™ =, (o) = o), und id}, = idy .
Fiir zwei lineare Abbildungen @1, po: V- — W und jeden Skalar A haben wir
(o1 + @) =1 +¢5, und  (\p)" = A",
Sind B und C' Orthonormalbasen von V bzw. W, dann gilt
[ |Be = [¢los- (VIL19)
Schliefllich ist

1

ker(p*) = img(y) und img(¢*) = ker(p)*. (VIIL.20)
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BeEwEIs. Fiir alle v € V und w € W gilt
(" (w),v) =bv(p*(w))(v)

und
(w, p(v)) = dw(w)(p(v)) = (' bw(w)))(v).
Die Bedingung (VII.18) ist daher zu
by 0 * = @l oy
dquivalent. Somit wird durch ¢* := by,' 0! obyy eine Abbildung W — V' definiert,

die (VII.18) geniigt, und diese ist dadurch eindeutig bestimmt. Als Komposition
reell linearer Abbildungen ist * reell linear. Im unitdaren Fall gilt weiters

" (W) = by (' ow (W) = by (' (Mow (v)))
=y (A" b (v))) = Aoy (" bw (v))) = Ap™(v),
d.h. ¢*: W — V ist auch komplex linear. Aus (VII.18) erhalten wir (o*(w),v) =
(w, p(v)), es gilt daher auch
(v, " (w)) = (p(v),w), veV,weW. (VIL.21)
Somit (p**(v),w) = (p(v),w), fir alle v € V und w € W, also ¢** = ¢. Die
Gleichung idy, = idy ist trivial. Aus
(o) (w),v) = (w, (¥ op)(v)) = (w,d(p(v)))
= (V" (w), p(v)) = (¢"(¥" (W), v) = {(¥" 0 ¥")(w),v),
erhalten wir (1) o p)* = ¢* 0 9*. Analog folgt aus

(o1 + p2)"(w), v) = (w, (p1 + ¢2) (v)) = (w, P1(v) + 2(v))
= (w, p1(v)) + (w, p2(v)) = (p1(w), v) + (3(w), v)
= (i (w) + ¢5(w),v) = (] + ¥3)(w),v)
die Gleichung (1 + p2)* = @I + ¢5. Fiir jeden Skalar A gilt

(o) (w),v) = (w, (Ap)(v)) = (w, Ap(v))
= Mw, p(v)) = Me"(w),v) = (A" (w), v) = (Ag")(w),v)
also (A\p)* = A¢*. Sind B = (by,...,b,) und C = (cy, ..., ¢,) Orthonormalbasen
von V bzw. W, dann gilt,

o(b;) = Z<Cj7 o(bi))cj, also ([@]CB)]-Z- = (¢j, (b)),
j=1
siehe Proposition VII.2.22. Analog haben wir

n

pie)) =D (b ()b also ([¢'se),; = (b e™(cs)-

i=1
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Es gilt daher
([¢*]Bc),; = (bi, ™ (cs)) = (" (c)) bi) = {c;, (b)) = ([¢len)ii = (L)),

also [¢*]pe = [¢l&p. Fir jedes w € W gilt:

w € ker(p*) < ¢p*(w) =0
SYoeV:{(p'(w),v)=0

S Yo eV :(w, e))

() : (w,u) =0

Swe img(<p)L,

I
o

& Vu € img

und somit ker(¢*) = img(¢)t. Wenden wir dies auf p* an, erhalten wir

ker(p) = ker(p™) = img ("),

und daher auch ker(¢)* = img(p*)*+ = img(¢*), nach Korollar VI.2.33(b). O

VIIL.3.3. DEFINITION (Selbstadjungierte Abbildungen). Eine lineare Abbil-
dung ¢: V — V auf einem endlich dimensionalen Euklidischen oder unitédren
Vektorraum V' wird selbstadjungiert genannt, falls ¢p* = ¢ gilt, d.h. wenn

(p(v),w) = (v, p(w)), fiir alle v,w € V.

Im Euklidischen Fall werden selbstadjungierte Abbildungen auch als symmetri-
sche Abbildungen bezeichnet.

Eine lineare Abbildung ¢: V' — V auf einem endlich dimensionalen unitéren
Vektorraum V ist genau dann selbstadjungiert, wenn ihre Matrixdarstellung,
[¢] BB, beziiglich einer (und dann jeder) Orthonormalbasis B von V selbstadjun-
giert ist, d.h. wenn [p|;;5 = [¢]ss gilt. Dies folgt sofort aus (VIIL.19). Inbesondere
ist eine Matrix A € M,,,(C) genau dann selbstadjungiert, d.h. A* = A, wenn die
lineare Abbildung C* — C", x + Ax, beziiglich dem standard inneren Produkt
auf C" selbstadjungiert ist, denn die Standardbasis ist eine Orthonormalbasis. Die
Menge der selbstadjungierten Abbildungen V' — V' bildet einen reellen aber kei-
nen komplexen Teilraum von L(V, V). Die Komposition (nicht kommutierender)
selbstadjungierter Abbildungen wird i.A. nicht selbstadjungiert sein.

Eine lineare Abbildung ¢: V' — V auf einem endlich dimensionalen Eukli-
dischen Vektorraum V' ist genau dann symmetrisch, wenn ihre Matrixdarstel-
lung, [¢]Bg, beziiglich einer (und dann jeder) Orthonormalbasis B von V' sym-
metrisch ist, d.h. wenn [p|h5 = [¢]ps gilt, siehe (VIL19). Inbesondere ist ei-
ne Matrix A € M,,«,(R) genau dann symmetrisch, wenn die lineare Abbildung
R" — R"™, = — Ax, beziiglich dem standard inneren Produkt auf R symmetrisch
ist. Die Menge der symmetrischen Abbildungen V' — V bildet einen Teilraum von
L(V,V). Die Komposition (nicht kommutierender) symmetrischer Abbildungen
wird i.A. nicht symmetrisch sein.
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VIL.3.4. BEISPIEL. Ist ¢: V — V eine beliebige lineare Abbildung auf einem
Euklidischen oder unitdaren Vektorraum V', so ist pp*: V' — V selbstadjungiert,

kk %k

denn aus den Rechenregeln in Proposition VIL.3.2 folgt (p@*)* = @™ p* = pp*.

VIIL.3.5. BEISPIEL. Sei p: V — V eine beliebige lineare Abbildung auf ei-
nem Euklidischen oder unitéren Vektorraum V. Dann ist $(¢ + ¢*): V — V
selbsadjungiert, denn mit den Rechenregeln aus Proposition VII.3.2 erhalten wir:

(3l +¢) = 5(p+¢) = 5" +¢™) = 3(¢" +9) = 5(p + ¢).
Offensichtlich ist
p=3lp+9)+3(e—¢),
fiir die lineare Abbildung $(¢ — ¢*): V — V gilt

Gle—99)) =3 —¢) =3 —¢™) = 5" — ) = —3(p — ¢").
Lineare Abbildungen v: V' — V, fiir die ¢* = —1 gilt, werden anti-selbstad-
jungiert oder schiefsymmetrisch genannt. Jede lineare Abbildung ¢: V — V
lasst sich daher (in eindeutiger Weise) als Summe einer selbstadjungierten und
einer anti-selbstadjungierten linearen Abbildung schreiben. Die Abbildung ¢ —
%(<p+<p*) ist eine reell lineare Projektion auf den Teilraum der selbstadjungierten
linearen Abbildungen, und ¢ — (¢ — ¢*) ist die komplementére (reell lineare)
Projektion auf den Teilraum der anti-selbstadjungierten linearen Abbildungen.

VIIL.3.6. BEISPIEL. Ist W ein Teilraum eines endlich dimensionalen Euklidi-
schen oder unitdaren Vektorraums V', dann ist die Orthogonalprojektion, p: V' —
W C V, siehe Satz VII.2.32, selbstadjungiert. Um dies einzusehen, sei by, ..., b
eine Orthonormalbasis von W = img(p) und by, ..., b, eine Orthonormalbasis
von ker(p) = W+. Es ist dann B = (by, ..., b,) eine Orthonormalbasis von V, fiir
die [p]pp = (% §) gilt. Somit ist [p]pp = [p]}; und p also selbstadjungiert. Auch
die Spiegelung an W langs W+,

o: V=V, o =2p—idy,

ist selbstadjungiert, denn o* = (2p—idy)* = 2p* —id}, = 2p—idy = o. Alternativ
ldsst sich dies auch an der Matrixdarstellung von o ablesen, denn beziiglich der

Orthonormalbasis B oben gilt [0]pp = (Iok _ ISf}g), also [o]|55 = [0]BB-

VIL.3.7. LEMMA. Sei p: V — V eine selbstadjungierte lineare Abbildung auf
einem endlich dimensionalen unitiren Vektorraum, ¢* = ¢. Dann sind alle Fi-
genwerte von @ reell.

BEWEIS. Sei also 0 # v € V ein Eigenvektor zum Eigenwert A € C, d.h.
o(v) = Av. Dann gilt
Al = Mo, v) = (v, 20} = (v, ¢(v))
= (¢"(v), ) = {p(v),v) = (M, v) = Mo, v) = Aljv]]?,
also A = A, da ja ||v]||? # 0. Dies ziegt, dass A reell ist. O
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VII.3.8. DEFINITION (Normale Abbildungen). Sei V' ein endlich dimensionaler
Euklidischer oder unitdrer Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V — V wird
normal genannt, wenn ¢*p = pp*.

Offensichtlich ist jede selbstadjungierte Abbildung normal. Auch jede anti-
selbstadjungierte lineare Abbildung ist normal. Die Summe oder das Produkt
zweier (nicht kommutierender) normaler Abbildungen wird i.A. nicht normal sein.

VIIL.3.9. LEMMA. Fiir eine lineare Abbildung ¢: V — V auf einem endlich
dimensionalen Euklidischen oder unitdren Vektorraum sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) ¢ ist normal, d.h. *p = pp*.

(b) {p(v), p(w)) = {¢*(v), " (w)), fir allev,w € V.

(c) @)l = lle* ()l fir allev e V.

(d) Es gilt [o|55(0)l88 = [©lBBlP)SE, fir eine (und dann jede) Orthonormalbasis

B von V.

BewEIS. Die Aquivalenz (a)<(b) folgt aus

(@) (v),w) = (& (p(v), w) = {£(v), p(w))
und
(") (v), w) = (™ (v), w) = (¢*(v), p*(w)),

vgl. (VIL18) und (VIL.21). Die Aquivalenz (b)<(c) folgt aus der Polarisierungs-
identitét, sieche Proposition VII.1.53 bzw. VII.1.22, denn (p(v), @(w)) ist eine
Hermitesche (symmetrische) Form auf V' mit assoziierter quadratischer Form
lp(v)[1?, und (p*(v), p*(w)) ist eine Hermitesche (symmetrische) Form auf V'
mit assoziierter quadratischer Form [|p*(v)||?. Die Aquivalenz (a)<>(d) folgt aus

" vlee = [¢"|BBlYIBE = [PlBElP]BE
und

lee*sB = [¢]BBlY BB = [¢]BB[#]BSE,
vgl. Proposition VII.3.2. U

VIL.3.10. LEMMA. Sei V' ein endlich dimensionaler Fuklidischer oder unitdrer

Vektorraum und ¢: V' — V normal, d.h. p*¢ = @p*. Dann gilt:

(a) ker(¢) = ker(i2").

(b) Ist 0 # v € V' Eigenvektor zum FEigenwert \ von ¢, dann ist v auch Eigen-
vektor von ¢* mit Eigenwert X. Es gilt daher E = Ef*

(c) Sind X\ # p zwei verschiedene Eigenwerte von o, dann stehen die entspre-
chenden Eigenrdume orthogonal aufeinander, Ex L E,, d.h. fiir alle v € E)
und w € E, gilt (v,w) =0.

BeEwEIS. Aus Lemma VII.3.9(c) erhalten wir sofort (a). Um (b) einzusehen,
beobachten wir zunéchst, dass auch ¢ — Aidy: V' — V eine normale Abbildung
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ist, denn Aidy ist normal und kommutiert mit ¢, mit den Rechenregeln aus
Proposition VII.3.2 folgt daher:

(o = Aidv) (v = Aidy) = ¢ — (Midy) ¢ — *(Midy) + (Aidy)*(Aidy)
= " — p(Aidy)" — (Nidy)p" + (Aidy) (A idy)*
= (¢ = Aidy) (¢ — )\idv)*.

Aus (a) erhalten wir nun
EY =ker(yp — Aidy) = ker((¢ — Aidy)*) = ker(p* — Xidy) = Eé\o*,

und daher (b). Um (c) einzusehen, seien nun A # p zwei verschiedene Eigenwerte
von . Weiters seien v € E) und w € E,,, d.h. p(v) = Av und ¢(w) = pw. Nach
(b) gilt daher auch ¢*(v) = Av. Wir erhalten somit

(v, w) = (v, pw) = (v, p(w)) = (p*(v), w) = v, w) = A, w) = Ao, w),
folglich (i — A){v,w) = 0 und daher (v,w) =0, da ja u — X # 0. O

VIL.3.11. SATZ (Spektralsatz fiir normale Operatoren). Sei V' ein endlich di-
mensionaler unitirer Vektorraum. Fine lineare Abbildung p: V — V ist genau
dann normal, wenn eine Orthonormalbasis B von V' existiert, sodass [p|pp Dia-
gonalgestalt hat.

BEWEIS. Sei zunéchst B eine Orthonormalbasis von V', sodass [¢]gp Dia-
gonalgestalt hat. Dann gilt offensichtlich [p]5l¢les = [¢]BBlP]EE, nach Lem-
ma VII.3.9 ist ¢ daher normal.

Sei nun umgekehrt ¢: V' — V eine normale lineare Abbildung, d.h. ¢*p =
we*. Wir werden nun mittels Induktion nach dim(V') zeigen, dass eine Ortho-
normalbasis B von V existiert beziiglich der [¢|pp Diagonalgestalt hat. Der
Induktionsanfang, dim(V) = 0 ist trivial. Fiir den Induktionsschritt sei nun
dim(V) > 1. Da C algebraisch abgeschlossen ist, existiert ein Eigenwert A € C
von . Offensichtlich ist der Eigenraum FE) invariant unter ¢, d.h. p(F)) C E,.
Da ¢ mit ¢* kommutiert, ist £, aber auch unter ¢* invariant, denn fiir je-
des v € E, gilt p(p*(v)) = ¢*(p(v)) = ¢*(\v) = Ap*(v), also p*(v) € E\
und somit ¢*(E,) C E,. Daraus folgt nun, dass auch das orthogonale Kom-
plement, Ej-, invariant unter ¢ und ¢* ist: fiir alle w € Ey und v € E) gilt
nimlich (p*(w),v) = (w, p(v)) = 0 da ¢(v) € E), also ¢*(w) € Ky und daher
©*(Ey) C Ey; analog haben wir (v, p(w)) = (¢*(v),w) = 0 da p*(v) € E), also
o(w) € By und daher auch ¢(Ey) C Ey. Somit ist

V =E\®E}

eine unter ¢ und ¢* invariante orthogonale Zerlegung, vgl. Satz VII1.2.32. Fiir die
Adjungierte der Einschrinkung, ¢|py : Ey — Ej, erhalten wir daraus ¢}, =
A

©* p;-- Insbesondere ist auch ¥ o Ef — Ej5 eine normale Abbildung,

Pl eler = @ lppeley = (@) ey = (P )y = lpp@'lny = lprelp
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Nach Induktionsvoraussetzung existiert daher eine Orthonormalbasis B” von Ej-,
sodass [¢|pL]prpr Diagonalgestalt hat, denn dim(Ey) = dim(V) — dim(E)) <
dim(V), siehe Korollar VII.2.33(a). Bezeichnet B’ eine beliebige Orthonormalba-
sis von Ej, so gilt [¢|g, |y = A, wobel k = dim(E)), denn ¢|p, = Aidg,.
Folglich ist B = B’ U B” eine Orthonormalbasis von V', und

[SO]BB: [90|EA]B'B’ 0 _ Iy 0
0 [oles]Br B 0 [plgtlsrpr

hat Diagonalgestalt. 0

VIIL.3.12. KOROLLAR (Spektralzerlegung). Sei ¢: V — V eine normale Ab-
bildung auf einem endlich dimensionalen unitiren Vektorraum V. Dann ist ¢
diagonalisierbar und Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten stehen orthogo-
nal aufeinander. Bezeichnen Ay, ..., A\, die Figenwerte von @, dann zerfdallt V in
eine orthogonale direkte Summe der Figenrdume,

V=EFE\ @ @ E)\,

und es gilt
o =Mm+ - AT,

wobei m;: V' — Ey, CV die Orthogonalprojektion auf den Eigenraum zum Eigen-
wert \; bezeichnet. Diese Projektionen geniigen den Relationen:

. 2 . .
dy=m+---+m, =m =m=m;, mm=0=mm, %]

Insbesondere gilt dies alles fiir selbstadjungierte o, in diesem Fall sind dariber
hinaus alle Eigenwerte reell.

BeEweIs. Dies folgt sofort aus Satz VII.3.11, siche auch Lemma VII.3.10(c),
Satz VI.1.18, Proposition VI.1.16(e), Aufgabe 115 und Lemma VII.3.7. O

Fir Matrizen erhalten wir daraus:

VII.3.13. KOROLLAR. Sei A € M, x,(C) eine normale Matriz, d.h. A*A =
AA*. Dann emistiert eine unitire Matriz U € U, sodass U AU = U*AU Dia-
gonalgestalt hat. Insbesondere sind normale Matrizen diagonalisierbar und Ei-
genrdume zu verschiedenen FEigenwerten stehen orthogonal aufeinander. Ist A
selbstadjungiert, dann sind dariber hinaus alle Eigenwerte von A, und auch die
Eintrige der Diagonalmatriz UYAU, reell.

BEWEIS. Betrachte C" mit dem standard inneren Produkt, (z,y) = x*y.
Nach Lemma VIL.3.9 ist ¢: C" — C", ¢(x) := Az, eine normale Abbildung.
Nach Satz VIL.3.11 existiert daher eine Orthonormalbasis B = (by,...,b,) von
C", sodass [¢|gp eine Diagonalmatrix ist. Die unitdre Matrix U := (by|---|by)
hat daher die gewiinschte Eigenschaft. Bezeichnet ndmlich £ die Standardbasis
SO gllt [QO]EE = A, U= TEB und U_IAU = TE_E[QP]EETEB = [(p]BB. L]
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VIIL.3.14. SATZ (Spektralsatz fiir symmetrische Operatoren). Sei V' ein end-
lich dimensionaler Fuklidischer Vektorraum. Eine lineare Abildung p: V — V ist
genau dann selbstadjungiert (symmetrisch) wenn eine Orthonormalbasis B von
V' existiert, sodass [p|gp Diagonalgestalt hat.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass jede symmetrische Abbildung ¢: V' — V
einen (reellen) Eigenwert besitzt. Sei dazu B eine Orthonormalbasis von V. Dann
ist A= [plpp € Myxn(R) eine symmetrische Matrix, A" = A. Fassen wir A als
komplexe Matrix auf, A € M, +,(C), so gilt A* = A. Nach Korollar VII.3.13
besitzt A daher einen reellen Eigenwert, also hat auch ¢: V' — V einen re-
ellen Eigenwert. Damit ldsst sich der Satz nun vo6llig analog zum Beweis von
Satz VII.3.11 zeigen. O

VIIL.3.15. KOROLLAR (Spektralzerlegung). Sei ¢: V' — V eine selbstadjun-
gierte (symmetrische) Abbildung auf einem endlich dimensionalen Euklidischen
Vektorraum V. Dann ist ¢ diagonalisierbar und Figenrdume zu verschiedenen
Figenwerten stehen orthogonal aufeinander. Bezeichnen A1, ..., \; die (reellen)
FEigenwerte von o, dann zerfdllt V' in eine orthogonale direkte Summe der Ei-
genrdaume,

V=EFE, @ @ E)\,
und es gilt
o =Mm1+ -+ AT,

wobei m;: V' — Ey, CV die Orthogonalprojektion auf den Eigenraum zum Eigen-
wert \; bezeichnet. Diese Projektionen geniigen den Relationen:

. 2 . .
idy=m+---+m, 7w =m=mn;, mmn=0=mm, %]

VII1.3.16. KOROLLAR. Sei A € M, «,(R) symmetrisch, d.h. A* = A. Dann
existiert eine orthogonale Matriz U € O, sodass U YAU = U'AU Diagonalge-
stalt hat. Insbesondere sind reelle symmetrische Matrizen stets diagonalisierbar
und Figenrdume zu verschiedenen Eigenwerten stehen orthogonal aufeinander.

VII1.3.17. BEISPIEL. Die symmetrische reelle Matrix

A:

— — O
— O
O

hat charakteristisches Polynom p = det(A—z13) = —23+32+2 = —(2+1)?(2—2).
Nach Korollar VII.3.16 existiert daher eine orthogonale Matrix U € Og, sodass
-1
U'AU = U'AU = —1 : (VIL.22)
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Wir wollen nun eine solche Matrix U bestimmen. Fiir die Eigenrdume erhalten
wir zunéchst

1 11 1 0
Ei=ker(A+L)=ker (1 1 1) =(-1|,1 1]
1 11 0 —1
und
-2 1 1 1
Ey=%ker(A—2)=ker| 1 -2 1 | =(|1]).
1 1 =2 1

Durch Anwenden des Gram-Schmidt Orthonormalisierungsverfahrens erhalten
wir Orthonormalbasen der Eigenrdume,

1/v2 1/v/6 1/v3
Eqo=(-1/v2|, 1/v6 |) wd E,=([1/V3]).
0 —2//6 1/V3
Folglich ist
1/vV2  1V6 1/V3
U=|-1/vV2 1/V/6 1/V3
0 —2/V/6 1/V/3
eine orthogonale Matrix, die (VII.22) eriillt.

VII.3.18. BEISPIEL. Normale reelle Matrizen sind i.A. nicht diagonalisierbar.
Etwa ist die reelle Matrix
cosf) —sinf
(sin 60 cosf )

normal aber nicht selbstadjungiert, § € R\ 7Z. Da ihre Eigenwerte, cos§ +isin 6,
nicht reell sind kann sie iiber R nicht diagonalisierbar sein.

VII.4. Isometrien. Isometrien sind Liangen und Winkel bewahrende lineare
Abbildungen.

VIL.4.1. DEFINITION (Isometrien). Eine lineare Abbildung zwischen Euklidi-
schen oder unitdren Vektorrdumen, ¢: V' — W, wird Isometrie genannt, falls

<90(U1)790(U2)> = <U1,U2>7
fiir alle v, vy € V.

Offensichtlich ist die Komposition von Isometrien wieder eine Isometrie. Be-
achte auch, dass Isometrien stets injektiv sind, denn aus @(v) = 0 folgt 0 =

{p(v),(v)) = (v,v) = ||v]]?, also v = 0.
VII.4.2. LEMMA. Fir eine lineare Abbildung ¢: V — W zwischen endlich

dimensionalen Euklidischen oder unitiren Vektorrdumen sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) @ ist eine Isometrie.
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(b) ¢*p = idy.

(c) o)l = lvll, fir alle v e V.

(d) Fiir eine (und dann jede) Orthonormalbasis by, ..., b, von V bilden die Vek-
toren p(by), ..., p(b,) ein Orthonormalsystem in W.

Ist dim(V') = dim(W), so sind diese Bedingungen auch zu folgender dquivalent:
() pp* =idw.

BEWEIS. Aus (p(v1), (v2)) = ((¢*¢)(v1),v5) erhalten wir sofort die Aqui-
valenz (a)<(b). Aus der Polarisierungsidentitiit folgt die Aquivalenz (a)<(c),
denn (p(v1), p(v2)) ist eine Hermitesche/symmetrische Form auf V' mit assoziier-
ter quadratischer Form [|o(v)||?, und (v;,v,) ist eine Hermitesche/symmetrische
Form auf V' mit assoziierter quadratischer Form [|v||?. Die Implikation (a)=-(d)
ist offensichtlich. Um auch (d)=-(b) einzusehen, sei nun B = (b,...,b,) eine
Orthonormalbasis von V', sodass C' = (¢(by), ..., (b,)) ein Orthonormalsystem
in W bildet. Ergéinzen wir C' zu einer Orthonormalbasis C' von W, dann gilt also
l¢les = (). Wir erhalten

(el = (e lclelen = [elenlielon = (110) () = 1o = v

also ¢*p = idy. Damit ist die Aquivalenz der ersten vier Aussagen gezeigt.

Sei nun dim(V) = dim(W) und ¢: V. — W eine Isometrie. Da Isometrien
stets injektiv sind, folgt aus Dimensionsgriinden, dass ¢ ein Isomorphismus mit
Inverser ¢! = * ist. Es gilt daher auch pp* = ! = idy. Dies zeigt die
Implikation (a)=-(e). Analog folgt aus pp* = idy zuniichst p~! = ¢* und dann
©*p = p~lp = idy. Damit ist auch (e)=-(b) gezeigt. O

Nach dem vorangehenden Lemma bildet die Menge der Isometrien eines end-
lich dimensionalen unitidren Vektorraums V,

UWV)={p: V=V]go=idy} ={p: V =V | pp" =idv},

beziiglich Komposition von Abbildungen eine Gruppe, die die unitire Gruppe
des unitidren Vektorraums V' genannt wird. Wir werden Isometrien p: V. — V
auch als unitdre Abbildungen bezeichnen. Eine lineare Abbildung ¢: V' — V ist
genau dann unitir, wenn [¢|pp eine unitdre Matrix ist, beziiglich einer (und dann
jeder) Orthonormalbasis B von V. Jede Orthonormalbasis B von V liefert einen
Gruppenisomorphismus

U(V) = U, ¢ < |¢lBB,
wobei n = dim(V') und
U,={A€ M,s,(C)| A*A=1,} = {A € M,«,,(C) | AA* = I, }.

Beachte, dasss unitédre Abbildungen stets normal sind.
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Analog bildet die Menge der Isometrien eines endlich dimensionalen Euklidi-
schen Vektorraums V,

O(V):={p: VoV ]pp=idi} ={p: V=V |pp" =idy},

eine Gruppe, die als orthogonale Gruppe von V bezeichnet wird. Wir werden
Isometrien ¢: V' — V auch als orthogonale Abbildungen bezeichnen. Eine lineare
Abbildung ¢: V' — V ist genau dann orthogonal, wenn [¢]|gp eine orthogonale
Matrix ist, beziiglich einer (und dann jeder) Orthonormalbasis B von V. Jede
Orthonormalbasis B von V liefert einen Gruppenisomorphismus

O(V) = Oy, ¢ < [#lBs,
wobei n = dim(V') und
O, ={A€My,(R)| A'A=1,} = {A € M,,,,,(R) | AA" = I,,}.
Beachte, dass orthogonale Abbildungen stets normal sind.

VII.4.3. BEISPIEL (Spiegelungen). Sei V ein endlich dimensionaler Euklidi-
scher oder unitarer Vektorraum und W C V ein Teilraum. Es bezeichne o: V —
V, die Spiegelung an W lings W+, d.h. ¢ = 2p — idy, wobei p die Orthogonal-
projektion auf W bezeichnet. Wir haben weiter oben bereits gesehen, dass diese
Spiegelung selbstadjungiert ist, 0* = o. Offensichtlich gilt aber auch ¢? = idy,
und daher o*o = idy . Jede solche orthogonale Spiegelung ist daher eine Isometrie,
also unitédr bzw. orthogonal.

VII.4.4. BEISPIEL (Drehungen). Sei V' ein endlich dimensionaler Euklidischer
Vektorraum, E C V ein 2-dimensionaler orientierter Teilraum und 0 € R. Wei-
ters sei by, by eine positiv orientierte Orthonormalbasis von E. Wir ergédnzen zu

einer Orthonormalbasis B = (by, bg, b3, ..., b,) von V und definieren eine lineare
Abbildung

cost) —sind
PV =V, durch (%] = | sin@ cos@
In—2

Es lésst sich zeigen, dass dies nicht von der Wahl der Orthonormalbasis abhéngt,
vgl. Aufgabe 121. Offensichtlich ist pf% eine orthogonale Abbildung, (p%)* 0% =
idy, denn die definierende Matrix ist orthogonal. Die Abbildung p% ist eine Dre-
hung in £ um den Winkel 6, die Punkte in £+ werden festgelassen.

VII.4.5. KOROLLAR. Sei V' ein endlich dimensionaler unitdrer Vektorraum
und p: V. — V unitir. Dann existiert eine Orthonormalbasis B von V', sodass
l¢lgp eine Diagonalmatriz ist, deren Diagonaleintrdge alle Absolutbetrag Eins
haben. Insbesondere ist p diagonalisierbar, alle Eigenwerte haben Absolutbetrag
Eins, und Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten stehen normal aufeinander.
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BEWEIS. Sei A € C ein Eigenwert von ¢ und 0 # v € V ein entsprechender
Eigenvektor, d.h. ¢(v) = Av. Mit Lemma VII.4.2 folgt

[All[oll = [l = lle ()l = vl

also [\| = 1. Somit haben alle Eigenwerte einer unitdren Abbildung Absolutbetrag
Eins. Da unitdre Abbildungen auch normal sind, p*¢ = idy = @p*, folgt das
Korollar daher aus Satz VII.3.11 bzw. Korollar VII.3.12. 0

Orthogonale Abbildungen sind i.A. nicht diagonalisierbar, etwa ist die durch

die Matrix
cosf@ —sinf
A= (sin@ cos 6 )

definierte Drehung, R? — R?, z +— Agz, fiir 6 € R\ Z nicht diagonalisierbar, da
ihre Eigenwerte, cos + isin 6, nicht reell sind.

Fiir jeden Einheitsvektor a € V, |la|]| = 1, eines Euklidischen Vektorraums
bezeichnen wir mit o,: V — V die Spiegelung an der Hyperebene a* lings (a),

0u: V=V, o.(v) =v —2(a,v)a, veV.
Dies ist eine orthogonale Abbildung, o, € O(V), denn o2 = idy und o = o,.

VIL.4.6. SATZ. Sei p: V. — V eine orthogonale Abbildung auf einem n-
dimensionalen Euklidischen Vektorraum, d.h. p*¢ = idy. Dann existieren 0 <
k < n und normierte Vektoren ay,...,ar € V, sodass

gp:o’alo...ogak

d.h. ¢ lisst sich als Komposition von héchstens n orthogonalen Spiegelungen an
Hyperebenen schreiben.

BeEwEIs. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach n. Der Induktions-
anfang, n = 0, ist trivial. Fiir den Induktionsschritt diirfen wir 0.B.d.A. ¢ # idy
annehmen. Es existiert daher 0 # w € V, sodass p(w) # w. Die mit dem Ein-
heitsvektor

R

lp(w) —w

assoziierte Spiegelung geniigt o,(w) = ¢(w), denn aus

-

(w+ p(w), w — p(w)) = |Jwl|? —Jw(w)lli—@m w(w)>v+ (p(w), w) =0
erhalten wir

w = 1w+ p(w)) + I(w — p(w)),



240 VII. EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME

Somit ist ¢ = o, € O(V) und ¥(w) = w. Wegen der Orthogonalitit von )
ist auch die Hyperebene W := w' invariant unter 1, und die Einschrinkung,
Ylw: W — W, ist offensichtlich wieder orthogonal, d.h. ¥|y, € O(W). Nach
Induktionsvoraussetzung existieren 0 < k < n und ao, ..., ar € W, sodass |y =
a ... oW wobei agi/: W — W die Spiegelungen in W bezeichnen. Da o, |y =
or, 04, (w) = w und ¢(w) = w gilt daher auch ¢ = oy, - - - 0,, und wir erhalten

a2 ag
k
die gewiinschte Darstellung, ¢ = 0,9 = 0,04, - - 0, 0

P

VIL.4.7. SATZ. Sei V' ein endlich dimensionaler Euklidischer Vektorraum und
f: V. = V eine beliebige Abbildung, sodass d(f(v), f(w)) = d(v,w), fir alle
v,w € V. Dann ist f eine affine Isometrie, d.h. es existiert o € O(V) und b € V,
sodass f(v) = p(v) + b, fir allev e V.

BEWEIS. Seib:= f(0) und p: V =V, p(v) := f(v) —b. Es geniigt zu zeigen,
dass ¢ eine lineare orthogonale Abbildung ist. Nach Voraussetzung an f gilt

lo(w) — )| = ||lw —v]|, fir alle v,w € V, (VIIL.23)

denn [o(w) — ()[| = |[f(w) = f(v)[| = d(f(v), f(w)) = d(v,w) = [[w = v]. Da
©(0) = 0, gilt daher auch

le(@)] = []v], fiir alle v € V. (VIL.24)
Die Polarisierungsidentitit in Proposition VII.2.3 lédsst sich in der Form
—2(v,w) = [lw —v|* = [lv]I* = [Jwl]l?,
schreiben, aus (VII.23) und (VII.24) erhalten wir daher
(p(v), p(w)) = (v,w), tir alle v,w € V, (VIL.25)

denn —2{p(v), p(w)) = [lp(w) =) |* = llp@)|I* = llpw)[* = lw—v|* = v]* -
|w||* = —2(v, w). Sei nun by, ..., b, eine Orthonormalbasis von V. Nach (VII.25)
ist daher auch ¢(by1), ..., p(b,) eine Orthonormalbasis von V. Es gilt daher

n n

p(v) =D {p(bi), () p(bs) = > (bi, v)e(bi),

i=1 i=1

folglich ist ¢ eine lineare Abbildung. Da ¢ die Orthonormalbasis by, ..., b, auf
die Orthonormalbasis ¢(by),. .., ¢(b,) abbildet, ist ¢ auch orthogonal. O
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VII.5. Positivitit.

VIL5.1. DEFINITION (Positivitit). Eine selbstadjungierte lineare Abbildung

p: V — V auf einem Euklidischen oder untédren Vektorraum V heifit semipositiv,
falls

(v, 0(v)) >0,
fiir alle v € V. Wir schreiben in diesem Fall ¢ > 0. Gilt sogar

(v, 0(v)) >0,
fiir alle 0 £ v € V, so wird ¢ positiv genannt und wir schreiben ¢ > 0.

VIL.5.2. LEMMA. Fiir eine lineare Abbildung ¢: V' — V auf einem endlich
dimensionalen Euklidischen Vektorraum V' sind dquivalent:

(a) @ ist (semi)positiv.

(b) (v, p(w)) ist eine positiv (semi)definite symmetrische Bilinearform auf V.

(¢) Die Matriz [p|pp ist positiv (semi)definit, fir eine (und dann jede) Ortho-
normalbasis B von V.

Fiir eine lineare Abbildung p: V — V auf einem endlich dimensionalen unitdiren
Vektorraum V' sind dquivalent:

(a) @ ist (semi)positiv.

(b) (v, p(w)) ist eine positiv (semi)definite Hermitesche Form auf V.

(¢) Die Matriz [p|pp ist positiv (semi)definit, fir eine (und dann jede) Ortho-
normalbasis B von V.

BEwEIS. Wir werden dies nur fiir unitdre Vektorrdume V' zeigen, der FEukli-
dische Fall lisst sich vollig analog behandeln. Eine lineare Abbildung ¢: V — V
ist genau dann selbstadjungiert, wenn h(v,w) = (v,p(w)) eine Hermitesche
Form auf V' definiert, denn offensichtlich ist (v, p(w)) linear in w und es gilt
h(w,v) = (w,p(v)) = (p(v),w) = (v, p*(w)). Daraus erhalten wir sofort die

Aquivalenz (a)<(b). Ist B = (by, ..., by,) eine Orthonormalbasis von V', dann gilt
[h]s = [¢]BB, denn nach Proposition VII.2.22 haben wir

n n

p(b;) =Y (bi,p(b))bi = > h(bi, b;)bs,
=1 =1

und daher ([‘P]BB)Z']' = h(b;,b;) = ([h]B)ij' Dies zeigt die Aquivalenz (b)<(c),

vgl. Definition VII.1.29. U

VIL5.3. BEISPIEL. Fiir a € M;4;(C) = C betrachte die lineare Abbildung
Yy: C — C, () = az. Diese Abbildung ist genau dann selbstadjungiert, wenn
a € R. Sie ist genau dann (semi)positiv, wenn a > 0 bzw. a > 0 gilt. Die
Abbildung 1, ist genau dann unitér, wenn |a| = 1.
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VIIL.5.4. BEISPIEL. Die lineare Abbildung

¥ R® — R3, U(x) = Az, wobei A=

— =
— A =
[ S

ist positiv (beziiglich des standard inneren Produkts auf R?), denn die Matrix A
ist symmetrisch und positiv definit, da

3 1 311
3> 0, ‘1 4‘:11>0, 1 4 1| =50>0,
115

vgl. das Sylvesterkriterium in Satz VII.1.42.

VIL.5.5. LEMMA. Seien o, ¢1 und @s lineare Abbildungen auf einem endlich
dimensionalen Euklidischen oder unitiren Vektorraum V und A € R. Dann gilt:

(a) Ist o1 > 0 und ps > 0, dann auch ¢1 + o3 > 0.

(b) Ist o1 > 0 und @y > 0, dann auch p1 + @2 > 0.

(c) Ist A\ >0 und ¢ > 0, dann auch A\p > 0.

(d) Ist A > 0 und ¢ > 0, dann auch A\p > 0.

(e) Ist ¢ > 0 und ¢: V. — W linear, dann auch ypip* > 0.

(f) Ist o >0 und ¢p: V — W surjektiv und linear, dann auch pi* > 0.
(9) Ist o > 0 und —p > 0, dann gilt schon ¢ = 0.

(h) Es gilt ¢ > 0 genau dann wenn ¢ > 0 und ¢ injektiv (invertierbar) ist.

Insbesondere ist die Menge der (semi)positiven Abbildungen auf V' konvex.

BEWEIS. Ist ¢ > 0 und ¢y > 0, dann ist 1 + @9 als Summe zweier selbst-
adjungierter Abbildungen wieder selbstadjungiert und es gilt (v, (o1 + ¢2)(v)) =
(v, 1(v)) + (v, pa(v)) > 0, also 1+ s > 0. Ist o > 0, dann erhalten wir analog
©1 + w2 > 0. Dies zeigt die ersten beiden Aussagen. Sei nun A > 0 und ¢ > 0.
Dann ist auch Ap selbstadjungiert und wir erhalten (v, (Ap)(v)) = A(v, ¢(v)) > 0,
also Ap > 0. Ist A > 0 und ¢ > 0 dann erhalten wir mit dem gleichen Ar-
gument A\p > 0. Behauptung (e) folgt aus (wgmlz*)* = Y™p*)* = Ypy* und
(V™) (w),w) = (p(¥*(w)),Y*(w)) > 0, fiir alle w € W. Fiir surjektives v is
¥* injektiv und wir erhalten wir daraus auch (f). Um auch (g) einzusehen, sei nun
@ > 0und —p > 0, d.h. (v, (v)) =0, fir alle v € V. Mit der Polarisierungsiden-
titdt folgt (w, ¢(v)) = 0, fiir alle v,w € V, und daher ¢ = 0. Ad (h): Ist ¢ > 0,
dann auch ker(p) = {0}, also ¢: V — V injektiv und daher invertierbar. O

Positivitat erlaubt es auf der Menge der selbstadjungierten Abbildungen ei-
ne Ordnungsrelation zu definieren. Sind @1, py: V' — V' zwei selbstadjungierte
Abbildungen dann schreiben wir po > ¢y falls @9 — ¢y > 0. Mit Hilfe des voran-
gehenden Lemmas erhalten wir sofort:

(a) ¢ > .
(b) Ist ¢1 > 9 und ¢y > 1, dann gilt schon ¢ = ps.



VIL.5. POSITIVITAT 243

(c) Ist 1 > 9 und s > @3, dann auch p; > ps.

(d) Ist o1 > @1 und s > Po, dann auch p; + @9 > @1 + Po.
(e) Ist A > 0 ein Skalar und ¢ > 9, dann auch Ap > \.
(f) Ist ¢ linear und s > @1, dann auch Y™ > Y.

Dadurch wird die Menge der selbstadjungierten Abbildungen nur teilweise ge-
ordnet, i.A. sind zwei selbstadjungierte Abbildungen ¢ und v nicht vergleichbar,
etwa gilt fiir A = ({ %) weder A > 0 noch 0 > A. Auch ist diese partielle Ord-
nung nicht mit der Multiplikation vertréglich, d.h. aus ¢ > 0 und 9 > 0 lésst sich
nicht o > 0 schliefen, letztere Abbildung wird ja i.A. nicht einmal selbstad-
jungiert sein. Allerdings sind die semipositiven selbstadjungierten Abbildungen
genau jene, die sich als Quadrate schreiben lassen. Genauer haben wir:

VIL.5.6. SATZ. Fiir eine lineare Abildung ¢: V. — V auf einem endlich di-

mensionalen Fuklidischen oder unitiren Vektorraum V sind dquivalent:

(a) ¢ ist semipositiv.

(b) ¢ ist selbstadjungiert und alle Eigenwerte sind grifSer oder gleich Null.

(¢) Es existiert eine Orthonormalbasis B von V', sodass [¢|gp eine Diagonalma-
triz ist, deren Diagonaleintrige alle grofier oder gleich Null sind.

(d) Es existiert eine semipositive Abbildung p: V — V, sodass p* = .

(e) Es existiert eine selbstadjungierte Abbildung p: V — V mit p* = .

(f) Es existiert eine lineare Abbildung p: V — V mit p*p = .

Fiir ¢ > 0 ist die semipositive Abbildung p* = p > 0 in (d) eindeutig bestimmit

und wird mit \/ oder p'/* bezeichnet. Ist ¢ > 0 dann gilt:

(9) Ist ¢ = M\imy + + -+ + M\yry die Spektralzerlegung von ¢, so ist die Spektral-
zerlegung von (/@ durch \/p = VA1 + -+ + VT gegeben. Insbesondere

ist X genau dann Eigenwert von ¢ wenn VA Eigenwert von V@ ist und die
entsprechenden Figenrdume stimmen diberein.

(h) img(\/ip) = img(ep)
(i) ker(\/p) = ker(p).
(G) ¢ >0 /o >0.
(k) Ist : V. — W eine Isometrie, so gilt /p* = 1)\ /o)™,
(1) Ist: V =V linear und 1o = @y, dann auch /o = \/o1).
BEwEIS. Ad (a)=(b): Sei also ¢ > 0 und A Eigenwert von ¢. Es existiert

daher 0 # v € V mit ¢(v) = v, wir erhalten

Avll* = Mo, v) = (v, ) = (v, (v)) 20,
und somit A > 0. Die Implikation (b)=-(c) folgt aus dem Spektralsatz, siche
Satz VIL.3.11. Ad (c)=-(d): Sei also B eine Orthonormalbasis von V', sodass

a1
[l = und a; > 0.

Qn
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Definieren wir p: V' — V durch

Van,
dann gilt offensichtlich p* = p > 0 und p* = ¢. Die Implikationen (d)=(e)
und (e)=(f) sind trivial. Nun zu (f)=-(a): Jede Abbildung der Form ¢ = p*p
ist selbstadjungiert, ¢* = (p*p)* = p*p™ = p*p = ¢, und semipositiv, denn
(v, 0(v)) = (v, (p*p)(v)) = (p(v), p(v)) > 0. Damit ist die Aquivalenz der Eigen-
schaften (a) bis (f) gezeigt.
Um die Eindeutigkeit der Wurzel zu zeigen, sei ¢: V. — V mit ¢ > 0 und
% = . Dann gilt Yo = Pp? = %) = i), also bewahrt 1) jeden Eigenraum von
. Bezeichne die Einschriankung von 1 auf einen solchen Eigenraum mit v; :=
Y|ge 1 EY, — EX . Beachte ¢ = v; > 0 und P? = \;id ey - Da ¢; diagonalisierbar
ist, folgt daraus ¢; = v/\; id By also ol By = NG py - Da dies fiir jeden Eigenraum
gilt, folgt v = /¢, die Waurzel ist daher leindeutig.z
Die verbleibenden Eigenschaften der Wurzel sind nun offensichtlich. U

Wir definieren die Wurzel einer positiven Matrix mit Hilfe der damit assozi-
ierten linearen Abbildung.

VIL.5.7. BEISPIEL. Fiir Diagonalmatrizen mit positiven Eintrigen gilt:
A V2N
An vV An

VIL.5.8. BEISPIEL. Wir wollen die Wurzel der positiven Matrix

10 6
A= (6 10)

berechnen. Wir bestimmen zunéchst eine orthogonale Matrix U € O, und eine
Diagonalmatrix D, sodass A = UDU !

1 (1 -1 (16 0 B o .
U_ﬁ<1 1), D—(O 4), A=UDU ' =UDU".

Es gilt daher

m:m:wm—lzvmﬂzz](é g) Ut — G’ ;).

VIL.5.9. BEispiEL. Wir wollen die Wurzel der positiven Matrix
3 1 =2
A=\ 1 3 =2
-2 =2 6
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bestimmen. Wir berechnen zunéchst eine orthogonale Matrix U € O3 und eine
Diagonalmatrix D, sodass A = UDU~! = UDU":

1/vV3 —1/v2 1/V6 2
U=|(1/Vv3 1/v/2 1/V6 |, D
1/vV3 0 —2//6 8

Fiir die Wurzel von A erhalten wir

t V2 G 71 =2
VA=UVDU' =U V2 vr=211 7 -2
90\/3 6 \—2 —2 10

VIL.5.10. SATZ (Polarzerlegung). Sei p: V. — W eine lineare Abbildung zwi-
schen endlich dimensionalen Fuklidischen oder unitiren Vektorrdumen.

(a) Ist dim(V) < dim(W), dann ldsst sich ¢ in der Form ¢ = p schreiben,
wobei p: V. — V' semipositiv und ¢: V. — W eine Isometrie ist. Dabei ist p
eindeutig bestimmt, p = \/p*p. Ist  injektiv, dann gilt p > 0 und ¢ = pp~1,
in diesem Fall ist also auch 1 eindeutig bestimmit.

(b) Ist dim(V') > dim(W), dann ldsst sich ¢ in der Form ¢ = pi* schreiben,
wobei p: W — W semipositiv und : W — V eine Isometrie ist. Dabei
ist p eindeutig bestimmt, p = \/pp*. Ist ¢ surjektiv, dann gilt p > 0 und
W = *p~L, in diesem Fall ist also auch v eindeutig bestimmd.

Il
)

BEWEIS. Ad (a): Ist ¢ = 1¥p eine Darstellung wie in (a), dann folgt
Yo = (Up) (p) = p"Y"p = p'p = p*,

also p = \/p*p. Ist ¢ injektiv, dann gilt ker(p) = ker(p*p) = ker(p) = 0, also ist
p invertierbar und v = pp~!. Damit sind die Eindeutigkeitsaussagen gezeigt.

Um die Existenz der Darstellung zu zeigen, sei zunéchst ¢: V' — W injektiv.
Dann ist p := \/p*¢ invertierbar und wir definieren ¢ := @p~!. Da p selbstad-
jungiert ist, gilt auch (p~')* = p~! und somit

V= (ep ) (ep™") = p et ept = p7p?p T =idy,

also ist ¢ eine Isometrie. Damit ist die Existenz der gesuchten Zerlegung fiir
injektive ¢ gezeigt.

Sei nun ¢: V' — W beliebig. Da die Einschrankung ¢|iep): : ker(g)™ — W
injektiv ist, erhalten wir aus dem eben Bewiesenen eine (semi)positive Abbildung
p: ker(¢)t — ker(p)* und eine Isometrie 1: ker(¢)t — W, sodass

@ﬁ = (p‘kor(go)i-’ (V1126>

Aus bekannten Dimensionsformeln folgt

dimker(y) = dim V' — dim img(¢p)
— dim V — dim WV + dim img ()" < dim img ()",
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denn nach Voraussetzung ist dimV — dim W < 0. Es existiert daher eine Or-
thonormalbasis vy, ..., v von ker(¢) und ein Orthonormalsystem wy, . .., wy von
img(p)t. Die Abbildung ¢: ker(¢): — W lisst sich daher zu einer Isometrie
W1V — W fortsetzen, )iyt = ¥, ¥(v;) = wy, i = 1,..., k. Aus (VIL.26) folgt:

wbﬁ = ()0|ker(<p)l )

wobei ¢: ker(¢)t — V die kanonische Inklusion bezeichnet. Daraus erhalten wir

upm = o,

wobei m: V — ker(p)+ die Orthogonalprojektion bezeichnet. Es bleibt nur noch
zu zeigen, dass die Abbildung p := tpm: V — V semipositiv ist. Da jedoch m = +*,
folgt dies aus Lemma VIL.5.5(e).

Wir erhalten (b) indem wir (a) auf ¢*: W — V anwenden. O

VIL.5.11. KOROLLAR (Polarzerlegung fiir Matrizen).

a) Jede Matriv A € Myx,(C) lisst sich in der Form A = UR schreiben,
wobei R* = R > 0 und U € U,,. Dabei ist R eindeutig bestimmt, R = v/ A*A.
Fiir invertierbares A gilt R > 0 und U = AR™!, in diesem Fall ist also auch U

eindeutig bestimmit.
b) Jede Metraiz A € M,x,(R) ldsst sich in der Form A = UR schreiben,

wobei R = R* > 0 und U € O,,. Dabei ist R eindeutig bestimmt, R = v/ AtA.
Fiir invertierbares A gilt R > 0 und U = AR™', in diesem Fall ist also auch U
eindeutig bestimmit.

VIIL.5.12. BEISPIEL. Ist 0 # a € C, dann hat die Polarzerlegung der Matrix
A= (a) € My141(C) die Form:

A=UR,  U=(2), R=(ld|).

fal

Die Polarzerlegung von Matrizen kann daher als Verallgemeinerung der klassi-
schen Polardarstellung verstanden werden.

VI1.5.13. BEISPIEL. Die Polarzerlegung einer Diagonalmatrix
ay
A= , a; € C,
Qn,
ist A =UR, wobei

ai
Jar] |ar |

U= und R =

T |anl
fan] n

Ist a; = 0, dann ist a;/|a;| nicht definiert und der entsprechende Diagonaleintrag
in U kann beliebig (mit Absolutbetrag Eins) gewéhlt werden.
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VIIL.5.14. BEISPIEL. Wir wollen die Polarzerlegung der invertierbaren Matrix

13 —15
= (5 )
bestimmen. Wir berechnen

(13 9\ (13 —15\ . (5 -3
AA_<—15 5)(9 5)_50<—3 5)'

Durch Bestimmen einer Orthonormalbasis von Eigenvektoren der Matrix A*A
erhalten wir eine orthogonale Matrix V' € O, und eine Diagonalmatrix D, sodass:

1 /1 1 1
* _ -1 __ 4 _ _
A*A=VDV— =VDV* V__ﬂ<1 1), D_100( 4).
Fiir die Wurzel folgt

R=(A"A)'? =V DV

0 AR50 ) (G E)

Nach Konstruktion ist

o oap-1_ (13 =15\ 1 /3 1\ _1/3 —4
U= AR _<9 5)40 1 3) 5\4 3
eine orthogonale Matrix, und daher A = UR die gesuchte Polarzerlegung von A.

VIL.5.15. SATZ (Singuldrwertzerlegung). Sei p: V. — W eine lineare Abbil-
dung zwischen Euklidischen oder unitdren Vektorrdumen endlicher Dimension.
Dann existieren eine Orthonormalbasis B von V', eine Orthonormalbasis C' von
W und oq,...,0r >0, sodass

o1 0- 0
les=1 4 . 90 (VIL.27)

6 o 6060
Dabei sind oy, ...,0k, die sogenannten Singuldrwerte von ¢, bis auf thre Rei-
henfolge eindeutig bestimmt. Es gilt namlich k = rank(p*¢) = rank(pe*) und
o2, ... 0% sind die nicht-trivialen Eigenwerte von ¢*¢ und gleichzeitig auch die

nicht-trivialen Eigenwerte von pp*.
Dariiber hinaus ist o > 0 genau dann Singuldirwert von , wenn Einheits-

vektoren v € V und w € W existieren, ||v|]] = 1 = ||w]|, sodass ¢(v) = ow und
©*(w) = ov.

BEWEIS. Da ¢*p > 0, existiet eine Orthonormalbasis B = (by,...,b,) aus
Eigenvektoren, d.h. (p*p)(b;) = A\;b;, und fiir die Eigenwerte gilt A; > 0. Durch
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Umbenennen der Basiselemente kénnen wir daher Ay, ..., Ay > 0 und A\ =
.-+ =\, = 0 erreichen. Wir setzen

o =\ \ und ¢ = J%_(p(bi), i=1,...,k.
Beachte, dass die Vektoren ¢y, ..., ¢ ein Orthonormalsystem in W bilden, denn

(civcs) = 757 {p(b), 0(b))) = 7 (bi, (970) (b))
- ﬁaj<bi’)‘jbj> - %U)i’bﬁ = 2§y =6

0i0;
Dieses ldsst sich zu einer Orthonormalbasis, C' = (c1, ..., Ck, Cka1, - - -, Cp) von W
ergénzen. Nach Konstruktion hat die Matrixdarstellung von ¢ die Form (VIIL.27).
Die restlichen Behauptungen sind nun offensichtlich. U

Fir Matrizen erhalten wir daraus:

VIL5.16. KOROLLAR (Singulérwertzerlegung fiir Matrizen).

a) Jede reelle Matriz A € M,xn(R) lisst sich in der Form A = USV* schrei-
ben, wobei U € O, V € O, und ¥ wie in (VIL.27).

b) Jede komplexe Matriz A € My, (C) ldsst sich in der Form A = UXV*
schreiben, wobei U € Uy,, V € U, und ¥ wie in (VIL.27).

BEWEIS. Wir zeigen nur b), der reelle Fall ldsst sich analog behandeln. Es
bezeichne ¢: C" — C™, ¢(xr) = Az, die mit A assoziierte lineare Abbildung.
Nach Satz VIL.5.15 existieren eine Orthonormalbasis B = (by, ..., b,) von C" und
eine Orthonormalbasis C' = (cq,...,¢y,) von C™, sodass die Matrixdarstellung
Y := [¢]ep die Gestalt (VII.27) hat. Da B und C' Orthonormalbasen bilden, sind
die Basiswechselmatrizen V := Tgpp = (b1]---|b,) und U = T = (c1] - - |cm)
unitér, wobei E die Standardbasis con C" und E die Standardbasis von C™
bezeichnen. Es gilt daher A = [{]z, = Tpo[V]opTsy = ULV L = USV* O

Beachte, dass die orthogonalen /unitéiren Matrizen U und V i.A. nicht eindeu-
tig bestimmt sind.

VII.5.17. BEISPIEL. Wir wollen eine Singuldrwertzerlegung der Matrix

1 0 0
0 1 1
A=1y 1 1
0 0 0

bestimmen. Wir gehen genau wie im Beweis des vorangehenden Satzes vor und
berechnen zunéchst:

10
A*"A= 10 2
0 2

DN O
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Es ist dann
1 0 0
bh=10], b= |1/vV2]|, bs = | 1/4/2
0 1/v2 —1/v2

eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A* A mit Eigenwerten 1,4, 0. Somit

1 0
0 1/v/2
or=1, 03=2, ¢ =Ab = ol 2= S Ab = —1//\5§
0 0
Wir ergénzen dies durch
0 0
o | YV2 . |0
3 = 1/\/§ ) 4 — 0
0 1

zu einer Orthonormalbasis und erhalten die Singuldrwertzerlegung

1 0 0 0 1 00 1 0 0
0 1V2 1/V2 0 0 1VE 1/V3

020
0 —-1/vV2 1/v/2 0] |0 0 0
0 0 o 1) \o 0 o) \0 V2 -1/v2

*

A=

Wir wollen diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen zu anderen Funktionen
von Matrizen beenden. Wir erldutern dies an einem der wichtigsten Beispiele, der
Ezxponentialfunktion. Fiir jede quadratische Matrix A setzen wir:

1
exp(A) = et =) —A" (VIL.28)
n!
n=0
Mit Hilfe der weiter oben besprochenen Operatornorm erhalten wir

oo

1, . 1
Dol < D0 Al = e < oo
n=0

n=0
also konvergiert die Reihe (VII.28) fiir jede quadratische Matrix A und es gilt
le]] < el 1.
Etwa gilt fiir Diagonalmatrizen:
aq et
exp =
an e
Fiir jede invertierbare Matrix U haben wir:

VAV — UeAU (VIL.29)
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LA. ist eAB £ e4eP| fiir kommutierende A und B gilt jedoch Gleichheit. Insbe-
sondere ist ¢t — e*4 ein Gruppenhomomorphismus:

e(s+t)A _ QSAetA, (€A>—1 — €_A und %etA — AetA.

Fiir jedes vy ist daher v(t) = ey die Losung des Systems gewohnlicher Diffe-
rentialgleichung v'(t) = Av(t) zum Anfangswert v(0) = vy.

VIL.5.18. BEISPIEL. Wir wollen e bestimmen, wobei
0 -1
A= (1 . ) .
Durch Berechnung einer Eigenbasis von A erhalten wir die Darstellung:
A (0 D\ _ (1 1) (i 0 11\
- \1 0/ \-ii/J\0o —i/\—i i
Mit (VIIL.29) daher
i (1LY (e 0N 1 1)
—i i 0 e®)\—i i
_ (e&;f —6_2?) _ (cost —sint)
etl_'eftl etl_,’_eftl Slnt Cost 5
2i 2
d.h. e ist eine Drehung um den Winkel ¢.

Analog lassen sich konvergente Potenzreihe, f(z) =), a,2", auf quadratische
Matrizen anwenden, f(A) := )" a,A". So ldsst sich etwa der Gleichung
M = cos(A) 4 isin(A),

auch fiir quadratische Matrizen A Sinn geben. Basisunabhéngig, d.h. fiir Endo-
morphismen ¢ eines endlich dimensionalen Vektorraums: f(¢) = > an¢™.

VII.6. Moore—Penrose Pseudoinverse. Sei ¢: V — W eine lineare Ab-
bildung zwischen endlich dimensionalen Fuklidischen oder unitidren Vektorrdum-
en. Dann ist die Einschrankung,

S0|ker(<p)l: ker((p)J— — 1mg(g0)
invertierbar und wir definieren ihre sogenannte Moore—Penrose Pseudoinverse,
ot W — V, durch

90+|img(so) = 90|1:01r(¢)¢ und 90+‘img(go)L = 0.

VIL.6.1. SATZ (Moore-Penrose Pseudoinverse). Sei ¢: V. — W eine linea-
re Abbildung zwischen endlich dimensionalen Fuklidischen oder unitiren Vek-
torrdumen. Dann hat die Pseudoinverse, o™ : W — V| folgende vier Eigenschaf-
ten und ist dadurch eindeutig charakterisiert:

(a) oot =¢.
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(b) Tt =T
(c) oo™ ist selbstadjungiert, d.h. (pp™)* = ppt.

(d) ¢Tp ist selbstadjungiert, d.h. (p*p)* = .

Dariiber hinaus gilt:

(e) o pp* ="
(f) pTpp* = .
(9) et ist die Orthogonalprojektion auf img(p) = ker(p*)=.
(h) ¢t ist die Orthogonalprojektion auf img(p*) = ker(p)*.
(i) ker(p*) = ker(p*) = img(p)
(j) img(p™) = img(p*) = ker(p)*.
(k) Ist @ invertierbar, dann gilt o™ = ¢=1.
(1) Ist o surjektiv, so ist po™ = idy und ™ = *(pp*)~L.
(m) Ist p injektiv, so ist T = idy und T = (p*p) " Le*.
(n) Ist : U — V surjektiv und p: V. — W ingektiv, dann gilt (pp)T = Tpt =
()T e ) THet = Y (P ) Tt
(0) (Ao)t = X"1o™, fiir alle 0 # X € K.
(p) (¢)" = (¢")"
(q) Seiby, ..., b eine Basis von ker(p)™ und b1, ..., b, eine Basis von ker(yp).
Weiters sei ¢y, ..., ¢k eine Basis von img(y) und cgxyq,. .., Cm eine Basis von

img (o). Dann gilt

lples = (61 8) und  [pT]pe = (AO_ 1 8) .

wobei A eine invertierbare (k X k)-Matriz bezeichnet.

BewEIS. Nach Konstruktion ist ¢ [img(p) = idimg(e) und 00" [imgp)r = 0,
also stimmt @™ mit der Orthogonalprojektion auf img(y) iiberein. Dies zeigt (a),
(c) und (g). Nach Konstruktion gilt ¢ ¢|ye(p)2 = idyer(,)+ und offensichtlich auch
0" Plker(p) = 0. Daraus schlieen wir, dass ¢ ¢ mit der Orthogonalprojektion auf
ker ()t iibereinstimmt. Dies zeigt (b), (d) und (h). Behauptung (e) folgt aus (a)
und (c). Analog erhalten wir (f) sofort aus (a) und (d). Auch (i), (j), (k), (o)
und (q) folgen sofort aus der Definition. Behauptung (1) folgt aus (g) und (f),
denn fiir surjektives ¢ ist @p* invertierbar. Analog erhalten wir aus (h) und (e)
sofort (m), denn fiir injektives ¢ ist ¢*¢ invertierbar. Ad (n): In diesem Fall gilt
ker(pt)) = ker(¢) und img(pt)) = img(¢) und aus unserer Definition folgt sofort
(p)t =T ™. Die anderen Formeln fiir ¢y "™ folgen dann aus (1) und (m).

Wir verifizieren nun, dass die Pseudoinverse durch die Eigenschaften (a) bis
(d) eindeutig bestimmt ist. Sei dazu $*: W — V, sodass (a) bis (d) auch fiir ¢*
statt T gelten. Setzen wir p := ¢T o, so folgt p? = p = p* und ker(p) = ker (i)
aus (a) und (d). Somit ist p die Orthogonalprojektion auf ker(y), also

gro=p=9¢ro.
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Analog erhalten wir fiir ¢ := @@ aus (a) und (c) sofort ¢*> = ¢ = ¢* und
img(q) = img(p), also ist g die Orthogonalprojektion auf img(yp) und daher
Pt =q=pp".
Mit (d) folgt
P = Pt =TT =TT =T,

womit die Eindeutigkeitsaussage gezeigt wiére.

Ad (p): Aus (a) bis (d) erhalten wir ¢*(¢™)"@" = ¢", (¢7)"@" (") = (¢7)",
und ¢*(¢™)* sowie (p1)** sind selbstadjungiert. Aus der eben bewiesenen Ein-
deutigkeit der Pseudoinversen folgt daher (¢*)™ = (p1)*. O

Fir Matrizen erhalten wir daraus:

VIIL.6.2. KOROLLAR. Sei K =R oder K = C. Fliir jede Matriz A € M, (K)
existiert eine eindeutig bestimmte Matric AT € M, yn,(K) mit folgenden vier
Eigenschaften:

(a) AA*A= A

(b) A*AAY = A*
(c) (AA*)* = AA*
(d) (A*A) = A+ A

Diese Pseudoinverse A% hat die zu den in Satz VII.6.1 analogen Eigenschaften.

(e) A¥AAT = A*
(f) ATAA* = A
(9) AAT ist die Matriz der Orthogonalprojektion auf img(A) = ker(A*)~+.
(h) At A ist die Matriz der Orthogonalprojektion auf img(A*) = ker(A)*+.
(i) ker(AT) = ker(A*) = img(A)*.
(j) img(A*) = img(A*) = ker(A).
(k) Ist A invertierbar, dann gilt AT = A~L.
(1) Ist rank(A) = m, so gilt AA*T = I, und AT = A*(AA*)~L.
(m) Ist tank(A) = n, so gilt ATA =1, und AT = (A*A)~1A*.
(n) Ist B € M,»,(K) und rank(A) = n = rank(B), dann gilt (AB)" = BTAt =
B*(BB*)"'(A*A)"'A* = B*(A*ABB*) ' A*.
(0) (NA)T = X"LAY, fiir alle Skalare 0 # ) € K.
(p) (A")" = (A7)

VIL.6.3. BEISPIEL. Ist A € GLg(K), dann gilt:
A0\ (4t o
oo/ L0 0)°

—— ——
EM oy xn (K) EMp xm (K)
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VIIL.6.4. BEISPIEL. Nach Korollar VII.6.2(1) gilt:

+ 11 11
G ; ;)) =A*(AA )T =1 2 G ; é) 1 2
13 13

N—_——
A

A N LA 4/3 —1/2
=2 (s o) ={r2]-(2 5)=(1w3 o
13 1 3/ 6

-1

—-2/3 1/2
VII.6.5. BEISPIEL. Wir wollen die Pseudoinverse von
1010
A=11 2 3 4
2 2 4 4
bestimmen. Zunéchst mittels Zeilenumformungen:
1010 1 0 0\ /1010
A=|1 2 3 4|=(-1 1 0 02 2 4
2 2 4 4 -1 -1 1 0000
100 1010 10 010
=110 02 2 4 11 9 9 4]~ LU
2 11 0000 2 1
Mit Korollar VII.6.2(n) daher:
AT =UTLT = *(L LUU*) L
1 —1
. « o [18 84 .
= {(53) (o)) r=v(oon)
10 27 =15 12
(o 2] L /27 —42\/1 1 2\ _1]|-10 8 =2
11T 2166 \-5 9 011) 66| 17 =7 10
0 4 —-20 16 —4

Als Anwendung der Pseudoinversen wollen wir nun lineare Gleichungssysteme,
Ax =y, betrachten, die sich nicht exakt 16sen lassen. In solch einer Situation ist

es oft hilfreich = so zu bestimmen, dass der Euklidische Abstand, d(Az,y) =
|Az — y||, minimal wird.

VIL.6.6. SATZ (Methode der kleinsten Quadrate). Sei K = R oder K = C.
Weiters seien A € Mp,«n(K), y € K™ und x € K. Dann sind dquivalent:
(a) d(Az,y) < d(AZ,y), fir alle z € K". (z liefert beste Approximation)
(b) Az —y L img(A).
(c) A*Ax = A*y. (Normalgleichungen)
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(d) v € ATy+ker(A), wobei AT € My« (K) die Pseudoinverse von A bezeichnet.

Unter allen x, die diesen Bedingungen geniigen, ist x = ATy das eindeutige mit
kleinster Norm.

BEWEIS. Die Aquivalenz (a)<(b) folgt aus Satz VII.2.32. Die Aquivalenz
(b)&(c) folgt aus img(A)+ = ker(A*), sieche Proposition VII.3.2. Ad (d)<(c):
Ein Vektor x € R™ geniigt genau dann den Normalgleichungen in (c), wenn

A*AATy + A" A(x — Aty) = A%y,

Nach Korollar VII.6.2(e) gilt A*AAT = A*, also ist dies zu A*A(z — ATy) =0
dquivalent. Dies ist genau dann der Fall, wenn x — ATy € ker(A*A) = ker(A)
gilt, d.h. genau dann wenn z € Aty + ker(A). Damit ist die Aquivalenz von (a)
bis (d) gezeigt. Ist & € ker(A), dann gilt £ 1 Aty, siehe Korollar VI1.6.2(j), und
nach dem Satz von Pythagoras daher

1Ay + €l1* = [ A ylI* + 11" = 14Ty,

wobei Gleichheit nur fiir £ = 0 gilt. Dies zeigt, dass * = ATy die eindeutige
Losung der Normalgleichungen mit kleinster Norm ist. U

VIL.6.7. BEISPIEL (Polynomausgleich). Gegeben seien zy,...,zy € R und
Y1, .-, yn € R, sowie n € N. Wir suchen ein Polynom n-ten Grades,

p(z) = ap + 17 + ax® + - + a, 2",

sodass p(z;) moglichst nahe bei y; liegt. Genauer, die Summe der Fehlerquadrate,

Z}p (x:) = vil

soll minimal sein. Betrachten wir

L xy xg - a3 Qo (%]
I O R L e
1 zy 7% xR an, yN
dann gilt:
p(zo)
Aaqg = p(£:E1) und d(Aa, y)* Z}p () _yz
(x)

Es ist daher a € R™™ so zu bestimmen, sodass d(Aa,y) minimal wird. Nach
Satz VIL.6.6 ist dies fiir a = ATy der Fall. Haben wir wenigstens n + 1 verschie-
dene Werte x; vorliegen, dann hat A maximalen Rang, rank(A) = n + 1, siehe
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Satz IV.6.26. Nach Korollar VI1.6.2(m) gilt in diesem Fall AT = (A*A)~'A* die
Koeffizienten des gesuchten Polynoms sind daher durch

a=(A"A)"tA%y
gegeben.
VIIL.6.8. BEISPIEL (Linearer Ausgleich). Es seien x; und y; wie folgt gegeben:
i1 2]3]4] 5] 6|7
r; ||253.13.1[4.2] 51 | 6.7 | 6.7
¥; 116575179199 ]11.8|14.9|14.5

Gesucht sei ein lineares Polynom, p(z) = a + bx, sodass die Summe der Fehler-

quadrate,
7
Z‘p(%) - yz“Q
i=1

minimal wird. Nach Beispiel VIL.6.7 sind die Koeffizienten durch
a\ e et ge 1 209.978\  [1.6620073...
(b) = @AY = o5 (246.91) - (1.9543296...)

gegeben, wobei

1 25 6.5
1 3.1 75
1 3.1 7.9
A=11 42 und y=199
1 5.1 11.8
1 6.7 14.9
1 6.7 14.5
Denn .
(A*A)_1:< 7 31.4) _ 1 <158.9 —31.4)
31.4 158.9 12634 \ =314 7 )
und
(A A) 1A — 1 <80.4 61.56 61.56 27.02 —1.24 —51.48 —51.48)
126.34 \ —13.9 —-97 —-97 -2 43 15.5 15.5

Das gesuchte lineare Polynom ist daher:

p(zr) =a+ br ~ 1.66 4+ 1.95z.






VIII. Affine und projektive Geometrie

Wir beginnen dieses Kapitel mit einem Abschnitt, in dem wir grundlegende
Konzepte der affinen Geometrie besprechen: affine Abbildungen, affine Teilrdume,
affine Hiillen, affine Unabhéngigkeit, affine Koordinatensysteme. Alles ldsst sich
hier sehr leicht auf den linearen Fall zuriickfithren. Wir vermeiden das Kozept des
affinen Raums tiber einem Vektorraum [11] und betrachten nur affine Abbildun-
gen zwischen Vektorrdumen, bzw. affine Teilrdume von Vektorraumen. Am Ende
des ersten Abschnitts geben wir einen Beweis des Fundamentalsatzes der affinen
Geometrie, siche Satz VIII.1.32. Dieser besagt, dass affine [somorphismen als jene
Bijektionen charakterisiert werden kénnen, die Geraden auf Geraden abbilden.

Im zweiten Abschnitt betrachten wir dann Quadriken, d.h. Teilmengen, die
sich durch eine quadratische Gleichung beschreiben lassen. Das erste Resultat
ist eine Klassifikation aller Quadriken, bis auf affine Isomorphismen. Wir wer-
den zeigen, dass jede Quadrik in C" bzw. R™ zu einer von endlich vielen, sehr
expliziten Normalformen affin kongruent ist. Dies ist eine grobe Klassifikation,
etwa kann jede Ellipse durch einen affinen Isomorphismus auf den Einheitskreis
abgebildet werden und ist daher zum Einheitskreis affin kongruent. Neben den
Ellipsen treffen wir hier auch Hyperbeln, Parabeln und einige weitere, degenerier-
te Fille an. Dabei ist die komplexe Klassifikation, siche Korollar VIII.2.10, etwas
einfacher als die reelle, siche Korollar VIII.2.13. Dies héngt damit zusammen,
dass die Klassifikation der komplexen quadratischen Form (Rang) einfacher ist
als die Klassifikation der reellen quadratische Formen (Signatur). Anschliefiend
diskutieren wir die metrische Klassifikation reeller Quadriken. Wir werde sehen,
dass jede reelle Quadrik durch eine Bewegung auf eine Normalform in Hauptlage
gebracht werden kann. Die Liste der Normalformen, siehe Korollar VIII.2.19, hat
nun auch kontinuierliche Parameter, etwa konnen zwei Ellipsen nur dann metrisch
kongruent sein, wenn sie die gleichen Halbachsen haben.

Nachdem wir im dritten Abschnitt projektive Raume und Abbildungen be-
sprochen haben wenden wir uns im vierten Abschnitt dann den Quadriken in
projektiven Rdumen zu. Die Klassifikation der projektiven Quadriken ist einfa-
cher als die Klassifikation der affinen Quadriken. Etwa sind Ellipsen, Hyperbeln
und Parabeln alle zum Kreis projektiv kongruent: wir kénnen eine Parabel als
eine Kreis verstehen, der die Ferngerade in einem Punkt schneidet; und eine Hy-
perbel ist ein Kreis, der die Ferngerade in zwei Punkten schneidet.

Wir orientieren uns hier an der Darstellung [11], siehe aber auch [12].

VIIIL.1. Affine Rdume und Abbildungen. Sei V' ein Vektorraum iiber
K. Unter einer Affinkombination von vy, ...v; € V verstehen wir jeden Ausdruck
der Form

>\1’01 + -t )\kvk,

wobei Ar, ..., A, € Kund 32F A = 1.
257



258 VIII. AFFINE UND PROJEKTIVE GEOMETRIE

VIII.1.1. BEISPIEL. Sind v; und v, zwei verschiedene Punkte in R3, dann
stimmt die Menge der Affinkombinationen, {Ajv; + Agvy | Ay + Ay = 1}, mit der
Geraden durch v; und v, iiberein. Sind vy, vs, v3 € R3 drei Punkte, die nicht auf
einer Geraden liegen, dann ist {Z?:1 AiV; ‘ Z?:1 A = 1} die von vy, vo und vs
aufgespannte Ebene.

VIII.1.2. DEFINITION (Affine Abbildung). Seien V und W zwei Vektorrdume
iiber K. Eine Abbildung a: V' — W wird affin genannt wenn sie mit Affinkombi-
nationen vertréglich ist, d.h. wenn fiir alle vy, ..., v, € V und alle A{,..., Ay € K
mit S A =1 gilt:

a(Mor + - Aur) = Aa(vy) + - -+ Agar(vg).

VIIL.1.3. LEMMA. Die Komposition zweier affiner Abbildungen ist affin. Die
Umkehrabbildung einer bijektiven affinen Abbildung ist affin. Insbesondere bildet

AfE(V) := {a: V = V | a affin und invertierbar}
eine Gruppe.
BEWEIS. Seien a7: Vi — V5 und as: Vo — V3 zwei affine Abbildungen, v; €
Vi und A; € K mit Zle A1 = 1. Dann gilt
(a2 0 1) (Zle Aivi) = o (o (Zle Aivi)) = as (Zle Aiavy (v;))
= 2 Aas(aa () = Sy Aslan 0 an)(wy),

also ist auch die Komposition, as o a1 : V3 — V3 affin.
Sei nun a: V. — W eine bijektive affine Abbildung, w; € W und \; € K,
sodasss Zle A = 1. Da « affin ist gilt:

oy N (w)) = 30 Aala T (wy)) = Y, A,
Wenden wir darauf o' an, erhalten wir
S e (wy) = a7 (L ),
also ist a~! affin. O
VIIIL.1.4. BEISPIEL. Sei ¢: V — W linear und w € W. Dann ist
a: V=W, a(v) == ¢(v) + w,
eine affine Abbildung. Sind nédmlich v; € V und \; € K mit Zle A =1, so gilt
(T Aivi) = o (Ximy Avi) +w = 0 Nip(v;) + w
=% i) +w) = T8 Na(w).

Wir werden gleich sehen, dass jede affine Abbildung von dieser Form ist.
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VIIL.1.5. LEMMA. Ist a: V. — W eine affine Abbildung, dann existiert eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢.: V — W und ein eindeutiges w, € W,
sodass

a(v) = ¢a(v) + Wy,
fiir alle v € V. Dabei ist w, = a(0) und ¢o(v) = a(v) — «(0). Weiters gilt
(bagoal = ¢a2¢a1 und Weagoa; = (bag (wal) + Weq (VIIIl>

fiir je zwei affine Abbildungen cy: Vi — Vo und ag: Vo — V3. Schlieflich ist eine
affine Abbildung o genau dann invertierbar, wenn ihr linearer Teil ¢, invertierbar
1st, und in diesem Fall gilt:

Go1 = O " und Wo1 = —¢  (wg). (VIIIL.2)
BEWEIS. Die Eindeutigkeitsaussage ist trivial. Es ist nur zu zeigen, dass die
Abbildung ¢n: V — W, ¢,(v) := a(v) — a(0), linear ist. Sind vy, vy € V so gilt
Ga(vi +v2) = a(vy +v2) —(0) =a(l-v;+1- v, —1-0) —a(0)
=1-a(vi)+1-a(v2) =1 a(0) = a(0) = da(v1) + ¢alv2),

denn 1-v1+1-v5—1-0 ist eine Affinkombination von vy, v und 0, daja 1+1—1 = 1.
Fiir v € V und A € K erhalten wir analog

da(Av) = a(Mv) — a(0) = a(Av + (1 = A)0) — a(0)
= A(v) + (1 = N)a(0) — a(0) = A(a(v) — a(0)) = Apa(v),
denn A\v + (1 — A)0 ist eine Affinkombination von v und 0, da ja A+ (1 —\) = 1.
Sind aq: Vi — Vo und as: Vo — V3 zwei affine Abbildungen so folgt
(a2 001)(V) = P, (1(V)) + Wa,
= QPay (Pay (V) + Way) + Way = Pay (Gay (V) + Pay (Way) + Wa-

Dies zeigt (VIIL.1). Daraus folgt nun auch, dass der lineare Teil einer invertier-
baren affinen Abbildung invertierbar ist und, dass in diesem Fall (VIII.2) gilt,
denn ¢;q = id und w;q = 0. Ist umgekehrt « affin und ¢, invertierbar, dann ist
v oo (v) — ¢ (w,) die Umkehrabbildung von «, also « invertierbar. O

Nach dem vorangehenden Lemma ist

Aff(V) — GL(V), a = O, (VIIL.3)
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Fiir jedes w € V bezeichne 7,: V —
V, Tw(v) := v 4+ w, die Translation um w. Beachte, dass dies einen injektiven

Gruppenhomomorphismus
V — Aff(V), W Top, (VIIL.4)

liefert, denn offensichtlich gilt 7, 1w, = Tw; © Twy, und w = 7,(0). SchlieBlich
stimmt der Kern von (VIIL.3) mit dem Bild von (VIIIL.4) iiberein, d.h.

{a e Afi(V): ¢, =idy} ={m, v eV}
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Aus diesem Grund wird Aff(V') als eine Gruppenerweiterung von GL(V') bezeich-
net. Wir erhalten eine Bijektion

AfE(V) =V X GL(V), a4 (wa, ¢a),
und dies wird ein Gruppenisomorphismus, wenn wir V' x GL(V') mit der Multi-

plikation

(wa, ¢2) - (w1, ¢1) := (w2 + Ga(wr), Pach1)
ausstatten, siehe (VIIL.1).

VIII.1.6. DEFINITION (Affine Teilrdume). Eine Teilmenge A eines Vektor-
raums V' wird affiner Teilraum genannt, wenn sie invariant unter Affinkombina-
tionen ist, d.h. wenn fiir alle a; € A und \; € K mit Zle A; = 1 auch Zle \i@;
in A liegt.

VIIIL.1.7. BEISPIEL. Die leere Menge ist ein affiner Teilraum von V.
VIII.1.8. BEISPIEL. Jeder lineare Teilraum von V ist ein affiner Teilraum.

VIIL.1.9. BEISPIEL. Sind A, affine Teilrdume von V, dann ist (), 4; ein affiner
Teilraum von V.

VIIL.1.10. BEISPIEL. Ist a: V — W eine affine Abbbildung und A ein affiner
Teilraum von W, dann ist das Urbild, o }(A) = {v € V : a(v) € A}, ein affiner
Teilraum von V. Sind néimlich v; € a~'(4) und \; € K mit 3% | A, = 1, dann
folgt o (30, \vi) = S8 Nia(v;) € A, also 31 \v; € a”'(A).

VIIL.1.11. BEISPIEL. Ist a: V' — W eine affine Abbbildung und A ein affiner
Teilraum von V', dann ist das Bild, a(A), ein affiner Teilraum von W. Sind
namlich w; € a(A), dann existieren a; € A mit a(a;) = w;, und fir A\; € K
mit Zle A; = 1, erhalten wir Zle A\w; = Zle Aia(a;) = a(Zle )\iai) € a(A).

VIII.1.12. BEISPIEL. Ist W ein linearer Teilraum von V und v € V, dann
ist A = v+ W ein affiner Teilraum von V. Dies folgt aus den vorangehenden
Beispielen, denn W ist affiner Teilraum und die Translation 7, ist eine affine
Abbildung. Wir werden gleich sehen, dass jeder nicht-leere affine Teilraum von
dieser Gestalt ist.

VIIL.1.13. LEMMA. Ist A ein nicht-leerer affiner Teilraum von V , dann bildet
VA = {CL2 — a | ai, s € A}
einen linearen Teilraum von V und es gilt A = a + Vy, fiir jedes a € A.

BEWEIS. Zunéchst ist V4 nicht leer, denn nach Voraussetzung ist A # (). Sei
a € A beliebig. Sind v, w € Vy, dann existieren a;,b; € A mit v = ay — a; und
w = by — by, und wir erhalten

v+w=(l-ag+1-by—1-a)—(1-a;+1-by—1-a) € Vy.
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Ist v € V4 und X € K, dann existieren a; € A mit v = as — ay, also liegt auch
M= (Aaz + (1 = N)a) — (Aag + (1 = N)a) € Va.

Dies zeigt, dass V4 einen linearen Teilraum von V' bildet. Die Inklusion A C a+V)y
ist offensichtlich. Ist v € V4, dann existieren a; € A mit v = ay — a7 und wir
erhalten a+v =1-a+1-as—1-a; € A, also gilt auch die umgekehrte Inklusion,
a+V CA. O

VIII.1.14. DEFINITION (Dimension). Ein affiner Teilraum A # () eines Vek-
torraums V' wird endlich-dimensional genannt, wenn der lineare Teilraum V)
endlich-dimensional ist. In diesem Fall definieren wir die Dimension von A durch

dim(A) := dim(Vy).
1-dimensionale und 2-dimensionale affine Teilrdume werden Geraden bzw. Ebe-

nen genannt. Gilt dim(V) — dim(A) = 1, dann wird A als affine Hyperebene
bezeichnet.

VIII.1.15. BEISPIEL. Seien A; und A, zwei affine Teilraume eines Vektorraums
V, sodass ) # A; C Ay. Dann gilt Vs, C Vy,. Ist dariiber hinaus A, endlich-
dimensional, dann ist auch A; endlich-dimensional und dim(A;) < dim(As). Ist
weiters dim(A;) = dim(A3), dann ist schon A; = A,.

VIII.1.16. BEISPIEL. Ist A ein nicht-leerer affiner Teilraum eines endlich-
dimensionalen Vektorraums V', und & = dim(V') — dim(A), dann existieren affine
Abbildungen ay,...,a,: V — K, sodass

A={veV|a(v)=0,...,0(v) = 0}.

Es existieren namlich lineare Funktionale, ¢1,...,pr: V — K, sodass V, =
ﬂle ker(p;). Ist nun a € A beliebig, dann haben die affinen Abildungen «;(v) :=
wi(v) — @i(a) die gewiinschte Eigenschaft.

VIII.1.17. BEISPIEL. Ist o € Aff(V), dann gilt dim(a(A)) = dim(A) fiir jeden
endlich-dimensionalen affinen Teilraum A, denn der lineare Teil von « liefert einen
linearen Isomorphismus, ¢q: Vi — Via).

VIII.1.18. BEISPIEL. Sind A und A’ zwei endlich-dimensionale affine Teilréu-
me von V mit dim(A) = dim(A’), dann existiert a € Aff(V'), sodass a(A) = A’. In
anderen Worten, je zwei affine Teilrdume gleicher Dimension sind affin kongruent.
Nach den Ergebnissen iiber lineare Teilrdume existiert zunéchst ¢ € GL(V),
sodass ¢(V4) = Vu. Sind nun @ € A und o € A’ beliebig, dann hat «a(v) :=
o(v) + d' — ¢(a) die gewiinschte Eigenschaft.

VIII.1.19. DEFINITION (Affine Hiille). Unter der affinen Hiille einer Teilmen-
ge S eines Vektorraums V verstehen wir den kleinsten affinen Teilraum von V,
der S enthélt, d.h.
<S >aﬂ‘ = ﬂ A,

SCA
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wobei der Durchschnitt iiber alle affinen Teilrdume A von V' genommen wird, die
S enthalten, vgl. Beispiel VIIL.1.9.

VIIIL.1.20. BEISPIEL. Sind aq, ais: V' — W zwei affine Abbildungen und S C V
eine Teilmenge, sodass a|s = as|s, dann gilt schon ai|(g),, = @2|(s).q denn
{veV :a(v) = as(v)} ist ein affiner Teilraum, der S enthalt.

aff’

VIII.1.21. LEMMA. Die affine Hiille einer Teilmenge S C V' lisst sich mattels
Affinkombinationen wie folgt beschreiben:

(o= {1 Nisi | k€N, s, € S, M €K, Y Ay =1}
BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dass
A= {Zf:l AiS; } keN, s, eS8 N\ eK, Zle \ = 1}

einen affinen Teilraum von V' bildet, denn offensichtlich gilt (S).g 2 A 2 S. Seien
dazu aq,...,a; € Aund pq, ..., € Kmit 22:1/%‘ = 1. Es ist Zgzl,ujaj € Azu

zeigen. Da a; € A, existieren sj, . . ., s? € Sund Aj, ..., >\§j € K mit Zfil Np=1
und a; = 32, Aist. Es folgt
l ! k; Ik
Domiag =Y ni Y Nisi =D D pAis; € A,
=1 =1 =1 =1 i=1
denn Zé’:l Zfil Nj>‘§‘ = Zé’:l pj = 1. O

VIIL.1.22. BEISPIEL. Ist a: V' — W eine affine Abbildung und S C V eine
Teilmenge, dann gilt
a((S)a) = ((S))as
denn eineseits ist a((S)ag) ein affiner Teilraum, der «(.S) enthélt, und andererseits
ist a7 ((a(S))ag) ein affiner Teilraum, der S enthélt.

VIII.1.23. LEMMA. Sei A # () ein affiner Teilraum eines Vektorraums V' und
ag, - ..,ar € A. Dann sind dquivalent:

(a) <CLO, .. .,ak>aﬁ: A

(b) Die Vektoren ay — ay, ..., ar — ag bilden ein Erzeugendensystem von Vy.
BEWEIS. Ad (a)=(b): Ist v € Vy4, dann gilt v +ay € A = (ag, - -, ak)as,

also existieren g, ..., Ay € K mit Zf:o A = 1, sodass v + ag = Zf:o A;a;, siehe

Lemma VIII.1.23. Es folgt v = Zf:o Aila; —ag) = Zle Ai(a; —ap), also erzeugen

die Vektoren a; — ag, ..., a, — ag ganz Vy.
Ad (b)=(a): Es geniigt A C (aq, . . ., ax)as zu zeigen, die umgekehrte Inklusion
ist trivial. Ist @ € A, dann gilt a—ag € Vi = (a1 —ay, . . ., ax — ag), also existieren

M,.. ., € Kmit a —ay = Zle Ai(a; — ap). Wir erhalten die Darstellung
a= Zle Aia; + (1 — Zle Ai)ao, also a € (ag, .. ., ak)ag- O
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VIII.1.24. BEISPIEL. Sind A; und A, zwei endlich-dimensionale affine Teilrdu-
me und A; N Ay # (), dann sind auch A; N Ay und (A; U As) .4 endlich-dimensional
und es gilt

dlm(Al) + dlm(Ag) = d1m(A1 N Ag) + d1m(<A1 U A2>aff)-

Dies folgt aus der bekannten Formel fiir lineare Teilrdume, da Va,na, = Va, NVa,
und Via,ua,).e = Va, +Va,. Es ist nicht méglich dem leeren affinen Teilraum eine
Dimension so zuzuordnen, dass diese Formel fiir beliebige endlich-dimensionale
Teilraume A; und A, richtig bleibt. Diese Unannehmlichkeit 16st sich in der pro-
jektiven Geometrie in Wohlgefallen auf.

VIII.1.25. DEFINITION (Affine Unabhéngigkeit). Sei V' ein Vektorraum. Ein
System aq, . ..,a; € V wird affin unabhdingig genannt wenn gilt: Sind \;, u; € K,
sodass Zf:o Ao =1 = Zf:o 1t; und Zf:o Nia; = Zf:o 1ia;, dann muss schon
A = p; gelten, fir jedes ¢ =0,..., k.

VIII.1.26. LEMMA. Fiir ein System ag, . ..,a, € V sind dquivalent:

(a) ag,...,a sind affin unabhdingig.
(b) a1 — ag, ..., a; — ag sind linear unabhingig.
(¢) Fiir jedes i € {0,...,k} gilt {ag,...,Qi—1,Qit1, ..., 0k)af 7 (A0, - - -, Ak) off-

BeEwEIs. Ad (a)=-(c): Indirekt angenommen es existiert ¢ € {0, ..., k}, sodass
(@gy ... i1, Q41 Q)af = (Ao, - - ., Qg)ag. Dann ldsst sich a; = 1 - a; auch als
Affinkombination von ay, .. .,a;_1, @11, ..., a schreiben, was (a) widerspricht.

Ad (c)=(b): Mit Lemma VIII.1.23 erhalten wir

<a'1_a07"'aa'i—1_a()aa'i-i-l_a())"'aa'k_a'O) 7é <a1—a0,...,ak—0,0>,

fiir jedes ¢ € {1,...,k}, also sind a; — ag,...,ar — ao linear unabhéngig, siehe
Proposition I11.2.6.
Ad (b)=(a): Seien also \;,p; € K, sodass SF A\ = 1 = S35y und
ko At = b ;a;. Dann gilt
1=0 i=0 M

k k
> Nlai —ao) =Y pila; — ag),
i=1 i=1
also \; = p;, fiir © = 1,..., k, wegen der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren

ay — ag, ..., a; — ag. Da Zf:o N=1= Zf:o i, muss auch \g = g gelten. [

VIIL.1.27. PROPOSITION. Sei A ein k-dimensionaler affiner Teilraum eines
Vektorraums V' und aq, . ..,a;, € A. Dann sind dquivalent:
(CL) <CL0, Ce ,ak>aﬁ: A
(b) ag,...,ax sind affin unabhingig.
(c) a1 — ag, ... ,ax — ag ist eine Basis von Vy.
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(d) Jedes a € A lisst sich in eindeutiger Weise in der Form

k
a = E )\,-ai
=0

schreiben, wobei \; € K und Zf:o Ai = 1. (baryzentrische Koordinaten)
(e) Jedes a € A lisst sich in eindeutiger Weise in der Form

k
a=ay+ in(ai — ap)
i=1

schreiben, wobei x; € K. (affine Koordinaten)

BEWEIS. Die Aquivalenz der ersten drei Aussagen folgt aus Lemma VIII.1.23
und Lemma VIII.1.26. Offensichtlich ist (d) zu (a) und (b) dquivalent. Schlieflich
ist auch (c) zu (e) dquivalent. O

VIII.1.28. DEFINITION (Affine Koordinatensysteme). Sei A ein k-dimensio-
naler affiner Teilraum von V und ay,...,ar € A. Sind die (dquivalenten) Eigen-
schaften in Proposition VIII.1.27 erfiillt, dann wird ay, ..., a; als (geordnetes)
affines Koordinatensystem von A bezeichnet.

Aus den Ergebnissen iiber lineare Teilrdume folgt, dass jeder endlich-dimen-
sionale affine Teilraum ein affines Koordinatensystem besitzt. Auch kann jede
affin unabhéngige Teilmenge von A zu einem affinen Koordinatensytem ergéanzt
werden. Schliefllich enthdlt auch jede Teilmenge S mit (S).¢ = A ein affines
Koordinatensystem. Wir erhalten auch sofort folgende Charakterisierung der In-
vertierbarkeit affiner Abbildungen:

VIII.1.29. PROPOSITION. Fine affine Abbildung o: V. — W st genau dann
invertierbar, wenn sie ein (und dann jedes) affine Koordinatensystem von V. auf
ein affines Koordinatensytem von W abbildet.

VIII.1.30. BEIsPIEL. Die Punkte ag,...,a, bilden genau dann ein affines
Koordinatensytem von V', wenn folgendes gilt: Zu jedem Vektorraum W und
beliebigen wy, ..., w, € W existiert eine eindeutig bestimmte affine Abbildung
a:V — W, sodass a(a;) = w;, fir alle: =0,...,n.

VIII.1.31. BEISPIEL. Sind ay,...,a, und aj, ..., al, zwei affine Koordinaten-
syteme von V, dann existiert ein eindeutig bestimmtes o € Aff(V), sodass
a(a;) = aj, fur jedes i = 0,...,n. Insbesondere sind je zwei affine Koordina-
tensysteme affin kongruent.

Unter gewissen Voraussetzungen lassen sich die invertierbaren affinen Ab-
bildungen auch als jene Bijektionen charakterisieren, die Geraden auf Geraden
abbilden:
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VIII.1.32. SATZ (Fundamentalsatz der affinen Geometrie). Sei V' ein endlich
dimensionaler reeller Vektorraum mit dim(V) > 2. Dann ist jede Kollineation,
d.h. jede Bijektion o:V — V, die Geraden auf Geraden abbildet, eine affine
Abbildunyg.

BEWEIS. Seien a; und as; € V. Es gentigt
a(Aar 4+ (1= Nag) = Aafar) + (1 — Na(as)

fiir alle A € R zu zeigen, mittels Induktion folgt dann sofort, dass « affin ist, siehe
Aufgabe 19. O.B.d.A. diirfen wir a; # as annehmen. Wegen der Injektivitdt von
a ist dann auch a(a;) # a(ay). Also muss a die Gerade durch a; und ay bijektiv
auf die Gerade durch a(a;) und «(ay) abbilden. Es existiert daher eine eindeutige
bijektive Abbildung y: R — R, sodass

a(Aar + (1= Naz) = x(Near) + (1 = x(N))a(az), AeR.  (VIIL5)
Es ist also xy = idgr zu zeigen. Zunéchst gilt offensichtlich:
x(0) =0 und x(1) = 1. (VIIL.6)

Da dim(V') > 2 existiert ay € V, sodass die Punkte ag, ai, as affin unabhéngig
sind. Beachte, dass auch «(ag),a(a1),a(as) affin unabhéngig sind, denn a(ag)
kann wegen der Injektivitdt von « nicht auf der Geraden durch a(a;) und a(as)
liegen. Es gilt nun auch:

a(Aag + (1 — Naz) = x(N)er(ag) + (1 — x(A))er(as), AeR. (VIIL.7)
Um dies einzusehen, sei 0.B.d.A. 0 # A # 1 und es bezeichne g die eindeutige
Gerade durch a := Aa; + (1 — AN)ag und o’ := Aag+ (1 — N)ay. Nach dem Strahlen-
satz, siehe Aufgabe 23, schneidet g die Gerade durch ag und a; nicht. Also hat
auch die Gerade durch a(ap) und a(a;) keinen Schnittpunkt mit a(g). Da a(g)
die Gerade durch a(a;) und a(as) im Punkt a(a) = x(M)a(ar) + (1 — x(N))a(as)
schneidet, folgt aus dem Strahlensatz, dass ihr Schnittpunkt mit der Geraden
durch a(ap) und a(as) bei a(a’) = x(A)a(ag) + (1 — x(X))a(az) liegt. Damit ist
(VIIL.7) gezeigt. Daraus schliefen wir, dass (VIIL5) richtig bleibt, wenn wir a;
durch einen beliebigen Punkt a) auf der Geraden durch a; und ay ersetzen. Eine
analoge Aussage gilt fiir den anderen Punkt. Fiir je zwei Punkte a} und a}, auf
der Geraden durch a; und ay gilt daher:

a(Ad) + (1= Nay) = x(Ne(a)) + (1 — x(N))a(ah), A €ER.
Betrachten wir a] = as und a}, = a; erhalten wir daraus
X(1—=X)=1-—x(N), (VIILS)
denn:
X(1 = XNafar) + (1 — x(1 = A))a(ag)

a((T=XNay+ (1= (1= X))az)
a(Aaz + (1= N)ay)
X(Na(az) + (1= x(A)e(ar)
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Fiir o} = pay + (1 — p)as und ay = as erhalten wir
X(An) = x(A)x (k) (VIIL9)

denn:

x(Am)a(ar) + (1=x(Aw))a(az)

(

()\(,ual + (1 — M)CLQ) + (1 — )\)ag)

(Mer(par + (1 = plaz) + (1 = x(N)a(az)

(M) (x(wa(ar) + (1= x(n))az) + (1 = x(N)a(az)
(Mp(p)alar) + (1= x(A)x(1)a(az)

Insbesondere 1 = x(1) = x((—=1)(=1)) = x(—1)x(=1), also x(—=1) = —1, denn
wegen der Bijektivitat von y muss y(—1) # x(1) = 1 gelten. Somit auch x(—\) =
X((=DA) = x(—=1)x(A) = —x(A), und wegen (VIIL.8) daher auch x(1 + \) =
14 x(A). Zusammen mit (VIILI) folgt x(A+p) = x (A1 +4)) = x(M)x(1+%) =
X (L +x(5)) =x(N) + x()x(§) = x(N) + x(n), also:

XA+ 1) = x(A) + x(n). (VIIL10)

Dies zeigt, dass y ein Kérperautomorphismus von R ist.
Aus (VIIL.6) und (VIIL.10) folgt zundchst x(n) = x(1+---+1) = 1+---+1=n
fir n € N, und dann x(n) = n, fir alle n € Z. Mit (VIIL.9) und 0 # m,n € Z

n n

daher n = x(n) = x(m=%) = x(m)x(%) = mx(%), also x(q) = ¢, fiir alle
q € Q. Ist A > pu, dann existiert r € R, sodass A — pu = 72, also x(\) — x(u) =
XA = ) = x(r?) = x(r)* > 0, und somit auch y(\) > x(u). Daraus folgt nun
X(A) = A. Wire namlich x(\) > A, dann existiert ¢ € Q mit x(\) > g > A, also
auch x(q) > x(A), im Widerspruch zu x(¢q) = ¢. Analog ldsst sich die Annahme
X(A) < A auf einen Widerspruch fiithren. Folglich x(A) = A, und der Beweis ist
vollstandig. 0

VIIL.1.33. SATZ. Seir V' ein endlich dimensionaler Euklidischer Vektorraum
und a: V. — V eine Abbildung. Dann sind dquivalent:
(a) d(a(v), w(w)) = d(v,w), fir alle v,w € V.
(b) « ist affin mit linearem Teil ¢, € O(V).
(¢) a ist affin und fir ein (und dann jedes) affine Koordinatensystem ay, . .., ay
von V gilt d(o(a;), a;)) = d(a;, a;), fir alle 0 < i, < n.

BeEWwEISs. Die nicht triviale Implikation (a)=-(b) haben wir bereits weiter oben
gezeigt, siche Satz VII.4.7. Die Implikationen (b)=-(c) und (b)=-(a) sind offen-
sichtlich. Es geniigt daher (¢c)=-(b) zu zeigen. Betrachte die Vektoren b; := a; —aq
und b, = a(a;) — a(ag), 1 < i < n. Nach Voraussetzung ist ||b;|| = ||b}]| und
165 — bil| = [|6} — bi], fiir 1 <4, j < n. Daraus erhalten wir (b;, b;) = (b}, b)), also

(Pa(bi); @a(by)) = (bisbj), 1 <i,j<n, (VIL11)
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denn ¢, (b;) = b.. Nach Proposition VIII.1.27 bilden die Vektoren by, ..., b, eine
Basis von V.. Sind v = 7" | \jv; und w = 377, ;b; beliebige Vektoren in V', so

(@a(v), Ba(w)) = D> Niptj(Palbi), Salbs)) = D Aipt(bi, bj) = (v, w),

i,j=1 4j=1
und daher ¢, € O(V). O

VIII.1.34. DEFINITION (Bewegungen). Sei V' ein Euklidischer Vektorraum.

Eine Abbildung a: V' — V wird Bewegung genannt, wenn sie die dquivalenten
Eigenschaften in Satz VIII.1.33 hat.

Offensichtlich bildet die Menge der Bewegungen eine Untergruppe von Aff(V),
die alle Translationen enthélt.

VIII.1.35. BEISPIEL. Sind ay,...,a, und aj, ..., a, zwei affine Koordinaten-
systeme eines Euklidischen Vektorraums, sodass d(a;,a;) = d(aj,a}) fiir alle
0 <i,7 <n, dann existiert eine eindeutige Bewegung o: V' — V mit a(a;) = al,
fiir alle 0 < i < n. Insbesondere sind zwei affine Koordinatensysteme ao, ..., a,
und ag, . . ., a;, genau dann metrisch kongruent, wenn d(a;, a;) = d(a;, ) fiir alle
0<i,j<n.

VIII.1.36. BEISPIEL. Sind A und A’ zwei affine Teilrdume eines Euklidischen
Vektorraums mit dim(A) = dim(A’), dann existiert eine Bewegung a: V- — V,
sodass a(A) = A’. Ist ndmlich ¢ € O(V) mit ¢(V4) = Vay und a € A, o' € A,
dann hat a(v) = ¢(v —a) + a’ die gewlinschte Eigenschaft. Zwei affine Teilrdume
sind also genau dann metrisch kongruent, wenn sie gleiche Dimension haben.

VIII.1.37. BEISPIEL. Sei A # () ein affiner Teilraum eines Euklidischen Vek-
torraums V. Unter der Spiegelung o4: V — V an A verstehen wir die Bewegung

oa(v) == oy, (v—a)+a,

wobei oy, € O(V) die orthogonale Spiegelung am linearen Teilraum V, bezeich-
net und a € A beliebig ist. Beachte, dass dies nicht von der Wahl von a € A
abhéingt. Offensichtlich gilt 04 = idy und {v € V : g4(v) = v} = A. Etwa ist die
Spiegelung an einem Punkt P € V durch op(v) = —(v — P) + P gegeben.

VIIIL.1.38. SATZ. Sei V' ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum. Dann
lasst sich jede Bewegung V- — V als Komposition von héchstens n+ 1 Spiegelun-
gen an affinen Hyperebenen schreiben.

BEWEIS. In Satz VII.4.6 haben wir gesehen, dass sich jede orthogonale lineare
Abbildung V' — V als Komposition von hochstens n Spiegelungen an Hyperebe-
nen durch den Koordinatenursprung schreiben lasst. In der Vorlesung haben wir
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dann gezeigt, dass sich jede Translation als Komposition von zwei Spiegelun-
gen an affinen Hyperebenen schreiben lisst.'® Dies zeigt aber nur, dass sich jede
Bewegung als Komposition von hochstens n + 2 Spiegelungen schreiben lésst.
Um den Satz in voller Allgemeinheit zu beweisen sei nun a: V. — V eine
Bewgung. O.B.d.A. diirfen wir «(0) # 0 annehmen, andernfalls ist « eine li-
neare orthogonale Abbildung und wir kommen sogar mit n Spiegelungen aus,
siche Satz VIL4.6. Es ist dann A := a(0) + «(0)* eine affine Hyperebene, und
die Spiegelung o4 bildet «(0) auf 0 ab. Somit ist o4 o « eine Bewegung, die
den Koordinatenursprung fixiert, d.h. eine orthogonale lineare Abbildung. Nach
Satz VII.4.6 lasst sich 04 o « also als Komposition von hochstens n Spiegelungen
an (affinen) Hyperebenen schreiben. Folglich ist & Komposition von n+ 1 solchen
Spiegelungen. O

VIIIL.2. Affine Quadriken. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum
iiber einem Korper K mit Charakteristik, char(K) # 2. Unter einer quadratischen
Funktion auf V' verstehen wir jede Funktion, ): V' — K, die sich in der Form

Q) =q(v) +1(v) + ¢

schreiben lésst, wobei ¢ € K, [ € V* und ¢q eine quadratische Form auf V' bezeich-
net, d.h. ¢(v) = b(v,v) fiir eine (eindeutige) symmetrische Bilinearform b auf V.
Beachte, dass ¢, [ und ¢ durch @ eindeutig bestimmt sind, denn ¢ = Q(0) und
2l(v) = Q(v) — Q(—v). Unter dem Rang einer quadratischen Funktion verstehen
wir den Rang der quadratischen Form ¢. Im reellen Fall, K = R, wird die Signatur
von () als die Signatur der quadratischen Form ¢ definiert. Unter einer Quadrik
verstehen wir eine Teilmenge E von V', die sich in der Form

E={veV:Qv) =0}
schreiben lasst, wobei () eine quadratische Funktion auf V' bezeichnet.

VIIL.2.1. BEISPIEL. Fiir a,b > 0 und z¢, yo € R bildet die durch die Gleichung

v\ 2 B 2
() ()
a b

beschriebene Ellipse mit Mittelpunkt (59 ) eine Quadrik in R?. Analog sind auch
Hyperbeln und Parabeln Quadriken in R?.

13Dabei sind wir wie folgt vorgegangen: Sei 7,: V. — V, 7,(v) = v + w, eine Translation,
w € V. Weiters sei A; eine affine Hyperebene, sodass V4, = wt, und setze Ay == A; + %w.
Dann gilt ov,, = 0,1 =ov,,. Fira; € Aiund as == a1 + %w € A, erhalten wir
(0A2 OUAI)('U) =04, (UWL(’U — al) +a1)
=0yt (0 (V—a1) + a1 —az) +az
=v—a1+ 0, (—3w) + a1 + Fw
=v+ %w—l— %w = 7 (v),

also 04,004, = Tw.
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VIII.2.2. BEISPIEL. Auch die Menge der Punkte (3 ) € R? die der qua-
dratischen Gleichung 22 — y? = 0 geniigen bildet eine Quadrik. Da 2% — ¢y? =
(x — y)(x + y) besteht sie aus zwei verschiedenen Geraden durch den Koordi-
natenursprung. Noch degenerierter ist die Quadrik 22 + y? + 1 = 0, sie enthilt
namlich gar keinen Punkt. Beachte, dass dieselbe Quadrik auch durch die Glei-
chung 22 + 1 = 0 beschrieben werden kann.

VIIL.2.3. LEMMA. Sei ao: W — V affin. Ist Q: V — K eine quadratische
Funktion auf V', dann ist Q) o o eine quadratische Funktion auf W . Insbesondere
ist fiir jede Quadrik E in'V auch a ' (E) eine Quadrik in W. Ist o invertierbar,
dann haben Q) o o und Q) den selben Rang, und im reellen Fall auch die gleiche
Signatur.

BeEWwEIS. Essei Q(v) = ¢(v)+I(v)+cund b die mit ¢ assoziierte symmetrische
Bilinearform, ¢(w) = b(w, w). Weiters sei a(w) = ¢o(w) 4 vy, wobei ¢po: W — V
linear und v, € V. Eine einfache Rechnung zeigt Q(a(w)) = ¢'(w) + I'(w) + ¢
wobei:

q'(w) = q(¢a(w))
I'(w) = U(¢a(w)) + 2b(va, Pa(w))
¢ = Q(a(0)) = gq(va) +1(va) + ¢
Mit £ = {v € V : Q(v) = 0} ist daher auch a ' (E) = {w € W : (Qoa)(w) = 0}
eine Quadrik. Alle weiteren Behauptungen sind nun offensichtlich. U
VIII.2.4. PROPOSITION (Mittelpunkte). Ist Q(v) = q(v) + l(v) + ¢ eine qua-
dratische Funktion auf V und m € V', dann sind dquivalent:
(a) Qoo =Q, wobei 0,0 V — V die Spiegelung am Punkt m bezeichnet.
(b) Qoty =q+c, wo 1,V — V die Translation um m bezeichnet, ¢ = Q(m).
(c) Qim +v) = q(v) + ¢, fir alle v € V, wobei ¢ = Q(m).
(d) 2b(m,v)+1(v) =0, fir allev € V, wobei b die mit q assoziierte symmetrische
Bilinearform bezeichnet, q(v) = b(v,v).
Jeder Punkt m, der diese dquivalenten Figenschaften besitzt, wird als Mittelpunkt
der quadratischen Funktion ) bezeichnet. Die Menge aller Mittelpunkte, M, ist
entweder leer, oder bildet einen affinen Teilraum mit Vi = ker(b) und dim(M) =

dim (V') —rank(q). Dariber hinaus ist QQ auf der Menge der Mittelpunkte konstant.
Ist q nicht-degeneriert, dann besitzt () genau einen Mittelpunkt.

BEWEIS. Da 0,, 07, = T, 0 0¢ ist (a) zu Q o 7, 0 09 = Q o T, dquivalent.
Dies bedeutet gerade, dass der lineare Teil der quadratischen Funktion @) o 7,
verschwindet, also (b). Die Aquivalenz (b)<(c) ist offensichtlich. Eine einfache
Rechnung zeigt (c)<(d). Die restlichen Behauptungen folgen nun aus bekannten
Eigenschaften linearer Gleichungssysteme. U

Ist V = K", so kann jede quadratische Funktion ): K* — K in der Form
Q(z) = 2" Az + bz + ¢, r e K",
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geschrieben werden, wobei A® = A € M, ,(K) eine symmetrische Matrix be-
zeichnet, b € K" und ¢ € K. Die Gleichung fiir Mittelpunkte m € K" von @
lautet dann 2m!A + b' = 0, oder dquivalent dazu:

2Am +b=0.
Ist A nicht degeneriert, dann ist der eindeutige Mittelpunkt daher durch
m = —%A‘lb
gegeben. Ist m ein Mittelpunkt, dann gilt
Q(m+x)=a"Az + ¢,
wobei ¢ = Q(m).

VIIL.2.5. BEISPIEL. Die quadratische Funktion Q: R? — R

Q(Z):x2+2y2_2x—12y+18:(‘y”) ((1] g) (§)+<:122) (;;)H&

besitzt genau einen Mittelpunkt, ndmlich

=302 (55)-0)
2\0 2 —12 3
In bei m zentrierten Koordinaten hat ) daher keinen linearen Teil,
Q(m+(y)) =2>+2y> - 1.
Die Menge der Punkte () € R?, fiir die Q (3 ) = 0 gilt, bildet daher eine Ellipse.
VIII.2.6. BEISPIEL. Die quadratische Funktion Q: R? — R

ar=r=+=() (1) () () () -

besitzt keinen Mittelpunkt, denn das Gleichungssystem 2 (§9)m + (') =
besitzt keine Losung. Die Menge der Punkte () € R?, fiir die Q (y) = 0 gilt,
bildet hier eine Parabel.

VIIL.2.7. BEISPIEL. Betrachte die quadratische Funktion Q: R3 — R

Qi) =+ —20= (1) ("1,) (1) + (¥) (2)-

In diesem Fall hat die Gleichung 2Am + b einen 1-dimensionalen Losungsraum,
die Menge der Mittelpunkte ist M = {((1)) 't € ]R}. Fiir jedes m € M gilt:

Q<m+<§>) =2 +y -1

Die Menge der Punkte (g) € R3, fiir die Q (g) = 0 gilt, bildet hier einen
kreisformigen Zylinder mit Achse M.
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VIIL.2.8. SaTz (Affine Normalform quadratischer Funktionen). Sei V' ein
n-dimensionaler Vektorraum dber einem Korper K mit char(K) # 2, und sei
Q:V — K eine quadratische Funktion. Dann existiert ein affines Koordinaten-
system ag, . . ., a, von 'V, sodass die Funktion @): K" — K,

Q) = Q(ao + XL, mila: — ap))
folgende Gestalt hat:
(a) Q(z) = S \a? + ¢, falls Q einen Mittelpunkt besitzt, ¢ = Q(ag).
(b) Q(x) = >"1_, \ix? + a1, falls Q keinen Mittelpunkt besitzt.
Dabei sind 0 # \; € K, r = rank(Q) und ¢ € K. In anderen Worten, a: K" — V,
a(z) = ap+ > ; xi(a; — ap), ist ein affiner Isomorphismus und Q o « stimmt
mit einer der beiden Normalformen oben tiberein.

Besitzt jedes Element von K eine Quadratwurzel (etwa weil K algebraisch
abgeschlossen ist), dann kann dariber hinaus \; = 1 erreicht werden. Im reellen
Fall diirfen wir \y =--- =Xy =1 und \pp1 = -+ = Apyqg = —1 annehmen, wobei
(p,q) die Signatur von @ bezeichnet, p+ q =r.

BEwWEIS. Wir betrachten zunéchst den Fall, wo () einen Mittelpunkt besitzt.
Ist ag ein Mittelpunkt, dann gilt Q(ag+v) = q(v) + ¢, siche Proposition VIII.2.4.
Nach Satz VII.1.25 existiert eine Basis by, ...,b, von V, sodass

g(Xy wibi) = Mat + -+ \a?, (VIIL12)

wobei r = rank(q) und 0 # \; € K. Besitzt jedes Element in K eine Quadratwur-
zel, dann diirfen wir \; = 1 annehmen, siehe Satz VII.1.25. Im reellen Fall kénnen
wir immerhin \; = +1 erreichen, siehe Satz VII.1.35. Setzen wir a; := ag + b;,
1 = 1,...,n, dann bildet ag,aq,...,a, das gesuchte affine Koordinatensystem,
siehe Proposition VIII.1.27.

Sei nun Q(v) = ¢(v) + l(v) + ¢ eine quadratische Funktion, die keinen Mit-
telpunkt besitzt. Wie zuvor sei by, . .., b, eine Basis von V', sodass (VIII.12) und
A # 0 gilt. Da @ keinen Mittelpunkt besitzt liegt das Funktional [ € V* nicht
im Bild von b: V. — V* wobei b die mit ¢ assoziierte symmetrische Bilinear-
form bezeichnet, g(v) = b(v,v), vgl. Proposition VIII.2.4(d). Da das Bild von b

durch die Elemente 07, ...,b; der zu by,...,b, dualen Basis aufgespannt wird,
existiert daher j > r, sodass [(b;) # 0. O.B.d.A. diirfen wir p := (b, +1) # 0 und
l(by12) = -+ =1(b,) = 0 annehmen. Setzen wir

I e ()
i =2
7j=1
dann gilt 2¢(ao, b;) + 1(b;) = 0, fiir alle 1 < ¢ <r, und daher

Q(do +2 zibi) = q(z?:l xibi) + 2b(d0a > e fibi) + Z(Z:’L:l xibi) +c
=\ + o+ N2+ ey + 6



272 VIII. AFFINE UND PROJEKTIVE GEOMETRIE

wobei ¢ = Q(ag). Setzen wir ag := ag — ibkﬂ, dann ist

Q(ao + Z?zl Iibi) = >\193% + Ar:)sf + UTrg1.

Ersetzen wir b,,; durch %brﬂ dann konnen wir auch g = 1 erreichen. Sind nun
a; :=ag+ b;, 1 =1,...,n, dann bildet ay,...,a, ein affines Koordinatensystem
mit den gewiinschten Eigenschaften. U

VIIL.2.9. BEMERKUNG. Ist ): V — K eine quadratische Funktion und 0 #
A € K, dann ist auch @' := A\Q: V — K eine quadratische Funktion, und be-
schreibt die selbe Quadrik, {v € V : Q(v) = 0} = {v € V : Q'(v) = 0}. Die
Umkehrung gilt i.A. jedoch nicht, etwa beschreiben die Gleichungen x? + 1 = 0
und 22 + 3% + 1 = 0 die selbe (leere) Quadrik in R%. Aber auch die Gleichungen
2?2 = 0 und z = 0 beschreiben beide eine Gerade in R? oder C2.

VIII.2.10. KOROLLAR (Affine Normalform komplexer Quadriken). Sei V' ein
n-dimensionaler komplexer Vektorraum. Dann ist jede Quadrik in' V' zu einer der
folgenden Quadriken in C™ affin kongruent:

(a) Typ A,: {x? + -+ 22 =0}, wobei 0 < r < n.

(b) Typ B.: {zi+ - -+ 22 =1}, wobei 0 < r < n.

(c) Typ Cp: {a? + -+ 22 = 2,41}, wobei 0 <1 < n.

D.h. es existiert ein affiner Isomorphismus, V = C", der die Quadrik in V auf
eine dieser Normalformen in C" abbildet.

BEWwEIS. Sei F = {v € V : Q(v) = 0} eine Quadrik in V', wobei Q: V — C
eine quadratische Funktion bezeichnet. Nach Satz VIII.2.8 existiert ein affiner
Isomorphismus a: C* — V', sodass

o (E)y={zeC:al+ - +a2l+c=0}
oder
o N(E)={zeC":al+ - +a)+,4 =0},
wobei r = rank(Q). Gilt im ersten Fall ¢ = 0, dann ist a~!(E) vom Typ A,.
Gilt im ersten Fall ¢ # 0, so ist a: C* = V, a(z) := a(y/—cz), ein affiner
Isomorphismus und nach Bemerkung VIII.2.9
aN(E)={zeC:ai+-- - +a.—1=0},
d.h. a7(E) ist vom Typ B,. Im zweiten Fall ist a: C* — C",
a(z) == Ty, oo Tpy —Tpa1, Tpaa,y ooy Ty,
einen affinen Isomorphismus, sodass
a N E)={zeC":a{+ - +a)— x4 =0},
d.h. @ }(E) ist vom Typ C,. O

VIIL.2.11. BEISPIEL. Jede Quadrik in C? ist zu einer der folgenden Quadriken
affin kongruent:
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Ag: {0=10} (die gesamte Ebene, C?)
A {2? =0} (komplexe Gerade)
Ag: {2? +y?> =0} (zwei sich schneidende komplexe Geraden)
By: {0 =1} (leer)
By: {2* =1} (zwei parallele komplexe Geraden)
By: {2? +y* =1} (komplexe Version des Kreises)
Co: {0 =2z} (komplexe Gerade)
Cy: {z? =y} (komplexe Version der Parabel)

VIIL.2.12. BEISPIEL. Wir wollen den Typ der komplexen Quadrik
E:={(3)eC?®|a®+5y° +4xy + 22+ 10y + 6 = 0}
bestimmen. Durch Ergéinzen auf vollstindige Quadrate erhalten wir
224+ 5y 4+ 4oy + 20+ 10y 4+ 6 = (2 +2y) > + > + 224+ 10y + 6
=(z+2y+ 12+ +6y+5
=(x+2y+1)*+ (y+3)*—4

T2+ 1Ny 432
-{(=5—) (%) -4
2 + 2
Es ist daher a: C2 = C2,

()= (") =20 D) 6) 2 6)

ein affiner Isomorphismus und a(E) = {z#?+y?>—1 =0}, d.h. E ist vom Typ B,
also affin kongruent zu einem komplexen Kreis.

VIII.2.13. KOROLLAR (Affine Normalform reeller Quadriken). Sei V' ein n-
dimensionaler reeller Vektorraum. Dann ist jede Quadrik in'V zu einer der fol-
genden Quadriken in R™ affin kongruent:

(a) Typ Apg: a3+ oy —a2  —--—a2, =0, wobei 0 < ¢ < p und p+q < n.
(b) Typqu.'x§+-~-+x,2,—:cf,+1—~-~—x12,+q:1, wobet 0 < p,q und p+q < n.
(¢) Typ Cpg: a3+ Fai—a2 | —- - —xp, = Tprgpr, wobei 0 < g < p, p+q < n.

D.h. es existiert ein affiner Isomorphismus, R® =V der die Quadrik in V auf
eine dieser Normalformen in R™ abbildet.

BEWEIS. Sei F = {v € V : Q(v) = 0} eine Quadrik in V', wobei Q: V — R
eine quadratische Funktion bezeichnet. Nach Satz VIII.2.8 existiert ein affiner
Isomorphismus a: R” — V, sodass

a'(E)y={zeR":ai+ - +a, —a), — —ao,+c=0}

oder

a(E)y={zeR":ai+ - 4al—al, —  — 2  + Tpig1 =0},
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wobei (p, q) die Signatur von @) bezeichnet. Gilt im ersten Fall ¢ = 0 und p > g,
dann ist o= '(E) vom Typ A,,. Ist p < ¢, dann bildet a: R" — V|

A(x) = aTgi1y -y Tgipy Thy v ooy Tgy Tprgds - - - 5 L)
einen affinen Isomorphismus, sodass
~—1 _ n.o2 .2 2 2
aY(E)={zeR":ai+ - +a] -zl x2,, =0},

~1(E) ist vom Typ A, Gilt im ersten Fall ¢ < 0, dann ist &: R® — V,

( ) a(y/—cx), ein affiner Isomorphismus, sodass
a (B :{xER”:x%+~-~+x§—x;+1—~-~—x12)+q—1:0},

d.h. a7 }(E) ist vom Typ By,. Ist ¢ > 0, dann bildet &: R™ — V|
a(z) == a(Vexgt, s VCTgip, VCT1, oo N CT Tpigits - -+ T,
einen affinen Isomorphismus, sodass
a'(B)y={eeR":ai+ - 4a)—al, - —a, , —1=0},
d.h. @ H(E) ist vom Typ By,. Gilt im zweiten Fall p > ¢, so ist a: R" — R™,

a(l’) = Oé(:ljla co oy Tptqy T Tptgt+l) Tp+q+2y - s xn)7
ein affiner Isomorphismus mit
~—1 _ n. 2 2 2 2 _
a'(E)={z€eR .:B1+---—|—:Ep—xp+1—---—zp+q—xq+p+1—0},

d.h. @ }(E) ist vom Typ C,,. Ist p < ¢, dann bildet a: R™ — R™,

a(x) == a(Tpi1y ooy Tpigs T1y e ooy Ty Tpirgily - -+ s Tn)s
einen affinen Isomorphismus, sodass
~—1 _ n. . 2 2 2 2 _
aY(E)={zeR":ai+ - Fal—al, — - —al,— Tgp =0},
d.h. & 1(E) ist vom Typ C,,. O

VIII.2.14. BEISPIEL. Jede Quadrik in R? ist zu einer der folgenden Quadriken
affin kongruent:

Ago: {0=0} (die gesamte Ebene, R?)
Ajp: {2* =0} (eine Gerade)
Agg: {2? +y* =0} (ein Punkt)
Ay {22 —y* =0} (zwei sich schneidende Geraden)
BO()Z {0 = 1} (leer)
Big: {22 =1} (zwei parallele Geraden)
Boi: {—2*=1} (leer)
Bog: {22 +y? =1} (Kreis)
Biy: {2? —y? =1} (Hyperbel)
Bog: {—2* —y* =1} (leer)
Coo: {0 =1z} (eine Gerade)
Cho: {2* =y} (Parabel)
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VIIL.2.15. BEISPIEL. Wir wollen den Typ der reellen Quadrik
E={(})eR* 2’ +y° +2zy+ 20+ 11y + 10 = 0}
bestimmen. Durch Ergéinzen auf vollstdndige Quadrate erhalten wir:
2?42+ 2zy 4+ 20 + 1y +10 = (x4 y)? + 22 + 11y + 10
=(x+y+1)*+9+9
=(z+y+1)°+9y+1)

() )

o

Es ist daher, a: R? = R?,

N (:;) _ ((3: +yy+—|—11)/3) _ (163 1{3) (:yc) N (1{3) |

ein affiner Isomorphismus, und a(F) = {(y) € R* : 2> + y = 0}, d.h. E ist eine

Parabel.

VII1.2.16. BEISPIEL. Jede Quadrik in R? ist zu einer der folgenden Quadriken

affin kongruent:

Ago: {0 =0} (der gesamte Raum, R3)
Ajp: {2? =0} (Ebene)
Ago: {2? +y* =0} (Gerade)
A {z? —y? =0} (zwei sich schneidende Ebenen)
Azp: {a? +y* + 22 =0} (ein Punkt)
Agy: {22 +y? — 22 =0} (kreisformiger Kegel)
BO()Z {0 = 1} (leer)
Big: {22 =1} (zwei parallele Ebenen)
Boi: {—2*=1} (leer)
Bag: {22 +y? =1} (kreisférmiger Zylinder)
Biy: {2? —y? =1} (hyperbolischer Zylinder)
Bog: {—2* —y* =1} (leer)
Byo: {7® +y° +y* =1} (Sphére)
Boy: {2 +y* — 22 =1} (einschaliges Hyperboloid)
B {22 —y? — 22 =1} (zweischaliges Hyperboloid)
Boz: {—2? —y*— 22 =1} (leer)
Coo: {0 =2z} (Ebene)
Cho: {2* =y} (parabolischer Zylinder)
Coo: {2? +y* =2} (Paraboloid)
Cu: {2* —y* =2} (hyperbolisches Paraboloid, Sattel)

VII1.2.17. BEISPIEL. Wir wollen den Typ der Quadrik £ C R? bestimmen,

die durch die quadratische Gleichung
4o — 8y + 22 —day —daz —dyz+4x+ 4y —62+5=0
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gegeben ist. Durch Ergénzen auf vollstindige Quadrate erhalten wir:

22 — 8y + 22 —day —daz —dyz +dx+ 4y — 62 +5
=2z —y—2)? -9 —6yz+4r+4y — 6245
2r—y—2)°—By+2)?>+22+4v+4y—62+5
=Rr—y—z+1)2—By+2)°+22+6y—42+4
2r—y—z+1)2—-0By+2—-1°+2>—62+5
e —y—2+1)2—-By+z—10+(2-3)?—4

(B () (Y

Es ist daher, a: R? — R3,

x 2z —y—2+1)/2 1 (2 -1 -1 x 1 (1
aly] = (z—3)/2 =3 0 0 1 Yy —|—§ -3,
z By+2z—1)/2 0 3 1 z -1

ein affiner Isomorphismus und «(E) = {z? + y* — 2> — 1 = 0}, d.h. F ist ein
einschaliges Hyperboloid.

Punkte ag, ..., a, eines Euklidischen Vektorraums V werden als affines Or-
thonormalsystem bezeichnet, falls a; — ag, . . ., a, — ag eine Orthonormalbasis von
V bilden. Dies ist genau dann der Fall, wenn R" — V, & — ag+ Y, zi(a; — ap),
eine Bewegung ist, d.h. Langen bewahrt. Bewegungen bilden affine Orthonormal-
systeme auf affine Orthonormalsysteme ab. Umgekehrt sind je zwei affine Ortho-
normalsystem metrisch kongruent, d.h. kénnen durch eine Bewegung ineinander
iibergefiihrt werden.

VIIL.2.18. SATZ (Metrische Normalform quadratischer Funktionen). Sei V
ein n-dimensionaler Fuklidischer Vektorraum und @QQ: V' — R eine quadratische
Funktion. Dann existiert ein affines Orthonormalsystem ag, . .., a, von V', sodass
die Funktion Q: R" — R, Q(x1,...,x,) = Q(ao + > xia; — ao)) folgende
Gestalt hat:

(a) Q(x1,...,xn) = S0 Na?— f:gﬂ \ix?+c, falls Q einen Mittelpunkt besitzt.

(b) Qx1,...,m,) =S Na? — §:§+1 N2 + 1y, gi1, falls Q keinen MP hat.
Dabei ist (p,q) die Signatur von @, 0 < A\p < - < Ay, 0 < A1 < -+ < A
p >0 undc € R. In anderen Worten, a: R" =V, a(x) == ao+ Y, zi(a; — ap),
st eine Bewegung und @) o o stimmt mit einer der beiden Normalformen oben
tiberein.

BEwEIS. Wir gehen genau wie im Beweis von Satz VIII.2.8 vor, kénnen nun
aber by, ...,b, als Orthonormalbasis wéhlen, sieche Korollar VII.3.16. O
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VIII.2.19. KOROLLAR (Metrische Normalform reeller Quadriken). Sei V' ein
n-dimensionaler Fuklidischer Vektorraum. Dann ist jede Quadrik in V' zu einer
der folgenden Quadriken in R™ metrisch kongruent:

(a) Typ Apy:

2 2 2 2
(ﬂ) _|_..._|_<ﬁ) _<l'p+1) _..._<@) =0,
ay ap Apt1 Up+q

wobet 0 < g<p,ptqg<n,l=a;>--->ay,>0,unda,y1 > -+ > aprq > 0.
(b) Typ By,

2 2 2 2
(fc_) ++<f€_) _(fc_+) __(ff_+) 1
ap ap Gp+1 Up+q

wobei 0 < p, 0<q, p+q<m,a>--->a,>0, und aps1 > -+ > apiq > 0.
(c) Typ Cpy:

T 2 Xz 2 T 2 Xz 2

1 p p+1 p+q

<_) +"'+<_) _< ) _"'_<— = Tpta+ls
a1 Qp Apt1 Aptq

wobet 0 < qg<p,pt+qg<mn,a >--->a,>0, und apr; > -+ > aprq > 0.

D.h. es existiert eine Bewegung, R™ = V| die die Quadrik in V auf eine dieser
Normalformen in R™ abbildet. Jede solche Bewegung wird als Hauptachsentrans-
formation bezeichnet.

BEWEIS. Sei F = {v € V : Q(v) = 0} eine Quadrik in V', wobei Q: V — R
eine quadratische Funktion bezeichnet. Nach Satz VIII.2.18 existiert eine Bewe-
gung, a: R" = V, sodass a™'(F) die Gestalt

{rer | (@) o+ ()= ()" - - (29 e =0

oder
n ﬂ2 ﬁ2_xp+12_ _M2 .
{peRr | (2) 4+ () = (22) = = (220) + g = 0]

hat, wobei ay > --- > a, >0, apy1 > -+ > apyq > 0, c € R und p # 0. Dabei ist
a; = 1/v/\i, vel. Satz VII1.2.18. Durch einfache Manipulationen lassen sich diese
Quadriken nun auf einen der Typen A,,, B,, oder C,, transformieren.

Wir gehen genau wie im Beweis von Korollar VIII.2.13. Gilt im ersten Fall
¢ =0und p > ¢, dann koénnen wir die definierende Gleichung mit a? multiplizieren
und sehen, dass a~'(E) vom Typ A,,. Ist p < ¢, dann bildet &: R" — V,

a(x) = a(Tgt1, - s Tgapy X1y -+ s Tgy Tprgls - - - Tn)s (VIIL.13)

eine Bewegung, sodass

d—l(E)Z{xeRn (ﬁf_‘_,.._‘_(a:iq)?_(%)2_‘.‘_(%)2:0}'
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Multiplizieren wir die definierende Gleichung mit a2, ,, so sehen wir, dass &~ '(E)
vom Typ A, ist. Gilt im ersten Fall ¢ < 0, dann

z1)2 zp )2 Tpi1)2 Tptq)2 —
(2) e ()= o) = = () - 1 =0,

a ap Ap+1 Ap+q

a N E) = {z e R

wobei @; = v/—ca;, d.h. a7} (E) ist vom Typ B,,. Gilt ¢ > 0, dann ist (VIII.13)
eine Bewegung, sodass

N n T 2 zq \2 Tgy1)2 Tgyp )2 _
aME) = {zeR | () + () - () - - (22) -1 =0},
wobei a; = /ca;, d.h. & ! (E) ist vom Typ B,,. Auch im zweiten Fall diirfen wir

0.B.d.A. p > ¢ annehmen in dem wir gegebenenfalls eine Bewegung der Form
(VIII.13) anwenden. Durch eine Bewegung der Form

a(x) == (X1, .o, Tprgs —Tprgil, Tptqr2s - - Tn)s
konnen wir auch g < 0 erreichen. Es gilt dann
o n | f202 2o\2  [wpi1)\2 Tpio) 2
& 1(E):{:ceR (2)7 o (2) = (22)? o (22t) —xp+q+1:0}.
wobel @; = v/—pa;, d.h. a”H(E) is vom Typ Cp,. O

VII1.2.20. BEISPIEL. Jede Quadrik in R? ist zu einer der folgenden Quadriken
metrisch kongruent:

Apo: {0=0} (die gesamte Ebene, R?)
Ajp: {2? =0} (Gerade)
Ago: {x? + (%)2 =0} (ein Punkt, b > 0)
Ay {z2 — (%)2 = 0} (zwei sich schneidende Geraden, b > 0)
By: {0=1} (leer)
Bo: {(%)2 =1} (zwei parallele Geraden, a > 0)
Bo: {—(%)2:1} (leer, a > 0)
Byy: {(%)2 + (%)2 = 1} (Ellipse in Hauptlage, a > b > 0)
Bii: {(3)2 — (%)2 =1} (Hyperbel in Hauptlage, a,b > 0)
Bos: {—(g 2 (%)2 =1} (leer, a,b > 0)
Coo: {0 =1z} (Gerade)
Cho: {(% ’ = y} (Parabel in Hauptlage, a > 0)

VIIL.2.21. BEISPIEL. Betrachte die Quadrik
E={(2) e R?: 1322 + 13y — 102y + 26v/2z — 10v/2y — 46 = 0}.

Wir wollen eine Bewegung R? — R? bestimmen, die £ auf Normalform bringt.
Dazu diagonalisieren wir zunédchst den quadratischen Teil der Gleichung:

13 =5\ 8 0 . . 1 /1 -1
(_5 13)_U(O 18)U’ wobei U—%<1 1)602.
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z

Setzen wir () := U'(§) dann folgt fiir den quadratischen Teil,
130° +13y° — 102y = (5)" (1335) () = (5)" (§ &) (§) = 82° + 187",

und daher mit (3 ) =U (i) - (gl%g>

1322 + 13y% — 102y 4 2622 — 10v/2y — 46
= 8% + 187 + 26v/2(F — §)/V2 — 10v2(& + ) /V/2 — 36§ — 46
= 8%% + 18§% + 163 — 367 — 46
=8(F+1)2+18(5 —1)* — 72

B T+ 1\2 g—1\2

-2{(57) +(5) -y
Somit ist a: R? — R?,

()= G)+ ()= G) - (ERmnath)
« =U + =" = 7
y y —1 g—1 (—z+y)/vV2-1
eine Bewegung, fiir die
x 212 2
a(B) ={(y) eR*: (3)"+ (§)" =1}

gilt. Es handelt sich also um eine Ellipse mit Halbachsen 3 und 2.

VIII.2.22. BEISPIEL. Jede Quadrik in R ist zu einer der folgenden Quadriken
metrisch kongruent:

Apo: {0 =10} (der gesamte Raum, R?)
A {2? =0} (Ebene)
Ag: {2? + (%)2 =0} (Gerade, b > 0)
Ay {2? - (%)2 =0} (zwei sich schneidende Ebenen, b > 0)
Aszp: {x? + (%)2 + (§)2 =0} (ein Punkt, b, ¢ > 0)
Agy: {2? + (%)2 - (§)2 =0} (Kegel, b,¢ > 0)
Byo: {0=1} (leer)
Bo: {(%)2 =1} (zwei parallele Ebenen, a > 0)
Bo1: {—(%)2:1} (leer, a > 0)
By {(%)2 + (%)2 = 1} (elliptischer Zylinder, a > b > 0)
By;: {(3)2 — (%)2 =1} (hyperbolischer Zylinder, a,b > 0)
Bys: {—(%)2 — (%)2 =1} (leer, a,b > 0)
Byo: {(2)"+ ()" + (2)" =1} (Ellipsoid, a > b > ¢ > 0)
Bos: {(%)2 + (%)2 — (i)2 =1}  (einschal. Hyperboloid, a > b > 0, ¢ > 0)
Bio: {(2)" = (¥)° = (2)* =1} (sweischal. Hyperboloid, a > 0, b > ¢ > 0)
Bos: {—(3)2—(%)2— (%)2:1} (leer, a > b > ¢ > 0)
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Coo: {0 = x} (Ebene
Cho: {(3)2 = y} (parabolischer Zylinder, a > 0
Coo: {(§)2 + (%)2 = z} (elliptisches Paraboloid, a > b > 0
Ch1: {(%)2 — (%)2 = z} (hyperbolisches Paraboloid, Sattel, a,b > 0

)
)
)
)

VIII.2.23. BEISPIEL. Betrachte die Quadrik £ C R?, die durch die Gleichung

—212% — 5y — 52% 4+ 30xy + 3022 — 2yz 4+ 8V2y — 822 — 52 =0

beschrieben ist. Wir wollen eine Bewegung a: R3 — R? bestimmen, die £ auf
Normalform bringt. Wir diagonalisieren zunéchst den quadratischen Teil der Glei-

chung und bestimmen dazu eine orthogonale Matrix U, sodass

—21 15 15 9
15 -5 —1|=0 -4 Ut
15 -1 -5 —36

mit einer orthogonalen Matrix,

1/V/3 0 —2/v/6
U=11/vV3 —1/vV/2 1/V6 | € Os.
1/V/3 1/vV2  1/V6

) =U' (512) dann erhalten wir fiir den quadratischen Teil:

WM&

Setzen wir (

2 9 9 z\t /-2115 15 x
— 212? — 5y? — 522 + 30zy + 30xz — 2yz = (y) (}g j:é> (y>

Verwenden wir noch (é) =U (%), dann 8v/2(y — z) = —16+/27 und daher:

—2122 — 5y% — 522 + 30zy + 30xz — 2yz+8v/2y — 8v/22 — 52
= 97% — 49% — 362% — 167 — 52
=972 — 4(§ + 2)? — 362% — 36

-l (5522

Somit ist a: R3 — R3,

T T 0 T (z+y+2)/V3
aly|=U{y|+|2]=|0+2]=]| (~y+2)/vV2+2
z z 0 z (—2z+y+2)/V6

eine Bewegung, sodass
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Insbesondere ist E ein zweischaliges Hyperboloid.
VIIIL.3. Projektive Radume und Abbildungen.

VIIL.3.1. DEFINITION (Projektiver Raum). Sei V' ein endlich dimensionaler
Vektorraum iiber einem Korper K. Unter dem projektiven Raum P(V') verstehen
wir die Menge aller Geraden durch den Ursprung in V', d.h.

P(V):={L | L is 1-dimensionaler linearer Teilraum von V'}.

Jeder Vektor 0 # v € V' spannt einen 1-dimensionalen Teilraum (v) in V' auf
und représentiert daher einen Punkt in (v) € P(V). Zwei Vektoren v,v" € V'\ 0
spannen genau dann den selben Teilraum auf, wenn ein Skalar 0 # A € K existiert,
sodass v = Av. Die Relation

ved = INeEK\0:0 =X

ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf V' \ 0. Die Menge der Aquivalenz-
klassen kann in kanonischer Weise mit P(V') identifiziert werden,

PV)=V\0)/~  (v) < [v].

Wir werden den von einem Vektor 0 # v € V repréasentierten Punkt in P(V') im
folgenden mit [v] bezeichnen.

Ist W ein linearer Teilraum von V', dann kénnen wir jede Gerade in W auch
als Gerade in V' auffassen, und so P(W) als Teilmege von P(V') betrachten. Fiir
zwei Teilraume W und W' von V' gilt offensichtlich:

P(W)=PW') & W=W. (VIIL.14)

VIIIL.3.2. DEFINITION (Projektive Teilraume). Eine Teilmenge P von P(V)
wird als projektiver Teilraum von P(V') bezeichnet, wenn sie von der Form P =
P(W) ist, wobei W ein linearer Teilraum von V' ist. Die Dimension eines projek-

tiven Teilraums P = P(W') wird durch
dim(P) := dim(W) —1

definiert. Da die Bedingung P = P(W) den Teilraum W eindeutig festlegt, vgl.
(VIII.14), ist dies wohldefiniert. 1-dimensionale projektive Teilrdume heiflen pro-
jektive Geraden, 2-dimensionale projektive Teilrdume werden als projektive Ebe-
nen bezeichnet. Gilt dim(P) = dim(P(V'))—1, dann wird P projektive Hyperbene
genannt.

VIIIL.3.3. BEISPIEL. Die leere Teilmenge bildet einen projektiven Teilraum von
P(V) und es gilt dim(f)) = —1. Die 0-dimensionalen projektiven Teilriume von
P(V) sind gerade die einpunktigen Teilmengen, d.h. jeder Punkt in P(V'), kann
als 0-dimenisonaler projektiver Teilraum aufgefasst werden. Auch P = P(V) ist
ein projektiver Teilraum von P(V'), es gilt dim(P(V)) = dim(V) — 1.
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Sind P C P! C P(V) zwei projektive Teilrdume, so folgt dim(P) < dim(P’).
Gilt Gleichheit, dim(P) = dim(P’), dann muss schon P = P’ sein. Ist ndmlich
P = P(W)und P' = P(W’), so folgt W C W’ und dim(W) = dim(W’), also
W = W' und daher P = P'.

Der Durchschnitt zweier projektiver Teilrdiume W und W’ von P(V) ist ein
projektiver Teilraum von P(V'), denn

PW)YNPW')y=P(WnNW').

Allgemeiner bildet der Durchschnitt (1), P; beliebig vieler projektiver Teilréume,
P, C P(V), einen projektiven Teilraum von P(V'). Sind némlich W; lineare
Teilrdume von V, sodass P, = P(W;), dann gilt (", P, =, P(W;) = P(", W,).

VIII.3.4. DEFINITION (Projektive Hiille). Die projektive Hiille einer Teilmen-
ge S C P(V) ist der (eindeutig bestimmte) kleinste projektive Teilraum, der S
enthélt. In anderen Worten,
S)proj = ﬂ P,

SCP

wobei der Durchschnitt {iber alle projektiven Teilrdume P von P(V') genommen
wird, die S enthalten.

Sind W und W’ zwei lineare Teilrdume von V', dann gilt
(POW)UP(WY), = POV + W)
denn W + W' ist der kleinste lineare Teilraum, der W und W’ enthélt.

VIIIL.3.5. PROPOSITION (Dimensionsformel). Sind P und P’ zwei projektive
Teilrdume von P(V'), dann gilt

dim(P) + dim(P") = dim(P N P') 4+ dim((P U P’) ;).
BEWEIS. Nach Voraussetzung existieren lineare Teilriume W und W' von

V, sodass P = P(W) und P’ = P(W). Weiters ist PN P = P(W N W’) und
(PUP")poj = P(W +W'). Es gilt daher:

dim(P) = dim(W) —

dim(P') = dim(W') —
dim(P N P') = dim(W nWw' )
dim ((P U P")proj) = dim(W + W) —

Die Dimensionsformel folgt somit aus der Dlmensmnsformel, siehe Satz IV.2.1,
dim(W) + dim(W') = dim(W N W') + dim(W + W)
fiir lineare Teilrdume. O

Beachte, dass die analoge Dimensionsformel fiir affine Teilraume nur Fall nicht
disjunkter Teilrdume giiltig ist, vgl. Beispiel VIII.1.24.
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VIIL.3.6. BEISPIEL. Zwei verschiedene Punkte (d.h. O-dimensionale projektive
Teilrdume) P # P’ € P(V) spannen eine projektive Gerade auf, denn aus der
Dimensionsformel folgt

dim ((P U P')proj) = 1,
da ja PN P = (), also dim(P N P") = —1. Je zwei verschiedene Punkte in P(V)
liegen daher auf genau einer projektiven Geraden.

VIIL.3.7. BEISPIEL. Sind P und P’ zwei projektive Teilrdume von P (V') mit
dim(P) + dim(P’) > dim(P(V)),

so folgt aus der Dimensionsformel dim(P N P’) > 0 und daher P N P" # (.
Insbesondere haben je zwei projektive Geraden in einer projektiven Ebene min-
destens einen Schnittpunkt. Sind die beiden Geraden verschieden, so schneiden
sie sich in genau einem Punkt, auch dies folgt aus der Dimensionsformel, denn die
projektive Hiille zweier verschiedener Geraden in einer projektiven Ebene muss
2-dimensional sein. In der affinen Geometrie ist die Situation komplizierter, da
hier Geraden auch parallel sein kénnen.

VIIIL.3.8. BEISPIEL. Betrachte eine projektive Gerade G und eine projektive
Ebene E in einem 3-dimensionalen projektiven Raum, dim(P(V')) = 3. Aus der
Dimensionsformel erhalten wir dim(ENG) > 0, also E NG # . Eine projektive
Gerade und eine projektive Ebene im 3-dimensionalen projektiven Raum haben
daher stets mindestens einen Schnittpunkt. Liegt die Gerade G nicht zur Génze
in £, dann schneiden sie sich in genau einem Punkt. In diesem Fall gilt ndmlich
dim((G U E)pro;) = 3 und daher dim(E£ N G) = 0. Auch hier ist die analoge affine
Situation komplizierter, da die Gerade parallel zur Ebene sein kann.

VIIIL.3.9. BEISPIEL. Wir betrachten zwei projektive Ebenen £ und E’ in einem
3-dimensionalen projektiven Raum, dim(P(V)) = 3. Aus der Dimensionsformel
folgt dim(E N E’) > 1, d.h. der Durchschnitt £ N E’ enthilt eine projektive
Gerade. Sind die beiden Ebenen verschieden, F # E’, dann ist ihr Durchschnitt
E N E' eine projektive Gerade, denn in in diesem Fall gilt dim((E'U E'),05) = 3
und daher dim(E N E') = 1. Wieder ist die affine Situation komplizierter, da
Ebenen parallel sein kénnen, dieser Fall tritt in der projektiven Geometrie nicht
auf.

Jedes lineare Funktional, a: V' — K, definiert eine Teilmenge
{[v] € P(V) | a(v) = 0} = P(ker(a)).

Beachte, dass « keine Funktion auf P(V) definiert, trotzdem ist die Nullstel-
lenmenge wohldefiniert, denn aus a(v) = 0 folgt a(A\v) = 0, fiir jedes A € K.
Beachte, dass dies eine projektive Hyperebene bildet, falls o £ 0. Jeder projekti-
ve Teilraum P von P(V') lésst sich in der Form

P={pleP(V)|ar(v) =0,...,a5(v) =0} = P(ﬁ ker(o@)



284 VIII. AFFINE UND PROJEKTIVE GEOMETRIE

schreiben, fiir gewisse lineare Funktionale aq, ..., o € V*. Dariiber hinaus kann
k = dim(P(V)) — dim(P) gewidhlt werden, und eine Darstellung mit weniger
Funktionalen ist nicht méglich. Dies folgt daraus, dass jeder lineare Teilraum W
von V in der Form W = ﬂle ker(c;) geschrieben werden kann, fiir geeignete
Funktionale o, wobei k = dim(V') — dim (V).

Wir wollen nun projektive und affine Geometrie in Zusammenhang bringen.
Dazu wihlen wir eine affine Hyperebene A in V| sodass 0 ¢ A. Jeder Punkt in
A spannt daher einen 1-dimensionalen linearen Teilraum auf und definiert somit
ein Element von P(V'). Dies liefert eine injektive Abbildung

1: A— P(V), L(v) = [v],

denn verschiedene Punkte in A spannen unterschiedliche 1-dimensionale Teilréu-
me auf. Wir erhalten so aber nicht alle 1-dimensionalen Teilrdume. Es gilt jedoch

PV) = u(A) U P(Va),

wobei V4 die zu A parallele lineare Hyperbene bezeichnet.'* Da dim(P(V,)) =
dim(P(V)) — 1, ist der affine Teil, ¢(A), das Komplement einer projektiven Hy-
perebene. Beachte auch dim(A) = dim(P(V)). Der n-dimensionalen projektive
Raum P(V) zerfillt daher in einen n-dimensionalen affinen Raum A und eine
(n — 1)-dimensionale projektive Hyperebene, P(Vy), deren Elemente als Fern-
punkte bezeichnet werden. Ob ein Punkt in P(V') Fernpunkt ist oder nicht, héngt
von der Einbettung ¢, d.h. von der Wahl des Teilraums A ab. Die Punkte in P(V)
sind alle gleichberechtigt, erst die Einbettung ¢ macht manche zu Fernpunkten.
Beachte, dass jede projektive Hyperebene in P(V') als Fernhyperebene einer ge-
eigneten Einbettung ¢ auftreten kann.

VIIL.3.10. BEISPIEL. Die Projektive Gerade zerféllt in eine affine Gerade und
einen Fernpunkt. Die projektive Ebene zerfillt in eine affine Ebene und eine Fern-
gerade. Ein 3-dimensionaler projektiver Raum zerfillt in einen 3-dimensionalen
affinen Raum und eine projektive Fernebene.

VIIL.3.11. PROPOSITION. Bezeichne 1: A — P (V') die mit einer affinen Hy-
perebene A in'V assoziierte Einbettung, 0 ¢ A. Dann gilt:
(a) Ist P ein projektiver Teilraum von P(V'), so bildet A" = .= (P’) einen affinen
Teilraum von A. Gilt A’ # 0, dann ist dim(A") = dim(P’) und

P = (AU P(Vy),

wobei Var den zu A’ parallelen linearen Teilraum in V' bezeichnet.

(b) Ist A" ein affiner Teilraum von A, dann existiert ein projektiver Teilraum P’
in P(V), sodass .=H(P') = A'. Gilt A" # 0, dann ist P' eindeutig bestimmt,
Pr= ((A) proj = P((A") i)

14Das Zeichen U deutet eine disjunkte Vereinigung an, d.h. es ist als P(V) = 1(A) U P(Va)
und ¢(A) N P(V4) = () zu lesen.
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BEWEIS. Ad (a): Nach Voraussetzung existiert ein linearer Teilraum W’ von
V, sodass P’ = P(W'). Offensichtlich gilt :=!(P’") = AN W', also bildet A’ einen
affinen Teilraum von A. Beachte, dass die affine Hiille von A U W’ echt grofier
als A ist, denn 0 ¢ A aber 0 € W’. Da A eine affine Hyperebene bildet, folgt
(AUW") a5 = V. Ist nun A" # (), dann erhalten wir aus der Dimensionsformel fiir
affine Teilrdume,

dim(A) +dim(W’) = dim(ANW’) 4+ dim ((AU W) .g),

—— ~— 2N -~ .

=dim(V)—1 =dim(A’) =dim(V)
alos dim(A’) = dim(W’) — 1 = dim(P(W’)) = dim(P’), siche Beispiel VIII.1.24.
In diesem Fall gilt weiters P’ N P(Vy) = P(W') N P(Vy) = PW'NVy) =
P(VW’[‘]A) = P(VA/), also P’ = L(A,) (] P(VA/)

Ad (b): Sei A’ ein affiner Teilraum von A und bezeichne P’ := (t(A’))proj-
Beachte P’ = P(W’), wobei W’ = (A")j,. Somit . 1(P') = ANW' = A’ Ist P”
ein weitere projektiver Teilraum mit =1 (P”) = A’, so muss P’ C P” gelten, denn
P’ ist der kleinste projektive Teilraum, der ¢(A’) enthélt. Ist nun A" # ), dann
erhalten wir aus der Dimensionsformel im ersten Teil dim(P’) = dim(P") und
daher P = P”. Somit ist auch die Eindeutigkeit des Teilraums P’ gezeigt. O

VIIIL.3.12. BEISPIEL. Sei t: A — P(V) und P(V) = «(A) U P(V,) wie oben.
Ist ein projektiver Teilraum P von P(V') durch lineare Gleichungen gegeben,

P={v] € P(V)|ai(v) =0,...,x(v) =0}

wobei a; € V*, dann folgt
TN P)Y={veA|ai(v)=0,...,a(v) =0}

Die Einschramkungen a;|4: A — K liefern daher ein affines Gleichungssytem fiir
den affinen Teilraum (~1(P).

Wir werden die Notation KP" := P(K"™!) verwenden, dim(KP") = n. Ist
0 # (z0,...,2,) € K" dann bezeichnen wir den davon aufgespannten 1-
dimensionalen linearen Teilraum mit [zg : - -+ : z,,| € KP". Beachte, dass

[Tg - iap]=ag:---:al] & AINEK\O0: (xg,...,2,) = Nag,...,z)).

n rrn

Die Skalare xy,...,z, werden als homogene Koordinaten bezeichnet, und sind
nur bis auf ein gemeinsames Vielfaches bestimmt. Die mit der affinen Hyperebene
A =ey+ (e1,...,e,)m assoziierte Einbettung,

t: K" — KP", WXy, xp) =[xy o0 xy

wird als Standardeinbettung des affinen Raums bezeichnet. Wird erhalten die
Zerlegung

KP" = ((K") U KP" ™,



286 VIII. AFFINE UND PROJEKTIVE GEOMETRIE

wobei die Einbettung KP"™* C KP" durch [x1 : -+- : 2,] = [0 27 1 -+ 1 2]
gegeben ist. Ist eine projektive Hyperebene durch eine Gleichung gegeben,

P={[zo: 12, € KP" | aowo + a1y + - + apw, = 0}
dann erhalten wir sofort eine affine Gleichung fiir den affinen Teil,

NP = {(1,. .., 20) €K™ | ag + arxy + -+ 4w, = 0}.
Analoges gilt fiir projektive Teilraume beliebiger Dimension.

VIIL.3.13. BEISPIEL. Wir betrachten zwei Punkte p; = (1) und ps = (3) in
R2. Die Gerade durch p; und p, ist daher

9= <p17p2>aff: {(gé) e R?: 1+ —x2:O}_

Mit Hilfe der Standardeinbettung erhalten wir zwei Punkte P, = ¢(p;) = [1: 1 : 2]
und P, = t(p2) = [1 : 3 : 4] in der projektiven Ebene RP?. Die projektive Gerade
durch P; und P, ist

G:<P1,P2>pr0j:{[l’02£(712$2] GRP222L’0+SL’1—LL’2:O}.

Der affine Teil von G stimmt mit ¢ iiberein, : ™' (G) = g, die projektive Gerade
G besitzt aber auch einen Fernpunkt, G N RP' = {[0 : 1 : 1]}, die Richtung der
Geraden ¢. Sei nun

g ={(3)eR*: 2+ — 2, =0}
eine weitere affine Gerade. Beachte, g N g’ = (), die beiden Geraden sind parallel.
Bezeichnet
G = {[:Eole Do 1 2x0 + 11 — Xo :0}
die entsprechende projektive Gerade, ¢’ = +71(G’), dann gilt jedoch
GNG ={[0:1:1]}.

In diesem Sinn haben g und ¢’ einen Schnittpunkt im Fernen, d.h. auf der Fern-
geraden. Betrachten wir eine andere Einbettung, etwa

R = RP? (%) =[xo:1: ),
dann sind die entsprechenden affinen Geraden durch andere Gleichungen gegeben:
G=T"G)={(B):m+1—z =0},
§=TNG) = {(5) : 2mo+ 1=z = 0},
ihr Schnittpunkt g N g’ = {((1))} liegt nun im affinen Teil.
VIIL.3.14. BEISPIEL. Wir betrachten die affine Ebene
€= {(%) € R®: 2432, +4xy + bas :O}.
Die entsprechende projektive Ebene ist daher durch
E = {[zo:xl : 29 : 3] € RP? ‘ 2x0+3x1+4z2+5z4:0}
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gegeben, (~!(FE) = e. Fiir die Fernpunkte von F erhalten wir
ENRP? ={[0: 2y : 2 : 3] € RP® : 321 + 43 + 513 = 0}.
Die projektive Ebene zerfillt daher in die affine Ebene € und eine projektive Ge-
rade im Fernen. Betrachte nun die Gerade g = <<Z> , (§>)aﬂr in R? und bezeichne
G C RP? die entsprechende projektive Gerade, :~*(G) = g¢. Die projektive Gerade
G besteht aus der affinen Geraden g und einem Fernpunkt,
GNRP?={[0:1:—-2:1]}.
Beachte, dass € und ¢ parallel sind, e N g = (). Es gilt jedoch
EnG={[0:1:-2:1]},
es gibt daher einen Schnittpunkt auf der Fernebene.
Jede injektive lineare Abbildung, ¢: V' — V'’ induziert eine Abbildung

Py: P(V) = P(V'),  Py([v]) := [6(v)]-
Beachte, dass dies tatséchlich wohldefiniert ist. Offensichtlich gilt

Py, = idpg und Pyoy = Py o Py,
fiir jede weitere injektive lineare Abbildung ¢’': V' — V.

VIII.3.15. DEFINITION (Projektive Abbildungen). Seien V' und V' zwei Vek-
torrdume gleicher Dimension. Eine Abbildung 7: P(V) — P(V') wird projektiv
genannt, wenn sie von der Form m = P ist, wobei ¢: V' — V' ein linearer Iso-
morphismus ist. Unter einer Projektivitit verstehen wir eine projektive Abbildung

m: P(V) — P(V). Die Menge aller Projektivitédten bezeichnen wir mit Pro(P(V))
oder PGL(V).

Beachte, dass projektive Abbildungen invertierbar sind, (P)~! = Ps-1. Ins-
besondere bildet die Menge der Projektivitdten beziiglich der Komposition von
Abbildungen eine Gruppe.

VIIL.3.16. LEMMA. Die Abbildung GL(V) — Pro(P(V)), ¢ — P,, ist ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern

{¢ € GL(V) : P, =idpa } = {Xidy : A € K\ 0}.
BEwEIS. Die Inklusion O offensichtlich. Fiir die umgekehrte Inklusion sei

nun ¢ € GL(V) so, dass P, = idp(v). Es existieren daher Skalare A, € K, sodass
¢(v) = Ayv. Aus der Linearitét erhalten wir A\ ,pv = ¢(pv) = po(v) = pA,v und

daher A,, = Ay, fiir alle 0 # v € V und 0 # p € K. Weiters:
)\v1+v2 (Ul + ’Ug) = ¢(U1 + 'Ug) = ¢(U1) + ¢(U2) = )\v1'U1 + )\U2’U2. (V11115)

Sind v; und vy linear unabhéingig in V, dann folgt A\, = Ay, 4v, = Ay,. Daraus
lasst sich nun leicht schlieflen, dass die Skalare A, alle iibereinstimmen. Es existiert
daher A € K, sodass ¢(v) = Av, fiir alle v € V. Somit gilt ¢ = Aidy, womit auch
die Inklusion C gezeigt wire. 0
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VIIL.3.17. PROPOSITION. Sind V' und V' zwei Vektorriume gleicher Dimen-
sion, dann gilt:

(a) Ist P ein projektive Teilraum von P(V) und w: P(V) — P(V') eine projektive
Abbildung, dann bildet w(P) einen projektiven Teilraum von P(V') und es gilt
dim(7(P)) = dim(P).

(b) Sind P und P’ projektive Teilrdume gleicher Dimension in P(V') bzw. P’ dann
existiert eine projektive Abbildung m: P(V) — P(V'), sodass 7(P) = P’.

BEWEIS. Sei P = P(W) ein projektiver Teilraum von P(V'), wobei W einen
linearen Teilraum von V' bezeichnet. Weiters sei m = P,: P(V) — P(V’) eine
projektive Abbildung., wobei ¢: V' — V' eine invertierbare lineare Abbildung
bezeichnet. Aufgrund der Linearitidt von ¢ gilt 7(P) = P(¢p(W)). Also ist 7w(P)
ein projektiver Teilraum von P’. Da ¢ injektiv ist haben wir auch dim(¢p(W)) =
dim(W), also dim(w(P)) = dim(P). Damit ist (a) gezeigt.

Um (b) einzusehen, seien nun W und W’ lineare Teilrdume in V' und V| sodass
P = P(W) und P’ = P(W'). Nach Voraussetzung gilt dim(1¥') = dim(WW’). Es
existiert daher eine invertierbare lineare Abbildung ¢: V — V' sodass ¢(W) =
W', Fiir die projektive Abbildung © = P, gilt dann 7(P) = P'. O

VIIL.3.18. BEMERKUNG. Nach Proposition VIII.3.17(b) existiert eine projek-
tive Abbildung P(V) — KP", wobei n = dim(P(V)). Jeder projektive Raum ist
daher zu KP™ projektiv dquivalent.

VIIL.3.19. PROPOSITION. Sei A C V eine affine Hyperebene, 0 ¢ A und
v: A — P(V) die damit assoziierte Einbettung, P(V) = 1(A) U P(V4). Zu je-
dem affinen Isomorphismus a: A — A existiert eine eindeutige Projektivitit
7ot P(V) — P(V), sodass 7y ot = ¢ o a.' Dariiber hinaus stimmt die Ein-
schrinkung 7o |pv,): P(Va) = P(Va) mit Py, tiberein, wobei ¢o: Va — Va den
linearen Teil von a bezeichnet. Wir erhalten so einen injektiven Gruppenhomo-
morphismus

Aff(A) — Pro(P(V)), = Ty,

dessen Bild aus genau jenen Projektivititen besteht, die ((A) auf 1(A), oder dqui-
valent P(V4) auf P(Vy), abbilden.

BEWEIS. Sei a: A — A ein affiner Isomorphismus. Dann existiert ein eindeu-
tiger affiner Isomorphismus ¢: V' — V' sodass ¢|4 = a und ¢(0) = 0, siehe Bei-
spiel VIII.1.30. Aufgrund der zweiten Bedingung ist ¢ linear. Somit ist 7, := P
eine Projektivitét fiir die m,0t = toa gilt. Offensichtlich gilt fiir den linearen Teil,
¢a: VA — VA, von « auch ¢a = ¢|VA und daher 7Ta|P(VA) = Pd)‘P(VA) = P¢|VA =
P, : P(V4) — P(V4). Dariiber hinaus gilt my0q = o 074, also ist die Zuordnung
a — 7, ein Gruppenhomomorphismus und offensichtlich auch injektiv.

15Unterdriicken wir die Einbettung t: A — P(V) und fassen A als Teilmenge von P(V)
auf, dann bedeuted diese Gleichung gerade m,|4 = a, d.h. 7, ist eine (projektive) Fortsetzung
der affinen Abbildung «.
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Schliefllich ist noch zu zeigen, dass jede Projektivitéit 7: P(V) — P(V), die
P(Vy4) auf P(V4) abbildet von der Form m = 7, ist, wobei o € Aff(A). Nach
Voraussetzung ist @ = P4, wobel ¢ € GL(V) und ¢(V4) = V4. Wir fixieren
einen Punkt a € A. Da ¢(a) ¢ V4 existiert A € K, sodass A\p(a) € A. O.B.d.A.
diirfen wir daher ¢(a) € A annehmen. Daraus folgt ¢(A) = ¢(a + Va) = é(a) +
d(Va) = ¢(a)+Vy = A. Wir schlieen, dass die Einschréankung von ¢ einen affinen
Isomorphismus « := ¢|4: A — A definiert. Nach Konstruktion gilt 7, = P, = 7.

Lésst die Projektivitéit m alle Punkt in ¢(A) fest, d.h. 7o = ¢, dann folgt aus
obigen Betrachtungen sofort m = Pq, = idp(v). Dies zeigt, dass die Projektivitit
7 durch die Gleichung 7 o ¢ = ¢ o o eindeutig bestimmt ist. O

VIII.3.20. BEISPIEL. Seien t: A — P(V) und P(V) = t(A)U P(V4) wie oben.
Betrachte eine Translation 7 € Aff(A). Die Projektivitat n.: P(V) — P(V)
lasst dann alle Punkte der Fernhyperebene P(Vy,) fest. Dies folgt aus Proposi-
tion VIIL.3.19, denn fiir den linearen Teil einer Translation gilt ¢, = idy,. Um-
gekehrt muss eine Projektivitit, die alle Punkte der Fernhyperebene festlésst,
eine affine Abbildung mit linearem Teil Aidy, sein, siche Lemma VIIL.3.16. Die
Projektivitét, die die Fernhyperebene punktweise festlassen sind daher genau die
Kompositionen von Translationen und Streckungen.

Ist a: K" — K" ein affiner Isomorphismus, o(z) = Az +b, wobei A € GL,(K)
und b € K", dann wird die entsprechende Projektivitiat m,: KP" — KP" durch
die Matrix (; Q) € GL,11(K) reprisentiert. Die auf der Fernhyperebene indu-
zierte Projektivitit, my|gpn-—1: KP" ™' — KP" ! ist durch die Matrix A gegeben.

Sei nun 7: KP" — KP" eine beliebige Projektivitit und

d t
(b il) € GLn—i—l(K)

eine Matrix die 7w darstellt, d € K, b,c € K", A € M, ,(K). Die nur teilweise
definierte Einschrankung auf den affinen Teil, K" C KP", ist durch eine rationale
Funktion gegeben,

X —

1
ct:)s+d(AI+b)’ x e K"
Die affine Hyperebene auf der der Nenner verschwindet, {z € K" : 'z + d = 0},
besteht genau aus jenen Punkten die durch 7 auf die Fernhyperebene abgebildet
werden. Insbesonder sind die Projektivititen 7: KP' — KP! auf dem affinen Teil
K C KP! genau die rationalen Abbildungen der Form
M, x e K
cr+d

wobei ad — bc # 0.

VIIIL.3.21. BEISPIEL. Die Matrix (9 }) stellt eine Projektivitit 7: KP' — KP*
dar. Diese lésst den Punkt ¢(1) = [1 : 1] fest und vertauscht ¢(0) = [1 : 0] mit
dem Fernpunkt [0 : 1]. Auf dem affinen Teil ist sie durch z — 2! gegeben.
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Ist K = R und dim(P(V)) > 2, dann konnen die Projektivitidten auf P(V)
auch als jene Bijektionen charakterisiert werden, die projektive Geraden auf pro-
jektive Geraden abbilden. Genauer haben wir:

VIII.3.22. SATZ (Fundamentalsatz der projektiven Geometrie). Sei V' ein end-
lich dimensionaler reeller Vektorraum und dim(P(V')) > 2. Dann ist jede projek-
tive Kollineation, d.h. jede Bijektion w: P(V) — P(V), die projektive Geraden
auf projektive Geraden abbildet, eine Projektivitit.

BEwEIs. Wir werden dies auf den Fundamentalsatz der affinen Geometrie
zuriickfithren, siehe Satz VIII.1.32. Wir zeigen zunéchst, dass m auch k-dimensio-
nale projektive Teilriume auf k-dimensionale projektive Teilrdume abbildet. Wir
zeigen dies mittels Induktion nach k. Die Fille k = —1 und k = 0 sind trivial.'®
Fiir den Induktionsschritt sei nun P ein k-dimensionaler projektiver Teilraum
von P(V) und k > 1. Wihle einen (k — 1)-dimensionalen projektiven Teilraum
P’ C P und einen Punkt p € P\ P’. Jede projektive Gerade in P, die p enthilt,
muss P’ schneiden, siehe Beispiel VIII.3.7. Es gilt daher

P = U (D P proj-

plepl

Da 7 projektive Geraden auf projektive Geraden abbildet, folgt

7(P) = J 7({0,0)eos) = |J @@) 70 pos = |J (7(0), 5 pros-

p'epr’ p'epr’ p'en(P’)

Nach Induktionsvoraussetzung bildet 7(P’) einen (k — 1)-dimensionalen projekti-
ven Teilraum von P(V'). Da w(p) ¢ w(P’) folgt aus obiger Darstellung, dass 7(P)
einen k-dimensionalen projektiven Teilraum bildet.

Sei nun A C V eine affine Hyperebene, 0 ¢ A und P(V) = «(A) U P(Vy)
die damit assoziierte Zerlegung. Nach dem vorangehenden Absatz ist w(P(Vy))
eine projektive Hyperebene. Nach Proposition VIII.3.17(b) existiert eine Projek-
tivitdt 7' P(V) — P(V), sodass 7'(w(P(Va))) = P(Va). O.B.d.A. diirfen wir
daher annehmen, dass 7 die Fernhyperebene bewahrt, d.h. 7(P(Vy)) = P(Va).
Es existiert daher eine Bijektion ao: A — A, sodass m ot = 1o a. Da 7w projek-
tive Geraden auf projektive Geraden abbildet, muss « affine Geraden auf affine
Geraden Abbilden, siehe Proposition VIII.3.11. Nach dem Fundamentalsatz der
affinen Geometrie ist o daher ein affiner Isomorphismus, siehe Satz VIII.1.32.
Nach Proposition VIIL.3.19 existiert eine Projektivitat «”: P(V) — P(V), so-
dass 7 01 = 1o a. O.B.d.A. diirfen wir daher 7,4y = id,(4) annehmen. Jeder
Punkt in P(Vy) lésst sich als Schnittpunkt zweier verschiedener projektiver Ge-
raden schreiben, die nicht zur Génze in P(V,) liegen. Da 7 projektive Geraden
auf projektive Geraden abbildet, und weil 7|, 4y = id,(4), muss 7 auch alle Punkte
in P(Vy) fest lassen, d.h. 7|pey,) = id |p(v,). Somit 7 = idp(y). d

16Der Fall k = 1 ist unsere Voraussetzung an 7.
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Wir betrachten wieder einen allgemeinen Korper K.

Eine projektive Abbildung 7: P(V) — P(V’) ist durch die Bilder von n + 1
Punkten noch nicht eindeutig bestimmt, n = dim(P(V)) = dim(P(V"')). Etwa
liefert die Matrix (§ Q), wobei 0 # A € K, eine Projektivitit 7: KP' — KP', mit

m([1:0])=[1:0], 7([0:1]) =[0:1], m([1:1])=[1:A].
Ist dariiber hinaus A # 1, dann gilt 7([1 : 1]) # [1 : 1]), also m # idgp:. Die

Einschriankung auf den affinen Teil ist in diesem Fall eine Streckung, x — Ax.

VIIIL.3.23. DEFINITION (Projektive Bezugssysteme). Sei P(V') ein projektiver
Raum und n = dim(P(V)). Punkte P, ..., P,11 € P(V) werden als projektives
Bezugssystem bezeichnet, falls die projektive Hiille von je n + 1 dieser Punkte
mit P(V) iibereinstimmt. In diesem Fall sagen wir auch die Punkte Py, ..., P,
sind in allgemeiner Lage.

VIIL.3.24. LEMMA. Seien vy, ...,v,e1 € V \ 0, wobei n = dim(P(V)). Dann
sind dquivalent:

(a) Die Punkte [vo], ..., [vn41] bilden ein projektives Bezugssystem von P(V).
(b) Je n+1 der Vektoren vy, ..., v,+1 bilden eine Basis von V.
(¢c) vy, ..., v, ist eine Basis von V und in der Darstellung vn,41 = . piv; sind

alle Koeffizienten verschieden von Null, d.h. p; # 0 fir alle, i =0,... n.
BEWEIS. Sind wy, ..., w, € V '\ 0, dann gilt

<[’LUO], ey [wn]>proj = P(<’LUO, Ce ,wn>1in).
Es gilt daher ([wo], ..., [ws])proj = P(V) genau dann wenn wy, . . ., w, eine Basis
von V bilden. Daraus folgt die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen.

In der Darstellung v,11 = > .-, p;v; miissen alle y; # 0 sein, denn andernfalls
wéren die restlichen n + 1 Vektoren v; linear abhéngig. Es gilt daher (b)=-(c).
Die Implikation (c)=-(b) folgt daraus, dass je n+ 1 der Vektoren vy, ..., v, ein
Erzeugendensystem von V' bilden. 0

VIIIL.3.25. BEISPIEL. Die Punkte
Po=1:0:---:0),...,P,=1[0:---:0:1,Pppy=1:1:---:1]
bilden ein projektives Bezugssystem von KP".
VIIIL.3.26. BEISPIEL. Drei Punkte einer projektiven Gerade bilden genau dann
ein projektives Bezugssystem, wenn sie paarweise verschieden sind.

VIIIL.3.27. PROPOSITION. Ist dim(P(V)) =n = dim(P (V")) dann gilt:

(a) Bilden die Punkte Py, ..., P,i1 ein projektives Bezugssytem von P(V) und
ist m: P(V) — P(V') eine projektive Abildung, dann bilden auch die Punkte
(), ..., m(Pay1) ein projektives Bezugssystem von P(V').

(b) Sind Py, ..., Py und Fy, ..., P, projektive Bezugssysteme von P(V') bzw.
P(V"), dann existiert eine eindeutige projektive Abbildung w: P(V) — P(V’),
sodass w(P;) = P!, fir allei =0,...,n+ 1.



292 VIII. AFFINE UND PROJEKTIVE GEOMETRIE

BEWEIS. Die erste Aussage ist offensichtlich.

Wir werden nun die Existenz einer projektiven Abbildung 7: P(V) — P(V’)
mit 7(FP;) = P! zeigen. Wir wihlen dazu Vektoren 0 # v; € V und 0 # v, € V|
sodass P, = [v;] und P/ = [v], i = 0,...,n + 1. Nach Lemma VIIL.3.24 bilden
Vo, ..., U, und vy, ..., v, Basen von V bzw. V' und existieren Skalare 0 # p; € K

und 0 # p;, € K, i =0, ...,n, sodass

n n

!/ !,/

Un+1 = E HiUi und Unt1 = E Hi V5
=0 =0

Es bezeichne ¢: V' — V' die eindeutige lineare Abbildung mit

/
olv) =t i=0,...n.
Da ¢ die Basis vy, ..., v, auf eine Basis von V' abbildet, ist ¢ invertierbar. Nach
Konstruktion gilt weiters

G(vn41) = 0 (Xoimg Hivi) = 3oisg i (vi) = 2oL iV = V-
Die damit assoziierte projektive Abbildung, 7 = P,: P(V) — P(V’), erfiillt
daher 7(P;) = P/, fiir allei = 0,...,n+ 1.

SchlieBlich widmen wir uns der Eindeutigkeit der projektiven Abbildung. Es
geniigt zu zeigen, dass eine Projektivitat 7: P(V) — P(V), die die Punkte P; alle
festlasst, d.h. 7(P;)) = P;, i = 0,...,n + 1, schon die identische Abbildung sein
muss, 7 = idp(yy. Wie zuvor seien 0 # v; € V, sodass P; = [v;], 1 = 0,...,n+1
und 0 # p; € K mit v, = Y., piv;. Weiters sei ¢ € GL(V), sodass m = P.
Nach Voraussetzung existieren daher 0 # \; € K, sodass ¢(v;) = A\, fiir ¢ =
0,...,n+ 1. Aus der Linearitéit von ¢ erhalten wir

Z?:o A1 iV = Apgp1Ung1 = ¢(Un+1) = ¢(Z?:0 ,LLiUi) = 22;0 i AiV;.
Da vy, ..., v, eine Basis von V bildet folgt p; 11 = A und dann A, = A;,
fiir alle i = 0,...,n, denn p; # 0. Somit stimmen alle \; iiberein, also ¢ = Aidy
und daher 7 = Pfi) = ldp(V) ]

VIII.3.28. BEISPIEL. Ist Py, ..., P, ein projektives Bezugssystem von P(V),
dann existiert eine eindeutige projektive Abbildung m: KP" — P(V), sodass:

7([1:0:---:0]) =P
ﬁ([O:-~-:O:1]);Pn
m([1:1:---:1]) = Poya.

VIIIL.3.29. DEFINITION (Doppelverhéltnis). Seien Fy, P;, Py, P3 vier Punkte
auf einer projektiven Gerade G, sodass Py, P;, P, paarweise verschieden sind.
Weiters sei 7: KP' — G die eindeutige projektive Abbildung mit

7([1:0))=F, w(0:1)=PFP und =n([1:1])=P.
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Bezeichnet [z : z1] € KP' jenen Punkt mit 7([xo : 21]) = P3, dann wird
DV(Py, P1, Py, Py) := -2 € KU {00}
Zo

als Doppelverhéltnis der Punkte P, Pi, P, P3 bezeichnet. Beachte, dass dieser
Quotient wohldefiniert ist, denn x¢ und x; sind bis auf ein gemeinsames Vielfaches

bestimmt. Falls 2o = 0, dann ist dies als ﬁ—; = 00 zu verstehen.

VIII.3.30. BEISPIEL. Vermoge der Einbettung K C KP!, x> [1 : ], ist
KP' = KU {c0},
wobei oo := [0 : 1] € KP! den Fernpunkt bezeichnet. Fiir jedes » € KU {oo} gilt
DV(0,00,1,2) = x.
VIIL.3.31. BEISPIEL. Seien Fy, P, P, drei paarweise verschiedene Punkte einer
projektiven Gerade. Dann gilt:
DV (Py, P1, P, Py) =0, DV(Py, Pi, P, P1) =00, DV(FPy, P, P, P)=1.
VIIIL.3.32. BEISPIEL. Seien Py, P;, P, P3 vier paarweise verschiedene Punkte

einer projektiven Gerade. Dann gilt:

1
DV (P, Py, Py, P3) = DV (P, P, Py, ) =DV(R, P, P, P,)

sowie
DV(P, P, Py, P3) =1 — DV(Fy, Pr, P, P3) = DV(FRy, Ps, P, P1)
siehe Aufgabe 46. Da diese Transpositionen die Gruppe &, erzeugen, lisst sich

damit DV(Py0), Pr1), Po(2), Pr(3)) fiir jede Permutation o aus DV (Fy, Py, P», Ps3)
berechnen.

Projektive Abbildungen bewahren das Doppelverhéltnis:

VIIL.3.33. PROPOSITION. Sei w: P(V) — P(V') eine projektive Abbildung.
Weiters seien Py, Py, Py, P3 vier Punkt auf einer projektiven Gerade in P(V'), so-
dass die Punkte und Py, Py, P> paarweise verschieden sind. Dann liegen auch die
Bildpunkte w(Py), w(Py), m(Py), m(P3) auf einer projektiven Gerade in P(V'), die
Punkte n(Py), w(Py), 7(Ps) sind paarweise verschieden und fir das Doppelverhdlt-
nis gilt

DV(W(P()), 7T(P1), 7T(P2), 7T(P3)) = DV(P(), P1> Pg, Pg)

BEWEIS. Es bezeichne G die eindeutige projektive Gerade in P(V), die die
Punkte Py, P;, Py, P; enthilt. Weiters sei 7: KP! — G die eindeutige projektive
Abbildung mit

7([1:0))=PFy, 7([0:1))=PFP und 7([1:1])=P,
und 7 ([zg : 21]) = P, also DV(Fy, P, P, P3) = 2. Es ist dann G’ := 7(G) die
eindeutige projektive Gerade in P(V”), die die Punkte 7(F), 7w(Py), 7(P), 7(Ps3)
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enthilt. Weiters ist 7 := 7 o 7#: KP! — (' die eindeutige projektive Abbildung,
fiir die

7A(1:0]) =m(P), #(0:1])=n(P) und 7([1:1])=n(P)
gilt. Dariiber hinaus haben wir 7 ([zo : 1]) = (7 ([zo : 21])) = 7(P3) und daher
DV(W(PO),W(Pl),W(PQ),W(Pg)) = ﬁ—(l) = DV(Py, P, Py, Ps). U

VIIIL.3.34. PROPOSITION. Seien PQ = [ZIZ’Q : yo], Pl = [[L’l : yl]; P2 = [1'2 : yg],
Py = [x3 : y3] vier Punkte in KP?!, sodass Py, P;, Py paarweise verschieden sind.
Dann gilt fir thr Doppelverhiltnis

|0 vs| . |wi v
DV(P07P17P27P3>:|950952 :|:c1:c2
Yo Y2 Y1 y2

BEWEIS. Aus der Cramer’schen Regel erhalten wir

Ty T1 ) X T
= + 7
Yo Ui <y2) Ho (yo) = (yl)
wobel
To I1 To T2
= und = .
Ho Y2 N i Yo Y2
Die Matrix

A — (Moxo Mlxl)
HoYo M1yt
reprisentiert daher eine Projektivitit m: KP' — KP', sodass 7([1 : 0]) = P,
m([0 : 1]) = P, und 7([1 : 1]) = P». Nochmaliges Anwenden der Cramer’schen

Regel liefert
det(A) (933) — o (Moﬂfo) N (Mliﬁ) :
Ys HoYo MY

wobei
Ao = |13 H und Y ;
Y3 Hil1 HoYo Y3
d.h. w([Ag : \]) = Ps. Fiir das Doppelverhéltnis erhalten wir
M polw | Iwws| T
DV(PO>P1>P2>P3)___ T3 x1 | |Xo T2 | T | T1 X2 |?
Aoty | %0 va |1 w5
wie behauptet. Il

VIIIL.3.35. BEISPIEL. Sind xg, z1, 2, 3 € K und bezeichnen
P =(x;) =[1: z;] € KP?
die entsprechenden Punkte in KP', dann gilt
Lo — T3 To — T2

DV(P07P17P27P3):

Ty — T3 Ty — Ty
Dies folgt aus der vorangehenden Proposition.
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VIII.3.36. BEMERKUNG (Teilverhéltnis). Seien py und p; zwei verschiedene
Punkte auf einer affinen Geraden G. Es existiert daher ein eindeutiger affiner
[somorphismus «a: K — G, sodass a(0) = py und a(l) = p;, ndmlich a(z) =
Po+x(p1—po)- Ist py ein weiterer Punkt auf G, dann wird der eindeutig bestimmte
Skalar x € K mit a(x) = py als Teilverhdltnis'™ der Punkte pg, p1, p2 bezeichnet,

TV (po, p1,p2) = P2 ™ po‘
P1— Do
Beachte
TV (po, p1,p0) =0 und TV (po, p1,p1) = 1,
sowie

1
TV (po, p1,p2)
Offensichtlich haben wir auch:

Tv(p07p27p1> = und Tv(p17p07p2> =1- Tv(p07p17p2)-

Tv(p07p17p3> = Tv(p07p17p2) : Tv(p07p27p3>’ (V11116)
Fiir die Punkte 0, 1 und x auf der affinen Geraden K gilt
TV(0,1,z) = x.

Ist G’ eine weitere affine Gerade und a.: G — G’ ein affiner Isomorphismus, dann

TV (a(po), a(p1), a(p2)) = TV (po, p1, p2),

d.h. affine Abbildungen bewahren das Teilverhéltnis. Ist P = G U {oo} eine
projektive Gerade und p; € G, dann gilt

Tv(p07p17p2) = Dv(p(b Ooap17p2)
und aus der vorangehenden Beispiel folgt
TV (ps, p1, po)
DV ) ) ) ~ ™~ N\
(Bo, P1, 72, s) TV (p2, 1, po)

Der letzten Gleichung verdankt das Doppelverhéltnis seinen Namen.

VIIL.3.37. PROPOSITION. Seien Gg, Gy, Gy, G vier verschiedene projektive
Geraden in einer projektiven Ebene E, die sich alle im Punkt P schneiden. Seien
G und G' zwei weitere projektive Geraden in E, die P nicht enthalten. Weiters

bezeichne P; den eindeutigen Schnittpunkt von G mit G; sowie P! den eindeutigen
Schnittpunkt von G" mit G;. Dann gilt

DV(Po,Pl,PQ,Pg):DV(P(;,P{,Pé,Pé)-

Iy der Literatur finden sich auch andere Konventionen.
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BEWEIS. Nach Proposition VIII.3.33 geniigt es eine Projektivitdt n: £ — F
zu konstruieren, sodass 7(FP;) = P/, i =0, ...,3. Dafiir wiederum geniigt es eine
Projektivitdt 7 zu konstruieren, sodass 7(G) = G’ und w(H) = H, fiir jede
projektive Gerade H durch P. Es bezeichne F' die Gerade durch P und den
Schnittpunkt von G und G’. Wir betrachten nun den affinen Raum A := E'\ F.
Nach Konstruktion sind die Geraden G und G’ parallel in A, denn sie haben
keinen Schnittpunkt in A. Nach Konstruktion sind auch alle Geraden durch P in
A parallel. Eine geeignete Translation in Richtung dieser Geraden wird G auf G’
abbilden und hat daher die gewiinschte Eigenschaft. O

Fiir zwei verschiedene Punkte p und ¢ eines affinen Raums bezeichnen wir
die von ihnen aufgespannte Gerade mit pg := ({p, ¢})ag. Der Strahlensatz, siehe
Aufgabe 23, lasst sich wie folgt reformulieren:

VIIIL.3.38. PROPOSITION (Strahlensatz). Seien g1 und go zwei verschiedene
affine Geraden in einer affinen Ebene. Weiters seien py,q, zwei verschiedene
Punkte auf g1 und ps, qo zwei verschieden Punkte auf gs.

a) Schneiden sich g1 und gy in einem Punkt o und sind py,p2, q1, g2 alle ver-
schieden von o dann gilt:

pip2 H 7192 And TV(Oapla Q1) = TV(OapZa Q2)
b) Haben g und go keinen Schnittpunkt dann gilt:

D1p2 H 4192 g 41 —P1 = G2 — p2.
Daraus erhalten wir sofort:

VIIIL.3.39. PROPOSITION (Satz von Desargues, affine Version). Seien g1, go, g3
drei verschiedene affine Geraden in einer affinen Ebene, die sich entweder in
einem Punkt o schneiden oder alle parallel sind. Weiters seien p; und q; verschie-
dene Punkte auf g;, die im Fall g1 N go N g3 = {0} auch alle verschieden von o
sein sollen, i = 1,2,3. Dann gilt:

o ||ae wd pps || e = s || 6.

Fiir zwei verschiedene Punkte P und @) eines projektiven Raums bezeichnen
wir die von ihnen aufgespannte Gerade ebenfalls mit PQ := ({ P, Q})proj-

VIII.3.40. SATZ (Satz von Desargues). Seien G1, G, G drei verschiedene pro-
jektive Geraden in einer projektiven Ebene E, die sich in einem Punkt o schnei-
den. Weiters seien P; und (Q; verschiedene Punkte auf G;, die auch alle verschie-
den von o sein sollen, 1 = 1,2,3. Dann liegen die Schnittpunkte

Ry := PIPoNQ1Q2, Ri:=PFPPsNQ:Q3 und Ry:=PiP3sNQ1Q3

auf einer Geraden.
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BEWEIS. Es bezeichne F' die eindeutige Gerade durch R3; und R;. Wir be-
trachten nun den affinen Raum A := E'\ F. Nach Konstruktion sind die Geraden
PP, und Q:Q, in A parallel. Ebenso sind die Geraden P,P; und QQ; in A
parallel. Nach Proposition VIII.3.39 sind dann auch die Geraden P; P und (1Q3
parallel in A, ihr Schnittpunkt R, liegt daher ebenfalls in F'. Dies zeigt, dass die
Punkte Ri, Ry, R3 alle auf der Geraden F’ liegen. O

VIII.3.41. PROPOSITION (Satz von Pappos, affine Version). Seien g und ¢’
zwer verschiedene affine Geraden in einer affinen Ebene. Weiters seien pi, ps, p3
verschiedene Punkte auf g und p\, ph, p verschiedene Punkte auf g'. Schneiden
sich g und g’ in einem Punkt o, dann seien die Punkte p; und p, auch alle ver-
schieden von o, 1 = 1,2,3. In dieser Situation gilt:

pips || psph und puph || pat = paph || paph.

BEWEIS. Wir betrachten zunéichst den Fall wo sich ¢ und ¢’ in einem Punkt
o schneiden. Aus dem Strahlensatz erhalten wir

TV(o,p1,p3) = TV(o,p,p1)  und  TV(o,p1,p2) = TV (o, p, p}).
Mit (VIIL16) folgt:

TV(Oaplapi’)) TV(Oapgbp,l) A
TV (o, p2, p3) = = =TV (o, p3, p5).
(0152 5) TV(o,p1,p2)  TV(o,p5,p1) (0P P2)
Nach dem Strahlensatz sind die Geraden p,p} und psp), daher parallel. Haben die
beiden Geraden g und ¢’ keinen Schnittpunkt, dann gilt

ps—pi=p)—p; und  py—p=p;—py
und daher p3 — po = pl, — p5. Wieder folgt, dass papf und psp), parallel sind. [

VIII.3.42. SATz (Satz von Pappos). Seien G und G’ zwei verschiedene pro-
jektive Geraden in einer projektiven FEbene E, die sich im Punkt o schneiden.
Weiters seien Py, Py, Py verschiedene Punkte auf G und Py, Py, Py verschiedene
Punkte auf G', die auch alle verschieden von o seien sollen, 1 = 1,2,3. Dann
liegen die Schnittpunkte

RQ::PlPéﬂPg,P{, R3:P1P2’HP2P1’ und RlngPéﬁPng’
auf einer Geraden.

BEWEIS. Es bezeichne F' die eindeutige Gerade durch Ry, und R3. Wir be-
trachten wieder den affinen Raum A := FE \ F. Nach Konstruktion sind die
Geraden P, P und P;P] parallel in A, und auch die Geraden P, P und P, P sind
parallel in A. Nach Proposition VIII.3.41 sind daher auch P»Pj; und P;P; par-
allel in A, ihr Schnittpunkt R; liegt also in F'. Dies zeigt, dass die drei Punkte
Ry, Ry, R3 alle auf der Geraden F' liegen. O
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VIII.3.43. DEFINITION (Dualitéit). Sei V ein endlich dimensionaler Vektor-
raum. Ist P = P(W) ein projektiver Teilraum in P(V'), dann wird P° := P(W°)
der zu P duale projektive Teilraum von P(V*) genannt. Hier bezeichnet W° C V*
den Annihilator des linearen Teilraums W C V, d.h. W° = {a € V* : a|y = 0}.

VIIIL.3.44. LEMMA. Seien P und Q projektive Teilrdume von P(V'). Dann gilt:
(a) dim(P) 4+ dim(P°) + 1 = dim(P(V)) = dim(P(V*)).
(b)) PC Qe P°D Qe
(¢) (PNQ)° = (P°UQ)pr;
(d) (PU Q) = P°NQ°.

BEWEIS. Fiir jeden linearen Teilraum W von V gilt die Dimensionsformel
dim(W°) = dim(V) — dim(W) und somit (a). Fiir je zwei lineare Teilrdume W
und U von V gilt W C U < W*° D U°, also (b). Nach Satz I11.4.9 gilt weiters
(WNU)°*=W°+U° und (W + U)° = W°nNU°. Daraus folgen (c) und (d). O

Daraus erhalten wir sofort folgendes metamathematische Dualitétsprinzip:

VIIL.3.45. SATZ (Dualitéitsprinzip). Angenommen wir haben einen Satz iber
projektive Teilrdume eines n-dimensionalen projektiven Raums bewiesen, dessen
Formulierung nur die Begriffe Dimension, Inklusion, Durchschnitt und projektive
Hiille involviert. Ersetzen wir in dieser Aussage tiberall

(a) k-dimensionaler Teilraum durch (n — k — 1)-dimensionaler Teilraum,

(b) enthdlt durch ist enthalten in,

(¢) Durchschnitt von Teilrdumen durch projektive Hiille ihrer Vereinigung und
(d) projektive Hiille der Vereinigung durch Durchschnitt der Teilrdume,

so erhalten wir erneut einen Satz tiber projektive Teilrdume eines n-dimensionalen
projektiven Raums.

VIIL.3.46. BEISPIEL. Die Aussage “Zwei verschiedene Punkte einer projekti-
ven FEbene liegen auf genau einer projektiven Geraden” ist dual zu der Aussage
“Zwei verschiedene projektive Geraden einer projektiven Ebene haben genau einen
Schnittpunkt.”

VIIIL.3.47. BEISPIEL. Die Aussage “Zwei verschiedene Punkte eines 3-dimen-
sionalen projektiven Raums liegen auf genau einer projektiven Geraden” ist dual
zu der Aussage “Zwei verschiedene projektive Ebenen eines 3-dimensionalen pro-
jektiven Raums schneiden sich in einer projektiven Geraden.”

VIIIL.3.48. BEISPIEL. Die Aussage “Zwei verschiedene Punkte eines n-dimen-
sionalen projektiven Raums liegen auf genau einer projektiven Geraden” ist du-
al zu der Aussage “Zwei verschiedene projektive Hyperebenen eines projektiven
Raums schneiden sich in einem (n — 2)-dimensionalen projektiven Teilraum.”

Dual zum Satz von Desargues ist folgende Umkehrung desselben:
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VIIIL.3.49. KOROLLAR. In einer projektiven Ebene betrachte drei verschiedene
Punkte R1, Ry und R3, die auf einer projektiven Geraden F liegen. Weiters seien
H; und K; verschiedene projektive Geraden durch R;, die auch alle verschieden
von F' sein sollen, 1 = 1,2,3. Betrachten wir die Schnittpunkte

PgZ:HlﬁHg, PQZ:HlﬁHg, P1::H2ﬂH3,
Q3 =K NK,, Q=K NKj3 Q:=KNKs,
dann schneiden sich die Geraden PyQ)q, PoQs und P3Qs in einem Punkt.

Dualsieren wir den Satz von Pappus, so erhalten wir:

VIIIL.3.50. KOROLLAR. Seien R und R' zwei verschiedene Punkte einer pro-
jektiven Ebene. Weiters seien G, Ga, Gs drei Geraden durch R und G, G5, G
drei Geraden durch R'. Betrachten wir die Schnittpunkte

PlingﬁGg, P2::G1ﬂGg, P3::G1ﬂG'2
Ql = G; N Gg, Qg = G/l N Gg, Qg = G/l N G2
dann schneiden sich die Geraden PiQ)q, PoQs und P3Qs in einem Punkt.

VIIIL.4. Projektive Quadriken. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektor-
raum iiber einem Korper K mit char(K) # 2.

VIIL.4.1. DEFINITION (Projektive Quadriken). Unter einer projektiven Qua-
drik verstehen wir jede Teilmenge £ C P(V') von der Form

E={lv] € P(V):q(v) = 0},
wobei ¢ eine quadratische Form auf V' bezeichnet. Beachte, dass ¢ keine Funktion

auf P(V') definiert, die Nullstellenmenge aber trotzdem wohldefiniert ist, denn
aus ¢(v) = 0 folgt ¢(Av) = 0, fiir jeden Skalar \ € K.

VIIL.4.2. BEISPIEL. Die Teilmenge
E = {[zo: x1 : 23] € RP? | 2 + 2] — 235 = 0}

bildet eine Quadrik in RP?. Bezeichnet +: R? — RP?, 1 (%)) = [1 : 21 : 2], die
Standardeinbettung, so ist der affine Teil, . '(E) = {(71) € R? | 1+a?—a3 = 0},
eine Hyperbel in R2. Beachte, dass E aber auch die beiden Fernpunkte [0 : 1 : 1]
und [0 : 1: —1] enthélt, sie entsprechen den Richtungen der beiden Asymptoten
der Hyperbel.

VIIIL.4.3. PROPOSITION. Ist w: P(V)) — P(V') eine projektive Abbildung und
E eine projektive Quadrik in P(V'), dann ist auch w(E) eine projektive Quadrik
in P(V").

BEwEIS. Nach Vorraussetzung existiert ein linearer Isomorphismus ¢: V' —
V', sodass w([v]) = [¢(v)] fir alle 0 # v € V. Weiters existiert eine quadratische
Form ¢ auf V, sodass £ = {[v] € P(V) : q(v) = 0}. Es ist daher ¢ := qo ¢!
eine quadratische Form auf V', und somit £’ := {[v'] € P(V’) : ¢/(v") = 0} eine
projektive Quadrik in P(V”). Nach Konstruktion gilt 7(E) = E'. O
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VIII.4.4. PROPOSITION. Sei A C V eine affine Hyperebene, 0 ¢ A undv: A —
P(V) die damit assoziierte Einbettung. Ist E eine projektive Quadrik in P(V),
dann ist 171 (E) eine affine Quadrik in A. Umgekehrt ist jede affine Quadrik in A
von der Form 1= (E) fiir eine geeignete, i.A. nicht eindeutig bestimmte, projektive
Quadrik E in P(V).

BEWEIS. Ist £ C P(V) eine projektive Quadrik, dann existiert eine quadra-
tische Form ¢ auf V', sodass £ = {[v] € P(V) : q(v) = 0}. Die Einschriankung
Q = qla: A — K ist eine quadratische Funktion. Offensichtlich gilt :™}(E) =
{a € A:Q(a) =0}, also ist t7!(E) eine affine Quadrik in A.

Fiir die zweite Aussage nehmen wir 0.B.d.A. P(V) = KP" und ¢: K" — KP",
v(z)=[1:21: - :2,), an. Ist Q(z) = 2* Az + blx + ¢ eine quadratische Funktion
auf K", dann représentiert die symmetrische (n + 1) x (n + 1)-Matrix

(i ")

eine quadratische Form ¢: K" — K, und es gilt
L_l({[v] e KP" : q(v) = 0}) = {z e K" : Q(x) = 0},

denn G)t <b;2 bt//f) G) = ' Az + bz + ¢ = Q). O

VIIL.4.5. BEISPIEL. Betrachte die affine Quadrik
Ey:={(%)€eR? 29 =23+ 1}.

Wir wollen eine projektive Quadrik £ C RP? bestimmen, deren affiner Teil mit
E, iiberein stimmt, d.h. so, dass (~'(E) = Ej gilt, wobei ¢: R? — RP? die
Standardeinbettung bezeichnet. Ersetzen wir in der definierenden Gleichung fiir
FEy die Variable x; durch ;C—g so erhalten wir

2
2o ()
ZTo ZTo
Multiplikation mit z3 liefert den Ausdruck
ToTy = zf + 933.
Die gesuchte projektive Quadrik ist daher
E = {[930 L 71 1 1) € RP? ‘ ToTo = T7 —I—x%}.

VIIL.4.6. SATZ (Normalform komplexer projektiver Quadriken). Sei V' ein

endlich dimensionaler komplexer Vektorraum, dim(P(V)) = n und E eine projek-

tive Quadrik in P(V'). Dann existiert eine projektive Abbildung m: CP™ — P(V),
die £ auf die Quadrik

7N E)={lz0: - 12,) ECP" | 23+ 4+ 2i_, =0}
abbildet, fiir ein geeignetes 0 < k <n + 1.
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BEwEIS. Nach Voraussetzung existiert eine quadratische Form ¢ auf V', so-
dass £ = {[v] € P(V) : q(v) = 0}. Nach Satz VII.1.25 existiert ein linerer Iso-
morphismus ¢: C"' — V| sodass q(¢(z)) = 22 + -+ + z2_,, wobei k = rank(q).
Die davon représentierte projektive Abbildung 7 = Py: CP" — P(V) hat die
gewiinschte Eigenschaft. O

VIIL.4.7. SATZ (Normalform reeller projektiver Quadriken). Sei V' ein endlich
dimensionaler reeller Vektorraum, dim(P(V)) = n und E eine projektive Quadrik

in P(V). Dann ezistiert eine projektive Abbildung m: RP" — P(V), die E auf
die Quadrik

TN E)={lzo: - ia, ] ERP" |2+ +al_ —a)— - —ab =0}
abbildet, fiir geeignete 0 < k <p<n+1.

BEwEIS. Nach Voraussetzung existiert eine quadratische Form ¢ auf V', so-
dass £ = {[v] € P(V) : q(v) = 0}. Nach Satz VII.1.35 existiert ein linerer
Isomorphismus ¢: R"™ — V| sodass

¢($(x)) = wg+ - Fap = — T,
wobei (p, k) die Signatur von ¢ bezeichnet. Da ¢ und —q die selbe projektive
Quadrik beschreiben. diirfen wir 0.B.d.A. p > k annehmen. Die davon représen-
tierte projektive Abbildung, @ = P,: RP" — P(V), hat die gewiinschte Eigen-
schaft. O

VIII.4.8. BEISPIEL. Jede Quadrik in der projektiven Ebene RP? ist zu einer
der folgenden Quadriken projektiv kongruent:

(a) {[zo:z1:22) € RP* |0 =0} (ganz RP?)
(b) {[zo: a1 : 22] ERP? | 22 =0} (Gerade)
(¢) {[wo: a1 :22] ERP? |2+ 22 =0} (ein Punkt)
(d) {[zo : 21 : 35] € RP? x% — x% = O} (zwei Geraden)
(e) {[:co L@yt o) € RP? | 2 + 2% + 23 =0} (leer)
(f) E:={[zo: x1: 23] € RP? | 2 + 2} — 23 =0}

Bezeichnet 1o: R? — RP?, 1o(x,y) = [1 :  : y], die Standardeinbettung, dann ist
JHE) ={(}) € R?: 1+22—y? = 0} eine Hyperbel und es liegen zwei Punkte von
E auf der Ferngeraden, [0:1: 1] und [0:1: —1]. Betrachten wir die Einbettung
ly: R? = RP? yo(z,y) = [z : y: 1], dannist 1, *(E) = {(§) € R? : 22 +4y>—1 = 0}

ein Kreis und kein Punkt von E liegt auf der Ferngeraden. Fiir die mit der

affinen Hyperebene (_(1)1) + <<é> , <(£>) assoziierten Einbettung ¢: R? — RP?,

z,y)=[z:y+1:y—1],ist .Y E) = {(y) € R? : 22 + 4y = 0} eine Parabel.
In diesem Fall liegt nur ein Punkt von £ auf der Ferngeraden, nédmlich [0 : 1 : 1].

VIII1.4.9. BEISPIEL. Jede Quadrik in des projektiven Raums RP? ist zu einer
der folgenden Quadriken projektiv kongruent:

(a) {[zo: a1 : 22 23] € RP?| 0 =0} (ganz RP?)
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(b) {[zo: @1 : 35 : x3) € RP? | 23 =0} (eine Ebene)
(¢) {[zo: a1 : 22 : 23] € RP? | 2 + 27 =0} (eine Gerade)
(d) {[zo: 1 : 22 23] € RP? | 2 — 23 =0} (zwei Ebenen)
(e) {[xo:m1: 2y :as) € RP? | 22+ 27 + 23 =0} (ein Punkt)
(£) {[zo: @1 : 20 : 23] € RP? | 2 + 23 — 23 = 0}

(g) {lwo: 2120 23] €RP® | 22 + 2} + 23 + 23 =0} (leer)
(h) {[zo: @1 : 22 a5) € RP? | 2 + 2% + 2% — 2} =0}

(i) {[wo: @1 : w2 : x3) € RP® | 2 4+ 2} — 23 — 23 = 0}

VIII.4.10. BEISPIEL. Wir wollen eine Projektivitdt m: RP? — RP? bestim-
men, die die projektive Quadrik
E={[z:y:z] € RP? } 2? +2y° + 2° + 2xy + 222 + dyz = 0}
auf Normalform bringt. Durch Ergénzen auf vollstindige Quadrate erhalten wir
P2 P 2y 2 FAyr = (vt y+2)P (Y 2)? - 22
Die lineare Abbildung ¢: R® — R3, ¢ (g) = (w;ﬁ;rz), induziert daher eine
Projektivitit m = P,: RP? — RP?, sodass )
m(E)={[z:y:2] €eRP? |2 +¢* — 2* =0}

Normalform hat.



IX. Multilineare Algebra

Bevor wir uns im zweiten Abschnitt mit dem Tensorprodukt auseinander-
setzen, wollen wir zum Aufwirmen zwei Konstruktionen mit Vektorrdumen be-
sprechen, die durch universelle Eigenschaften charakterisiert werden kénnen: das
Produkt und die direkte Summe von Vektorrdumen.

Wir orientieren uns an der Darstellung in [11, Chapter 4].

IX.1. Produkte und direkte Summen. Alle Vektorrdume in diesem Ka-
pitel seien iiber einem fixen aber beliebigen Korper K definiert. Unter dem Pro-
dukt zweier Vektorrdume V und W verstehen wir die Menge aller Paare V' x W
mit der komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation:

(v,w) + (W, w") = (v+v,w+w), A, w) := (A, \w),

wobei v,v" € V, w,w’" € W und A € K. Es ldsst sich leicht verifizieren, dass
dadurch V' x W zu einem Vektorraum iiber K wird. Sind V' und W beide endlich
dimensional, dann gilt

dim(V x W) = dim V + dim W.
Die linearen Abbildungen,
T VxW—=V und mo: VXW — W,

m(v,w) = v, m(v,w) = w werden als kanonische Projektionen bezeichnet,
und besitzten folgende universelle Eigenschaft: Ist U ein weiterer Vektorraum
und sind p1: U — V und py: U — W zwei lineare Abbildungen, dann ezistiert
eine eindeutige lineare Abbildung ¢: U — V x W, sodass m o ¢ = @1 und
To0p = pg. Offensichtlich leistet ndmlich p(u) := (¢1(u), po(u)) das Gewiinschte.
Diese universelle Eigenschaft des Produkts 1dsst sich {ibersichtlich durch folgendes
kommutative Diagramm veranschaulichen:

1 V

Die beiden Projektionen liefern lineare Abbildungen

LUV xwW) ™ Lo, vy und LU,V x W) 2 L, w,

(71)«(p) := mopund (ms).(p) := mop. Diese induzieren eine lineare Abbildung
L(U,VxW) — L(U,V)x L(U, W). Aus der universellen Eigenschaft des Produkts
folgt sofort, dass dies ein linearer Isomorphismus ist. Wir erhalten somit einen
kanonischen Isomorphismus
LU,V xW)=L(U,V) x L(UW),
303
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wobei die Projektionen des Produkts auf der rechten Seite den Abbildungen (7).
und (m3), entsprechen.

Analog lassen sich auch Produkte endlich vieler Vektorrdume V4, ..., V,, kon-
struieren. Die Menge V; x --- x V,, bildet beziiglich komponentenweiser Addition
und Skalarmultiplikation einen Vektorraum, und die kanonischen (linearen) Pro-
jektionen

mi Vix oo xV, =V, (v, Un) =y,
haben folgende universelle Eigenschaft: Ist U ein Vektorraum und sind ¢;: U —
V; lineare Abbildungen, i = 1,...,n, dann existiert genau eine lineare Abbildung
p: U —=Vy x---xV,, sodass m; o ¢ = ¢, fiir jedes ¢+ = 1,...,n. Offensichtlich
leistet ndmlich ¢(u) := (v1(u),. .., @n(u)) das Gewiinschte. Wieder induzieren die
linearen Abbildungen (7;),: L(U, | V;) — L(U,V;) einen kanonischen linearen

Isomorphismus
i=1 i=1

sodass die Projektionen der rechten Seite den Abbildungen (7). entsprechen.
Allgemeiner sei I eine beliebige Indexmenge und V; ein Vektorraum, fiir jedes
t € I. Das Produkt

HV; = {U: (Uz’)iel ‘ ViEIZ'UZ' 6‘/2'},

iel
ist selbst ein Vektorraum beziiglich komponentenweise Addition und Skalarmul-
tiplikation, (v+w); := v; +w;, (Av); := Av;. Fiir ¢ € I wird die lineare Abbildung
IoR Hjele — Vi, m(v) := v, als kanonische Projektion auf den i-ten Faktor
bezeichnet. Diese haben folgende Eigenschaft: Ist U ein Vektorraum und sind
wi: U = V; linear fir jedes i € I, dann existiert eine eindeutige lineare Ab-
bildung ¢: U — [[,c; Vi, sodass m o ¢ = ¢;, fir jedes i € I. Die Abbildung
@(u) == (pi(u))ier hat ndmlich die gewiinschte Eigenschaft. Das Produkt []..,; Vi
zusammen mit den kanonischen Projektionen 7; ist durch diese universelle Ei-
genschaft des Produkts im wesentlichen eindeutig bestimmt. Genauer haben wir:

IX.1.1. LEMMA. Seien p;: P — V; lineare Abbildungen, i € I, mit der uni-
verselle Eigenschaft des Produkts, d.h. sind @;: U — V; linear fir jedes i € I,
dann ezxistiere eine eindeutige lineare Abbildung ¢: U — P, sodass p; o ¢ = p;,
fiir jedes © € I. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten linearen Isomorphismus

¢: P i) Hie] V;, sodass m; o ¢ = p;, fiir jedes i € I.

BEWEIS. Aus der universellen Eigenschaft des Produkts erhalten wir eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢: P — [, , V;, sodass m; 0 ¢ = p;, fiir
jedes i € I. Analog erhalten wir aus der universellen Eigenschaft der Abbildungen
p; eine lineare Abbildung ¢: [[,., Vi = P, sodass p; o¢ = m;, fiir jedes i € I. Es
folgt p; o o ¢ = p; = p; oidp, fiir alle ¢ € I, und daher ) o ¢ = idp wegen der
Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft von P. Analog gilt m; 0 ¢ o
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Y =m =moldy,_, v, also ¢ oy =idy,_,v; aufgrund der Eindeutigkeitsaussage
in der universellen Eigenschaft des Produkts. Dies zeigt, dass ¢ und 1 zueinander
inverse Isomorphismen sind. U

Die Projektionen m;: [] jer Vj — Vi liefern lineare Abbildungen

(m): L(U.]TV;) = LW, Va),

jel

(7:)+(¢) = miop, und diese induzieren einen kanonischen linearen Isomorphismus

L(v.JTve) =TT . va),

iel iel
sodass die Projektionen der rechten Seiten den Abbildungen (7;). entsprechen.
Sind ;: V; — W; linear fiir jedes ¢ € I, dann erhalten wir aus der uni-
versellen Eigenschaft des Produkts eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
¢: [Lic; Vi = [Lie; Wi, sodass m}¥ o p = ¢; om), fiir jedes i € I. Dabei bezeich-
nen 7} : [[;c,V; = Viund @V [];c, W; — W; die kanonischen Projektionen
der beiden Produkte. Diese Abbildung ¢ wird iiblicherweise mit [],_; ¢; bezeich-

net,
[Te: TTvi—=]ws

el el el

Aus der Eindeutigkeit erhalten wir sofort

Hwi o H 0 = H(wl ° ®;) und H idy, = idy,_, v,

iel iel el el

wobei ;: W; — U; weitere lineare Abbildungen bezeichnen. Im Fall endlicher
Produkte, schreiben wir dafiir:

Vix oo x Vy 2 e W,
Offensichtlich gilt (@1 X -+ X @) (v1, ..., ) = (p1(v1), ..., @n(vy)), fur v; € V.
Auch die (d4uBere) direkte Summe V & W zweier Vektorrdume V' und W hat
als zugrundeliegenden Vektorraum die Menge der Paare (v,w) mit der kompo-
nentenweisen Addition und Skalarmultiplikation. Wir betrachten nun aber die
beiden kanonischen Inklusionen

L:VaVeWw und Lo W —=VaW,

t1(v) == (v,0) und tp(w) := (0,w). Diese haben folgende Eigenschaft: Ist U
ein weiterer Vektorraum und sind ¢1: V. — U und @o: W — U zwet lineare
Abbildungen, dann existiert genau eine lineare Abbildung p: V&W — U, sodass
pou = 1 und p oy = py. Offensichtlich leistet ndmlich p(v, w) = ¢1(v) +
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wo(w) das Gewiinschte. Diagrammatisch ldsst sich diese universelle Figenschaft
der direkten Summe wie folgt veranschaulichen:

v %

Die beiden Inklusionen liefern lineare Abbildungen

LVew,U) S LV,U)  wd  LIVeWU) 3 LW,U),

ti(p) = @ o, th(¢) = ¢ o ty. Diese induzieren einen kanonischen linearen Iso-
morphismus

LV @W,U) = L(V,U) x LW, V),
sodass die Projektionen der rechten Seite den Abbildungen ¢} und ¢} entsprechen.

[X.1.2. BEMERKUNG. Sind V und W komplementére Teilrdume von U, dann
induzieren die Inklusionen einen Isomorphismus zwischen der dufleren direkten
Summe V & W und U, vgl. Proposition I1.5.5(c).

Analog definieren wir die duflere direkte Summe V; & --- & V,, endlich vieler
Vektorrdume V7, ..., V, als die Menge aller Tupel (vy, . ..,v,) mit der komponen-
tenweisen Addition und Skalarmultiplikation, und betrachten die kanonischen
Inklusionen

L,V;—>V1@@Vn, Li('Ui):(0,...,’1}7;,0,...,0),

wobei der nicht-triviale Eintrag an der i-ten Stelle stehen soll. Diese haben fol-
gende Eigenschaft: Sind p;: V; — U lineare Abbildungen, 1 = 1,...,n, dann
existiert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung p: Vi ®---®V,, — U, sodass
pou =, firjedesi=1,... n.

Allgemeiner, seien V; Vektorrdume, ¢ € I, wobei I eine beliebige Indexmenge
bezeichnet. Dann ist die Menge aller endlichen Tupel,

@Vi = {v € HVZ' : nur endlich viele v; # 0},

iel iel
ein Teilraum des Produkts und daher selbst ein Vektorraum beziiglich komponen-
tenweiser Addition und Skalarmultiplikation. Fiir ¢ € I wird die lineare Abbildung

v fallsi=j
L Vi — @V}, (ti(v)); == {

. 0 andernfalls
jel

als kononische Inklusion des i-ten Summanden bezeichnet. Diese haben folgende
universelle Eigenschaft: Sind ¢;: V; — U lineare Abbildungen, i € I, dann exi-
stiert genau eine lineare Abbildung p: @,., Vi — U, sodass ¢ o 1; = p;, fiir alle
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i € I. Die lineare Abbildung p(v) = > .., vi(v;) leistet nédmlich das Gewiinschte.
Beachte, dass dies eine endliche Summe ist, da nur endlich viele v; verschieden
von 0 sind. Die direkte Summe €,.; zusammen mit den kanonischen Inklusio-
nen ¢; ist durch die universelle Figenschaft der direkten Summe im wesentlichen
eindeutig bestimmt. Genauer gilt:

IX.1.3. LEMMA. Seien j;: V; — S lineare Abbildungen mit der universellen
FEigenschaft der direkten Summe, d.h. sind @;: V; — U lineare Abbildungen, so
existiere genau eine lineare Abbildung p: S — U, sodass ¢ o j; = ;, fir alle
i € I. Dann gibt es genau einen linearen Isomorphismus ¢: @,.; Vi =N S, sodass
Qo= j;, fir jedesi € I.

iel

Der Beweis ist vollig analog zu dem von Lemma IX.1.1, vgl. Aufgabe 52.
Die Inklusionen liefern lineare Abbildungen ¢} : L(@jele, U) — L(V;,U),
t¥(p) = p o, und diese induzieren einen kanonischen linearen Isomorphismus

L(@\/,-,U) =1L, (IX.1)

sodass die Projektionen der rechten Seite den Abbildungen ¢! entsprechen. Fiir
U = K liefert dies einen kanonischen Isomorphismus

(@) =1
il el

Sind ¢;: V; — W, linear fiir jedes ¢ € I, dann erhalten wir aus der universel-
len Eigenschaft der direkten Summe eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
©: B Vi = D,y Wi, sodass p o) = 1!V oy, fiir jedes ¢ € I. Dabei bezeich-
nen v = Vi = @, V; und i}V : W; — @, W; die kanonischen Inklusionen der
beiden Summen. Diese Abbildung ¢ wird iiblicherweise mit €p,_; ¢; bezeichnet,

De: DVi—DWe
iel iel i€l
Aus der Eindeutigkeit erhalten wir sofort
PricPei=Pioy) wd Eidy, =idg,_, v,
iel iel i€l i€l

wobei ;: W; — U; weitere lineare Abbildungen bezeichnen. Im Fall endlicher
Produkte, schreiben wir dafiir:

Vid- @V, 25 W o W,

Offensichtlich gilt (o1 @ -+ B @n)(V1, ..., ) = (p1(v1), ..., @n(vy)), fur v; € V.
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IX.2. Tensorprodukt. Eine Abbildung p: Vi X - -+ x Vi — W heifit multi-
linear oder k-linear, falls p(vq,...,v;) linear in jeder Eintragung ist. Die Menge
dieser Abbildungen bildet einen Vektorraum, den wir mit Ly (V3, ..., Vi; W) be-
zeichnen. Beachte,

Lk+r(‘/17 ceey Vk—l—r; W) = Lk (‘/1, ey Vk; Lr(vk—l—la ceey Vk—l—r; W)), (IX2)

via p(v1, - V) (Uktty - - o Vkar) = (U1, o oy Uptr).

[X.2.1. BEISPIEL. Lo(V,V;K) ist der Vektorraum der Bilinearformen auf V.
Die Determinante kann als det € L, (K", ... K" K) aufgefasst werden.

[X.2.2. SATZ. Sind V und W zwei Vektorrdume tiber einem Korper K, dann
existiert ein K-Vektorraum T und eine bilineare Abbildung t: V x W — T mit
folgender Figenschaft: Fir jeden Vektorraum U wund jede bilineare Abbildung
b: V. xW — U existiert eine eindeutige lineare Abbildung ¢: T — U, sodass
b= pot. Der Vektorraum T zusammen mit der bilinearen Abbildungt sind durch
diese Figenschaft bis auf kanonischen Isomorphismus eindeutig bestimmt, d.h.
istt: V. x W — T eine weitere bilineare Abbildung mit obiger Figenschaft, dann

existiert ein eindeutiger linearer Isomorphismus ¢: T =N T, sodasst = ¢ot.

BEWwEIS. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Seien also t: V' x W — T
und t: V x W — T zwei bilineare Abbildungen, die beide die im Satz formulierte
Eigenschaft besitzen. Es existiert daher eine eindeutige lineare Abbildung ¢: 7" —
T, sodass ¢ ot = t. Analog existiert eine lineare Abbildung ©: 7' — T, sodass
ot =t Esfolgt opot =t=idrot. Aus der Eindeutigkeitsaussage in der
universellen Eigenschaft von T erhaltem wir daraus 1 o ¢ = idp. Vollig analog
lisst sich ¢ o ¢ = ids zeigen, denn ¥ o ¢ ot = t = ids of. Somit sind ¢ und v
zueinander inverse Isomorphismen.

Nun zur Existenz einer bilineare Abbildung t: V' x W — T mit der gewiinsch-
te Eigenschaft. Wir betrachten den Vektorraum, F(V x W,K) = K"V aller
Funktionen V' x W — K mit der iiblichen puntkweisen Addition und Skalarmul-
tiplikation. Fiir v € V und w € W bezeichne 6,,, € F(V x W,K) die Funktion
mit 0y (v, w) = 1 und 6,,,(0,w) = 0 falls ¥ # v oder w # w. Es bezeichne
M C F(V x W,K) den von den Elementen

O veVweW
aufgespannten Teilraum. Weiters bezeichne R C M den von den Elementen

6v1+v2,w - 5v1,w - 6v2,w7 5)\v,w - )\61},10

6v,w1+w2 - 5v,w1 - 5v,w27 5v,)\w - )\61},10

aufgespannten Teilraum, wobei v, vy, v9 € V', w,wy, wy € W und A € K. Schlief3-
lichsei T:= M/Rund t: Vx W — T, t(v,w) := [y]. Da im Quotientenraum
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M/R die Relationen

[51;1-1—@2,10] = [5v1,w] + [502,10]7 [5>\v,w] = A[év,w]
[5v,w1+w2] = [5v,w1] + [5v7w2]a [5v,>\w] = A[av,w]

gelten, ist ¢ bilinear. Es bleibt zu zeigen, dass t die universelle Eigenschaft besitzt.
Sei also b: V x W — U bilinear. Da die Funktionen 4, ,, eine Basis von M bilden,
existiert eine eindeutige lineare Abbildung ¢: M — U, sodass ¢(d,.,) = b(v, w),
fiir alle v € V und w € W. Aus der Bilinearitat von b folgt ¢|gr = 0, etwa ist

@(5v1+vz,w - 5v1,w - 5v2,w) = 95(501—1—02,10) - 95(501,10) - 95(502,10)
= b(vy + ve, w) — b(vy, w) — b(ve, w) = 0,

und analog lésst sich zeigen, dass ¢ auf den anderen Erzeugern von R verschwin-
det. Somit existiert eine lineare Abbildung ¢: 7" — U, sodass ¢([f]) = ¢(f),
fiir jedes f € M. Insbesondere erhalten wir ¢(t(v,w)) = ©([0pw]) = P(vw) =
b(v, w), und somit ¢ ot = b. Nach Konstruktion bildet {t(v,w) : v € V;w € W}
ein Erzeugendensystem von 7. Daraus folgt sofort, dass die lineare Abbildung
@: T — U durch die Gleichung ¢ ot = b eindeutig bestimmt ist. U

[X.2.3. DEFINITION (Tensorprodukt). Seien V und W zwei Vektorrdume iiber
einem Korper K. Unter einem (dem) Tensorprodukt von V und W verstehen wir
einen K-Vektorraum V ® W zusammen mit einer bilinearen Abbildung

VxW3vVvew, (v,w) = v w,

die folgende Eigenschaft hat: Fiir jeden K-Vektorraum U und jede bilineare Abbil-
dung b: V x W — U existiert eine eindeutige lineare Abbildung o: VW — U,
sodass o(v @ w) = b(v,w), fir allev € V und w € W:

V x W “ Veow

Ve
Ve
Ve
x L7 e

Dies wird als universelle Eigenschaft des Tensorprodukts bezeichnet. Nach dem
vorangehenden Satz existiert das Tensorprodukt beliebiger Vektorrdume und ist
im wesentlichen eindeutig.'®

Aufgrund der Bilinearitit der Abbildung V' x W SVew gilt:

(a) (V1 4+v2) ®W =1 QW + V3 QW
(b) v ® (w1 + ws) = v @ w; + v R wy
(c) Mvew)=(\)@w=1® (A\w)

18Wir kénnten expliziter auch V@ W =T = M /R definieren, vgl. Satz 1X.2.2.
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fiir alle v,v; € V, w,w; € W und A € K. Die universelle Eigenschaft des Tensor-
produkts liefert eine Bijektion

Ly(V,W;U) = L(V @ W,U).

Aus der Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft folgt sofort, dass
dies ein linearer Isomorphismus ist. Da auch Lo(V, W;U) = L(V, L(W,U)), siehe
(IX.2), erhalten wir einen kanonischen linearen Isomorphismus

LV @ W,U) = L(V, L(W,U)). (IX.3)

[X.2.4. BEISPIEL. Ist V ein Vektorraum iiber K, dann existiert ein kanonischer
[somorphismus

VeK=V, u&\c A

Um dies einzusehen, fassen wir die Skalarmultiplikation als bilineare Abbildung
V x K — V auf, und erhalten eine lineare Abbildung ¢: V ® K — V| sodass
d(v ® A) = v, fiir alle v € V und A € K. Andereseits ist auch die Abbildung
P:V = VK ¢¥v) :=v®1, linear. Es folgt ¢(v¥(v)) = ¢(v ® 1) = v, also
¢ o1y = idy aber auch ¥(p(v ® A)) = Y(Av) = (M) ®1 = v ® A, fiir alle
v € Vund XA € K, also ¢ o ¢ = idygx wegen der Eindeutigkeitsaussage in
der universellen Eigenschaft des Tensoprodukts. Somit sind ¢ und ¢ zueinander
inverse Isomorphismen.

[X.2.5. PROPOSITION. Seien V und W zwei Vektorrdume tber K, B eine
Basis von V und C eine Basis von W. Dann bildet {b® c :b € B,c € C} eine
Basis von VRW. Sind V und W beide endlich dimensional, dann ist auch VW
endlich dimensional, und es gilt

dim(V @ W) = dim(V) - dim(W).

BEWEIS. Es bezeichne L C V ® W den von {b® c : b € B,c € C} aufge-
spannten Teilraum, und 7: V@ W — (V ® W) /L die kanonische Projektion. Es
gilt daher 7(b® ¢) = 0 fiir alle b € B und ¢ € C. Da B und C Erzeugenden-
systeme von V' bzw. W sind, folgt 7(v ® w) = 0, fiur alle v € V und w € W.
Sind némlich v = Y,z Ayb und w = ) - ptec Darstellungen, wobei fast alle A,
und p, verschwinden, dann folgt 7(v®@ w) = >, p .co Aptem(b @ ¢) = 0. Aus der
Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts erhal-
ten wir 7 = 0, also L = V ® W. Dies zeigt, dass {b®c : b € B,c € C} ein
Erzeugendensystem von V @ W bildet.

Um auch die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen, sei

> Meb®e=0, (IX.4)

beB,ceC

wobei nur endlich viele der Skalare \, . € K verschieden von Null sind. Seien by €
B und ¢y € C fix. Da B eine Basis ist, existiert ein lineares Funktional 5: V' — K,
sodass B(by) = 1 und B(b) = 0, fiir alle b € B\ {by}. Genauso existiert ein lineares
Funktional v: W — K, sodass v(¢p) = 1 und ~(c) = 0, fiir alle ¢ € C'\ {co}.



IX.2. TENSORPRODUKT 311

DaV x W = K, (v,w) — B(v)y(w), bilinear ist, existiert nach der universellen
Eigenschaft des Tensorprodukts ein lineares Funktional p: V @ W — K, sodass
pv @ w) = B(v)y(w), fir alle v € V und w € W. Insbesondere gilt fiir b € B
und c € C:

olb® c) = {1 falls b = by und ¢ = ¢y,

0 andernfalls.
Wenden wir dieses Funktional ¢ auf (IX.4) an, erhalten wir Ay, ., = 0. Dies zeigt,
dass {b® c: b€ B,c € C} auch linear unabhéngig in V ® W ist. O

[X.2.6. BEMERKUNG. Elemente der Form v ® w in V' ® W werden als ele-
mentare Tensoren bezeichnet. Nach dem vorangehenden Resultat, lasst sich jedes
Element in V' ® W als endliche Summe elementarer Tensoren schreiben. I.A. ist
aber nicht jedes Element des Tensorprodukts von der Form v®w, vgl. Aufgabe 56.

Sind ¢: V — V' und ¥: W — W’ zwei lineare Abbildungen, dann existiert

eine eindeutige lineare Abbildung p ® : V@ W — V' @ W, sodass
(P ®Y)(v@w) = p(v) ®@P(w), (IX.5)

fiir alle v € V und w € W. Dies folgt aus der universellen Eigenschaft des
Tensorprodukts, denn der Ausdruck ¢(v) ® ¥(w) ist bilinear in v und w.

[X.2.7. PROPOSITION. Fiir ¢, 1,09 € L(V,V"), 1,100 € LW, W'), ¢ €
LV, V"), " € LAW' ,W") und A € K gilt:
(CL) ldV ® ldW = idV®W
(b) (¢ o) @ (U ov) = (¢ @) o(p@1)
(c) (p1+92) V=1 @Y+ p2 @Y
() @ (Y1 +12) = p @Y1+ 9@ 1o
(e) Ap) @Y =XMp®Y) =0 ® (M)

BEWEIS. Dies folgt leicht daraus, dass die Abbildung ¢ ® 9 durch (IX.5)
eindeutig bestimmt ist, vgl. Aufgabe 55. Etwa gilt fiir alle v € V und w € W,

(1Y +eeY)(vew)=(p@P)(vew)+ (L ®¥)(vew)
p1(v ) ® Y(w) + @2(v) ® Y(w)
( ) + @a(v ) ® h(w)
= (&1 +302)( ) ® P(w)
= ((p1 +92) @) (v W),
und wegen der eben angesprochenen Eindeutigkeit daher (c). O
Das Tensorprodukt ist in folgendem Sinn distributiv:

[X.2.8. PROPOSITION. Sei I eine beliebige Indexmenge, V; Vektorrdume, i €
I, und bezeichnen v;: V; — @jel V; die kanonischen Inklusionen. Dann induzie-

ren die linearen Abbildungen V; @ W Lidw, (@ - ]> ® W einen kanonischen
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linearen Isomorphismus
Pview) (@ V) @ W.
iel i€l

Insbesondere gilt: (Vi ® Vo) @ W = (Vi@ W)@ (Vo W). Analog

V® (@ Wz) = @(V® Wi),

i€l i€l
und speziell: V@ (W1 @ W) = (Vo W) & (Ve Ws).
BeEwers. Aus (IX.1) und (IX.3) erhalten wir:

(@) ) - +(@visno)
iel iel
=[[Lvi.Low.0) = [[L(v: e W, 0).
il icl
Sind ¢;: V; ® W — U linear, ¢ € I, dann existiert also genau eine lineare Ab-
bildung ¢: (B,.; Vi) ® W — U, sodass ¢ o (1; ® idw) = ¢, fiir alle i € I. Die
Abbildungen ¢; @ idy: V; @ W — (@ ier ]) ® W haben also die universelle Ei-
genschaft der direkten Summe V; @ W — @, (V; ® W), und induzieren daher

einen Isomorphismus:
Pv.ew) = (Pvi)ew.

i€l el
Die zweite Aussagen lasst sich vollig analog behandeln. O

[X.2.9. PROPOSITION. Sei 0 — Vi = Vo 5 Vi — 0 eine kurze exakte Sequenz
von Vektorrdaumen, und W ein weiterer Vektorraum. Dann ist auch

0 VoW 2% v ow XMW v ow 50

eine kurze exakte Sequenz.'® Fiir jeden Teilraum U von V kann daher U @ W in
kanonischer Weise als Teilraum von V @ W aufgefasst werden, und wir haben
einen kanonischen Isomorphismus:

VoW /(UeW)=V/U)oW.

BEWEIS. Da 7 surjektiv ist, existiert eine lineare Abbildung o: V3 — V5,
sodass m oo = idy,. Da, mo (idy, —oc o) =1 —7mooom =7 — 7 = 0, hat die
Abbildung idy, —o o m Werte in ker(7) = img(¢), es existiert daher eine lineare
Abbildung p: Vo — Vi, sodass top =idy, —oom. Es folgt Lopor=1—0comor =
t—0=1ro0idy, also po ¢ =idy, denn ¢ ist injektiv. Zusammenfassend gilt:

pot=idy,, top+oom=idy und moo =idy, .

YEine Sequenz linearer Abbildungen 0 — Vi = Vi = Vi — 0 heiBt exakt, falls ¢ injektiv
ist, 7 surjektiv ist und img(:) = ker(r) gilt.
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Mit den Rechenregeln in Proposition 1X.2.7 folgt:
(p (029 ldw) e} (L &® ldw) = idv1®W, (71' &® ldw) o} (O' & ldw) = idVg@W
(L (29 ldw) o (p (29 ldw) + (0’ X ldw) o (7'(' X ldw) = idv2®W

Aus der ersten Gleichung folgt, dass (®idy, : Vi@W — Vo®W injektiv ist. Aus der
zweiten sehen wir, dass 7 ®idy : Vo @ W — V3 ® W surjektiv ist. Aus der dritten
folgt, ker(m®idy ) C img(:®idy ). SchlieBllich gilt auch die umgekehrte Inklusion,
img(t®idy ) C ker(r®idy ), denn (7Ridy )o(1®idy ) = (mor)Ridy = 0Ridy = 0,
da ja m o+t = 0. Die verbleibenden Aussagen erhalten wir, indem wir das eben
Bewiesene auf die kurze exakte Sequenz 0 - U — V' — V/U — 0 anwenden. [

[X.2.10. PROPOSITION. Seien V und W zwei endlich dimensionale Vektor-
rdaume. Dann induziert die bilineare Abbildung V*xW — L(V,W), (o, w) — auw,
einen kanonischen linearen Isomorphismus:

VoW = L(V,W).

Dariiber hinaus existiert ein kanonischer linearer Isomorphismus

(VeoW) =V W, (IX.6)

sodass (a® B)(v@w) = a(v)B(w), fir alea € V*, e W*, v eV und w € W.
BEWEIS. Sei by,...,b, eine Basis von V und 0j,...,b} die dazu duale Ba-

sis von V*, d.h. b (b;) = 6;;. Weiters sei cy,..., ¢, eine Basis von W. Nach

Proposition IX.2.5 ist daher b ® ¢;, 1 < i < n, 1 < j < m, eine Basis von
V* @ W. Andererseits lisst sich jede lineare Abbildung ¢: V' — W in der Form
=iy 2oy Ajibicj schreiben, wobei die eindeutig bestimmten Koeffizienten
Aj; € K gerade die Eintragungen der Matrix von ¢ beziiglich der Basen b; und
¢; sind. Folglich ist b¢;, 1 < i < mn, 1 < j < m, eine Basis von L(V,W). Die
Abbildung V* x W — L(V, W) bildet also eine Basis von V* @ W auf eine Basis
von L(V, W) ab, und ist daher ein Isomorphismus. Mit (IX.3) erhalten wir daraus

VeoW) =LV eWK)=L(V,LWK)=LV,W")=V"@ W,
und somit auch die zweite Behauptung. U
[X.2.11. BEISPIEL. Fiir jeden endlich dimensionalen Vektorraum V' erhalten
wir aus dem vorangehenden Resultat einen kanonischen linearen Isomorphismus:
end(V)=V*"@V.
Die identische Abbildung idy € end(V') entspricht dabei dem Element

Y hebheVieV,

i=1
wobei by, ...,0b, eine beliebige Basis von V', und 07, ..., b} die dazu duale Basis
von V* bezeichnen, d.h. b} (b;) = &;;. Die Spur, tr: end(V) — K, liefert ein
lineares Funktional tr: V* @ V' — K, das wiederum der kanonischen bilinearen
Abbildung V* x V' — K, (o, v) — a(v) entspricht.
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[X.2.12. BEISPIEL. Sei X eine Menge und bezeichne F.(X) die Menge aller
Funktionen f: X — K mit endlichem Trager, d.h. {x € X : f(z) # 0} ist endlich.
Sei Y eine weitere Menge und bezeichnen

pr: X XY — X, pe: X XY =Y
die beiden Projektionen, p;(z,y) = x, pa(z,y) = y. Dann ist
F(X)x F(Y) = F(X xY),  (f,9) = (fop)-(gop2),

offensichtlich bilinear und induziert daher eine lineare Abbildung

F(X)@ F.(Y) = F(X xY),  (f®g)(z,y) = f(2)g(y), (IX.7)
wobei f € F.(X), g € F.(Y), z € X und y € Y. Beachte, dass {0, : = €
X} eine Basis von F.(X) und {0, : y € Y} eine Basis von F.(Y) ist. Nach
Proposition IX.2.5 bildet {6, ® ¢, : x € X,y € Y} also eine Basis von F.(X) ®
F.(Y). Weiters ist {0(z4) : (2,y) € X x Y} eine Basis von F.(X x Y). Da
O(zy) = 0z ® 0y bildet (IX.7) also eine Basis auf eine Basis ab, und liefert daher
einen kanonischen linearen Isomorphismus:

F.(X)® F(Y) = F.(X x Y).

Analog lésst sich ein Tensorprodukt endlich vieler Vektorrdume Vi, ... Vj
konstruieren, d.h. es existiert eine k-lineare Abbildung
Vix - xVioVi® @V, (V1,00 U) U] @ - @ g,

mit folgender Eigenschaft: Zu jeder k-linearen Abbildung p: Vi X -+ x Vi, = W
existiert eine eindeutige lineare Abbildung ¢: V1 ® -+ @ Vi — W, sodass p(vq ®
s @) = vy, ..., v), fiir alle v; € Vi, Durch diese universelle Eigenschaft ist
das Tensorprodukt bis auf kanonischen Isomorphismus eindeutig bestimmt. Wir
erhalten einen kanonischen linearen Isomorphismus

LV, ..., Vi, W) =LV ® - @V}, W).
Ist B; eine Basis von V;, dann bildet {b; ® --- ® by : b; € B;} eine Basis von
Vi ® - ® V. Sind alle V; endlich dimensional, dann ist auch ihr Tensorprodukt
endlich dimensional, und es gilt

dim(V; ® - - @ Vj) = dim(V;) - - - dim (V).
Sind ¢;: V; — W, linear, dann existiert genau eine lineare Abbildung

Vi@ oV, 220N Wg. e Wy

sodass (p1 @ -+ ® i) (v1, ..., vp) = @1(v1) - - - er(vr), fir alle v; € V. Es gelten
Rechenregeln analog zu denen in Proposition 1X.2.7. Ist 0 € &, eine Permutation,
so existiert eine eindeutige lineare Abbildung

Po: V1 Q- @V = Vo) @+ @ Vo (IX.8)
sodass ¢ (V1 ® -+ @ V) = Vo(1) ® - - - ® Vp(ry. Aus der Eindeutigkeit erhalten wir
Doros = Poy © Doy und ®ia = 1dy, g0V, (IX.9)
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fiir beliebige Permutationen 01,0, € &;. Daraus folgt auch, dass jedes ¢, ein
Isomorphismus mit Inverser ¢! = ¢,-1 ist. Insbesondere erhalten wir einen ka-
nonischen linearen Isomorphismus

VeoW=WaV, VR W wR .
Das Tensorprodukt ist in folgendem Sinn assoziativ:
[X.2.13. PROPOSITION. Fs existieren kanonische lineare Isomorphismen:

Ve (W) =elheV;= (Ve Vs,

U1®(U2®U3)(—>U1®U2®’U3<—)(U1®U2)®’U3.

BEWwEIS. Aus (IX.2) und (IX.3) erhalten wir:

L3(Vi, Vo, Va; W) = L(Vi, Ly (Va, Va; W)
= L(Vi,L(Va @ V3, W)) = L(Vi @ (Vo ® V3); W)

Zu jeder trilinearen Abbildung p: Vi x V4 x V3 — W existiert daher genau eine
lineare Abbildung ¢: Vi ®@ (Va®Vs) — W, sodass ¢(v1 ® (va ®v3)) = p(vy, v, v3).
Somit hat die trilineare Abbildung

VixVox V=V ((VaeVs), (v1,v2,03) = U1 ® (V2 ® v3),

die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts V; ® V5 ® V3, und wir erhalten
den Isomorphismus V; ® (Vo @ V3) =V} ® Vo ® V3. Analog ldsst sich der zweite
[somorphismus konstruieren. O

IX.3. Erweiterung der Skalare. Jede lineare Abbildung zwischen reellen
Vektorrdumen kann in natiirlicher Weise zu einer C-linearen Abbildung zwischen
komplexen Vektorrdumen gemacht werden. Letztere sind oft leichter zu studieren,
denn C ist algebraisch abgeschlossen. Oft ist es moéglich daraus Informationen
iiber die urspriingliche R-lineare Abbildung zu erlangen. Bei der Behandlung der
reellen Jordan’schen Normalform sind wir genau so vorgegangen. Im folgenden
kurzen Abschnitt wollen wir diese Konstruktion mit Hilfe des Tensorprodukts
systematischer untersuchen und verallgemeinern.

IX.3.1. DEFINITION (Teilkorper). Sei L ein Korper. Unter einem Teilkdrper
auch Unterkorper von L verstehen wir jede Teilmenge K C L, die beziiglich
der Operationen von L selbst einen Korper bildet. In diesem Fall kann L als
Vektorraum iiber K aufgefasst werden. Die Dimension dimg(L) wird als Grad
der Korpererweiterung K C IL bezeichnet.

[X.3.2. BEISPIEL. R ist ein Teilkérper von C. Q ist ein Teilkorper von R und
auch Teilkorper von C. Die Menge {a + bv/2 : a,b € Q} bildet einen Teilkorper
von R. Die Menge {a + bi: a,b € Q} bildet einen Teilkérper von C.
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Sei K C L ein Teilkérper und V ein K-Vektorraum. Es lédsst sich dann V @k L
zu einem Vektorraum iiber I machen, indem wir die Skalarmultiplikation mit
A € L durch

idy @A

VegL —=V kL, d.h. Mo @ p) =v® (M)

definieren, v € V', A\, u € LL. Dies ist wohldefiniert, denn die Skalarmultiplikation

L 2 L ist K-linear. Es sind nun die Vektorraumaxiome zu iiberpriifen: Fiir
A, Ao, € Lund v € V gilt

AM(A2(v @ p)) = v @ (Ai(A2p)) = v & ((MiAz)p) = (Aid2) (v @ p)
und daher A;(A26) = (M A2)&, fiir alle £ € V ®k L, wegen der Eindeutigkeitsaus-
sage in der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts.?’ Ebenso
(M +A)(v@p) =v@ (A + X)) = v @ (Mg + Aapr)
=@ (Mp) +v®@ Aop) =M@ p) + A2(v @ p),

and daher (A + X\2)& = M€ + A&, fiir alle £ € V ®k L, wieder aufgrund der
Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts. Alle
anderen Vektorraumaxiome lassen sich noch einfacher verifizieren. Somit ist also
V @k L ein Vektorraum iber L.
Fiir eine lineare Abbildung ¢: V' — W zwischen K-Vektorraumen, ist
V ®k L RN 7 ®x L

eine L-lineare Abbildung. Sind v € V und p, A € L, dann gilt ndmlich

(p@idL)(Av @ p) = (p@idy) (v® (An) = p(v) ® ()
= Mev) @ p) = AM(p ®@idL) (v ® ),
und daher (¢ ® idp)(A) = A((p @ idL)(€)), fiir alle £ € V ®k L. Beachte, dass
diese Konstruktion mit der Komposition von Abbildungen vertraglich ist, d.h.
(Qﬂ e} QO) X ld]L = (Qﬂ (029 ld]L) e} ((p &® ld]L) und ldV X ld]L = idV®]L,
fiir jede weitere lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen, ¢: W — U.

Ist b;, © € I eine Basis des K-Vektorraums V', dann bildet b; ® 1, ¢ € I eine
Basis des L-Vektorraums V ®x L. Nach Proposition 1X.2.5 ist dieses System
ndmlich linear unabhéngig, und jedes Element in V @k LL ldsst sich in der Form
S i@ =31 Ni(b; ® 1) schreiben, wobei \; € L. Insbesondere folgt
Fiir jede lineare Abbildungen ¢: V' — W zwischen endlich dimensionalen K-
Vektorrdumen gilt

trr (gp ® idL) = trx(¢) und dety, (gp ® idL) = detg(p)
siehe Aufgabe 59.

20Beide Ausdriicke, A;(A2€) und (A A)€ sind K-linear in €.
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Die K-lineare und injektive Abbildung
1V =V, v)=v®1

hat folgender universelle Eigenschaft: Ist W ein Vektorraum tber L, und ist
p: V. — W eine K-lineare Abbildung, dann existiert eine eindeutige L-lineare
Abbildung ¢: V @x L = W, sodass p o1 = :

1% - V ®k L

\\ -
- ~
¥ L7 e

W

Aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts V ®k IL folgt ndmlich, dass
P(v@u) := up(v) eine wohldefinierte K-lineare Abbildung V ®kIL — W definiert,
denn der Ausdruck pp(v) ist K-linear in v und p. Offensichtlich gilt @ ot = .
Ist A € L, dann @(A(v @ p)) = ¢(v @ (An)) = (A)p(v) = A(pep(v)) = Ad(v ® p),
also () = A@(§), fir alle £ € V @k L, d.h. ¢ ist auch L-linear. Die universelle
Eigenschaft liefert einen LL-linearen Isomorphismus

Li(VegL,W) = Lg(V, Wk).

wobei Wk den W zugrundeliegenden K-Vektorraum bezeichnet.

Ist V ein reeller Vektorraum, dann wird der komplexe Vektorraum V ®@g C als
Komplexifizierung von V bezeichnet. Bei der Behandlung der reellen Jordan’schen
Normalform in Abschnitt VI.4 wurde diese erfolgreich verwendet, allerdings ha-
ben wir dort mit einer ad hoc Definition der Komplexifizierung gearbeitet.

IX.4. Tensoralgebra. Unter einer K-Algebra verstehen wir einen K-Vek-
torraum A zusammen mit einer K-bilinearen Abbildung, der Multiplikation,

AxA— A, (a,b) — ab.

Die Algebra wird assoziativ genannt, wenn (ab)c = a(bc), fur alle a,b,c € A.
Ein Element e € A heiit Finselement, falls ea = a = ae, fir alle a € A. In
diesem Fall ist das Einselement eindeutig bestimmt und wird meist mit 1 € A
bezeichnet. Existieren Teilrdume A? sodass A = @qEZ A7 und gilt ab € APTY,
fiir alle a € AP und b € A9, dann sprechen wir von einer graduierten Algebra.

Seien A und A’ zwei K-Algebren. Unter einem Algebrahomomorphismus ver-
stehen wir eine K-lineare Abbildung ¢: A — A’ die auch mit der Multiplikation
vertraglich ist, d.h.

p(ab) = ¢(a)p(b),
fiir alle a,b € A. Besitzen A und A’ Einselemente, dann verlangen von einem
Algebrahomomorphismus auch ¢(1) = 1. Ein Algebrahomomorphismus ¢: A4 —

A’ wird als Algebraisomorphismus bezeichnet, wenn ein Algebrahomomorphismus
P: A" — A existiert, sodass ¢ o o =id4 und @ o) = idy.
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[X.4.1. BEISPIEL. Ist X eine Menge, dann bildet der Vektorraum aller Funk-
tionen, F'(X,K), mit der tiblichen (punktweisen) Multiplikation von Funktionen,
eine K-Algebra mit Eins. Ist X ein topologischer Raum, dann bildet die Menge
aller stetigen Funktionen, C'(X;R), eine reelle Algebra. Analog ist die Menge der
komplexwertigen stetigen Funktionen, C'(X; C), eine komplexe Algebra. Auch die
Menge der stetigen Funktionen mit kompakten Trager, C.(X;R) bzw. C.(X; C),
bilden Algebren iiber R bzw. C, besitzen jedoch fiir nicht kompaktes X kein Eins-
element. Alle diese Algebren sind kommutativ, d.h. es gilt ab = ba fiir beliebige
a und b.

[X.4.2. BEISPIEL. Ist V ein K-Vektorraum, dann bildet end(V") beziiglich der
Komposition linearer Abbildungen eine, i.A. nicht kommutative Algebra. Ebenso
ist M,«n(K) beziiglich Matrizenmultiplikation eine nicht kommutative Algebra.
Ist V' ein n-dimensionaler Vektorraum, dann liefert jede Basis von V einen Alge-
braisomorphismus M,y (K) = end (V).

Fiir jeden Vektorraum V und g € Ny definieren wir

TV =V ---V.
————
q Faktoren

Insbesondere T°V =K, T'V =V, T?V =V @V und T3V =V @V ® V. Jede
lineare Abbildung ¢: V' — W induziert eine lineare Abbildung

Ti: TV — TIW, Tio:=p®--- X p.
Offensichtlich gilt

T o) = (TW) o (T) und T7idy = idpay, (IX.10)
fiir jede weitere lineare Abbildung ¢): W — U. Dariiber hinaus gilt, siehe (IX.8),
¢s 0 Tl = (T) 0 ¢y, (IX.11)

fiir jede Permutation o € &, denn fiir vy, ...,v, € V haben wir

0o (T70) (11 @ -~ @ ) = b (0(v1) ® -+~ @ (vy))
= @(Vs(1)) @+ @ 0(Vo(g))
= (T"¢)(Vo(1) @+ ® Vg(g))
= (T) (¢0(U1 - & Uq))7

also auch ¢, ((T%)€) = (T%) (P, (€)), fiir alle £ € TV
Ist by,...,0b, eine Basis von V', dann bilden die Vektoren

bi1®"'®biq, 1§i1,...,iq§n, (IX12)

eine Basis von TV, sieche Proposition [X.2.5. Fiir jeden endlich dimensionalen
Vektorraum V' gilt daher

dim(7V) = dim(V')“.
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Wir definieren:

TV=FTv=KoVae (VeV)e (VaVelV) e .

q=0

Beachte, dass TV unendlich dimensional ist, falls V' # 0.

IX.4.3. SATZ (Tensoralgebra). Sei V' ein Vektorraum dber einem Kérper K.

Die bilinearen Abbildungen TPV x TV Ly TPHaV induzieren eine bilineare Ab-
bildung

TV xTV & TV.
Dadurch wird TV zu einer assoziativen graduierten Algebra mit Finselement

1€ K=TV CTV. Jede lineare Abbildung o: V — W induziert einen Al-
gebrahomomorphismus Ty = @zio Tlp: TV — TW, und es gilt

T(@D e} (p) = (TID) @) (T(p) sowie T(ldv) = idTv,
fiir jede weitere lineare Abbildung 1: W — U. Die kanonische lineare Inklusion
12V — TV, die wir aus der Identifikation V = T'V C TV erhalten, hat folgende
universelle Eigenschaft: Ist A eine assoziative K-Algebra mit Eins und ¢: V — A
linear, dann ezistiert genau ein Algebrahomomorphismus ¢: TV — A, sodass

por=, dh Qly =¢:

Durch diese Eigenschaft ist TV zusammen mit der Abbildung v: V — TV bis auf
kanonischen Algebraisomorphismus eindeutig bestimmt, d.h. ist T eine weitere
assoziative K-Algebra mit Eins und i: V. — T eine lineare Abbildung, die die
selben Figenschaft wie 1:'V — TV hat, dann existiert ein eindeutiger Algebrai-

somorphismus ¢: TV =N ‘7, sodass poL=1.

BEWEIS. Aus den vorangehenden Betrachtungen ist klar, dass TV eine gra-
duierte assoziative Algebra mit Eins bildet. Wir werden daher nur die universelle
Eigenschaft der Abbildung ¢: V' — TV verifizieren. Sei also ¢: V' — A linear.
Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung ¢P: TPV — A, sodass

P01 ® - ®@vy) = p(v1) - p(vp), (IX.13)

fiir alle v; € V, denn die rechte Seite ist linear in jedem wv;. Diese induzieren
eine lineare Abbildung ¢: TV — A, sodass @|r»y = @P. Offensichtlich ist ¢ ein
Algebrahomomorphismus und es gilt ¢ o1 = . Auch die Eindeutigkeit von ¢ ist
offensichtlich, denn fiir einen Algebrahomomorphismus muss (IX.13) gelten.
Aus der universellen Eigenschaft von T'V erhalten wir einen eindeutigen Al-
gebrahomomorphismus ¢: TV — T, sodass ¢ o+ = . Aus dem gleichen Grund
existiert ein Algebrahomomorphismus v : T'— TV, sodass oz = 1. Wir erhalten
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Yopor=1=idpy oL, also 1 o ¢ = idyy wegen der Eindeutigkeitsaussage in der
universellen Eigenschaft von T'V. Analog lasst sich ¢ o1 = id; zeigen. Folglich
sind ¢ und 1 zueinander inverse Algebraisomorphismen. U

IX.5. Grassmann Algebra. Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt auf
Vektorrdume iiber einem Korper K mit Charakteristik 0. Sei V' ein Vektorraum
iber K. Wir erinnern uns, dass jede Permutation ¢ € &, einen linearen Isomor-
phismus

¢o: Tqv_>Tqv’ ¢U(U1®"'®Uq> = Us(1) ®"'®Ucr(q)7
induziert, sodass ¢, = ¢, 0 ¢, und ¢iq = idray, fiir aller 0,7 € &,. Es bezeichne
AV = {SET‘IV‘VUEGq:qﬁU( = sign(o f}

den Teilraum der alternierenden Tensoren. Beachte, A°V = K und A'V = V.
Ist ¢o: V — W eine lineare Abbildung, dann folgt aus (IX.11), dass die lineare
Abbildung T9: TV — TYW den Teilraum A?V in den Teilraum AW abbildet.
Wir bezeichnen diese Einschrankung mit

Ap: ATV — AT
Aus (IX.10) erhalten wir sofort
A o @) = (A1) o (Ap) und A(idy ) = idpay,
fiir jede weitere lineare Abbildung : W — U.
[X.5.1. LEMMA. Die lineare Abbildung

A: TV — TV, Z&gn )bos
! UGGq
ist ein Projektor, A> = A, mit img(A) = AV, und es gilt
Ao ¢, =sign(o)A = ¢, 0 A, (IX.14)

fiir jede Permutation o € &,.
BEWEIS. Wir beginnen mit (IX.14): Da &, aus ¢! Permutationen besteht:

Ao ¢, = % Z sign(o)o, o ¢, = p Z sign(o)pqr

T 0eBy ’ 0€6q
Z sign(o7 )¢, = sign(r Z sign(o)¢, = sign(71)A.
UEGq 066q
Analog lésst sich die zweite Gleichheit in (IX.14) zelgen Daraus folgt nun:
AocA=— Zs1gn s 0 A=— ZA A.
: UGSq ! 0€6q

Somit ist A ein Projektor, aus (IX.14) folgt sofort img(A) = AV O
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Fiir zwei Vektorrdume V und W bezeichne L2(V;W) C Ly(V,...,V; W)
den Vektorraum der g-linearen alternierenden Abbildungen p: V x---xV — W.
Diese kénnen durch jede der folgenden dquivalenten Eigenschaften charakterisiert
werden:

(a) 1(Vo(1), - - -5 Vo(q)) = sign(o)p(vy, ..., vq), fiir alle vy,...,v, € V und o € &,.

(b) p(v1,...,v,) wechselt das Vorzeichen wenn zwei Eintragungen v; und v; ver-
tauscht werden, i # 7.

(c) p(vr,...,vy) =0, falls vy, ..., v, linear abhéngig sind.

(d) p(vr,...,vy) =0, falls ¢ # j existiert, sodass v; = v;.

(e) p(vy,...,vy) =0, falls i existiert, sodass v; = v;41.

[X.5.2. PROPOSITION. Die g-lineare alternierende Abbildung
VX xV = AV, (V1) P L A Ay = A ® - ® ),

besitzt folgende universelle Figenschaft: Ist p: 'V x --- x V. — U eine q-lineare
alternierende Abbildung, dann existiert genau eine lineare Abbildung p: A1V —
U, sodass p(vy A\ -+ ANvg) = p(vr, ..., v,), fiir alle vy, ... v, € V:

Vx.-xV AV
x L7 e
U
Dies liefert einen kanonischen linearen Isomorphismus
L2(V;U) = L(A"V,U).

Durch obige universelle Eigenschaft ist NV zusammen mit der q-linearen alter-
nierenden Abbildung V x --- x V. — AV bis auf kanonischen Isomorphismus
eindeutig bestimmit.

BeEweEIs. Aus (IX.14) folgt sofort, dass A(v; @ --- ® v,) alternierend ist. Da
{v ®---®uv, : v1,...,v, € V} ein Erzeugendensystem von 79V bildet, ist
{A(vy ® - ®wy) : v1,...,v, € V} ein Erzeugendensystem von A?V = img(A).
Daraus folgt sofort, dass die lineare Abbildung ¢: A9V — U durch die Bedingung
o(vr A= Avg) = p(vy, ..., v,) eindeutig bestimmt ist, falls sie existiert. Um die
Existenz zu zeigen, bezeichne ¢: T?V — U die eindeutige lineare Abbildung,
sodass

P ® -+ ®vy) = p(vy, ..., 0,),
fiir alle vy,...,v, € V. Da p alternierned ist, gilt

(P ods)(1® ... Q) = G(Va(1) @+ Vo)) = (Va(1); - - -, Vo(q))
= sign(o)u(vy, ..., v,) =sign(o)p(v; ® - - - @ v,),

fiir jede Permutation o € G, also

B0 ¢, = sign(o).
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Daraus erhalten wir o A = ¢, denn
Fod=— Y sign(e)god, —~ 3 p-a
T 0€G, £ 0B,

Bezeichnet nun ¢ := @|aqy: AV — U die Einschriankung, so folgt
pwi A~ Avy) = AW - B 0,) = Gor B - @ vy) = (v, . vy).
Die verbleibenden Behautungen sind nun offensichtlich. U

[X.5.3. BEISPIEL. Die Determinant kann als
det € LK™ K) = L(A"K", K)
aufgefasst werden.

Wir definieren:

R _AO 1 2 3
AVrQMW_AV@AVGMHf®AV®~~

q=0 =K =V
IX.5.4. SATZ (Grassmann Algebra). Die bilineare Abbildung
APV x ATV S APRY (o, 8) = a A B = Ala® ) (IX.15)

hat folgende FEigenschaften:

(a) a N(BAY)=(aAB)Ny, firaleae APV, g€ ANV und vy € A"V.

(b) aNB=(=1)"B A, fir ale o € APV und € AV

(c) (APT9p)(anp) = (APp)(a) A(A%)(B) fiir jede lineare Abbbildung ¢: V — W.

D.h. die von (IX.15) induzierte bilineare Abbildung AV x AV 2 AV macht
AV zu einer graduiert kommutativen und assoziativen Algebra mit Einselement
1 € K = AW C AV. Diese Algebra wird als #uBere Algebra oder Grassmann
Algebra bezeichnet. Jede lineare Abbildung @: V — W induziert einen Algebra-
homomorphismus Ap: AV — AW, Ap = @Zio N, und es gilt

Ao p) = (AY) o (Ay) sowie (Aidy) = iday,
fiir jede weitere lineare Abbildung 1: W — U. Die lineare und injektive Abbildung
v:' Vo — AV, die wir aus der Identifikation V. = AV C AV erhalten besitzt
folgende universelle Eigenschaft: Ist A eine assoziative K-Algebra mit Eins, und
p: V. — A eine lineare Abbildung, sodass p(v)p(v) = 0, fir alle v € V, dann
existiert ein eindeutig bestimmter Algebrahomomorphismus ©: AV — A, sodass
poir=, dh Qly =p:

Durch diese universelle Figenschaft ist AV zusammen mit der Abbildung ¢ bis auf
kanonischen Isomorphismus eindeutig bestimmd.
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BEWEIS. Wir beginnen mit (b). Es bezeichne 7 € &,,., folgende Permutation:
, 1+q falls1 <i<p
(1) =« . ,
1—p fallsp+1<i<p+gq.
Fiir beliebige v; € V' gilt daher:
G- (1@ @V @ V1 @ @ Upag) = Upy1 ®++* R Uy OV Q- R
also auch ¢, (£ ®@n) =n ®¢, fir alle £ € TPV und n € T9V. Inbesondere
BRa=¢(a®f).
Da sign(7) = (—1)?? folgt mit (IX.14)
frha=AB®a)=Ad-(a®p)) =sign(r)A(a @ f)) = (=1)Ma A f.
Um auch (a) zu zeigen, werden wir unten
A((A) @n) = A(E®n) = A(E® An) (IX.16)
fiir alle £ € TPV und n € TV herleiten. Ist dies gelungen, dann folgt

aN(BAY)=Ala® AB®7))
=Ale® 7)) =A(A(a®B)®7) = (A B)Ary.

Um (IX.16) zu zeigen, fassen wir Permutationen o € &, auch als Permutationen
o € Gy, auf:

(i) = o(i) falls1 <i<p
) falls p+1<i<p+q.
Es gilt daher (¢,€) ® n = ¢5(§ ® n), fir alle £ € TPV und n € T7V. Da offen-
sichtlich sign(&) = sign(o) erhalten wir aus (IX.14)
A((¢s€) ®n) = A(d5(6 @ 1)) = sign(5)A(€ @ 1) = sign(0) A(§ @ n)
und somit
A((A @) ngn ((6:6) @) ZA§®77 AE®@n).
p! oEG), P! gEG,

Die zweite Gleichheit in (IX.16) ldsst sich vollig analog behandeln. Um (c) zu
zeigen, verwenden wir (IX.11) um

(Ap)o A= Ao (T)

herzuleiten. Es folgt dann:

(A" p)(a A B) = (A"M9) (Ala ® B))
= A((T""p)(a @ B)) = A((T7¢)(a) @ (T79)(8B))
= A((AP9)(a) @ (Mp)(B)) = (APp)(a) A (AT9)(8B).
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Nun zur universellen Eigenschaft der Abbildung ¢: V' — AV. Nach Propositi-
on IX.5.2 existiert eine eindeutige lineare Abbildung ¢7: AV — A, sodass

G A= Avg) = (1) - -+ o(vy),
denn die rechte Seite ist nach Voraussetzung alternierend. Diese Abbildungen
induzieren eine lineare Abbildung ¢: AV = AV — A fiir die offensichtlich
P o= gilt. Es ldsst sich leicht zeigen, dass dies ein Algebrahomomorphismus
ist, der durch ¢ o1 = ¢ vollig festgelegt ist. Die verbleibenden Behautungen sind

nun offensichtlich. O
[X.5.5. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und by, ..., b,

etne Basis von V. Dann bilden die Vektoren
by, N+ Nby,, 1<y <ig<---<iy<m, (IX.17)

eine Basis von A1V . Inbesondere gilt N1V =0, fir alle ¢ > n und daher

Av:@AW:AOV@AIV@AW@.-.@AW

q=0
Weiters gilt
dim(A7V) = <n) und dim(AV) = 2™
q
BewEIs. Da die Vektoren b;; ® -+ ®b;, 1 < iy,...,17, < n, eine Basis von

TV bilden, ist
biy N Nbyy = A(b;, ® - ® by, ), 1<4,...,i <mn,

ein Erzeugendensystem von A7V = img(A). Nach Satz IX.5.4(b) haben wir wei-
ters by(iy) N -+ Abggiy) = by A« Aby, fiir jede Permutation o € &,, und es

gilt b, A---Ab;, = 0, falls wenigstens zwei der Indizes iy, ..., 1, ibereinstimmen.
Somit bilden auch die Vektoren
bil/\"'/\biq, 1§z’1<...<iq§n,

ein Erzeugendensystem von A9V .
Um die lineare Unabhéingigkeit einzusehen, seien \;, ;, € K, sodass

Z >\i1...ith VANKIERIVAN biq =0.
1< <+ <ig<n

Da by, A~ Aby, = A(by, @ ---®b;,), folgt

1<iy<-<ig<n
sign(o) A,
=Y ) T el © - ® gy

|
0€Gg 1<iy<-<ig<n a
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Beachte, dass die Vektoren
bo(iy) @+ + @ bo(iy), ceG, 1<y<---<1,<n

sign(o)Aiq .4

linear unabhéngig in TV sind, siehe (IX.12). Folglich T = 0, also
Aiy.ig = 0, fiir alle 1 <4y < --- < ig < n. Dies zeigt, dass die Vektoren (IX.17)
auch linear unabhéngig, also eine Basis von A?V sind. Da diese Basis aus ( ) Ele-

menten besteht, folgt dim(A?V) = (Z) und dann dim(AV) = >0 dim(AV) =

D a0 ( ) = (1+1)" = 2" mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes. O

[X.5.6. BEISPIEL. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und ¢: V. — V
linear. Nach Proposition IX.5.5 ist A"V ein 1-dimensionaler Vektorraum, die
lineare Abbildung A"p: A"V — A"V ist daher durch Multiplikation mit einem
Skalar gegeben. Tatsdchlich gilt

A" = det(p) idpny .

Um dies einzusehen, nehmen wir zunéchst an, dass ¢ diagonalisierbar ist. Es
existiert daher eine Basis b,...,b, von V und Skalare \; € K mit ¢(b;) = \;b;.
Nach (IX.17) bildet der Vektor b; A --- A b, eine Basis von A"V und

(A"@)(br A -+ Abn) = @(br) A=+ A p(bn)
= Aby A A XD, = det(p)by A -+ A by,
Der allgemein Fall ist in Aufgabe 64 zu verifizieren.

[X.5.7. BEISPIEL. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und ¢: V — V
linear. Dann gilt fiir die Koeffizienten des charakteristioschen Polynoms:

det(p + zidy) = Ztr ANy

Wir nehmen wieder an, dass ¢ dlagonahslerbar ist. Es existiert daher eine Basis
bi,...,b, von V und Skalare A\; € K mit ¢(b;) = \;b;. Somit

(AqQO)(bzl VANREIWAN biq) = QO(b“) VANREIEWAY QO(qu) = )‘il ce )\iqbil VANRIERWAY biq-
Aus (IX.17) folgt daher

tr(Ap) = Z Air e Ny

1<iy <<ig<n

also

det(p + zidy) = H)x + 2)
7j=1

n

= Z )\il s )\,-qz"_q = Zn: tI'(AqQO)Zn_q.
q=0

=0 1<i<--<ig<n
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Der allgemeine Fall ist in Aufgabe 65 zu behandeln.

IX.5.8. BEISPIEL. Seien V und W zwei endlich dimensionale Vektorriaume.
Weiters bezeichnen ¢1: V - VW und ty: W — V @ W die beiden kanonischen
Inklusionen. Dann induzieren die linearen Abbildungen

APV @ AW — APV a W), a® B (Au)(e) A (Aw)(B),

eine lineare Abbildung @, ,_, APV QAW — A¥(V@W). Aus Proposition IX.5.5
folgt, dass diese Basen auf Basen abbildet. Wir erhalten daher einen kanonischen
linearen Isomorphismus

Myew)=  AVerw
pt+q=k

und auch A(V e W) = (AV) @ (AW).

[X.5.9. BEISPIEL. Die Komposition AV* C T9V* = (T9V)* — (A7V)*, siehe
(IX.6), liefert einen kanonischen linearen Isomorphismus

* * al .
AV = (ATV)* = LYV K).

Fir o € APV* = L2%(V;K) und § € AV* = LIY(V;K) ist a A § € APHIV* =
L (V;K) durch

p+q

(A B) (V1. Vpig)

1

T > sign(@)a(voq), - Vo) BUoprs - Vapr)

gegeben, wobei vy, ..., v,44 € V.

Die duflere Algebra AV kann auch als Quotient der Tensoralgebra T'V definiert
werden, und diese Konstruktion ist fiir Kérper beliebiger Charakteristik sinnvoll.
Details dazu finden sich in [11, Chapter 4.6].

0€6p+q

IX.6. Symmetrische Algebra. Wir beschrinken uns auch in diesem Ab-
schnitt auf Vektorrdume iiber einem Korper K der Charakteristik 0. Sei V' ein
Vektorraum iiber K. Es bezeichne

SW = {E €TV |Vo € &,: ¢,(€) =€},

den Teilraum der symmetrischen Tensoren. Beachte, S°V = K und S'V = V.
Ist ¢: V' — W eine lineare Abbildung, dann folgt aus (IX.11), dass die lineare
Abbildung T9%: TV — TYW den Teilraum S?V in den Teilraum S?W abbildet.
Wir bezeichnen diese Einschriankung mit

Stp: SV — SUW.
Aus (IX.10) erhalten wir sofort
S o) = (S%) o (S%p) und Si(idy) = idgay,
fiir jede weitere lineare Abbildung ¢: W — U.
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[X.6.1. LEMMA. Die lineare Abbildung
STV STV, 8= 5 3 66,
o€S,
ist ein Projektor, S* = S, mit img(S) = SV, und es gilt
Sop,=8=¢,008, (IX.18)
fiir jede Permutation o € &,.

BEWEIS. Wir beginnen mit (IX.18): Da &, aus ¢! Permutationen besteht:
1 1 1
SOQST:aZéUO(?T:aZ(?UT:aZ¢U:S'

T 0€G, T 0€B, T 0€G,

Analog lésst sich die zweite Gleichheit in (IX.18) zeigen. Daraus folgt nun:
1 1
SoS:a ZgbaoS:a Y s=s

" 0€G, T 0€G,
Somit ist S ein Projektor, aus (IX.18) folgt sofort img(S) = SIV. O
Fiir zwei Vektorraume V' und W bezeichne L™ (VW) C Ly(V,...,V; W)
den Vektorraum der g-linearen symmetrischen Abbildungen p: V x---xV — W.

Diese kénnen durch jede der folgenden dquivalenten Eigenschaften charakterisiert
werden:

(@) (V1) - -5 Vo(q)) = p(v1,...,0q), fiir alle v1,...,v, € V und 0 € G,.

(b) p(vy,...,v,) bleibt unverédndert wenn zwei Eintragungen vertauscht werden.

(¢) p(vy,...,v,), bleibt unverdndert wenn zwei benachbarte Eintragungen ver-
tauscht werden.

[X.6.2. PROPOSITION. Die q-lineare symmetrische Abbildung
VX -xV =SV, (V1. 0g) U =S ® - ® vy,

besitzt folgende universelle Figenschaft: Ist p: V x --- x V. — U eine g-lineare
symmetrische Abbildung, dann existiert genau eine lineare Abbildung p: SV —
U, sodass p(vy---vg) = p(v1,...,v,), fir alle vy,...,u, € V:

Vx...xV SV

s
7
n L7 e

U
Dies liefert einen kanonischen linearen Isomorphismus
LY™(V;U) = L(S™V, U).
Durch obige universelle Figenschaft ist STV zusammen mit der q-linearen sym-

metrischen Abbildung V x --- x V. — SV bis auf kanonischen Isomorphismus
eindeutig bestimmit.
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Bewels. Aus (IX.18) folgt sofort, dass S(v; ® --- ® v,) symmetrisch ist. Da
{v ® -~ ®wv, : v1,...,v, € V} ein Erzeugendensystem von 79V bildet, ist
{S(v1 ®---®v,) : v1,...,9, € V} ein Erzeugendensystem von SV = img(.S).
Daraus folgt sofort, dass die lineare Abbildung ¢: SV — U durch die Bedin-
gung p(vy---vy) = p(v1,...,v,) eindeutig bestimmt ist, falls sie existiert. Um
die Existenz zu zeigen, bezeichne ¢: T9V — U die eindeutige lineare Abbildung,
sodass

@(U1®"‘®Uq) :M('Ula--'avq)>
fiir alle vy,...,v, € V. Da p symmetrisch ist, gilt

(@0 do)(v1®...Qv) =@(Vo1) ® +* ®Vs(q)) = (Vo(1), - - - Va(g))
::U’(Ulv”’vvt]) = @(Ul ®"'®UQ)7
fiir jede Permutation o € &,, also
Pog, =9
Daraus erhalten wir ¢ o .S = ¢, denn
N 1 . 1 L.
s@oSZEZs@O%ZEZw:@
c€B,y 0eGy
Bezeichnet nun ¢ := @|gqy: SV — U die Einschrankung, so folgt
pv1---vg) = G(S(1 Q-+ @) = P01 @ -+ ©vg) = p(vy, ..., V).
Die verbleibenden Behautungen sind nun offensichtlich. U

Wir definieren:

— _ 0 1 2 3
SVi=Psv=5V e Ve sV e Ve
q=0 =K =V
Genau wie in Satz [X.5.4 lasst sich zeigen:

IX.6.3. SATZ (Symmetrische Algebra). Die bilineare Abbildung
SPV x SV — SPTIV, (o, B) = af = S(a® [) (IX.19)

hat folgende FEigenschaften:

(a) a(By) = (aB)y, fir alle a € SPV, € SV und v € S"V.

(b) aff = Ba, fir alle o« € SPV und g € SV

(c) (SPT9p)(af) = (SPe)(a)(S%)(B) fir jede lineare Abbbildung ¢: V — W.
D.h. die von (I1X.19) induzierte bilineare Abbildung SV x SV — SV macht SV
zu einer kommutativen und assoziativen graduierten Algebra mit Finselement
1 € K= S C SV. Diese Algebra wird als symmetrische Algebra bezeich-

net. Jede lineare Abbildung ¢: V — W induziert einen Algebrahomomorphismus
Sp: SV — SW, Sp =D, 5%, und es gilt

S(pop)=(SY)o(Sp) sowie S(idy) = idgy,
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fiir jede weitere lineare Abbildung 1: W — U. Die lineare und injektive Abbildung
v:'V — SV, die wir aus der Identifikation V = SV C SV erhalten besitzt fol-
gende universelle Figenschaft: Ist A eine kommutative und assoziative K-Algebra
mit Fins, und p: V — A eine lineare Abbildung, dann ezistiert ein eindeutig be-
stimmter Algebrahomomorphismus ¢: SV — A, sodass p ot = @, d.h. |y = p:

Durch diese universelle Eigenschaft ist SV zusammen mit der Abbildung ¢ bis auf
kanonischen Isomorphismus eindeutig bestimmdt.

[X.6.4. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und by, ..., b,
eine Basis von V. Dann bilden die Vektoren®
bclll"'b;ll", &1,...,an€N0, a;+---+a, =q, (IX20)

eine Basis von STV . Insbesondere gilt
—1
dim(S9V) = (" +4a )
q
BEWEIS. Wie zuvor, ldsst sich leicht zeigen, dass die Vektoren (IX.20) ein
Erzeugendensystem von S?V bilden. Um auch die lineare Unabhéngigkeit einzu-
sehen, seien \,, ., € K, sodass

D Maranbit e b =0,
a1++an=q
Dann gilt also

S( Y M@ @@ @b, @ @b, | =0.
S——— S———

ai+--tan=q a1 Faktoren an Faktoren

Daraus lésst sich A\, .4, = 0 herleiten. Dies zeigt, dass die Vektoren (IX.20) linear

unabhingig in SV sind. Da die Basis (IX.20) aus (”+Z_1) Elementen besteht,

folgt dim(S7V) = ("*771). O

q

[X.6.5. BEISPIEL. Seien V und W zwei endlich dimensionale Vektorriaume.
Weiters bezeichnen ¢1: V - VW und 1y: W — V @ W die beiden kanonischen
Inklusionen. Dann induzieren die linearen Abbildungen

SPV @ STW — SPH(V e W),  a® B (SPu)(a)(S%:)(8),

21Da es nicht auf die Reihenfolge ankommt schreiben wir hier

b‘lll...b‘:ln:: bl"'bl bnbnu
—— ———
a; Faktoren a, Faktoren

wobei b9 := 1.
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eine lineare Abbildung B, ,_;, SPV @S W — Sk(V@W). Aus Proposition 1X.6.4
folgt, dass diese Basen auf Basen abbildet. Wir erhalten daher einen kanonischen
linearen Isomorphismus
SFVew)= P Ve sw
p+q=k

und auch S(V e W) = (SV) @ (SW).

IX.6.6. BEISPIEL (Polynomalgebra). Die Komposition

SV CTIV = (TWV)" — (SV)*,
siehe (IX.6), liefert einen kanonischen linearen Isomorphismus
SWV* = (SWV)* = L™ (V;K).

Mittels Polarisieren, ldsst sich zeigen, dass Elemente p € Lflym(V;K) durch die

Werte p(v) := pu(v,...,v) eindeutig bestimmt sind. Fiir o € SPV* = LY™(V; K)
und 3 € S9V* = L¥™(V;K) ist af € SPHV* = L7 (V; K) durch

p+q
(@B)(v) = a(v)B(v),
d.h. durch punktweise Multiplikation gegeben. Somit kann SV* mit der Algebra
der Polynome V' — K identifiziert werden.

Die symmetrische Algebra SV kann auch als Quotient der Tensoralgebra TV
definiert werden, und diese Konstruktion ist fiir Korper beliebiger Charakteristik
sinnvoll. Details dazu finden sich in [11, Chapter 4.5].
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Ubungen zu “Einfithrung in die lineare Algebra und Geometrie”

Wintersemester 2011/12
Stefan Haller

1. Seien n,m € N und a;; € R. Zeige, dass die Abbildung : R® — R™,
T 1121 + -+ A1p Ty ain Q1n
Y| = : SuiEC NN IR e el o 70 IR I
T 11 + + F Ty am1 Umn
linear ist, d.h. fiir alle z,z € R™ und alle A € R gilt
G+ F) = (@) +v(E) und $Oe) = A(a).

2. Sei¢p: R™ — R™ eine lineare Abbildung, d.h. es gelte ¥(x+2) = ¥ (x)+1(Z)
und ¥ (Az) = M(x), fiir alle z, # € R" und alle A € R. Zeige, dass die Menge

L:={x eR"|¢(x) =0}

einen Teilraum bildet, d.h. fir allez,z2 € Lund A € Rgilt z+2 € L und Ax € L.
Zeige weiters, dass auch

W=img(y) ={y € R™ [z € R" : ¢(z) = y}
ein Teilraum ist, d.h. fiir alle y,y € W und alle A € R gilt y+y € W und Ay € W.
3. Zeige, dass das Gleichungssystem

T +2.§L’2 +3LE3 = Uy
21’1 +5SL’2 +8£L’3 +35L’4 = Y2
3LU1 +8.§L’2 +14LE‘3 +8.§L’4 = Y3

+35L’2 +8£L’3 +14LL’4 = Y

fiir jedes y € R* genau eine Losung € R* besitzt und bestimme diese Losung.
Was bedeutet dies fiir die Abbildung

I r + 25(72 + 35(73
. Tpd 4 xo | | 221+ 572 + 823 + 314
wR - R ’ ¢ X3 T 3$1+8$2+14LL’3—|—85L’4
Ty +3x9 + 813 + 1424

4. Fiir welche y € R* besitzt das Gleichungssystem

2!13'1 —3!13'2 21’3 = U
45(71 —6.]72 —4.773 = Y2
6xr; —9xy —6x3 = Y3

—2.]71 +3LU2 +2LE‘3 = Ya

wenigstens eine Losung € R3. Gib ein Gleichungssystem mit moglichst wenigen
Gleichungen fiir die Menge dieser y an.
1



5. Betrachte das homogene Gleichungssystem

T +4£L’4 +5ZE5 =
1 +2x9 +10xy +13z5 =
—I1 +x9 +3£E3 +5£L’4 +8ZE5 =
21’1 +2!I§'2 +x3 +16ZI§'4 ‘|‘21ZL’5 =

o O OO

Bestimme eines Basis des Losungsraums
L= {:B € R | z geniigen allen vier Gleichungen oben},
d.h. bestimme Vektoren bq,...,b € L, sodass sich jedes x € L in der Form
xr=81b+ -+ s

schreiben lésst, fiir eindeutig bestimmte Skalare sq,...,s; € R. Hinweis: | = 2.
Gib auch ein Gleichungssystem fiir L an, das nur aus drei Gleichungen besteht.

6. Sei ¢p: R™ — R™ linear, d.h. es gelte ¥(x + ) = ¥ () +(Z) und Y (A\z) =
Mp(x), fiir alle z, 7 € R™ und alle A € R. Fiir y € R™ betrachte

Ly :={z e R" [¢(x) =y}

und setze L := Ly = {x € R” | ¢(x) = 0}. Weiters sei §, € L,. Zeige, dass die
Abbildung

¢y: L > Ly, ¢,(x) =¢& +u,
eine Bijektion ist und schlieBe daraus
L,={{+x|¢(x) =0} =¢,+ L.

Was bedeutet dies fiir ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n
Variablen?

7. Sei ¢p: R" — R™ linear und ¢ € R™. Zeige, dass die Abbildung
¢:R" = R"™,  o(x) :=E+Y(x),
affin ist, d.h. es gilt
oAz + (1 = N)E) = Ao(x) + (1 — N)o(T),
fiir alle z, 7 € R™ und alle A € R. Wann ist ¢ linear?
8. Bestimme alle komplexen Losungen des Gleichungssystems

2 +izg +(1+4+1i)zy = i—1
(24+1)z1 +(—3+1)2 +2izg = =5

d.h. bestimme alle z = (21, 29, 23) € C? die den beiden Gleichungen geniigen.
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9. Zeige, dass das Gleichungssystem
iZl +2i22 —|—(1+i)23 = w1
(1+i)z +2+1)z +B+2i)z = wy
(241)z; +(4+2i)z0 +(1+2i)2z5 = ws
fiir jedes w € C3? eine eindeutige Losung z € C3 besitzt und bestimme diese
Losung. Was bedeutet dies fiir die Abbildung

21 iZl + 2i2’2 + (]_ + i)Zg
Pp: C* — C3, vl | = Q4+id)a+ 2+i)zn+ (3+2i)z |?
23 (241)z + (44 21)20 + (1 + 2i) 23

10. Bestimme alle rationalen Losungen des Gleichungssystems

1 1 2 _
51’1 + 51’2 + §£L'3 =

NI Wl

%1’1 + %1’2 + %l’g =
d.h. bestimme alle x = (x1, 15, 23) € Q3, die dieses System l6sen.

11. Sei K ein Korper und n € N. Zeige, dass K" beziiglich komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation einen K-Vektorraum bildet, vgl. Beispiel 11.1.3
aus der Vorlesung.

12. Sei K = Z,, wobei p eine Primzahl bezeichnet. Aus wievielen Elementen
besteht der Vektorraum K"?

13. Sei X eine Menge und V ein Vektorraum iiber K. Zeige, dass die Menge
aller Abbildungen X — V beziiglich punktweiser Addition und Skalarmultiplika-
tion einen K-Vektorraum bildet. Hinweis: In der Vorlesung haben wir bereits die
Vektorraumaziome (V1) — (V8) und (V6) diberpriift, siehe Beispiel 11.1.6. Zeige
nun analog, dass auch die restlichen Aziome gelten.

14. Sei X eine Menge und K ein Korper. Zeige, dass die punktweise Multipli-
kation K-wertiger Funktionen X — K folgende Eigenschaften besitzt:

(a) f(gh) = (fg)h

(b) fg=g9f

(¢) 1f = f = f1, wobei 1: X — K die konstante Einsfunktion bezeichnet.

(d) f(g1+g2) = for + fg2 und f(Ag) = A(fg)

(e) (fi + f2)g = fig+ fag und (Af)g = A(fg)

fiir beliebige Funktionen f, fi1, f2,9,91,92,h: X — K und A € K. Die Menge
aller Funktion X — K bildet daher eine kommutative K-Algebra mit Eins, vgl.
Bemerkung I1.1.7 aus der Vorlesung.

15. Zeige, dass K|z], d.h. die Menge der Polynome mit Koeffizienten in ei-
nem Korper K, tatséchlich einen K-Vektorraum bildet. Zeige weiters, dass die
Multipikation von Polynomen folgende Eigenschaften besitzt:

(a) p(gr) = (pq)r

3



(b) pg=qp
(c) 1p=p =pl, wobei 1 =1+ 0z + 022+ - -+ das Einspolynom bezeichnet.
(d) r(p+¢q) = rp+rq und p(Aq) = A(pq)

(e) (p+q)r = pr+qr und (Ap)q = A(pq)

fiir beliebige Polynome p, ¢, 7 € K[z] und A € K. Somit ist K[z] eine kommutative
K-Algebra mit Eins. Hinweis: In der Vorlesung haben wir bereits die Assoziativitdt
bewiesen, vgl. Bemerkung I1.1.9.

16. Welche der folgenden Teilmengen sind Teilrdume von R2??
{(})eR*: 22 +3y =7} {(})eR*:z=0}
{(}) eR*:y=2a?} {()eR*: 2> =0}
{(§)eR*:z <y} {(})eR*:z+y=0und z —y =0}
17. Wieviele Elemente hat der Teilraum
{(t)er

iiber dem Korper K = Zy und wieviele im Fall K = Z3?

x+y+z:O},

18. Zeige, dass die Menge der 1-periodischen Funktionen,
{ffR=R|VzeR: flzx+1)=f(z)},
einen Teilraum von F(R,R) bildet.

19. Seien W7 und Wy zwei Teilrdume eines Vektorraums V. Zeige, dass die
Vereinigung W7 U W5 genau dann einen Teilraum von V' bildet, wenn W; C W
oder Wy C Wy gilt.

20. Sei W;, © € I, eine Familie von Teilrdumen eines Vektorraums V', sodass
fir je zwei ¢,7 € I stets W; C W, oder W; C W, gilt. Zeige, dass in dieser
Situation J;.; W; einen Teilraum von V' bildet.

21. Welche der folgenden Abbildungen sind linear?

0: R? 5 R, gp(i)zo Y: R = R3 Yv) =—v

3
. T2 2 A . T2 2 ry _ (T
prow ()= () ewom o (0)=(0)
x: R 5 R, X(g):x—y—i-z fTR=>R, f(z)=3x+7

22. Sei p: V. — W eine Abbildung zwischen K-Vektorrdumen. Zeige, dass ¢
genau dann linear ist, wenn es folgender Bedingung geniigt:

VA € KVuy,ve € Vi p(v1 + Avg) = @(v1) + Ap(vg)
4



23. Sei p: V. — W eine Abbildung zwischen Q-Vektorraumen. Zeige, dass ¢
genau dann linear ist, wenn es folgende Eigenschaft besitzt:

Yo,w eV :p(v+w)=¢)+ p(w)
Hinweis: Zeige zundchst p(nv) = ne(v), fir allen € N undv € V.

24. Sei V ein Vektorraum und ¢g: Y — X eine Abbildung. Zeige, dass die
Zuordnung F(X,V) — F(Y,V), f — f o g, eine lineare Abbildung ist. Schliefle
daraus, dass fiir jede Teilmenge A C X, die Abbildung F(X,V) — F(A,V),
f +— f|a, linear ist. Folgere daraus auch, dass fiir jedes z € X, die sogenannte
Evaluationsabbildung, ev,: F'(X,V) — V, ev,(f) := f(x), linear ist.

25. Sei K ein Korper. Betrachte die beiden Abbildungen

2 2 r\  [(xz+y 2 2 T\ T
p: K —)K,gp(y).—( Y ), und ¥: K %K’@D(y)'_(x—l—y)'

Zeige, dass ¢ und 1) beide lineare Isomorphismen sind, und bestimme ihre Um-
kehrabbildungen. Zeige auch ¢ o) # 1o, und schliee daraus, dass die Gruppe
GL(K?) nicht abelsch ist.

26. Sei K ein Korper und betrachte den Teilraum

X
W= y| ek 7x —y+82=0
z

von K3. Konstruiere einen linearen Isomorphismus K? = .

27. Sei K ein Korper und betrachte den Teilraum

r+2y+3z2 = 0
20 +5y+z = 0

x
W .= y | e K3
z

von K3. Konstruiere einen linearen Isomorphismus K = W,
28. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V. Zeige, dass
{p eend(V) [ (W) S W}

einen Teilraum von end(V') bildet, der auch abgeschlossen unter der Komposition
linearer Abbildungen ist. Zeige auch, dass

{p e GL(V) | (W) = W}
eine Untergruppe von GL(V') bildet.



29 (Fiinferlemma). Freiwilliges Beispiel! Sei K ein Kérper und

pllg pQ\L% lps Elm %lpz’)
W, U1 Wy P2 W Y3 W, Pa W,

ein kommutatives Diagramm linearer Abbildungen zwischen K-Vektorrdaumen mit
exakten Zeilen. Genauer, sollen die folgenden Voraussetzungen erfiillt sein:

(a) Vi,..., V5 und Wy, ..., W5 sind K-Vektorrdume.
(b) ¥1,..., ¢4, ¥1,...,%4 und py, ..., ps sind lineare Abbildungen.
(¢) Das Diagramm kommutiert, d.h. fiir i = 1,2, 3,4 gilt

Pi+1 © Pi = ;0 p;.

(d) Die Zeilen sind exakt, d.h. fiir i = 1,2, 3 gilt

img(p;) = ker(pir1) und img(v;) = ker(¢isq).

Zeige nun: Sind py, p2, p4 und ps Isomorphismen, dann muss auch ps ein Isomor-
phismus sein.

Hinweis zur Surjektivitit von ps: Beginne etwa wie folgt: Sei ws € Wy beliebig.
Da py surjektiv ist, existiert vy € Vi mit py(vy) = P3(ws). Wegen der Kommutati-
vitdt des rechten Quadrats, folgt ps(w4(va)) = Ya(pa(vs)) = Ya(P3(w3)) =0, denn
aufgrund der Exaktheit bei Wy gilt 14 0 b3 = 0. Da ps injektiv ist, erhalten wir
w4(vy) = 0, also vy € ker(py). Wegen der Exaktheit bei Vy existiert vs € V3 mit
w3(v3) = vg. Wegen der Kommutativitit des Diagramms folgt 13(ws—ps(vs)) = 0,
d.h. w3 — p3(v3) € ker(v3). Verwende nun die Exaktheit bei W3 und die Surjekti-
vitit von ps um ein Element 05 € V3 mit p3(0U3) = ws zu konstruieren.

Hinweis zur Injektivitit von ps: Zeige, dass ps trivialen Kern hat. Sei dazu
vy € V3 so, dass ps(vs) = 0. Da py injektiv ist, lasst sich daraus p3(vs) = 0 folgern,
also vz € ker(ps). Verwende nun die Ezaktheit bei Vs ...dann die Ezaktheit bei
Wy ... die Surjektivitiat von py ...und schlieflich die Exaktheit bei Vs.

30. Sofern diese definiert sind, berechne die Produkte AA, AB, AC, BA, BB,
BC, CA, CB und CC folgender Matrizen:

12 3 1 0
A:012,B:<}l§2), c=10 -1
00 1 2 1/2

Bestimme auch A* = AAAA.



31. Zeige, dass die folgenden Matrizen iiber den Kérpern Q, R und C inver-
tierbar sind und bestimme ihre Inversen:

10000
100 (1)(2)88 02000
A=loz20), B=|,53, ¢c=]0o0300
00 3 000 4 00040
00005

Welche dieser Matrizen sind {iber den Kérpern Zs, Zs und Z; invertierbar?

32. Sei K ein Korper und n € N. Unter einer Diagonalmatriz verstehen wir
eine Matrix D € M, ,(K) der Gestalt

a1 0 0 0

0 a922 0 0
D= 0 0 as3

: : .0

0 0 - 0 ap,

d.h. a;; = 0 falls 7 # j. Zeige, dass die Diagonalmatrizen einen Teilraum von
M5 (K) bilden, der auch abgeschlossen unter Matrizenmultiplikation ist. Zeige,
dass fiir zwei Diagonalmatrizen D und D’ stets DD’ = D'D gilt. Formuliere ein
hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir die Invertierbarkeit von Diagonal-
matrizen. Wie sieht im invertierbaren Fall die Inverse aus?

33. Zeige, dass die folgenden beiden Matrizen (iiber jedem Korper) invertier-
bar sind und berechne ihre Inversen:

A=[10 1 2 und B =
00 1 001 2
0001

34. Sei K ein Korper und n € N. Unter einer oberen Dreiecksmatriz verstehen
wir eine Matrix A € M,,,,(K), die folgende Gestalt hat

11 a2 Aaiz - Q1n
0 agp ax --- ag

A= 0 0 as3
e Ap—1n
o o --- 0 nn
d.h. a;; = 0 fiir alle 1 < j <@ < n. Zeige, dass die oberen Dreiecksmatrizen einen
Teilraum von M,,«,(K) bilden, der auch abgeschlossen unter Matrizenmultipli-

kation ist. Zeige weiters, dass eine obere Dreiecksmatrix genau dann invertierbar

ist, wenn alle Diagonalelemente a;;, © = 1, ..., n, verschieden von 0 sind und, dass
7



in diesem Fall die Inverse Matrix wieder eine obere Dreiecksmatrix bildet. Was
kann iiber die Diagonalelemente der Inversen ausgesagt werden?

35. Betrachte die Matrix A € M, (K),

o1 0 --- 0
0o 1 " P
1 fallsj=¢+1
Al o] an = alls j =4+ 1, und
: : : 0 andernfalls.
0 1
0 0

Berechne A*¥ = A--. A, fiir jedes k € N. Hinweis: Vielleicht ist es hilfreich dies
0100

zundchst fir kleine n, etwa A = <§ 0 1) oder A = (8 08 (1]) durchzufiihren.

0000

36. Unter der Spur einer quadratischen Matrix A € M,,«,(K) verstehen wir
den Skalar tr(A) := a1+« ~+apny,, d.-h. die Summe der Diagonaleintréige. Berechne

1 2 3
tr (zl)) _21) sowie tr|2 1 2
3 2 1

Zeige, dass die Spur eine surjektive lineare Abbildung tr: M, ., (K) — K definiert.
Zeige auch tr(AB) = tr(BA), tr(A") = tr(A) und tr([,,) = n, fiir je zwei Matrizen
A, B € Myyn(K).

37. Zeige, dass die Verkniipfung
M sin(K) X My (K) = Mpn(K), (A, B) — [A,B] := AB — BA,
die folgenden Eigenschaften besitzt:

(a) [A; + Ag, B] = [Ay, B] + [As, B] und [AA, B] = A, B].
(b) [A, By + Bs] = [A, Bi] + [A, By} und [A, \B] = A\[A, B.
() [A, B] = —[B, A] und [A, A] = 0.
(d) [[4, B],C] + [[B.C], A] +[[C, A], B] = 0. (Jacobi-Identitit)
( ) [ ] —[A, B]

( ) - tl"(A[B,C])

Dabei sind A, Ay, Ay, B, By, By, C' € M,«,(K) und A € K. Der Ausdruck [A, B] =
AB — BA wird als Kommutator der Matrizen A und B bezeichnet. Zeige auch,
dass der Kommutator zweier schiefsymmetrischer Matrizen wieder schiefsymme-
trisch ist, d.h. aus A* = —A und B' = —B folgt stets [A, B]' = —[A, B].

38. Betrachte die reellen (2 x 2)-Matrizen,

1 0 01 0 0
(b 0) = (0) wa (0 0).
8



Zeige [H,E]| =2FE, [H,F| = —2F und [E, F| = H, wobei [A, B] = AB — BA den
Kommutator bezeichnet, vgl. Aufgabe 37. Zeige auch [[H, H|, E] # [H, [H, E]]
und schliefe daraus, dass die Verkniipfung (A, B) — [A, B] nicht assoziativ ist.

39. Seien nq,ng, my, ma, ki, ko € N und

A€ M,, xm, (K), B € My, sem, (K),
C 6 anxml (K)? D 6 Mn2><m2 (K)?

IS Mmlxkl(K)> F e MlekZ(K),
G e Mmgxkl(K>7 H e Mm2><k2(K).

Setze n := nqy 4+ ng, m := mq + ma, k := ki + ko und betrachte die Blockmatrizen

(é g) € Mym(K) und (g Z) € My i ().

Zeige folgende Formel fiir das Matrizenprodukt:

A B\ (E F\ (AE+BG AF+BH
¢ p)\¢ H) \CE+DG CF+DH

Berechne damit
o L\N° [0 L\[(O0 I
-1, 0) \—-I, 0O -1, 0)’

wobei I, € M,,.(K) die (r x r)-Einheitsmatrix bezeichnet.

40. Sei K ein Korper, ny,no € N und n := ny + ny. Zeige, dass

{ (61 g) 6 Man(K)‘ A 6 Mnlxnl(K), D 6 anXn2(K), B E Mannz(K)}

einen Teilraum von M,.,(K) bildet, der auch abgeschlossen unter Matrizen-
multiplikation ist. Zeige, dass diese Matrizen genau den linearen Abbildungen
: K" — K" entsprechen, fir die ¢(K™) C K™ gilt, wobei wir K™ in offensicht-
licher Weise als Teilraum von K" auffassen. Zeige, auch dass eine Matrix dieser
Form invertierbar ist, falls A und D beide invertierbar sind und, dass in diesem

Fall
A B\"' (Al —A'BD™!
o ) ~\o D!

gilt. Schliefe daraus, dass

{ (61 g) € Mnxn(K)' A€ GL,, (K), D € GL,,(K), B € mem(K)}

eine Untergruppe von GL, (K) bildet, vgl. Aufgabe 28. Hinweis: Aufgabe 39.
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41. Zeige, dass die folgende Matrix iiber jedem Korper invertierbar ist und
bestimme ihre Inverse

2167
3 2 8 4
A_0012
00 25

Hinweis: Verwende Aufgabe 40 und Beispiel I1.4.8 aus der Vorlesung.

42. Ist p € K[z] ein Polynom, d.h. p = pg+ p1z + pe2? + - - - mit Koeffizienten
pi € K, und ist A € M, «,(K) eine quadratische Matrix, dann kénnen wir A in p
einsetzen und erhalten eine Matrix p(A) € M,,«,(K),

P(A) = poly + prA+ pA® + p3A® +
Fiir beliebige p,q € K[z], A € Kund A € M,,»,,(K) zeige
(p+a)(A) =p(A) +q(4), (Ap)(A) = Ap(A) sowie (pg)(A) = p(A)q(A).
Was bedeutet dies fiir die Zuordnung K[z] = F(M,xn(K), M,,«n(K)), die einem

Polynom p € K[z] die Abbildung Mnxn(K) — M,n(K), A — p(A), zuordnet?
Berechne auch p(A), wobei p=2 —3z+ 2% und A = (}%).

43. Fiir Vektoren z,y € K3 wird ihr Kreuzprodukt = x y € K® durch

x1 Y1 T2Y3 — T3Y2
To | X | Y2 | = | T3Y1 — T1Y3
T3 Ys T1Y2 — T2U1

definiert. Zeige, dass das Kreuzprodukt folgenden Rechenregeln geniigt:
a) z X (y+7g)=xxy+axxgund z X (\y) = Az x y).
(x4+T)xy=rxy+Txyund (Az) Xy = Az X y).
Xxy=—-yxzxund x xx = 0.
(xxy)Xz+ (y x 2) X+ (2 x ) X y = 0. (Jacobi-Identitét)
(x x y)tz =2t (y x 2).
(x X y) x z = (2'z)y — (y'z)z. (GraBmann-Identitét)

a'(z xy) =0=y'(z xy).
Dabei sind z,7,y,y,2 € Kund A € K.

44. Sei K ein Korper. Zeige, dass die Abbildung

8

T 0 T XT3
@ K3 — ngg(K), 2 ) = | — 0 To
XT3 —T3 —X9 0

einen linearen Isomorphismus auf den Teilraum der schiefsymmetrischen Matrizen
definiert. Fiir beliebige x,y € K3 zeige weiters

p(r xy) = [p(x), p(y)].

Dabei bezeichnet [p(z), o(y)] = ¢(z)p(y) — ¢(y)p(z) den Kommutator von Ma-

trizen, vgl. Aufgabe 37.
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45. Sei K ein Korper. Zeige W + W' = K*, wobei:
W= {z e K" | 2y + 225 + a3 + 424 = 0}
W' = {ZL’EK4 ‘ 1’1+£L’2+1’3+!L’4:O}

46. Seien W, Wy, Wy und W3 vier Teilrdume eines Vektorraums V. Zeige
(a) W1+W2:W2+W1

(b) Wi+ (Wo + W3) = (W + Wy) + Wy

(c) W4+A{0} =W

(d) W1+W2:W2<:>W1 QWQ

Warum bildet die Menge aller Teilriume mit dieser Verkniipfung + i.A. keine
Gruppe? Gib einen Vektorraum V' an, fiir den dies doch der Fall ist.

47. Sei K ein Kérper und betrachte folgende Teilriume von K,
Wi={zeK |zy=25=0} und W' :={2xcK’|x =1y =13=0},
wobei x; € K die Komponenten des Vektors z € K° bezeichnen. Zeige
K=WeoW.
Bestimme die Matrizen zur Projektion auf W lings W', zur Projektion auf W’
langs W, zur Spiegelung an W langs W' und zur Spiegelung an W’ liangs W.

48. Es sei V ein K-Vektorraum, e: V' — K linear und g € V, sodass £(g) # 0.
Zeige, dass V innere direkte Summe der Teilrdume E := {v € V : e(v) = 0} und
G = {\g : A € K} ist. Gib auch Formeln fiir die Projektion auf E lings G, die
Projektion auf G langs £ und die Spiegelung an F langs G an. Hinweis: Dies ist
eine Verallgemeinerung von Beispiel I1.5.10 aus der Vorlesunyg.

49. Zeige, dass die Menge der spurfreien Matrizen, d.h.
W :={A e M,x,(K) : tr(A) = 0},
einen Teilraum von M, (K) bildet. Zeige auch, dass die Vielfachen der Einheits-
matrix,
W':={\, : A e K},
einen Teilraum von M, (K) bilden. Unter der Annahme n # 0 € K zeige weiters
MKy =W @ W',

und gib Formeln fiir die Projektion auf W lings W' sowie die Projektion auf W’
langs W an.

50. Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K in dem 2 # 0 gilt. Weiters
sei 0: V — V linear, sodass o o 0 = idy. Zeige, dass V innere direkte Summe
der beiden Teilrdume W, ={v eV :o(w) =v}und W_ ={v eV :0(v) = —v}
ist. Zeige auch, dass die Projektion auf W, langs W_ und die Projektion auf W_
lings W, durch 7 = 1(idy 4+0) bzw. m_ = 1(idy —0o) gegeben sind. Inwiefern
ist diese eine Verallgemeinerung von Beispiel 11.5.12 aus der Vorlesung?

11



51. Betrachte die beiden Teilrdume
Wi={(y) R’ [z+y=0} und Wy:={(j) €eR®|z—2y=0}.
Zeige W, @ Wy = R? und bestimme die Matrix der Projektion auf W; lings W,

sowie die Matrix der Projektion auf W5 lings W;. Bestimme auch die Matrix der
Spiegelung an W; langs W, sowie die Matrix der Spiegelung an W5 ldngs .

52. Betrachte die beiden Teilraume

xXr X
w, =14 |y eRZ’”ﬁg;g and Wy =4 [y]| eR¥|2+2=0
z z

Zeige W, @ Wy = R3 und bestimme die Matrix der Projektion auf W; lings W,
sowie die Matrix der Projektion auf W5 lings Wj. Bestimme auch die Matrix der
Spiegelung an W; langs W, sowie die Matrix der Spiegelung an W5 ldngs ;.

53. Fiir einen Teilraum W eines Vektorraums V' zeige dass V/W = {0} genau
dann gilt, wenn V' = W.

54. Sei W := {x € R® | z; + 29 + x3 = 0} und bezeichne 7: R? — R3/W die
kanonische Projektion. Zeige 7(u) = 7(v) und 7(u) # 7(w), wobei:

1 3 1
u= 2], vi=|4 ]|, w=/|2
3 —1 4

55. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V und ¢: V' — V linear, sodass
(W) C W. Zeige, dass es genau eine lineare Abbildung ¢: V/W — V/W gibt,
sodass mo p = @om, wobei m: V — V/W die kanonische Projektion bezeichnet.

56. Sind A und B zwei Teilmengen eines Vektorraums V', dann gilt fiir die
lineare Hiille i.A. (AN B) # (A) N (B). Erldutere dies an einem Beispiel.

57. Welche der folgenden Teilmengen bilden Erzeugendensysteme der ange-
gebenen Vektorrdaume?

{(5),

1
0
1 3 i - —i
{(D).3).(Hcr {h.Cn.(D).(Hce
58. Zeige, dass die folgenden Teilmengen linear abhéngig sind und gib jeweils
ein Element an, das sich als Linearkombination der restlichen schreiben lésst:

{5, (), (1), (9} Cr? {(él),@),(_;g)}g@
(D) Oer {(W).ED(D)ee

12
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59. Zeige, dass die folgenden Teilmengen linear unabhéngig sind:

o 0{<$>,0<§>}QR2 {@1)’.(%)’(%)}%3)
(D)D) M= ()M

60. Fasse V = R als Vektorraum iiber Q auf und zeige, dass {1,v/2} C V
eine linear unabhéngige Teilmenge bildet.

61. Welche der folgenden Teilmengen bilden Basen der angegebenen Vektor-

raume?
{(5).(3)} R {(3).(3)} cr
h.(Gnce {L1+21+2: 42} CRs
62. Erweitere den Vektor @,) zu einer Basis von R3.

63. Zeige, dass jede endliche totalgeordnete Menge ein eindeutiges Maximum
besitzt. Hinweis: Induktion nach der Anzahl der Elemente.

64. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V. Zeige, dass ein zu W komple-
mentdrer Teilraum M in V existiert, d.h. W & M =V, wie folgt:

(a) Sei U ein Teilraum von V, WNU = {0} und v € V\ (W + U). Zeige, dass
U":= (v)+ U ein Teilraum von V ist, fiir den U’ 2D U und WNU’" = {0} gilt.
(b) Die Mengeninklusion C definiert eine Halbordnung auf der Menge

X = {U | U ist Teilraum von V und W NU = {0}}.

Zeige, dass jede Kette in X eine obere Schranke besitzt. Hinweis: Fir jede
totalgeordnete Teilmenge K C X st S := U ein Teilraum von V' fiir
den W NS = {0} gilt, vgl. Aufgabe 20.

(¢) Nach dem Lemma von Zorn existiert ein maximales Element M € X. Zeige
mit Hilfe von (a), dass W& M =V gilt.

65. Seien U & V i> W linear und U* ﬁ % <w—t W* die dazu dualen
Abbildungen. Zeige

img(p) = ker(y) < img(p") = ker(¥').
Hinweis: Verwende Satz I11.4.10 aus der Vorlesung.

66. a) Sei m: V' — V ein Projektor, d.h. m o m = m. Zeige, dass dann auch
die duale Abbildung 7*: V* — V* ein Projektor ist, und beschreibe dessen Bild
und Kern. b) Seien nun W; und Wy zwei komplementére Teilrdume von V', d.h.
V = W;®W,. Weiters bezeichne 71 : V' — W die damit assoziierte Projektion auf
Wi langs Wy und mo: V' — W5 die Projektion auf Wy langs Wy. Nach Satz I11.4.9
ist dann auch V* = W @ Wy. Zeige, dass wi mit der Projektion auf Wy lings

W7y iibereinstimmt, und analog fiir 75.
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67. Sei V ein Vektorraum und € Nj. Zeige, dass die folgenden Aussagen

dquivalent sind:

(a) dim(V) = n.

(b) Es existieren n linear unabhéngige Vektoren, und je n+ 1 Vektoren in V' sind
linear abhéingig.

(c) Es existiert ein Erzeugendensystem von V' mit n Vektoren, und je n — 1
Vektoren erzeugen V' nicht.

68. Sei X eine n-elementige Menge. Zeige dim(F(X,K)) = n.

69. Sei X eine Menge mit unendlich vielen Elementen. Zeige, dass F(X, K)
unendlich-dimensional ist. Hinweis: Fir jedes x € X betrachte die Funktion
er: X = K, ey(z) := 1, e.(y) == 0 falls y # x, und zeige, dass die Menge
{e; | © € X} linear unabhingig in F(X,K) ist.

70. Zeige: Zwei Vektoren .,y € R3 sind genau dann linear unabhingig, wenn
ihr Kreuzprodukt z := x x y verschieden von Null ist. In diesem Fall bilden die
Vektoren z, y, z eine Basis von R3. Hinweis: Es geniigt die lineare Unabhéingigkeit
zu zeigen. In diesem Fall gilt weiters

Uy
T1U + ToUo + T3Us = 0
uy | €R? ={\z| N eRY,
Ui yiur + Youg +yzuz = 0 { ‘ }
sowie
(41
{)\l’ + py ‘ )\, n e R} = U2 € ]Rg 21Ul + 2oU9 + Z3Us3

us

Hinweis: In beiden Fillen folgt eine Inklusion sofort aus x'z = 0 = y'z, siche
Aufgabe 43. Die Gleichheit folgt dann aus Dimensionsgrinden.

71. Seien W7 und Wy zwei verschiedene (n — 1)-dimensionale Teilrdume von
K", Zeige Wi + Wy = K™ und dim(W; N Wy) = n — 2. Hinweis: Beispiel IV.2.6.

72. Sei V ein Vektorraum und «, f € V* zwei nicht-triviale lineare Funktio-
nale, a # 0, § # 0. Zeige, dass die Hyperebenen ker(«) und ker(/3) genau dann
iibereinstimmen, wenn A\ € K existiert, sodass § = A\a.

73.8¢i 0 = W 5V 4 U = 0 eine kurze exakte Sequenz linearer Abbildun-
gen, d.h. ¢ sei injektiv, ¢ surjektiv und img(yp) = ker()). Zeige, dass V genau
dann endlich-dimensional ist, wenn W und U beide endlich-dimensional sind, und
in diesem Fall gilt
dim(V) = dim(W) + dim(U).

Hinweis: Zeige U = V/img(p), W = img(p) und verwende Korollar IV.2.8.
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74 (Kodimension und Durchschnitt). Ein Teilraum W eines Vektoraums V/
hat endliche Kodimension in V, falls V/W endlich-dimensional ist. In diesem
Fall wird codimy (W) = dim(V/W) die Kodimension von W in V genannt.
Seien nun W; und Ws zwei Teilrdume von V. Zeige, dass W, N Wy genau dann
endliche Kodimension in V' hat, wenn W; und W5 beide endliche Kodimension in
V haben. Zeige weiters, dass in diesem Fall auch W; 4+ W5 endliche Kodimension
in V' hat und es gilt

codimy (W, N Wy) + codimy (W; + Ws) = codimy (W;) + codimy (Ws).
Im transversalen Fall, d.h. wenn W; + Wy = V gilt, erhalten wir
codimy (W1 N Wy) = codimy (W7) + codimy (W3).
Hinweis: codimy (W) = dim(V/W) = dim(W°), Satz IV.2.1 und Satz I11.4.9.
75. Erlautere die Gleichungen
dim¢c(C") =n und  dimg(C") = 2n.
Hinweis: C* = R?", siehe auch Beispiel 1V.1.12.

76. Sei V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum und by, . .., b, eine
Basis von V. Zeige, dass by, iby, bo, ibs, . . ., b,, ib, eine Basis des V' zugrundeliegen-
den reellen Vektorraums V¥ bildet, vgl. Bemerkung IV.2.21, und schliefie daraus

77. Fiihre die Details in Bemerkung 1V.2.22 aus.

78. Es sei V ein reeller Vektorraum und J: V — V linear mit J o J = —idy .
Zeige, dass V' beziiglich der Skalarmultiplikation

CxV =YV, (a+ bi)v :=av + bJ(v),

zu einem komplexen Vektorraum wird. Schliefe daraus, dass dies nur méglich ist,
wenn dimg (V') gerade ist. Hinweis: Fir den letzten Teil verwende Aufgabe 76.

79. Sei
0} 255V 5 1 251, £ v, 2 Y, 250 o)

eine Folge linearer Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen,
sodass p;0¢; 1 = 0, fiir jedes . Schliefle daraus img(p;_1) C ker(ip;) und definiere
Vektorrdume H; := ker(y;)/img(p;—1). Zeige nun

D (—1) dim(V;) = > (—1)" dim(H;).
Hinweis: Verwende img(y;) = V;/ ker(v;) und Korollar IV.2.8.
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80. Seien A € M,,xn(K), S € GL,(K) und 7' € GL,,(K). Zeige
rank(7'AS) = rank(A).

Hinweis: Betrachte die mit den Matrizen assoziierten linearen Abbildungen und
verwende Proposition IV.2.23.

81. Sei W ein Teilraum eines endlich-dimensionalen Vektorraums V', und be-
zeichne ¢: V' — V**, 1(v)(«a) = a(v), die natiirliche Abbildung, v € V, a € V*.
Zeige (W) = We°. Hinweis: Proposition 111.4.13.

82. Seien ¢: V. — Wund ¢p: W — U zwei lineare Abbildungen mit endlichem
Rang. Zeige, dass dann auch ¢ o ¢: V' — U endlichen Rang hat und

rank (¢ o ) < min{rank(¢), rank(p) }

gelten muss. SchlieBe daraus, dass fiir je zwei Matrizen A € M,,«,(K) und B €
M, (K) folgende Ungleichung gilt:

rank(AB) < min{rank(A), rank(B)}

83. Bestimme die Dimension sowie eine Basis des von den Vektoren

0 0 0 0 0
5 5 i ¢ 8
V=1 1], V2=1|71], UVs= ||, UVsa= -5 , Us = 0
-1 7 6 —11 12
2 4 6 4 15

aufgespannten Teilraums W = (v, v9,v3,v4,v5) C RE. Gib ein minimales Glei-
chungssystem fiir W an. Bestimme eine Basis von W, die aus gewissen der Vek-
toren v; besteht. Gib schliellich auch ein Komplement von W an und beschrei-
be dieses mit einer Basis und durch ein Gleichungssystem. Hinweis: siehe Bei-
spiel 1V.3.17.

84. Zeige, dass die Vektoren

% ; ; 3 :
_ _ _ _ _ 11
U1 = -1 ) Vg = -1 ) U3 = -3 > Uy = -2 > Vs = 0

2 6 6 8 24

ein Erzeugendensystem von R* bilden, und bestimme vier dieser Vektoren v;, die
eine Basis von R* bilden. Hinweis: siche Beispiel 1V.3.22.

85. Zeige, dass die Vektoren

1 1 1
kS i 3

v = Vo = V3 =
1 -1 ) 2 5 ) 3 ]
1 1 2

linear unabhiingig in R® sind und erweitere sie zu einer Basis von R®. Hinweis:
Siehe Beispiel IV.53.18.
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86. Es bezeichne W den Teilraum aller y € RS, fiir die das Gleichungssystem

2x7  +x9 +3x3 4614 +1025 = 1
3ry H4xy +rT3 +dry +Tr5 = Yo
5r1 +2xy +4ry +1lxy +17z5 = Y3
Try +3x2 +x3 +1lxy +1dxs = s
11xy +5x9 +dxs +21zy +31lx5 = Y5
1327 +8x9 4923 +30x4 44725 = ys

l6sbar ist. Bestimme dim (W) und eine Basis von W. Gib auch ein minimales
Gleichungssystem fiir W an. Hinweis: Siehe Beispiel 1V.3.23.

87. Bezeichne L C RS den Losungsraum des Gleichungssystems:

Ty —Ty +x3 +2x4 —2x5 +2x¢ = 0
201 —2x9 H2x3 +4x4 —4dxs +4xg = O
21’1 —21’2 +2£L’3 +3ZL’4 —3!13'5 +31’6 = 0

T —X9 +x3 +5SL’4 —55(75 —|—5LL’6 =0

Bestimme dim(L) und eine Basis von L. Gib auch ein minimales Gleichungssy-
stem fiir L an. Bestimme auch ein minimales Gleichungssystem fiir L, das aus
einigen der urspriinglichen Gleichungen besteht. Bestimme ein Komplement von
L und beschreibe es mit Hilfe einer Basis als auch durch ein Gleichungssystem.
Hinweis: Siehe Beispiel 1V.3.19.

88. Bestimme alle Losungen des Gleichungssystems

31’1 —31’2 —31’3 —12113'4 —121’5 = =21

T —3LE‘2 —5LU3 —181174 —20I5 = —41
21’1 —XT2 —|—2LL’3 +35L’4 —|—6LL’5 = 15
—X1 —|—3LL’2 —|—4LL’3 +16LL’4 +17LL’5 = 35

und gib diese in Parameterform an. Bestimme auch ein minimales Gleichungssy-
stem fiir den Losungsraum. Welche Dimension hat dieser? Hinweis: Siehe Bei-
spiel 1V.4.2.

89. Bestimme alle Losungen des Gleichungssystems:

1 +Z2 +35L’3 +35L’4 +5SL’5 = 37
1 +25L’2 +5SL’3 +6SL’4 +85L’5 = 60
25(71 +Zo +4SL’3 +35L’4 +85L’5 = 59
—x1 —3x9 —Tx3 —9x4 —8xs = —5H9

Gib auch eine Basis des Losungsraums fiir das assoziierte homogene System an.

90. Bestimme die Dimension des affinen Teilraums

SORIIOID)

von R, Gib auch ein minimales Gleichungssystem fiir E an. Hinweis: Siche Bei-
spiel IV.4.4.
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91. Bestimme die Inversen folgender reeller Matrizen:

2 -1 1 R
0 1 -9 ’ 0 -3 3 0
0 3 -3 5
92. Bestimme die Inverse folgender komplexer Matrix:
i 3 2+1i
A= 2i 7 —i

-1 =144 7+i

93. Bestimme die Inversen folgender Matrizen iiber dem Korper K = Zy:

111 ’ 1010
01 11

94. Zeige, dass die Vektoren

2 7 1 8
n= (1) n= () m=(1) =)
9 0 4 5
eine Basis von R* bilden. Hinweis: Siehe Beispiel IV.5.2.

95. Zeige, dass das Gleichungssystem

1 +Zo +x3 +x4 = Y1
T +2£L’3 +3[L’4 Yo
) +4£L’3 +9(L’4 Ys
) +8$L’3 +27LE‘4 = Ys

fiir alle y1,v2,y3,y4 € R eindeutig 16sbar ist und gib diese Losung an. Hinweis:
Siehe Beispiel IV.5.6.

96. Es sei A eine invertierbare Matrix mit rationalen Eintrdgen. Erklére
warum dann auch die Inverse, A~!, nur rationale Eintriige besitzt. Gib eine in-
vertierbare (2 x 2)-Matrix mit ganzzahligen Eintrdgen an, deren Inverse nicht-
ganzzahlige Eintrédge hat.

97. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Weiters seien B und C' zwei
geordnete Basen von V' und es bezeichnen B* bzw. C* die dazu dualen Basen
von V*. Zeige, dass aus B* = C* schon B = C folgt. Hinweis: Betrachte die zu
B* und C* dualen Basen B** und C** von V** und verwende Lemma IV.6.7 aus
der Vorlesung.

98. Zeige, dass B = (b, by, b3, by) eine Basis von R? bildet, wobei

1 0 0 0
=) w=(0) m= (D) n=(0)
1 3 4
18
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Bestimme die Basiswechselmatrix Tpg, wobei E = (eq, s, €3,€4) die Standard-
basis bezeichnet, und berechne damit die Koordinaten [v]p folgender Vektoren
beziiglich B:

=) (3 () ()

99. Zeige, dass B = (b, by, b3) eine Basis von R? bildet, wobei

n= (1) n=(3) n=(3)

Bestimme die Matrix (beziiglich der Standardbasis) einer linearen Abbildung
0: R — R3 fiir die o(by) = by, @(b2) = 2by und p(b3) = 3bz gilt. Wieviele
solche Abbildungen ¢ gibt es? Hinweis: Ohne Rechnung lassen sich [¢|pp und
Tgp angeben, wobei E = (e, 3, e3) die Standardbasis von R? bezeichnet.

100. Zeige, dass die Vektoren

1 0 0 0
w=(0) () mm(h) ()
-1 1 -1 1

eine Basis von R* bilden. SchlieBe daraus, dass R* direkte Summe der beiden
Teilriume W = (b, by) und W’ = (b3, by) ist, R* = W & WW’. Bestimme die Ma-
trix (beziiglich der Standardbasis) des damit assoziierten Projektors 7: R* — R*
auf W lings W’. Berechne damit auch die Matrix des komplementiren Projek-
tors, sowie die Matrizen der beiden damit assoziierten Spiegelungen. Hinweis:
Ohne Rechnung lassen sich [w|gp und Trp angeben, wobei E = (ey, eq, €3, €4) die
Standardbasis von R* bezeichnet.

101. Zeige, dass die Funktionen fi(x) := sin(2z), fo(x) := cos(2z), f3(x) =
sin(3z) und fy(z) := cos(3z) linear unabhingig in F(R,R) sind und daher
eine Basis B = (f1, fo, f3, f1) des von ihnen aufgespannten Teilraums V :=
(f1, f2, f3, f1) € F(R,R) bilden. Zeige, dass die Ableitung eine lineare Abbil-
dung D:V — V, D(f) := f, liefert, und bestimme die Matrix [D]gg von D
beziiglich B.

102. Zeige, dass die Polynome

ho =1
hlzz
h2:Z2—1

hy =23 — 32
hy=2"—62243

eine Basis H = (hg, h1, ha, hs, hy) von R[z]<4 bilden. Bestimme die Matrix [L]g g
der linearen Abbildung

L: R[z]<4 = R[z]<4, D(p) :==p" — zp'.
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Berechne den Rang der linearen Abbildung L und gib eine Basis ihres Kerns an.
Bestimme jenes Polynom p € R[z]<4 fiir das [p|g = (1,0,1,0,1)" gilt. Berechne
auch die Koordinaten [q]y des Polynoms ¢ = z* + 223 — 62% — 62 — 6.

103. Betrachte die drei linearen Funktionale ~;, v, v3: R® — R,
Y1 (z}) =x+2y+32, v (g) =z+4y+9z, 3 <§) =1x + 8y + 27z.

Zeige, dass C' = (71,72,73) eine Basis von (R?)* bildet. Bestimme eine Basis
B = (by,by,b3) von R3, deren duale Basis mit C iibereinstimmt, B* = C. Hin-
weis: Ohne Rechnung lisst sich die Basiswechselmatriz Tp«c = Tg«p~ angeben,
wobei E* die zur Standardbasis E = (ey, 2, e3) duale Basis von (R®)* bezeichnet.
Berechne daraus Tgg, sieche Korollar IV.6.21, und lies die Basis B ab.

104. Essei S € GL,(K) eine invertierbare Matrix. Zeige, dass geordnete Basen
B und C von K" existieren, sodass Tog = S gilt, wobei Top die Basiswechselma-
trix bezeichnet. Hinweis: Wir kénnen fir B (oder C') die Standardbasis von K"
verwenden.

105 (Aquivalente Matrizen). Zwei Matrizen A, B € M., (K) werden #qui-
valent genannt, falls invertierbare Matrizen S € GL,(K) und 7' € GL,,(K) exi-
stieren, sodass B = T'AS. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der (m x n)-Matrizen definiert. Zeige weiters: Ist ¢): V' — W eine lineare Ab-
bildung zwischen endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen, C, C geordnete Basen
von V und D, D geordnete Basis von W, dann sind die Matrizen [/ pc und [¢]
ghnlich. Zeige auch, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) A und B sind dquivalent.

(b) B lasst sich aus A durch Zeilen- und Spaltenumformungen gewinnen.

(c) Es existieren Basen C' von K™ und D von K", sodass B = [¢4]pc, wobei ¢4
die lineare Abbildung ¢4 : K" — K™, ¢4 (z) = Az, bezeichnet.

(d) A und B haben gleichen Rang.

Schliefle daraus, dass jede Matrix A € M,,x,(K) dquivalent zu einer Matrix der
Form (% 0) € Myxn(K) ist, wobei k = rank(A).

106 (Ahnliche Matrizen). Zwei quadratische Matrizen A, B € M, ,(K) wer-
den &hnlich genannt, falls eine invertierbare Matrix S € GL,(K) existiert, so-
dass B = SAS~'. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
(n x n)-Matrizen definiert. Zeige weiters: Ist ¢: V' — V ein Endomorphismus
eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' und sind B bzw. C zwei geordnete
Basen von V', dann sind die Matrizen [¢]|gp und [¢|cc dhnlich. Zeige auch, dass
fir fixes A € K die beiden Matrizen A = (39) und B = ({}) nicht dhnlich
sind. Hinweis: Sind A und B zwei dhnliche Matrizen, dann sind auch A— X und
B — M dhnliche Matrizen.
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Ubungen zu “Lineare Algebra und Geometrie 17

Sommersemester 2012

Stefan Haller

1. Sei K ein Kérper, n € N und bezeichne V' := F(M,,»,(K), K) den Vektor-
raum aller K-wertigen Funktionen auf M,,«,(K). Zeige, dass folgende Teilmengen
Teilrdume von V bilden:

a) {0 € V : ¢ ist linear in der k-ten Spalte}.

) {0 € V : ¢ ist multilinear, d.h. linear in jeder Spalte}

) {0 € V : stimmen die k-te und I-te Spalte von A {iberein, so gilt §(A) = 0}.
d) {0 € V : stimmen zwei benachbarte Sp. von A iiberein, so gilt §(A) = 0}.

) {0 € V : stimmen zwei Spalten von A {iberein, so gilt 6(A) = 0}.

) {0 € V :sind die Spalten von A linear abhéngig, so gilt §(A) = 0}.

(g) {0 € V : ¢ ist multilinear und alternierend }

Hinweis: Fiir jede Teilmenge X C M,,«,(K) ist {0 € V |Vz € X : §(x) = 0} ein
Teilraum von V.

2. Sei K ein Kérper in dem 2 # 0 gilt. Weiters sein € Nund 6: M, «,(K) - K
multilinear. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
(a) Sind zwei Spalten von A gleich, so gilt 6(A) = 0.
(b) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt 6(A) das Vorzeichen.
Gib eine multilineare Abbildung §: Myyo(Zy) — Zo an, die (b) aber nicht (a)
erfiillt.

3. Berechne folgende Determinanten:

0 1 6 11
3 4 (1) 1 (1) 1 0 4 13
5 6|’ 10 1’ 2 -1 2 17
3 -1 9 0
4. Fiur a € R berechne die Determinante:
cosa —sin«
sina  Ccos«
3
5
7

5. Berechne die Determinante folgender (n x n)-Matrix:
1



6. Zeige det(AA) = A" det(A), fiir alle A € M+, (K) und A € K. Gib zwei
Matrizen A und B an, fiir die det(A 4+ B) # det(A) + det(B) gilt.

7. Seien n,m € N, A € M,,xn(K), B € Mpum(K), C € Myxn(K) und D €
Mopm (K). Zeige:

det (é‘ g) _ det(A) det(D) = det (g g) .

8. Zeige

det

oo % %
oo % %
oo % %
I I
* % X % %
I
o

0 00

wobei die Sternchen beliebige Eintragungen bezeichnen.

9. Seien n,m € N, A € M,,,(K), B € M,xn(K), C € My,«n(K) und D €
M, xm(K). Berechne

det <é ﬁ) und det <g g) .

Hinweis: Dies lasst sich auf Aufgabe 7 zuriickfithren.

10. Seien a,b, ¢ € K und betrachte folgende (n x n)-Determinante:

a b
c a b
D, = cC a

Zeige, dass die Rekursionsgleichung
Dn = CLDn_l — bCDn_g

gilt und berechne damit die (n x n)-Determinante:




11. Lose das Gleichungssystem

3 2 1 T 1
1 -1 2 T2 | =10
4 2 3 3 1

einmal mit der Cramer’schen Regel und einmal mit Zeilenumformungen.

12. Lose das Gleichungssystem

1 2 3 1\ [n 17
0 -1 -2 —4|fa]| [-1
—1 =2 =2 4 [|azs] T |-10
0 1 2 3/ \u 10

einmal mit der Cramer’schen Regel und einmal mit Zeilenumformungen.

13. Berechne die Inverse der Matrix

0 01
1 00
010

einmal mit Hilfe der Formel in Bemerkung V.2.5 und einmal mit Zeilenumfor-
mungen.

14. Mit der Notation von Satz V.2.3 zeige, dass auch AA = det(A)I, gilt,
selbst wenn A nicht invertierbar ist.

15. Sei A eine (n x n)-Matrix mit ganzzahligen Eintragungen und det(A) =
+1. Zeige, dass dann auch die Inverse von A nur ganzzahlige Eintragungen be-
sitzt. Zeige auch umgekehrt: haben A und die Inverse von A nur ganzzahlige
Eintragungen, dann muss schon det(A) = £1 gelten. Gib auch eine invertierbare
Matrix mit ganzzahligen Eintragungen an, deren Inverse nicht ganzzahlig ist.

16. Sei A € M, «,(K) eine invertierbare Matrix. Verwende die Cramer’sche
Regel um die Gleichungssysteme Az = ¢; zu 16sen, 1 <4 < n. Leite daraus erneut
die Formel A~ = det(A)™*A aus Satz V.2.3 fiir invertierbare A her.

17. Zeige, dass die Permutationsgruppe &,, genau n! Elemente besitzt. Wie-
viele Elemente hat die Untergruppe A,, = {c € &,,|sgn(o) = 1}7?

18. Schreibe alle Elemente von &4 an, bestimme ihre Vorzeichen (Signum)
und schreibe damit die Leibniz’sche Formel fiir (4 x 4)-Matrizen an.

19. Berechne die (4 x 4)-Determinante

001 2
00 3 4
1 2 3 0
2 3 0 8

einmal mit Leibniz’ Formel und einmal mit Zeilen- bzw. Spaltenumformungen.
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20. Zeige, dass

¢: Gn — GLn(K), ¢(U) = (60(1)|€o(2)| <. ‘6U(n)),
einen Gruppenhomomorphismus bildet, d.h. es gilt ¢(o o 0’) = ¢(o)p(0’), fiir je
zwei Permutationen o, 0’ € &,,. Schliefle daraus
sgn(o) = det (60(1) leagy| - - - |eg(n)),

fiir jede Permutation o € &,,. Hinweis: Die rechte Seite definiert einen Homo-
morphismus &,, — {1, =1}, der alle Transpositionen auf —1 abbildet, vgl. Lem-
ma V.3.2. Dies ermoglicht folgende direkte Herleitung der Leibniz’schen Formel,
erkldare dabei jedes Gleichheitszeichen:

det(A) = Z - Z Avg o Ay, det(es] -+

%)
i1=1 in=1

= Z A1y Ap o) det(ep)] -+ |€om)) = Z sgn(0) A1) - Anon)

oeG, oeG,

21. Zeige, dass fiir jede Matrix A € M, «,(K) die Gleichung

D 580(0)Avoqr) - Anom) = D, 580(0) Ae(1)1 -+ Aomym

U€6n 0'6671

gilt. Leite daraus und der Leibniz’schen Formel erneut det(A) = det(A?") her.

22. Zeige, dass GL,(R) offen in M, (R) = R™ ist. Zeige, dass SL,(R) abge-
schlossen in M, «,(R) = R™* ist. Hinweis: Die Determinantenfunktion ist stetig.

23. Seien V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € end(V'), B eine geordnete
Basis von V und [¢|pp € M,x,(K) die Matrix von ¢ beziiglich B. Zeige, dass
tr([¢]pp) nicht von der Basis B abhéngt und daher

tr: end(V) — K, tr(p) = tr([¢]p).
wohldefiniert ist. Zeige auch:
(a) Die Spur ist linear, d.h. tr(¢1 + ¢a) = tr(p1) + tr(e2) und tr(Ag) = Atr(p).
(b) tr(¢ o @) = tr(p o).
(c) tr(e") = tr(e).
(d) tr(idy) = dim (V).
fiir v, ¥, 1,09 € end(V) und X € K. Hinweis: Gehe wie in Korollar V.4.2 vor.

24. Seien W und W’ zwei komplementére Teilraume eines endlich-dimensi-
onalen Vektorraums V', d.h. V. = W @ W’. Weiters bezeichne 7: V — V die
Projektion auf W lings W’ und o: V — V die Spiegelung an W lings W’.
Berechne tr(7) und det(o). Berechne auch det(Aidy ), wobei A € K.
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25. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, W ein Teilraum von V'
und ¢: V — V linear, sodass o(W) C W. Zeige

det(p) = det(g|w) det(@),

wobei |y : W — W die Einschrankung von ¢ bezeichnet, und ¢ die auf dem
Quotientenraum V/W induzierte lineare Abbildung ¢: V/W — V/W . ¢([v]) =
[o(v)] bezeichnet. Hinweis: Dies ldsst sich durch geschickte Wahl einer Basis von
V' auf Aufgabe 7 zuriickfihren.

26. Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum. Zeige, dass
GL*(V) := {p € end(V) : det(p) > 0}
eine Untergruppe von GL(V') bildet.

27. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K. Zeige, dass der Ho-
momorphismus det: GL(V) — K\ {0} surjektiv ist.

28. Betrachte die beiden geordneten Basen B = (by, by, b3) und B’ = (b], b}, b%)
von R3, wobei:

2 3 5 1 0 0
bi={0], bo=[4], bs=[6], v.=[2]|, v,=|0], v,=|7
0 0 7 3 6 8

Sind B und B’ gleichorientiert? Welche dieser Basen ist beziiglich der Standard-
orientierung auf R? positiv orientiert?

29. Zeige, dass fir jedes A € M,,«,(K) folgende Zahlen iibereinstimmen:
(a) rank(A)

a

(b) das grofite k, fiir das es eine invertierbare (k x k)-Untermatrix von A gibt

(c) das grofite k, fiir das es eine (k x k)-Untermatrix von A gibt, deren Determi-
nante nicht verschwindet

Dabei verstehen wir unter einer (k x k)-Untermatrix von A jede Matrix der Form

Qiyji Qirgo "0 Qigjy,
Qigjr  Qigga  **° Qiggy
Qipgr Qiggo  ~ 0 Qiggy

wobei 1 <4 <ipg < - < <nund 1< g < gy <+ < Jjp <nund a;y die
Eintragung von A in der ¢-ten Zeile und j-ten Spalte bezeichnet.

30. Sei V' ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum und ¢: V. — V
(komplex) linear. Es bezeichne Vi den zugrundeliegenden reellen Vektorraum und
or: Vg — Vg dieselbe Abbildung, aufgefasst als reell lineare Abbildung. Zeige

det(¢g) =5\det(w)}2,



und schliefe daraus, dass im invertierbaren Fall g orientierungsbewahrend ist.
Hinweis: Ist B = (b1,...,b,) eine Basis des komplexen Vektorraums V', dann
bildet B = (by,1iby, by, ibs, ..., by,,1b,) eine Basis des reellen Vektorraums Vg, und
es qilt

Ti1 —Yu | | Tin —Yin

Yii_ T |- [ Yin Tin 211 - Zln
leelga=| L |y wobei el =

Tpl —Yn1 | " | Tan —Ynn Znl " Znn

Yn1 LTn1 | Ynn Tnn

und z;j = x;; + iy;;. Die gewiinschte Gleichung lisst sich mittels Induktion nach
n zeigen, fir den Induktionsschritt betrachte zundchst den Fall z91 = 231 = -+ - =
zn1 = 0. Welcher Zusammenhang besteht zwischen tr(y) und tr(¢gr)?

31. Fiir jede Permutation o € &,, bezeichne S, = (e;1)| - *|es(n)) die ent-
sprechende Permutationsmatrix.
a) Zeige:

A1 As(1)
(SU)_l e SO’ = .
)\n )\U(n)

b) Sei D eine (n x n)-Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Diago-
naleintragen und A eine weitere (n x n)-Matrix. Zeige, dass AD = DA genau
dann gilt, wenn A eine Diagonalmatrix ist. Zeige anhand eines Beispiels, dass die
Voraussetzung an die Diagonaleintrige von D wirklich notwendig ist.

¢) Sei D eine (n x n)-Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Diagonal-
eintrigen und S eine invertierbare Matrix, sodass auch S~'DS eine Diagonal-
matrix bildet. Zeige, dass dann S von der Form S = AS, sein muss, wobei A
eine invertierbar (n x n)-Diagonalmatrix bezeichnet und o € &,,. Hinweis: Zeige
zundchst mit Hilfe von a), dass 0.B.d.A. ST*DS = D angenommen werden kann,
und verwende dann b).

32. Bestimme alle Eigenwerte und Eigenrdume folgender reeller Matrizen:

N )

Welche dieser Matrizen sind diagonalisierbar? Gib im diagonalisierbaren Fall Ma-
trizen S an, sodass S~'AS bzw. S~!BS Diagonalmatrizen bilden.

33. Wie im vorangehenden Beispiel nun fiir die reellen Matrizen:

1 0 0 1 -3 2 20 1
A=(3 20 3], B=|o -8 6], c=[0 2 0
2 —12 —18 0 —15 11 01 2
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34. Bestimme alle Eigenwerte und Eigenrdume der Matrix
Al

A A

—_

wobei A € K. Ist A diagonalisierbar?

35. Sei g € K[z] ein Polynom und D eine Dreiecksmatrix,

D= Az Zeige q(D) = 1(A)
An q(An)

36. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, ¢: V' — V eine diagona-
lisierbare lineare Abbildung und ¢ € K]z] ein Polynom. Zeige, dass dann auch
q(p) diagonalisierbar ist und bestimme das Spektrum von ¢(¢p).

37. Erklare warum die Matrix

()

iiber dem Korper K = Q nicht diagonalisierbar ist. Zeige, dass sie iiber K = R
sehr wohl diagonalisierbar ist, bestimme ihre Eigenwert und Eigenrdume sowie
eine invertierbare Matrix S, sodass S~'AS Diagonalgestalt hat.

38. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, ¢: V' — V linear, A € K
ein Eigenwert von ¢ und E) = ker(p — Aidy) der entsprechende Eigenraum.
Dartiiber hinaus, sei ¥: V' — V eine weitere lineare Abbildung, die mit ¢ kom-
mutiert, d.h. iy = Y. Zeige, dass ¢ die Eigenrdume von ¢ invariant lasst, d.h.
Y(Ey) C E.

39. Betrachte die Folge 0,1,2,7,20,61,182,... Genauer sei
r0=0, x1=1, z,=2x,1+3Th_9, n>2.
Bestimme eine explizite Formel fiir x,,. Gehe dabei wie in Beispiel VI.1.26 vor.

40. Sei A € M, yn(K).

(a) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Eigenwerten und Eigenrdumen
von A und denen von pA, wobei 0 # p € K?

(b) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Eigenwerten und Eigenrdumen
von A und denen von A~!, falls A invertierbar ist.

(¢) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Eigenwerten von A und denen
von A'?

Gehe jeweils auch auf die geometrischen und algebraischen Vielfachheiten ein.
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41. Sei A € M, «,(C). Zeige
2|, det(L, +tA) = tr(A).
Hinweis: Es existiert S € GL,(C), sodass S~YAS eine obere Dreiecksmatriz ist.

Erklare warum obige Formel auch fiir reelle Matrizen A € M, ., (R) richtig bleibt.

n . n

42. Zeige, dass jedes Polynom der Form p = pg+p1z+- - -+ pp_12" 1+ (=1)"2",
wobei p; € K, als charakteristisches Polynom einer Matrix A € M,,«,(K) auftritt.
Berechne dazu das charakteristische Polynom der Matrix

0 0 (=)
A - 1 :
0 (=1)" 'pn2
L (=1)""p,
mittels Induktion nach n.

43. Zeige, dass GL,(R) dicht in M, y,(R) = R™ liegt, d.h. in jeder Umgebung
einer Matrix A € M,,»,(K) gibt es invertierbare Matrizen. Betrachte dazu die
Familie von Matrizen A — ¢, t € R, und zeige, dass es beliebig kleine ¢ gibt fiir
die A — t invertierbar ist.

44. Sei p eine Primzahl. Zeige, dass der Korper Z, nicht algebraisch abge-
schlossen ist. Hinweis: Betrachte das Polynom ¢ =1+ (z —1)(z —2)---(z — p).

45. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und 7: V' — V ein Pro-
jektor, d.h. 72 = 7. Bestimme alle Eigenwerte und Eigenriume sowie das charak-
teristische Polynom von 7. Gib jeweils auch die geometrische und algebraische
Vielfachheit der Eigenwerte an.

46. Sei I C R ein offenes Intervall, betrachte den Vektorraum der glatten
Funktionen, V' := C*°(I,R), und bezeichne D: V — V' D(f) := f’, den Ablei-
tungsoperator. Fiir A € R sei f\ € V, fa(z) := . Zeige, dass f\ Eigenvektor
von D ist und bestimme den Eigenwert.

47. Sei P € My« (K[z]) eine Matrix von Polynomen. Zeige, dass det(P) linear
in jeder Spalte ist, d.h. fiir beliebige Polynome p;;, pij, ¢ € K[z] gilt

P11 - PP Pln P11 - P1j t Pin P11 - P1j Pl
det | : : :det(: : :)+det<: : :)
<sz1 o PrjtPng me> Pn1 = Pnj = Pnn Pni = Bnj - Prn
und
pu - 4Py - Pin pPua - P1j 0 Pin
: : = qdet : :

nl " 4Pnj " Pnn nl """ Pnj """ DPnn

Zeige weiters det(P") = det(P), vgl. Aufgabe 21, und schliele daraus, dass det(P)
auch linear in jeder Spalte ist.

det
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48. Sei P = (p1|---|pn) € Myuxn(K[z]) eine Matrix von Polynomen. Zeige
det(poa)| - - - [Pon)) = sign(o) det(P) € K[z], fiir jede Permutation o € &,,.

49. Seien P,Q € M, x,(K[z]) zwei Matrizen, deren Eintragungen Polynome
sind. Zeige det(PQ) = det(P)det(Q) € K|z] auf zwei Arten: Fiir unendliche
Korper unter Verwendung von (det(P))(\) = det(P())), A € K, und dann fiir
beliebige Korper. Anleitung fiir den zweiten Teil:

1.) Zeige, dass det(PQ) und det(P)det(Q) beide linear in jeder Spalte von @
sind, siche Aufgabe 47, und schliefle daraus, dass es 0.B.d.A. geniigt Matrizen
der Form @ = (e;, |- - -|e;,) zu betrachten.

2.) Zeige, dass det(PQ) = 0 = det(Q), falls Q) zwei gleiche Spalten besitzt,
und schliee daraus, dass es 0.B.d.A. geniigt Permutationsmatrizen Q =
(€x(1)] - - |€s(n)) zu betrachten, wobei o € &,,.

3.) Verwende Aufgabe 48 um den Beweis abzuschlielen.

50. Zeige, dass fiir jede Matrix A € Msy5(K) die Relation
det(A) = %(u(A)? - tr(A2)>
gilt und analog fiir A € M3y3(K)
det(A) = %(tr(A)?’ — 3tr(A) tr(A2) + 2 tr(A3)>.

Hinweis: Es gentigt dies fiir algebraisch abgeschlossene Korper, d.h. triangulier-
bare Matrizen, zu zeigen.

51. Betrachte die Permutation o € G,,,

o(l)=2, 0(2)=3, o3)=4, ... on—-1)=n, on) =1,
und die assoziierte Permutationsmatrix
O 0 --- 01
1 0 --- 00
A= (60(1)‘~-~|€0(n)) =10 1 € Mnxn(C),
S, 000
O --- 0 10

Bestimme alle komplexen Eigenwerte von A sowie deren algebraische und geome-
trische Vielfachheit. Ist A diagonalisierbar? Freiwillige Zusatzaufgabe: Bestimme
eine Eigenbasis von A.

52. Seien A, B € M,«,(K) zwei Matrizen von denen mindestens eine in-
vertierbar ist. Zeige, dass AB und BA die selben Eigenwerte mit den gleichen
algebraischen und geometrischen Vielfachheiten haben.

53. Welche der folgenden reellen Matrizen sind triangulierbar?

2 5 10 1 -2 501
=35 el oD e (B )
9



Gib im triangulierbaren Fall jeweils invertierbare Matrizen S an, sodass S71AS,
S~1BS, etc. obere Dreiecksgestalt besitzt.

54. Wie in der vorangehenden Aufgabe nun mit den reellen Matrizen:

10 0 100
A=(0 1 -2, B=1|2 3 0],
01 -1 45 6
—4 1 =2 —3 -8 -2
c=(3 2 1], D=2 5 1
18 -3 8 8 12 5

55. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und ¢: V' — V linear. Zeige, dass
die folgenden Aussagen adquivalent sind:
(a) @ ist triangulierbar, d.h. es existiert eine Basis B von V', sodass [¢]|pp obere
Dreiecksgestalt hat.
(b) Es existieren Teilrdume {0} =V CV; C Vo, C--- CV, =V mit dim(V;) =i
und ¢(V;) C V;, fiir jedes i = 1,...,n.
56. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und ¢: V' — V linear. Zeige, dass
¢ genau dann triangulierbar ist, wenn ¢': V* — V* triangulierbar ist. Schliefie

daraus, dass eine Matrix A € M, ,(K) genau dann triangulierbar ist, wenn die
transponierte Matrix A® € M, «,,(K) triangulierbar ist.

57. Sei A € K. Fiir jede der Matrizen

Al Al A
A A

> O

1

A0

1 ’ Al

Al Al
A A

1
Al
A

> =

bestimme die Dimensionen der Teilrdume
By =ker(A —\) Cker((A—)\)?) €+ Cker((A—N)") = E\

sowie das minimale N fiir das ker((A -\ ) — E, gilt, wobei A jeweils eine der
Matrizen bezeichnet.

58. Fiir ¢ € K zeige:

Al A€ 1

St A S = A , wobei S = :

10



59. Verifiziere den Satz von Caley—Hamilton anhand folgender Matrix,

5 0 4
A=|-3 2 =71,
0 0 3

d.h. bestimme das charakteristische Polynom p von A und berechne p(A).

60. Sei A € M, «x,(K) eine Matrix, deren charakteristisches Polynom in Li-
nearfaktoren zerfallt, d.h. p = (A — 2)™ -+ (A — 2)™, wobei Ay,..., A\, die
verschiedenen Eigenwerte und my, ..., my ihre algebraischen Vielfachheiten be-
zeichnen. Beweise erneut den Satz von Caley—Hamilton, d.h. p(4) = 0, nun in
Matrixschreibweise. Anleitung:

(1) Nach Satz VI.3.7 iiber die Primérzerlegung existiert S € GL,(K), sodass

By . .
B := S_lAS = > Bz = . . € Mmlxml(K)

) Wie sehen die Diagonaleintrige des i-ten Diagonalblocks von (B — \;1,,) aus?
) Wie sieht der i-te Diagonalblock von (B — \;1,,)™ aus?

) Schliefle daraus, dass p(B) = (A, — B)™ -+ (M\el, — B)™ = 0.

)

(
(
(
(5) Folgere p(A) = 0.

2
3
4
5

61. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear.
Weiters sei ¢: V' — V linear und kommutiere mit ¢, d.h. pip = Yp. Zeige,
¢(E)\) C E,, wobei E, den verallgemeinerten Eigenraum zu einem Eigenwert \
von ¢ bezeichnet.

62. Seien ¢,1: V — V zwei kommutierende nilpotente lineare Abbildungen.
Zeige, dass dann auch ¢ + 9 nilpotent ist. Gib zwei (nicht kommutierende) nil-
potente Abbildungen an, deren Summe nicht nilpotent ist.

63. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V eine diago-
nalisierbare lineare Abbildung. Weiters sei V= W@ W’ eine invariante Zerlegung,
d.h. (W) C W und o(W') C W'. Zeige, dass dann auch die Einschrinkungen
olw: W — W und ¢|y: W — W' diagonalisierbar sind.

64. Zeige, dass die einzige diagonalisierbare und nilpotente lineare Abbildung
die Nullabbildung ist.

65. Seien p,19: V — V zwei kommutierende diagonalisierbare lineare Abbil-
dungen. Zeige, dass ¢ und ¢ gleichzeitige diagonalisierbar sind, d.h. es existiert
eine Basis B von V| sodass [¢]gp und [¢)]pp Diagonalmatrizen sind.

11



66. Betrachte die Matrix

3 -1 0 3
0 0 0 8
A= 0 1 2 —4
0 0 1 4

Bestimme eine diagonalisierbare Matrix D sowie eine nilpotente Matrix N, sodass
A=D+ Nund DN = ND.

67. Zeige folgende Formel fiir die k-te Potenz eines (n x n)-Jordanblocks:

vl L AE o E-L (l;) A2 (fl) \k—n—1
\ Ak kAk—1 :
X = A\F . (l;) A\k—2
. k,)\k—l
A \k

Hinweis: Induktion nach k.

68. Bestimme die Jordan’sche Normalform der Matrix

010 -10T1 0

01 0 00 -1

0 0 01 0

A= 0 1 0 -1
01 O

0 0

0

sowie eine invertierbar Matrix S, sodass S~*AS Normalform hat.

69. Bestimme die Jordan’sche Normalform der Matrix

3310 0 000
31 -2 00 4
30 100

A= 3 01 2
3 00

3 1

3

sowie eine invertierbar Matrix S, sodass S~*AS Normalform hat.
12



70. Bestimme die Jordan’sche Normalform der Matrix

5 1 1 =7 =33 —-22 33
050 2 9 6 11
005 -4 -8 -7 6
A=10 0 0 7 1 2 1
000 O 7 1 -2
000 O 0 7 0
000 O 0 0 7

sowie eine invertierbar Matrix S, sodass S~'AS Normalform hat.

71. Bestimme die Jordan’schen Normalformen folgender Matrizen:

4 1 0 0 4 4 24 12
—4 0 0 O -1 0 =12 6
A= 15 10 4 11}’ B = 0O 0 0 1 ’
—-20 =15 -4 0 0 0 -4 4
4 1 0 O
-5 3 1 0
¢= 18 1 1 1
-23 -6 -1 0
Welche dieser Matrizen sind dhnlich zueinander?
72. Betrachte einen Jordanblock der Form
a —f
B o B
a = .
A= ng(a,ﬁ) = 5 @ € M2m><2m(R)a
. I,
a —f
b «

wobei a, € R und § > 0. Bestimme
dim ker(((A — alyy,)? + 62[2m)r>,
fiir jedes r € N.
73. Bestimme die eindeutige Primfaktorzerlegung des reellen Polynoms
p=2"—2" +625—62" +92° - 92° + 42" — 42° € R[]

Fasse dann p als komplexes Polynom auf, p € C|[z], und bestimme seine Primfak-
torzerlegung iiber C. Hinweis: Die Nullstellen sind 0,1, £1i, £2i.

74. Zeige, dass das Polynom p € Q[z], p = 2* + 2, irreduzibel iiber Q ist.
13



75. Fiir jede komplexe Matrix A € M,,x,(C) sei A € M,,,n(C) jene Ma-
trix, die wir erhalten indem wir jeden Eintrag durch seinen komplex konjugierten
ersetzen, d.h. A; ; = A, ;. Zeige:

(a) A+ B= A+ B, fiir alle A, B € M,,%,(C).
(b) MA = MA, fiir alle A € M,,,,(C) und \ € C.
(c) AB = AB, fiir alle A € M,,5,,(C) und B € M,,x(C).

76. Bestimme die relle Jordan’sche Normalform der Matrix

000 0 0 —2
030 0 0 0
100 —20 2

A=19 09 0 o 1 |€Mxe(R)
213 2 3 0
200 0 0 0

77. Bestimme das Minimalpolynom der Matrix

5 1
5 1
5 0
5 1
5 0
3

1
o

1
5
Hinweis: Das Minimalpolynom ist ein Teiler des charakteristischen Polynoms.

78. Bestimme das Minimalpolynom m 4 € K[z] der Matrix

JM1,1 ()‘1)
Jml,nl ()\1)

Jmk,1()‘k)

wobei k,n;,m;; € N, \; € K und J,,(\) den Jordanblock der Gréfie m mit
Eigenwert A bezeichnet. Zeige weiters:

k
deg(ma) = Zmax{mi,j ‘ i=1,...,n}.
i=1

14



79. Sei V' ein Vektorraum iiber K. Zeige, dass die Menge der Bilinearformen
auf V' beziiglich der Operationen

(Br + B2)(v,w) == Br(v,w) + Ba(v,w), (AB) (v, w) = A\3(v,w).

einen K-Vektorraum bildet. Zeige weiters, dass die Menge der symmetrischen
Bilinearformen ein Teilraum ist. Formuliere und beweise die analoge Aussage fiir
Sesquilinearformen (Hermitesche Formen).

80. Sei V ein K-Vektorraum und 3: V' x V — K eine Abbildung, die linear
in der ersten Eintragung und symmetrisch ist, d.h. es gelte

ﬁ(v—l—v',w)zﬁ(v,w)+ﬁ(v',w), 6()‘U>w):)‘5(v>w)a 5(111,'&1):@('11,111),

fiir alle v,v',w € V und A\ € K. Zeige, dass [ eine symmetrische Bilinearform
ist, d.h. zeige, dass § dann auch linear in der zweiten Eintragung sein muss.
Formuliere und beweise die analoge Aussage fiir Hermitesche Formen.

81. Bestimme die Matrix (beziiglich der Standardbasis) der symmetrischen
Bilinearform auf R?® mit quadratischer Form:

q (g) =2 +2y* + 327 + 22y + Twz — Gyz.

82. Sei f: V x V — K eine symmetrische Bilinearform mit assoziierter qua-
dratischer Form ¢(v) = B(v,v). Zeige, dass ¢ der sogenannte Parallelogrammglei-
chung geniigt, d.h. fiir alle v,w € V gilt

q(v+w) + q(v —w) = 2q(v) + 2q(w).
Formuliere und beweise die analoge Aussage fiir Hermitesche Formen.

83. Sei V ein K-Vektorraum und g: V x V — K eine symmetrische Bilinear-
form. Zeige, dass

O(V,B) == {w € GL(V) | Vv,w € V : B(ip(v), p(w)) = B(v,w) }

beziiglich Komposition von Abbildungen eine Gruppe bildet. Zeige weiters, dass
im Fall char(K) # 2,

O(V,B) = {¢ € GL(V) | Vv € V : q(p(v)) = q(v) },
wobei ¢(v) = (v, v) die assozierte quadratische Form bezeichnet. Formuliere und

beweise die analoge Aussage fiir Hermitesche Formen.

84. Sei ¢: W — V eine lineare Abbildung und : V x V — K eine symme-
trische Bilinearform. Zeige, dass ¢*(3,

OB W XxW =K, (¢*B)(wr, ws) := B(p(wr), p(ws)),

eine symmetrische Bilinearform auf W definiert. Zeige:

(poyp)'B=74"(¢"B) und  (idy)"B=4

15



fiir jede weitere lineare Abbildung v: U — W, sowie

O (BL+B) =@ B+ By und " (A\3) =\
fiir symmetrische Bilinearformen [, 51, 82 auf V und A € K. Zeige weiters:

(a) Ist B positiv/negativ semidefinit, dann ist ¢*( positiv/negativ semidefinit.
(b) Ist 5 positiv/negativ def. und ¢ injektiv, dann ist ¢*[ positiv/negativ def.
(c) Ist 5 nicht-degeneriert und ¢ injektiv, dann ist auch ¢*f nicht degeneriert.
(d) ¢*8 = Blw, wobei v: W — V die Inklusion eines Teilraums bezeichnet.

(e

) OV, 3) ={p € GL(V) | ¢6 = B}

Formuliere und beweise analoge Eigenschaften Hermitescher Formen.

85 (Frobeniushomomorphismus). Sei K ein Kérper mit endlicher Charakteri-
stik, p = char(K). Zeige, dass die Abbildung
F: K=K, F(z) = a?,
ein Kérperhomomorphismus ist, d.h. es gilt
Fle+y) =Fl)+Fy) wd  Fy) = F)F(y)
fiir alle z,y € K. Fiir die Fixpunktmenge von F' zeige weiters,
Fix(F):={z e K| F(z) =2} ={0,1,2,...,p— 1}

Hinweis: Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt n? = n mod (p), fir jede Prim-
zahl p und alle n € Z. Auch st ( ) durch p teilbar, fir alle 0 <1 < p.

86. Sei B: V x V — K eine symmetrische Bilinearform und W := ker(f).
Zeige, dass B )
B:VIWxVIW =K, B([v],[v]) = B(v,0),

eine wohldefinierte symmetrische Bilinearform definiert, die nicht-degeneriert ist.

87. Zwei symmetrische Matrizen A, B € M,>, (K) werden kongruent genannt,
falls S € GL,(K) existiert, sodass B = S'AS. Zeige, dass dies eine Aquiva-
lenzrelation auf M, (K) ist. Formuliere und beweise die analoge Aussage fiir

Hermitesche Formen.

88. Sei V ein endlich dimensionaler komplexer Vektorraum. Weiters seien 3
und ' zwei symmetrische Bilinearformen auf V' mit rank(8) = rank(5’). Zeige,
dass ein linearer Isomorphismus ¢: V' — V existiert, sodass ' = ¢*f3, d.h.
B'(v,w) = B(e(v), p(w)), fir alle v,w, € V. Hinweis: Satz VII.1.25.

89. Fiir jede der folgenden symmetrischen Matrizen

-1 0 0 40 0 5 8 11
A=l0 -4 0], A=]01i 2 . As;=1|8 13 18],
0 0 -9 0 2 —4-Ti 11 18 25

bestimme eine invertierbare Matrix S; € GL3(C), sodass S'A;S; = (Ié‘ 8). Welche
der Matrizen A; sind kongruent iiber C.
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90. Sei V ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum. Weiters seien  und
B" zwei symmetrische Bilinearformen auf V' mit gleicher Signatur. Zeige, dass ein
linearer Isomorphismus ¢: V' — V existiert, sodass ' = ¢*3, d.h. f'(v,w) =
Bp(v), p(w)), fiir alle v, w, € V. Hinweis: Satz VII.1.35. Formuliere und beweise
die analoge Aussage fiir Hermitesche Formen

91. Sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und ¢g: V' x V' — R eine
symmetrische Bilinearform mit Signatur (p, q), wobei p + ¢ = n. Weiters sei B

eine geordnete Basis von V| sodass [g]z = ( ™ _ 1, )- Zeige, dass

0,y = {A € Myn(R) ‘ At (IP _,q) A= (fp _1q>}
beziiglich Matrizenmultiplikation eine Gruppe bildet. Zeige weiters, dass
O(V.9) = Opg, ¥ ¢ [¢]B,

ein Gruppenisomorphismus ist. Bemerkung: Die Gruppe O3 (und auch die Grup-
pe Oq 3) wird Lorentz Gruppe genannt, und spielt in der Physik eine zentrale Rolle.

92. Bestimme die Signatur folgender reeller quadratischer Formen:

Q1= —2°

g = —4a* — 34y — 122y

g3 = 42® + 13y — 32° + 8wy + 8z + 26y

qu = 92% 4 26y° + 2% + 4w? + 6xy — 622 + 62w + 18yz — 18yw — 142w
93. Bestimme die Signatur folgender symmetrischer reeller Matrizen:

1 2 -1 1
16 4 6 2 95 5 -1 3
AQI 6 4 ; A3: 6 13 7 5 A4: _1 _1 1 _2
279 1 3 —92 _9

Ip

Gib jeweils Matrizen S,, € GL,,(R) an, sodass S’ A,,S,, die Gestalt ( I, ) hat.

0
94. Zeige, dass fiir die adjungierte Matrix folgenden Rechenregeln gelten:

(a) A™ = A, fiir alle A € My, (C).

(b) (A+ B)* = A* + B*, fiir alle A, B € M,,x,(C).

(c) (AA)* = MA*, fiir alle A € M,,»,,(C) und X € C.

(d) (AB)* = B*A*, fiir alle A € M4, (C) und B € M,,;(C).

Zeige, dass die Menge der selbstadjungierten Matrizen einen reellen aber keinen

komplexen Teilraum von M,,«,(C) bilden.

95. Sei h: V x V — C eine Hermitesche Form und ¢: V' — R, ¢(v) = h(v,v),
die damit assozierte quadratische Form. Verifiziere folgende Polarisierungsiden-
titat fir v,w € V:

h(v,w) = i(q(v +w) —q(v — zi;?)) — ii (q(v +iw) — q(v — iw)).



96. Zeige, dass die Menge der positiv/negativ (semi)definiten Hermiteschen
Formen eine konvexe Teilmenge im reellen Vektorraum aller Hermiteschen For-
men bildet. Hinweis: vgl. Bemerkung VII.1.31. Formuliere und beweise die ana-
loge Aussage fiir selbstadjungierte Matrizen.

97. Zeige, dass sich jede Matrix A € M, (C) auf eindeutige Weise in der
Form A = B +iC schreiben ldsst, wobei B und C' selbstadjungiert sind. Hinweis:

Betrachte A + A* und A — A*.

98. Seien A € M« (R) und C' € M5, (C). Zeige:
(a) A'A >0 und A'A > 0, falls rank(A) = n.
(b) C*C > 0 und C*C > 0, falls rank(C) = n.

99. Bezeichne S, , C M35 (R) die Menge der symmetrischen (2 x 2)-Matrizen
mit Signatur (p, q). Betrachte den linearen Isomorphismus

A
SR (R

z z
und skizziere die Teilmengen ¢(Sa), #(S11), ¢(So2) von R3. Hinweis: Sylvester-
kriterium

100. Bestimme die Signatur der Hermiteschen Matrix

1 241 —i
2—1i 9 1—2i

i 142i 1
101 (Cosinussatz). Sei V ein Euklidischer Vektorraum, v,w € V, v # 0 # w
und bezeichne o den Winkel zwischen v und w, d.h. cos(a) = % Zeige

lv = wl* = [Jo]|* + w]* = 2[|v|[Jw] cos(e).
102. Zeige, dass
[zl =[] + -+ |
eine Norm auf R" definiert, fiir die die Parallelogrammgleichung nicht gilt. Schlie-

Be, dass || — || nicht von einem inneren Produkt auf R" induziert wird. Hinweis:
siehe Proposition VII.2.8.

103. Zeige, dass

1 2 3
() =2"2 8 12]y.
3 12 27

ein inneres Produkt auf R? definiert. Wende das Gram-Schmidt Orthonormali-
sierungsverfahren auf die Standardbasis von R? an, um eine Orthonormalbasis
von R3 beziiglich des inneren Produkts oben zu bestimmen.
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104. Betrachte den von den Vektoren

1 0 0
1 1 0
0f”’ 117 1
0 0 1

aufgespannten Teilraum W in R?. Verwende das Gram-Schmidt Orthonormali-
sierungsverfahren, um eine Orthonormalbasis von W sowie einen Normalektor,
v € W+, zu bestimmen.

105. Bestimme die QR-Zerlegung der invertierbaren Matrizen

-2 —4 -5
A:@ _42) und B=|1 3 6
1 1 2

106 (Operatornorm). Sei ¢: V' — W eine lineare Abbildung zwischen endlich
dimensionalen Euklidischen oder unitdren Vektordumen. Zeige

[ (v)l
[l :== sup = sup |[lp(v)] < oo,
0£vev ||V VeV, [lvfl=1

und verifiziere, dass dies eine Norm auf dem Vektorraum L(V, W) definiert die
folgende Eigenschaften besitzt:

(a) o)l < flellllv]l, fir jedes v e V.
(b) [[¥ ool < ||¥||||ell, fur jede weiter lineare Abbildung ¢: W — U.
() lle™ll = llell -
(d) lleell = llell
107 (Kreuzprodukt). Sei a,b ein Orthonormalsystem in R3, d.h. ||a]| =1 =

16| und (a, b) = 0. Zeige, dass a, b, axb eine Orthonormalbasis von R? ist. Schliee
daraus, dass die Matrix A := (a|bla x b) orthogonal ist. Berechne det(A).

108. Zeige, dass
O, =1{A€ M,,(R): A'A=1,}

eine kompakte Teilmenge von M, y,(R) = R" ist. Hinweis: Zeige, dass O,, be-
schrinkt und abgschlossen ist; die Norm ||Al|? = tr(A'A) auf M, x,(R) ist dabei
hilfreich. Zeige auch, dass

U, = {AE€ Myyn(C): A*A=1,}

2

eine kompakte Teilmenge von M, (C) = C"* = R2"” ist,.

109. Zeige det(A*) = det(A), fiir jede Matrix A € M, »,(C). Folgere daraus,
| det(A)| = 1, fiir jede unitidre Matrix A € U,. Zeige, analog, dass det(A) € {£1},
fiir jede orthogonale Matrix A € O,,.
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110 (Legendre-Polynome). Betrachte den Euklidischen Vektorraum der steti-
gen Funktionen, C°([—1,1],R), mit innerem Produkt

(f,9) = /_1 f(z)g(z)dz.

Wende das Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahren auf die linear unab-
hingige Teilmenge 1,x, 22, 2® an, und bestimme so eine Orthonormalbasis des
davon aufgespannten Teilraums.

111. Betrachte den Vektorraum der stetigen Funktionen, C°([0, 27, C), mit

innerem Produkt
27

(fi9) = % ; f(t)g(t)dt.

Zeige, dass die Funktionen €™, n € Z, ein Orthonormalsystem bilden.

112. Zeige, dass die Menge der reellen bzw. komplexen oberen Dreiecksmatri-
zen mit positiven Diagonaleintrégen eine Untergruppe von GL, (R) bzw. GL,(C)
bilden.

113. Seien W und W’ zwei komplementire Teilraume eines endlich dimensio-
nalen reellen Vektorraums V', d.h. V. =W @ W’. Zeige, dass ein inneres Produkt
auf V existiert, fiir das W+ = W’ gilt. Formuliere und beweise die analoge Aus-
sage fiir komplexe Vektorraume.

114. Bestimme die Matrix (beziiglich der Standardbasis) der Orthogonalpro-
jektion auf den Teilraum

W=

O N NN
|
—
~

-2

3
von R*, sowie den Abstand d(v, W) des Punktes v = (‘11) zu W.

115. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer oder unitédrer Vektorraum
und p: V — V ein Projektor, p? = p. Zeige, dass folgende Aussagen #quivalent
sind:

(a) p ist selbstadjungiert, d.h. p* = p.
(b) V = img(p) @ ker(p) ist eine orthogonale Zerlegung, d.h. ker(p) = img(p)=*.
(c) pist die Orthogonalprojektion auf img(p).

116. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer oder unitéarer Vektorraum,
bezeichne ¢: W — V die Inklusion eines Teilraums und p: V' — W die Orthogo-
nalprjektion. Zeige t* = p und p* = ¢.
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117. Sei V ein endlich dimensionaler unitdrer Vektorraum. Zeige, dass
(v, wr = Re((v,w))

ein inneres Produkt auf dem zugrundeliegenden reellen Vektorraum Vg = V
liefert. Fiir eine lineare Abbildung ¢: V' — V bezeichne pr: Vg — Vi die selbe
Abbildung, aber als reell lineare Abbildung aufgefasst. Zeige weiters:

(a) Ist p: V' — V selbstadjungiert, so ist ¢g: Vg — Vg symmetrisch.

(b) Ist ¢: V — V unitér, so ist pg: Vg — Vi orthogonal.

118. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer oder unitiarer Vetorraum
und ¢: V' — V linear. Zeige:

pW)CW & o"(WHCw

119. Fiir jede der folgenden symmetrischen Matrizen A bestimme eine ortho-
gonale Matrix U, sodass U~'AU = U' AU Diagonalgestalt hat:

2 -1 1
Ay, = o -l , As=1-1 2 1
-9 1 1 2

120. Fiir jede der folgenden selbstadjungierten Matrizen A bestimme eine
unitire Matrix U, sodass U AU = U* AU Diagonalgestalt hat:

. 1 —92i 2
Ay = (51 _921) A= |2 1 2
2 2 1

121. Zeige, dass die Drehung p% in Beispiel VII.4.4 nicht von der Wahl der
Orthonormalbasis B abhéangt. Hinweis: Die Gruppe SOq ist Abelsch.

122. Seien a; und a, zwei linear unabhéngige Einheitsvektoren eines endlich
dimensionalen Euklidischen Vektorraums, ||ai|]] = 1 = |laz||, und bezeichne «
den Winkel zwischen a; und as. Weiters seien o,,,0,,: V' — V die orthogonalen
Spiegelungen an aj- bzw. ay . Zeige, dass die Komposition p := 04,0,,: V — V mit
der Drehung in dem von a; und as erzeugten 2-dimensionalen Teilraum £ C V
um den Winkel § = 2 iibereinstimmt, d.h. zeige, p = pf%, mit der Notation
in Beispiel VII.4.4. Hinweis: Die Verdoppelungsformel fir den Cosinus lautet:
cos(2a) = 2cos? a — 1.
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Ubungen zu “Lineare Algebra und Geometrie 2”
Wintersemester 2012/13
Stefan Haller

1. Sei p: V' — V eine selbstadjungierte Abbildung auf einem endlich dimen-
sionalen Euklidischen oder unitdren Vektorraum V. Weiters bezeichne A, den
kleinsten und A, den grofiten Eigenwert von . Zeige:

)\min 1dV S 2 S )\max 1dV .

2. Seien @, 1: V — V zwei kommutierende semipositive Abbildungen, d.h.
@ >0,% >0und v = Yp. Zeige, dass auch ¢ > 0 gilt.

3. Bestimme die Quadratwurzeln folgender Matrizen:

5 4 9 9 231
4 5) 9i 2 3 63
13 2

4. Bestimme Polarzerlegungen folgender Matrizen:

(4 4) (1 —i) } (1) —12
-2 2 31 3 1 -1 1

5. Bestimme Sinuldrwertzerlegungen folgender Matrizen:

03000
1 010 00020
010 1], 10000
1 010 00005
00400

6. Fiir jedes t € R zeige:
(a4 [cosht sinht : (0 1
© = <sinht cosht) ’ wobei A= <1 0) ’
7. Sei A € My (C) und Ay, ..., \, alle Eigenwerte von A, ihrer Vielfachheit

entsprechend oft gelistet. Zeige, dass e, ..., e die Eigenwerte von e sind.
Hinweis: A ist triangulierbar. Schliefle daraus:

det (e?) = ™).
Gilt diese Gleichung auch fiir reelle Matritzen?

8. Sei K =R oder K =C. Fiir A, B € M,,«,(K) mit AB = BA zeige:

oA+B _ LALB

1



SchlieBe daraus, dass e/ stets invertierbar ist mit Inverser,
(eM !t =e
Zeige dass, K — GL,(K), t + €*4, ein Gruppenhomomorphismus ist und, dass

d tA _ 4 tA
€ = Ae

gilt. Gib auch zwei (nicht kommutierende) Matrizen an, fiir die e+ #£ edeP.

9. Sei K =R oder K = C. Zeige
() = e
fiir jede Matrix A € M,,.,,(K). Zeige weiters:

(a) Ist A schiefsymmetrisch, d.h. A* = —A, dann ist e?* unitér bzw. orthogonal.
Zeige auch, dass sich jede unitéire Matrix in der Form e# schreiben lésst, wobei
A" = —A. Ist A eindeutig bestimmt? Was lédsst sich im reellen Fall sagen?
Hinweis: Unitire Abbildungen sind normal und daher diagonalisierbar.

(b) Ist A symmetrisch, d.h. A* = A, dann ist e? positiv. Zeige auch, dass sich
jede positive Matrix in der Form e” schreiben ldsst, wobei A* = A. Ist A
eindeutig bestimmt?

10. Bestimme die Pseudoinversen folgender Matrizen:

1 21
10
0 00 2 1 2
(1234, (00())’ N R E
4 5 4
11. Sei A = UXV* eine Singuldrwertzerlegung von A € M,,,(C), d.h.
o1 0 0
UeU,, VeU, S=|,_ @t-0l 550
6 o 000
Zeige, AT = VX TU*. Verwende dies um die Pseudoinverse der Matrix
1 010
A=10 1 0 1
1 010

aus Aufgabe 5 zu berechnen.

12. Zeige
fiir jede reelle oder komplexe Matrix A. Hinweis: Mit Hilfe der Singuldrwertzer-
lequng, ldsst sich dies auf Diagonalmatrizen zurickfihren. Alternativ, lisst sich
auch nachrechnen, dass (A*A)TA* die vier Eigenschaften hat, die AT charakte-
risieren, und daher mit AT dibereinstimmen muss.
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13. Sei A € M4, (C) eine Matrix mit Singuldrwerten oy, ..., oy, ihrer Viel-
fachheit entsprechend oft gelistet. Betrachte nun die quadratische selbstadjun-
gierte Matrix B € M(n+m)><(n+m)(((:),

0 A*
5-(1 %)

Zeige, dass o1,...,0%, —01,...,—0y alle von Null verschiedenen Eigenwerte von
B mit Vielfachheit sind. Hinweis: Wdhle eine Singulirwertzerleqgung A = UX V™,

zeige
0 U\ (0 A 0o vy (0 X
vV 0 A 0 us 0) \¥* 0
und berechne die Figenwerte dieser Matrix.
14. Fiir jede Matrix A € M,,x,(C) betrachte
IIAxll

Fir belieblge unitdre Matrizen U € U,, und V € U, zeige:
|[TUAVE| = [|All, [ UAV |2 = [[Al2, |UAV [y = [[A]l1.

Schliele daraus

JAl = max{or,....on}, Al =/o? ++0k Al =01+ +o

wobei 01, ..., 0, die Singularwerte von A bezeichnen. Zeige auch
[AS = 11AlL A% = [[All, AT = 1Al

Al == [Alls = (tr(A*A) %, (A= (A A)Y2),

sowie

[A[] < [|Afl2 < [l

15. Zeige, dass || A||; aus dem vorangehenden Beispiel eine Norm auf M,;,x,,(C)
definiert (fiir [|A|| und ||A||2 haben wir dies bereits an anderer Stelle verifiziert):
(a) AL =0 A =0,

(b) [[AA[[x = [A[]|A]|1, fiir alle A € C.

() [A+ Ay < | All + | '], wobei A, 4’ € Mypn(C).

(d) JAA|lx < [|A|[1||A"||1, wobei A € M,«n(C) und A" € M, x(C).

(e) [tr(A)| < ||A]l1, falls A € M,,«,(C).

() |BAllx < ||B|lI| A1, fur alle B € My (C).

(8) IAB[ly < [[A[l1||B], fiir alle B € My, (C).

(h) [[A[lx = sup) g <; | tr(BA)], wobei das Supremum {iber alle B € M,,x,,(C) mit
|B|| <1 genommen wird.

Hinweis: (a) und (b) sind leicht. Verifiziere dann (e) unter Verwendung einer Sin-

guldrwertzerlegung A = UXV™* und |tr(V*UX)| < tr(X) = ||X||1. Anleitung fir

(f) im Falll > n: Sei A = USV* eine Singuldrwertzerleqgung von A, und BA =

WR eine Polarzerleqgung von BA, d.h. W € M;,,(C), W*W =1,, R* =R > 0.
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Schliefe daraus: ||BA||, = tr(R) = tr(V*W*BUX) = > (V*W*BUZXe;, e;) <
IV W*BU||E]ly < IBI[IXl = IBII[Allx- (d) und (g) folgen aus (f) und der
vorangehenden Aufgabe. Leite nun (h) her, und verwende diese Darstellung um
die Dreiecksungleichng (c) zu zeigen.

16. Gegeben seien reelle Zahlen x; und y; wie folgt:
i rf2[3[4]5
x| 1.1]11.9]28]28]4.1
yi |79161]45]39]15

Bestimme ein lineares Polynom, p(z) = a + bz, a,b € R, sodass die Summe der

Fehlerquadrate, Zle‘ p(z;) — yi}Z, minimal wird. Fertige eine Skizze an!

17. Gegeben seien reelle Zahlen z; und y; wie folgt:
i1l 2 [3[4]5
x| =2 -1 0] 1|2
yi || 1.1]—-0.2]1.313.9]9.6

Bestimme ein quadratisches Polynom, p(x) = a + bx + cz?, a,b, c € R, sodass die
2, minimal wird. Fertige eine Skizze

Summe der Fehlerquadrate, 77 (i) — vi
an!

18. Zeige, dass

G = {(Zl) Sx) b e KF, AeGLk(K)}

eine Untergruppe von GLg,1(K) bildet. Zeige weiters, dass

1 0

G = Aff(KF), (b A

)<—>(v»—>Av+b)

ein Gruppenisomorphismus ist.

19. Zeige, dass eine Abbildung a: V — W genau dann affin ist, wenn sie
folgende Eigenschaft besitzt: Fiir je zwei Punkte vy, vy € V und jedes A € K gilt

a(Avy + (1= Nwva) = Aa(vr) + (1 = A)a(va).

Hinweis: Gehe induktiv vor und verwende

A Py
)\1U1+"'+)\kvk:(1—)\k) (1_1)\k1)1—|—... 1f)1\k’0k_1

) + )\kvk

wobei \; € K und Zle Ai =1

20. Zeige, dass eine Teilmenge A eines Vektorraums V' genau dann einen
affinen Teilraum bildet, wenn sie folgende Eigenschaft besitzt: Mit je zwei ver-
schiedenen Punkten a; # ay € A liegt auch die Gerade durch a; und ay zur Génze
in A.
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21. Zeige, dass eine Abbildung a: V' — W genau dann affin ist, wenn ihr
Graph, G, == {(v,a(v)) : v € V'}, einen affinen Teilraum von V' x W bildet.

22. Zeige, dass die Punkte

w=(3) == () - (3)

ein affines Koordinatensystem von R? bilden. Bestimme die affinen und baryzen-
trischen Koordinaten der Punkte

—4 1 2 q -1
9 ) \2)° \3) ™ 3 )
vgl. Proposition VIII.1.27. Fertige eine Skizze an!

23 (Strahlensatz). Seien ag, a1, as drei affin unabhéngige Punkte eines Vek-
torraums V. Zeige, dass g1 := (ag, a1).g und go := (ag, as).x zwei Geraden bilden,
die sich nur in ay schneiden, g N gy = {ap}. Weiters sei @} € g1 mit ag # @} # a1
und a) € go mit ag # ay # ag. Zeige, dass eindeutig Skalare Aj, Ay € K mit

CLll = )\1@1 + (1 — )\1)@0 und a’2 = >\2(L2 + (1 — >\2)a0

existieren und, dass 0 # \; # 1 gilt. Zeige, dass h := (a1, ag).g und b’ := (a}, a)) an
zwei verschiedene Geraden in V sind, fiir die

hngr ={ai}, hNgs={a}, K Ng ={a}} und ~' Ngy={ay}
gilt. Fertige eine Skizze an! Beweise nun den Strahlensatz:
h N h/ - @ = )\1 - >\2.

24. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer Vektorraum und o: V' — V
eine Bewegung, sodass 02 = idy. Zeige, dass A := {v € V : o(v) = v} einen
nicht leeren affinen Teilraum bildet. Zeige weiters, dass ¢ mit der Spiegelung an
A iiberein stimmt, vgl. Beispiel VIII.1.37.

25. Seien A und A’ zwei affine Teilrdume eines endlich dimensionalen Eukli-
dischen Vektorraums V. Weiters seien p,p’ € V zwei Punkte, sodass d(A,p) =
d(A’,p'). Zeige, dass eine Bewegung «a: V' — V existiert, sodass a(A4) = A’ und

/

a(p) =p.
26. Bestimme alle Mittelpunkte der quadratischen Funktionen, Q;: R3 — R:
Q1 @/) =2 —y* + 60— 4y +4
Q2<§> =22+t — 217

Q3<§> = 2% + 2% + 327 + 20y + 4yz + 22 + 6y + 82+ 5
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27. Sei @: V — K eine quadratische Funktion und a € Aff(V'). Zeige, dass «
die Menge der Mittelpunkte von ) o « bijektiv auf die Menge der Mittelpunkte
von Q) abbildet. Hinweis: Zeige o(my = a0 0 0 @', wobei o, die Spiegelung
am Punkt m € V' bezeichnet.

28. Fertige eine Liste aller affinen Normalformen von Quadriken in C? an,
analog zu Beispiel VIII.2.11.

29. Zu jeder der folgenden Quadriken in C? bestimme einen affinen Isomor-
phismus «;: C? — C?, sodass a;(F;) Normalform hat, vgl. Beispiel VIII.2.11:

Ei={(3)eC:2®—4y* + 22+ 8y —4=0}
Ey={(3)eC?: 22> -3y —ay+3x—2y+1=0}
Ey={(})eC®:day =1}
Analog fiir folgende Quadrik in C3:
E4:{< )E(C3 x? — gy + 327 +2xz+21yz+2x+41y+12z+14—O}

30. Zu jeder der folgenden Quadriken in R?® bestimme einen affinen Isomor-
phismus «a;: R? — R3, sodass «;(E;) Normalform hat, vgl. Beispiel VIII.2.16:

{(
=4l
{<

31. Seien F' und F’ zwei Punkte in R und 2f := d(F, F"). Weiters sei a > f.
Zeige, dass

)E]R3 41'2—|—2y2—l—z2+4aty—|—2yz—|—4x+6y+4z+1:O}

N—

~
m m
IR

:E2+5y2+22+4:)3y—2yz—2:v—2y—3z+2:0}

Ny NeR ey

x2—y2—z2+2xz+2yz+2x—2y+62—2:O}

E:={zeR":d(z,F)+d(z, F') = 2a}
eine Quadrik ist. Zeige, dass eine Bewegung R" — R" existiert, die £ auf das
Rotationsellipsoid,

Br=fo e R (2) 4 () 4+ () = 1}

abbildet, wobei b = \/a? — f2.

32. Sei A eine affine Hyperebene in R™ und F' € R” ein Punkt, der nicht in
A liegt. Zeige, dass

E:={zxeR":d(z,A) =d(z,F)}

eine Quadrik ist. Zeige, dass eine Bewegung R"™ — R" existiert, die £ auf das
Rotationsparaboloid,

E={zeR" i+ - +a2 | =4fz,},

abbildet, wobei 2f := d(A, F'). Wie sieht die Situation aus, wenn F' € A?
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33. Betrachte den Kegel
K:{(”é) €R3:x2+y2—z2:0}

und eine affine Tsometrie p: R? — R3 o (y) = A(y) + b, wobei A € M3,2(R),
A*A = I, und b € R3. Zeige, dass ¢ 1(K) eine Quadrik ist. Welche Quadriken
in R? lassen sich in dieser Form darstellen, fiir eine geeignete affine Isometrie ¢?

34. Betrachte das einschalige Rotationshyperboloid
H={(})eR: P+ - ()7 =1},
wobei a,b > 0. Zeige, dass die Gerade

= {(B) (1))

in H liegt, d.h. g C H. Zeige weiters, dass wir durch Rotation der Geraden g um
die z-Achse, ganz H erhalten, d.h.

cosf@ —sinf 0
H= U po(9), po: R = R3  pg=|sinf cosf® 0
feR 0 0 1

Gibt es noch weitere Geraden, die in H liegen?

35. Bestimme eine Bewegung, die die Quadrik

E={(}) eR*: 2% +y* + 22y + V22 + 3v2y — 2 = 0}

auf Normalform bringt.

36. Bestimme eine Bewegung, die die Quadrik

E={(}) € R*: 522" + 73y 4 T2zxy + 80z + 190y + 25 = 0}

auf Normalform bringt.

37. Sei a > b > 0. Bestimme alle Bewegungen a: R? — R2, die die Ellipse

E={(})eR: (2 + (1)’ =1

bewahren, o(F) = E. Hinweis: Zeige zundichst, dass jede solche Bewegung linear
sein muss.

38. Betrachte folgende drei Punkte in RP?:
P =[0:1:2:3], P,=[0:1:2:4], Py=[1:1:1:1].
Zeige, dass E = (P, Py, P3) 0 €ine projektive Ebene ist und bestimme a;, sodass

E = {[SL’O [ A ) 11’3] c RP?’ S Qoo + a121 + aa%e + a3T3 = O}
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39. Bestimme den Durchschnitt folgender drei projektiver Ebenen in RP?:
E, = {[:)30 L x) g 3] € RP? } To + T1 + T2 + 73 :0}
By ={[zo: a1 : 22 : m3) € RP? | wg — @1 + 22 — 23 =0}
Ey = {[zo: @1 : 2 : 73] € RP? | 2 + 221 + 322 + 423 = 0}
40. Fiir 7 =0,...,n betrachte die affine Hyperebene
Aji=e;j+ (e, ..., €-1,€j11,...,€n)
in K" und die damit assoziierte Einbettung
v;i: K" — KP", Li(Ty, .o ) = r ety r Loy e xy,
wobei e; € K" den j-ten Einheitsvektor bezeichnet. Zeige,
KP" = | J 4;(K™),
=0
d.h. die Bilder der Einbettungen ¢; iiberdecken ganz KP".

41. Auf der Sphire S := {z € R"™! : ||| = 1} betrachte die Relation
T~y & x = +y. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation bildet, und dass
die Inklusion S™ — R"™*! eine wohldefinierte Bijektion S™/~ = RP" induziert.
Insbesonder erhalten wir so eine Identifikation RP? = S?/~, d.h. die Punkte der
projektiven Ebene RP? kénnen mit Paaren von Antipodalpunkten auf S? identifi-
ziert werden. Wie lassen sich die projektiven Geraden in diesem Bild beschreiben?

42. Zeige, dass jede Projektivitat w: CP™ — CP" wenigstens einen Fixpunkt
besitzt, d.h. es existiert P € CP" mit n(P) = P. Gib auch eine Projektivitat
7: RP' — RP! an, die keinen einzigen Fixpunkt hat.

ar+b
cx+d’

43. Bestimme die sechs Projektivititen KP' — KP' in der Form z
die die Punkte 0, 1, co permutieren.

44. Bestimme das Doppelverhéltnis folgender Punkte in KP*:
Po=[1:2], P =[3:4], P,=1[5:6], P3y=[7:8|].
45. Zeige, dass die Punkte
Pob=[1:1:0], P=[0:1:1], P=[1:2:1], Py=[1:0:—1]
auf einer projektiven Gerade in KP? liegen, und bestimme ihr Doppelverhiltnis.

46. Fiir vier Punkte Py, P, P>, P3 auf einer projektiven Gerade zeige:

1
DV(Pl,P(),PQ,Pg):DV(PO P1 P2 Pg) :DV(PO,Pl,Pg,PQ)

sowie

DV(P27P17P07P3> :1_DV(P07P17P27P3):DV(P07P37P27P1>
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47. Sei o: CP" — CP" eine Projektivitit mit o o ¢ = idcp» und bezeichne
die Menge der Fixpunkte mit Fix(o) := {p € CP" : o(p) = p}. Zeige,

Fix(o) = PUQ,

wobei P und @ zwei projektive Teilrdume in CP" bezeichnen, fiir die PN Q = ()
und dim(P) 4 dim(Q) = dim(CP") — 1 gilt. Zeige weiters, dass eine invarian-
te Hyperebene H C CP" existiert, d.h. o(H) = H, sodass die Einschrinkung
ola: A — A auf den affinen Teil, A := CP" \ H, eine affine Spiegelung ist.

48. Sei E C P(V) eine projektive Quadrik und P C P(V') ein projektiver
Teilraum. Zeige, dass E'N P eine projektive Quadrik in P ist.

49. Fiir jede der folgenden projektiven Quadriken bestimme eine Projekti-
vitéit, die diese auf Normalform wie in Satz VIII.4.7 bringt:
(a) E = {[x:y:z] € RP? } x2—|—5y2—|—422—|—4xy—2:vz:0}
(b) E={[z:y: 2] € RP* |2y =0}
(c) E={lz:y:z:w] € RP® | 2 + 2y? + 22% + 2zy + 2yz + 22w = 0}

50. Fiir jede der folgenden affinen Quadriken £, C R? bestimme eine projek-
tive Quadrik in £ C RP? mit affinem Teil Ey, d.h. so, dass .1 (E) = E, gilt,
wobei ¢: R® — RP3, ¢ (szc) =[1:z:y: 2], die Standardeinbettung bezeichnet:

ER’ |2 +y?+ 22 =1}
eR? |22 +y*— 22 =1}
ER3 | 2% +y? =z}

N NeR ek ver
A A N g

€ R? | 22 = 0}. (In diesem Fall ist £ nicht eindeutig bestimmt)

—
o
5
I
—
(=R VY VN

Bestimme in jedem Beispiel auch die Menge (Quadrik) aller Fernpunkte von E.

51. Fiir endlich dimensionale Vektorraume V7, ...,V zeige
dim(Vy x --- x V,) =dim(V}) + - - - + dim(V},).

52. Beweise Lemma IX.1.3, d.h. zeige, dass die direkte Summe €p,_, V; zu-

sammen mit den kanonischen Inklusionen ¢;: V; — @ jer Vj durch die universelle

Eigenschaft, bis auf kanonischen Isomorphismus, eindeutig bestimmt ist.

53. Sei b;, i € I, eine Basis von V. Zeige, dass die linearen Abbildungen
K — V', ¢;(\) := Ab;, einen Isomorphismus

Pr=v

induzieren.



54. Seien V; Vektorrdume, ¢ € I. Weiters bezeichnen ;: Hje ; Vi =V die
kanonischen Projektionen und ¢;: V; — @ jer die kanonischen Inklusionen. Zeige,
dass eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

o: Pvi—1Iv
iel iel
existiert, sodass m o ¢ o1; = 0;;, fir alle 7,5 € I. Zeige, dass ¢ fiir endliche
Indexmengen I ein Isomorphismus ist. Zeige weiters, dass ¢ fiir unendliche In-
dexmengen zwar injektiv, aber i.A. nicht surjektiv ist.

55. Beweise Proposition [X.2.7, genauer: Fiir o, @1, 0o € L(V, V'), 1,11, 19 €
LW, W), ¢ e LV, V"), ¢ € LW, W") und X € K gilt:
(a) ldv & ldW = idV®W
(b) (¢ o) @ (¢ ov) = (¢ ®Y) o (p@1h)
€ (Prt+e2) @Y =01 @Y+ 2 @Y
(d) @ (Y1 +1P2) = 0 @1 + 9 @ty
(€) (M) @Y =Me®v) =¢® (M)
Dabei bezeichnet p @ ¥: V@ W — V' ®@ W’ das Tensorprodukt linearer Abbil-
dungen.

56. Seien V und W zwei Vektorraume. Zeige, dass i.A. nicht jedes Element in
V @ W elementar, d.h. von der Form v ® w, ist. Hinweis: Fiir einen endlich di-
mensionalen Vektorraum V' gilt V* @V = end(V), und die elementaren Tensoren
aw e V*QV, wober v € V* und w € V', entsprechen den linearen Abbildungen
der Form' V. — V, v — a(v)w. Zeige, dass die identische Abbildung nicht von
dieser Form ist, falls dim(V') > 2.

57. Seip: V — Vund ¢p: W — W zwei lineare Abbildungen zwischen endlich
dimensionalen K-Vektorrdumen. Zeige

a(Vow 5 v ew) = t(p) tr(y)

und
det(V @ W V@ W) = det ()™ det(y) ).

Hinweis: Betrachte Basen von V und W, und berechne die Darstellung von ¢ @
beziiglich der induzierten Basis von V & W.

58. Seien ¢: V. — W und ¢¥: W — U zwei lineare Abbildungen zwischen
endlich dimensionalen Vekotrrdumen iiber K. Fassen wir ¢ € V* @ W und ¢ €
W*®U auf, dann ist p@¢ € V*QW @ W*®U. Bezeichnet tr: W@ W* — K die
kanonische Kontraktion, dann ist (idy+ ® tr @ idy ) (p®v) € VKU = V*QU.
Zeige, dass dieses Element genau der Komposition 1 o ¢: V' — U entspricht.

59. Sei K C L ein Teilkorper, ¢: V. — W eine lineare Abbildung zwischen
endlich dimensionalen K-Vektorraumen, B = (by,...,b,) eine geordnete Basis

von V und C' = (cq,...,¢n) eine geordnete Basis von W. Weiters bezeichnen
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Bp=bi®1,...,0,®1)und C, = (4, ®1,...,¢,®1) die entsprechenden Basen
der L-Vektorraume V ®k L und W @ L. Fiir die Matrixdarstellung der IL-linearen
Abbildung ¢ ®id: V ®@x L — W ®k L zeige:

[(p ® id]L]C]LBIL = [SO]CB'
Schliefle daraus:
tr(p @ide) = tre(p)  und  detr(p ®idy) = detx ().

60. Sei V' ein komplexer Vektorraum, bezeichne Vi den zugrundeliegenden
reellen Vektorraum und betrachte dessen Komplexifizierung, Vg ®g C. Konstruiere
einen kanonischen C-linearen Isomorphismus

Ve@rC=V @V,

wobei V' den komplexen Vektorraum bezeichnet, den wir aus V erhalten indem
wir die Skalarmultiplikation umdefinieren.

61. Sei K C L ein Teilkoérper und V', W zwei Vektorrdume iiber K. Konstruiere
kanonische Isomorphismen von IL-Vektorrdumen:

VeW)egL=(VeglL)d (WekL)

und
VeoW)egL=(Vegl) o, (WekL).

62. Es bezeichne
D:={A€ My(K) |Vi>j: A;=0}
die Menge aller oberen Dreiecksmatrizen und
DY :={A€ Myn(K) |Vi#j—q:A;=0}

die Teilmenge aller Matrizen, deren mcht triviale Eintrége in der ¢g-ten Nebendia-
gonale liegen. Zeige, dass D = @q _ D7 beziiglich Matrizenmultiplikation eine
graduierte Algebra bildet.

63. Zeige V@V = A2V @ S?V, fiir jeden Vektorraum V.
64. Sei p: V — V linear und dim(V') = n. Zeige:
A" = det(yp) idpn .
Hinweis: in Beispiel 1X.5.6 haben wir dies bereits fir diagonalisierbare ¢ gezeigt.

65. Sei p: V' — V linear und dim (V') = n. Zeige:

det(p + zidy) = Ztr Aq

Hinweis: in Beispiel 1X.5.7 haben wir dzes bereits fiir diagonalisierbare ¢ gezeigt.
11



66. Sei v € V. Zeige, dass i,: AIV* — ANI71V*
(i) (Vay . .., vg) 1= (v, V2, ... ,0U,),
eine graduierte Derivation ist, d.h. es gilt
in(a A B) = (tya) N+ (=1)"a Ai,f,
fiir alle « € APV* und g € AIV*,
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