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I. Einleitung

Die lineare Algebra beschéftigt sich mit dem Studium linearer Abbildungen
zwischen Vektorrdumen und ist somit auch das geeignete Werkzeug um linea-
re Gleichungssysteme zu untersuchen. Losbarkeitsfragen zu linearen Gleichungs-
systemen haben sehr einfache qualitative Antworten. Selbst grofie lineare Glei-
chungssysteme koénnen effizient mit Computerunterstiitzung gelost werden, diese
Algorithmen haben mittlerweile eine Unzahl an konkreten Anwendungen gefun-
den. Lineare Gleichungssysteme sind aber auch von theoretischem Interesse. Et-
wa lassen sich interessantere, d.h. nicht-lineare Gleichungen oft erfolgreich durch
lineare approximieren und die Losbarkeit der linearen Approximation erlaubt
manchmal Riickschliisse auf das urspriingliche, nicht-lineare Problem.

In dieser Einleitung wollen wir einige der Resultate der folgenden Kapitel
anhand eines konkreten Beispiels illustrieren.

I.1. Ein lineares Gleichungssystem. Betrachte folgende Gleichungen:

Al —X9 —91‘3 +I’4 +ZE5 +JI6 +3$7 = U

21’1 —T9 —9ZL'3 —|—9.’L'4 —|—3ZL'5 —|—7£B6 —|—11$7 = Y2

—r1 +3xy +27x3 +13x4 +225 4926 +927 = y3 (I.1)
1 —2x9 —18x3 —6x4 +2x5 —dxg 27 = Yy

21 H4x9 4923 +23x4 +8x5 +1Tv¢ +27T27 = Y5

Fiir welche reelle Zahlen vy, ys, 3, ¥4 und ys5 besitzt dieses Gleichungssystem eine
Losung, d.h. existieren reelle Zahlen z1, xo, x3, x4, x5, T¢ und z7, die allen fiinf
Gleichungen geniigen? Wieviele solche Losungen gibt es, und wie lassen sie sich
finden?

Wir wollen den rechnerischen Aspekt auf spéter verschieben und zunéchst
erldutern, was sich mit den Methoden der linearen Algebra iiber dieses Glei-
chungssystem sagen lédsst, ohne iiberhaupt zu rechnen zu beginnen. Um die No-
tation zu vereinfachen definieren wir mit Hilfe der linken Seite von (I.1) eine

Abbildung ©: R” — R®,

€

) x1—$2—9x3+x4+x5+x6+3$7

T3 201 — X9 — 93 + 924 + 325 + T + 1127
Y xy | = | —x1 4+ 3w0 + 2723 + 1324 + 225 + 926 + 927

Ts T, — 2x9 — 18x3 — 614 + 205 — 4dag + 227

T 2I1 + X9 + 9.733 + 23LL’4 + 8.7}5 + 17I6 + 271’7

X7

Das Gleichungssystem (I.1) ldsst sich damit in kompakter Form schreiben,

U(z) =y (1.2)

3



4 I. EINLEITUNG

wobei y € R® und z € R”. Die Linearitit der Gleichungen spiegelt sich in folgender
Eigenschaft der Abbildung v wider,

Pz +1) =9(@) + (@) und P(ir) = Mp(z), (1.3)
fir alle ,7 € R” und A € R. Solche Abbildungen werden wir spéter als lineare
Abbildungen bezeichnen, vgl. Ubungsaufgabe 1.

Wir betrachten zunéchst den Fall y = 0, und stellen folgende Frage: Wie
lasst sich die Losungsmenge des Gleichungssystems ¢(z) = 0 beschreiben? Dieses
Gleichungssystem, ¢ (x) = 0, wird das assozierte homogene Gleichungssystem
genannt, wir bezeichnen seine Losungsmenge mit

L:={z € R":4(x) =0}.

Die Menge L besteht daher aus allen Vektoren z € R7, deren Komponenten
x1,...,x7 folgendes Gleichungssystem erfiillen:

r1 —x3 —9x3 +x4 x5 +rg 37 =
2017 —x9  —923 4924 +3x5 +Tx +1lz; =
—x1 +3x9 +27x3 +13x4 +2x5 +9x¢ 4927
r1 —2x9 —18z3 —6x4 +2x5 —4dxg 227 =
21’1 +x2 +9I3 +23.T4 +8I5 +17$6 +27l’7 =0

(1.4)

o O OO

Da offensichtlich ¢(0) = 0 gilt, besitzt das homogene Gleichungssystem wenig-
stens die triviale Lésung x = 0, die Losungsmenge ist daher nicht leer, es gilt
0 € L. Dariiber hinaus hat L folgende Eigenschaft: Sind z und Z aus L, dann liegt
auch ihre Summe z+Z in L, und fiir jede reelle Zahl X\ gilt auch Az € L. Dies folgt
sofort aus der Linearitéit von 1, sieche (1.3) und Ubungsaufgabe 2. Teilmengen mit
dieser Eigenschaft werden wir spéater als Teilrdume bezeichnen.

Nach den Resultaten in Kapitel IV besitzen Teilrdume stets Basen, d.h. es

existieren Vektoren by,...,b; € L, sodass sich jedes Element x € L in der Form
r=81b+ -+ s
schreiben lédsst mit eindeutig bestimmten Skalaren si,...,s € R. Der Losungs-

raum L kann daher durch [ reelle Zahlen parametrisieren. Genauer, ist die Ab-
bildung
S1
o RSL, o | =sibi+-+sb (15)
S1
eine Bijektion. Manchmal wird dies auch als eine Parameterdarstellung von L

bezeichnet. Die Surjektivitdt von ¢ bedeutet gerade, dass wir so alle Losungen
von (I.4) erhalten, d.h.

L:{81b1+"'+81bl’81,...7816R},

und die Injektivitat besagt, dass die Parametrisierung ¢ jede Losung nur einmal
liefert. Beachte, dass auch die Parametrisierung ¢ linear ist, denn es gilt offen-
sichtlich ¢(s + 3) = ¢(s) + ¢(3) und ¢(As) = A¢(s), fiir alle s,5 € R und X € R,
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vgl. Ubugsaufgabe 1. Dies bedeutet, dass Addition und Skalarmultiplikation in L
genau der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation in R entsprechen, d.h. ¢
respektiert die lineare Struktur. Wir werden solche Abbildungen spéter als lineare
Isomorphismen bezeichnen.

Im Allgemeinen wird L viele verschiedene Basen besitzen, nach den Ergebnis-
sen in Kapitel IV ist die Anzahl der Basisvektoren jedoch immer dieselbe. Diese
Zahl [ wird als Dimension des Teilraums bezeichnet, wir schreiben

dim(L) = [.

Da L ein Teilraum von R7 ist, muss jedenfalls 0 < [ < 7 gelten, wie wir spéter
sehen werden. Das Gauf$’sche Eliminationsverfahren liefert einen effizienten Al-
gorithmus zur Bestimmung einer Basis by, ..., b; von L, wir werden dies unten an
unserem Beispiel ausfiihren, vgl. (1.14).

Die Parameterdarstellung ist gut geeignet (alle) Losungen des Gleichungssy-
stems anzugeben. Soll umgekehrt iiberpriift werden ob ein gegebenes # € R” das
Gleichungssystem (I.4) erfiillt, dann ldsst sich dies durch direktes Einsetzen in
die Gleichungen sofort beantworten. Dabei stellt sich allerdings die Frage, ob es
wirklich notwendig ist alle Gleichungen zu iiberpriifen oder ob vielleicht weniger
Gleichungen ausreichen. In unserem Beispiel (1.4) gilt etwa: Elf mal die erste Glei-
chung minus drei mal die zweite plus drei mal die dritte ergibt genau die fiinfte
Gleichung. Die letzte Gleichung ist daher iiberfliissig, sie ist eine Konsequenz der
vorangehenden. Auch die vierte Gleichung lasst sich iibrigens durch geschicktes
Kombinieren aus den ersten drei Gleichungen herleiten, auch sie ist redundant.
Es stellt sich nun heraus, dass es stets moglich ist L durch ein homogenes li-
neares Gleichngssystem mit 7 — [ vielen Gleichungen zu beschreiben. Nebenbei,
zumindest ein solches Gleichungssystem lésst sich stets durch Weglassen geeigne-
ter Gleichungen in (I1.4) erhalten. Wieviele und welche wegzulassen sind ist jedoch
ohne Rechnung nicht klar. Wir werden unten ein méglichst einfaches Gleichungs-
system fiir L angeben, siche (1.13).

Nun da wir die Losungen des homogenen Systems (I.4) zumindest qualitativ
gut verstehen, stellen wir folgende naheliegende Frage: Fiir welche y besitzt das
Gleichungssystem (I.1) wenigstens eine Losung, bzw. wie ldsst sich die Menge
dieser y, d.h. das Bild der Abbildung 1),

Wi 6(RT) = {y € B | 3o € B : 0(a) = ),

gut beschreiben? Offensichtlich gilt 0 € W, denn ¥(0) = 0. Aus (I1.3) folgt sofort,
dass W einen Teilraum von R® bildet, d.h. sind y, § € W, dann gilt auch y+3 € W
und \y € W, fiir alle A € R, vgl. Ubungsaufgabe 2. Nach den oben erwihnten
Resultaten besitzt W daher eine Basis, d.h. es existieren Vektoren wy, ..., w; €
W, sodass sich jedes y € W auf eindeutige Weise in der Form

y:tlwl—i----—i—tkwk.
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schreiben lasst, fiir geeignete Skalare tq,...,t; € R. Auch W ldsst sich daher in
linearer Weise parametrisieren,
t
W, ] ety £ F Ly, (1.6)
7%

1w

sz

ist eine Bijektion, d.h. ein linearer Isomorphismus. Inbesondere gilt
W = {t1w1+---—|—tkwk ‘ t1,..., GR}.

Soll umgekehrt von einem gegebenen y € R® iiberpriift werden, ob es in W
liegt, dann ware ein Gleichungssystem fiir W besser geeignet. Analog zu L, lésst
sich W durch ein homogenes Gleichungssystem mit 5 — k vielen Gleichungen in
den Variablen ¥, ..., ys beschreiben. Wir werden unten ein moglichst einfaches
solches Gleichungssytem angeben, siehe (1.10), und auch eine Basis wy, . . ., wy von
W explizit bestimmen, vgl. (I.11). Nebenbei, wenigstens eine der vielen Basen von
W lasst sich gewinnen, indem wir die Koeffizienten des Gleichungssystems (1.4)
als Vektoren in R® auffassen, d.h. die Vektoren

1 —1 -9 1 1 1 3

2 —1 -9 9 3 7 11
-1, 3|, 27 |, 113, |2}, 91, 9],

1 92 18 —6 2 4 2

2 1 9 23 8 17 27

betrachten und geeignete davon auswéahlen. Wieviele und welche dies sein sollen
ist jedoch nicht ganz offensichtlich.
Wir haben oben die Anzahl der Basisvektoren von W mit k bezeichnet, d.h.

dim(W) = k.

Da W ein Teilraum von R® ist, muss jedenfalls 0 < k < 5 gelten. Interessanter
Weise sind die Dimensionen von L und W nicht unabhéngig voneinander. Nach
einer Dimenstonsformel in Kapitel IV muss stets

|+ k = dim(L) + dim(W) = dim(R") = 7 (L.7)
gelten. Insbesondere folgt [ =7—k >7—5 =2, d.h.
[ =dim(L) > 2.

Es sind daher mindestens zwei reelle Parameter notwendig, um den Losungsraum
L in linearer Weise zu parametrisieren.

Wir wenden uns nun dem urspriinglichen Gleichungssystem (I.1) zu. Zu gege-
benem y € W fragen wir: Wie lédsst sich die Losungsmenge des Systems ¥ (x) = y
gut beschreiben? Wir geben auch ihr einen Namen,

Ly = {z € R" | ¢(z) = y}.
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Da y € W gibt es zumindest eine Losung &, € L,, d.h. ¢¥(§,) = y. Aus der
Linearitédt von 1, siehe (1.3), folgt nun sofort, dass wir alle Losungen des Systems
Y(z) = y erhalten, in dem wir zu der speziellen Lisung &, die Losungen des
homogenen Systems addieren, d.h.

L,={¢, +x|¢(x)=0}=¢,+ L.

Die Losungsmenge L, ensteht daher aus L durch Verschieben um &,. Somit lasst
sich auch L, parametrisieren,

S1
by RS L, o, | i | =€ +s1b 4+ + sib, (1.8)
S1

ist eine Bijektion, siche Ubungsaufgabe 6.

Beachte, dass L, im Allgemeinen keinen Teilraum bildet, denn jeder Teilraum
muss den Nullvektor enthalten, aber i.A. wird 0 ¢ L, gelten. Auch die Parame-
trisierung ¢, ist i.A. nicht linear.! Allerdings ist sie affin, d.h. es gilt

By (As + (1= X)5) = Ay (s) + (1 = Ny (3),

fiir alle s,5 € R' und A € R. Die Parametrisierung ¢, respektiert daher Konvez-
kombinationen.

Sind y,y € W und §, € L, sowie & € Lj spezielle Losungen, d.h. ¢(§,) =y
und ¢(&;) = ¢, dann gilt auch (&, + &) = y + ¢ und ¥ (A\,) = Ay, siche (1.3),
d.h. &, +¢&; ist eine spezielle Losung des Gleichungssystems ¢(x) = y+ 7 und A,
ist eine spezielle Losung von ¢ (x) = Ay. Tatsdchlich existiert stets eine lineare
Abbilung ¢: R® — R, sodass ¥(£(y)) = v, fiir alle y € W. In anderen Worten,
es ist stets moglich, die speziellen Losungen so zu wéhlen, dass

Eyrg =& +& und &y = Ag,

gilt, fiir alle y,y € W und alle A € R. Wir werden unten soeine Abbildung & fiir
das Gleichungssystem (I.1) angeben, siehe (I1.9).

Schliefllich wollen wir das Gleichungssystem (I.1) auch explizit 16sen und
schreiben es dazu nochmals an:

r1 —T2 —9x3 +x4 x5 +xg 37 = n
2371 —X9 —9.173 +9LE4 +3.§L’5 —|—7x6 +11$7
—I1 +3.I2 +27l’3 +131’4 +2]35 +9l’6 —|—9.7}7 Y3

T —21’2 —181‘3 —65(74 +2I5 —41’6 +2ZE7 = Ya
21‘1 ‘I’JZQ +9ZL‘3 +23CL’4 —|—8£L‘5 +17$6 +27[E7

Y2

Ys

'In der Analysis werden Funktionen der Form f: R — R, f(x) = az + b, als linear bezeich-
net. Diese Abbildungen sind nur dann linear im Sinn der linearen Algebra, wenn b = 0 gilt,
andernfalls ist ja f(zx +Z) = alzr + %) +b # ax + b+ aZ + b = f(z) + f(Z). In der linearen
Algebra werden solche Funktionen affin geannt.
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Addieren wir die erste Gleichung (—2)-mal zur zweiten, 1-mal zur dritten,
(—1)-mal zur vierten und (—2)-mal zur finften Gleichung, so erhalten wir das
dquivalente Gleichungssystem:

r1 —X2 —9l‘3 +ZE4 +l‘5 +ZL’6 +3:L’7 = U1
) +9x3 +7$4 +x5 +95x¢ +5r; = —2y1 +Yy2
20y +18x3 +14xy +3x5 +10x¢ +122; = Y1 +ys3
—xy =923 —Try +x5 —dxg —x7 = — +Y4
3ry +27xs +21lxy +6x5 +1dx6 +21l27 = 214 +ys

Beachte, dass diese sogenannten Zeilenumformungen riickgdngig gemacht werden
konnen, die beiden Systeme sind daher wirklich dquivalent.

Addieren wir nun die zweite Gleichung (—2)-mal zur dritten, 1-mal zur vierten
und (—3)-mal zur fiinften Gleichung, so erhalten wir das dquivalente Gleichungs-
system:

r1 —Ty —9r3 H4x4 45 6 37 = Y1
Ty +9x3 +Txy +x5 +Dr8 4017 = —2y1  +Yo
Ts +227 = Sy1 —2yY2 +Ys3
225 +zr = —3y1 +e tYa
3x; +6z7 = 4y =3y +Ys

Addieren wir die dritte Gleichung (—2)-mal zur vierten und (—3)-mal zur
fiinften Gleichung, so erhalten wir das dquivalente Gleichungssystem:

1 —T9 —91‘3 ‘x4 45 +g +3CL’7 = Y1
T +9ZL‘3 +7ZE4 +Zs5 +5l’6 +5I’7 = —2y1 —f-yg
x5 +2x7 = Sy1 —2y2  tys
0 = —13y1 +5¥2 —2ys +ua
0 = —1ly1 +3y2 —3ys3 +Ys

Subtrahieren wir die dritte Gleichung 1-mal von der ersten und 1-mal von der
zweiten erhalten wir das dquivalente Gleichungssystem:

1 —X9 —9.1‘3 +x4 +Zg +x; = —4y1 +2y2 —Ys3
) +9[E3 +7ZE4 +5CL’6 +3I7 = —7y1 —|—3y2 —Ys
Ts5 +2z7; = oY1 —2y2  +ys
0 = —13y1 +5y2 —2ys +ua
0 = —Ilyn +3y2 —3us +Ys

Addieren wir schliellich die zweite Gleichung zur ersten so erhalten wir das
dquivalente Gleichungssystem:

T +8$4 +6.§C6 +4$7 = —11y1 +5y2 —2’y3
To 4913 +T7x4 +bxg +3r7 = —Tyr +3y2  —ys
x5 +2x7; = SY1 —2y2  +ys

0 = —13y1 +5y2 —2ys +ua

0 = —1ly; +3y2 —3ys3 +ys
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Ist nun y ein Vektor in R®, dessen Komponenten den letzten beiden Gleichun-
gen geniigen, dann besitzt das gesamte Gleichungssystem eine Losung, wir kénnen
uns nédmlich x3, x4, ¢ und x; beliebig vorgeben, die anderen Komponenten 1, xs
und x5 sind dann durch die ersten drei Gleichungen eindeutig bestimmt. Wahlen
wir etwa x3 = x4 = x¢ = x7 = 0, erhalten wir die spezielle Lésung

11y + 5ys — 2 1 5 2
—Ty1 + 3y2 — Y3 =7 3 -1
0 0 0 0
§y = 0 =y | 0 | +w| 0 | +ys| O |. (L9)
oY1 — 2Y2 + Y3 5 -2 1
0 0 0 0
0 0 0 0

Der Teilraum jener y € R, fiir die das Gleichungssystem eine Losung besitzt ist
daher durch die letzten beiden Gleichungen beschrieben, d.h.

—13y1 +5y2 —2ys +uya =0 (1.10)
—11y1 —|—3y2 —3y3 —|—y5 =0 ' '

Wollen wir Vektoren y in W finden, so kénnen wir uns die Komponenten vy, 4o
und ys3 beliebig vorgeben, die beiden Gleichungen in (I.10) bestimmen dann die
restlichen Komponenten y, und y5 eindeutig. Etwa sind

W:{y€R5

1 0 0
0 1 0
w1 = 0 , Wo = 0 s W3 = 1 (111)
13 -5 2
11 -3 3
aus W, und jedes Element von y € W lésst sich in der Form
1 0 0 t1
0 1 0 ts
13 -5 2 13t1 — 5ty + 2t3
11 -3 3 11t; — 3ty + 3t3

schreiben, wobei die Skalare 1, t5,t3 € R eindeutig bestimmt sind. Dies bedeutet
gerade, dass die Vektoren wy, wy und ws eine Basis von W bilden, es gilt daher

dim(W) =k = 3.

Die lineare Parametrisierung R3 = W ist durch (I.12) gegeben, vgl. (1.6).
Fiir den Losungsraum des assozierten homogenen Gleichungssystems gilt

T +8x4 +6x¢ +4r7; = 0

L={zeR’ To 4915 +Tx4 +5z +3x7 = 0 §. (1.13)
Ts +2x7 = 0
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Wollen wir Vektoren in L finden, kénnen wir uns die Komponenten x7, xg, x4
und x3 beliebig vorgeben, die restlichen Komponenten sind dann durch die drei
Gleichungen bestimmt. So erhalten wir die folgenden Elemente von L

—4 —6 -8 0
-3 -5 =7 -9
0 0 0 1
bi=1 01, bo=| 01, bs=]|11|, bs=10 (I.14)
—2 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0
Jedes x € L lasst sich damit in der Form
—4 —6 —8 0 —4s51 — 659 — 85,
-3 -5 —7 -9 —351 — 552 — 753 — 954
0 0 0 1 Sy
Tr = S1 0 + So 0 + S3 1 + 84 0 = S3
-2 0 0 0 —251
0 1 0 0 S
1 0 0 0 S1

schreiben, fiir eindeutig bestimmte Skalare s, ss,s3,54 € R. Dies ist also die
gesuchte Parametrisierung ¢: R* — L, siehe (1.5). Die Vektoren by, bs, b3, by
bilden daher eine Basis von L, es ist somit

dim(L) =1 = 4.

Beachte, dass tatsiachlich k + [ =7 gilt, vgl. (1.7).

Damit ist das Gleichungssystem (I.1) vollstandig gelost. Die Beschreibung
(I.10) von W sagt uns fiir welche y € R® Losungen existieren. Ist y € W, d.h.
existiert wenigstens eine Losung, dann lassen sich alle Losungen = von (I.1) in
der Form

—Ty1 + 3Y2 — Y3 -3 -5 -7 -9

0 0 0 0 1

T = 0 +s1] O | +s| O | 4+s3] 1 [|+s4]| O
Y1 — 2ys + 3 —2 0 0 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

schreiben, wobei die Skalare si, ss, s3,54 € R eindeutig bestimmt sind. Dies ist
also die gesuchte Parametrisierung ¢,: R* — L,, vgl. (1.8).

1.2. Geometrische Interpretation. Nach Wahl eines kartesischen Koor-
dinatensystems lassen sich Punkte der Fuklidischen Ebene mit Elementen von
R? identifizieren. Der Koordinatenursprung entspricht dabei dem Vektor 0 € R2.
Diese Identifizierung erlaubt es geometrische Konstruktionen und Probleme in
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algebraische zu iibersetzen. Etwa lésst sich jede Gerade g der Ebene durch eine
lineare Gleichung beschreiben, d.h. es existieren 0 # (a, b) € R? und ¢ € R, sodass

g:{(g) ERZ:aaﬁ—l—by:c}.

Der Schnitt von zwei Geraden entspricht daher der Lésungsmenge eines linearen
Gleichungssystems mit zwei Gleichungen in den Unbekannten x und y. Das geo-
metrische Problem den Schnitt zweier Geraden zu bestimmen fiihrt daher auf ein
algebraisches Problem, ndmlich ein lineares Gleichungssystem, das sich mit den
Methoden der linearen Algebra (sehr leicht) 16sen lasst.

Dariiber hinaus lassen sich einige interessante geometrische Transformationen
mit linearer Algebra studieren. Ist etwa A > 0, dann enspricht die Abbildung

R2 5 R, (x) — A (‘C>
y y

einer beim Koordinatenursprung zentrierten Streckung um den Faktor A. Fir
fixes (7) € R? entspricht die Abbildung

o (3)20)6)

einer Translation. Die Abbildung

2 9 T\ [rcosa—ysina
pai R = R, Pa (y) - (:vsina+ycosa)’

beschreibt eine beim Koordinatenursprung zentrierte Drehung um den Winkel a.
Beachte, dass diese Abbildungen p linear ist, d.h. es gilt

pa (3)+(5)) =pa(3) +pa(5) wd pa(A(5)) =Xpa(y),
fiir beliebige (3), (%) € R? und alle A € R. Die Abbildung

U:R2—>R2, 0(:13>:(:U)7
Y -y

entspricht offensichtlich einer Spiegelung an der x-Achse. Also beschreibt

B 1 o2 2 x x cos(2ar) + ysin(2a)
Ta = pac00py t RE= R (y)H(xsin(Qa)—ycos@a)

eine Spiegelung an der Geraden durch den Koordinatenursprung, die mit der z-
Achse den Winkel « einschliefit. Auch o, ist eine lineare Abbildung. Schlieflich
sei noch erwéhnt, dass Orthogonalprojektionen auf Geraden durch den Koordi-
natenursprung ebenfalls durch lineare Abbildungen beschrieben werden kénnen.

Analog lassen sich Punkte des 3-dimensionalen Fuklidischen Raums nach
Wahl eines kartesischen Koordinatensystems mit Elementen von R?® identifizie-
ren. Jede Ebene € im Raum entspricht dabei der Losungsmenge einer linearen
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Gleichung, d.h. es existieren 0 # (a,b,c) € R? und d € R, sodass
€= {(Z:) :ax+by+cz:d}.

Der Durchschnitt zweier Ebenen entspricht somit der Losungsmenge eines linea-
ren Gleichungssystems mit zwei Gleichungen in den Unbekannten x, y, z und lésst
sich daher mit den Methoden der linearen Algebra (sehr leicht) bestimmen. Auch
konnen interessante geometrische Transformationen des Euklidischen Raums wie
Spiegelungen, Rotationen, Orthogonalprojektionen, u.s.w. durch lineare Abbil-
dungen beschrieben werden.

Wie wir oben gesehen haben, besitzt die lineare Algebra zweifellos Anwendun-
gen in der Euklidischen Geometrie. Wahrscheinlich wichtiger ist jedoch folgender
Aspekt. Gleichungssysteme in zwei oder drei Variablen haben geometrische Inter-
pretationen, fiir die wir eine sehr ausgeprigte Intuition besitzen. Diese Intuition
hilft uns, die bei gréfleren Gleichungssystemen auftretenden Ph&nomene besser
zu begreifen. Wir wollen das noch an einem Beispiel erlautern, und betrachten
ein homogenes Gleichungssystem in drei Variablen z, y und z,

a1 x+by+cz=0
asx + boy + coz =0

mit Koeffizienten 0 # (ay,b1,c;) € R3 und 0 # (as, by, ¢2) € R3. Die geometrische
Interpretation der Losungsmenge als Durchschnitt zweier Ebenen zusammen mit
unserer geometrischen Intuition ldsst uns vermuten, dass dann wohl eine ganze
Gerade in der Losungsmenge des Systems enthalten sein muss. Dies ist tatséchlich
der Fall, formal lasst sich dies aus der weiter oben erwidhnten Dimensionsfor-
mel herleiten. Allgemeiner folgt aus dieser Dimensionsformel: Jedes homogene
Gleichungssystem mit m Gleichungen in n Variablen, wobei n > m, hat einen
mindestens (n —m)-dimensionalen Losungsraum. Wir konnen dieses algebraische
Resultat zu einem gewissen Grad geometrisch begreifen.



II. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Gleichungssysteme mit komplexen oder rationalen Koeffizienten lassen sich
genau wie reelle Gleichungssysteme losen. Wichtig dabei ist nur, dass die Ko-
effizienten in einem Korper liegen. Alle diese Félle konnen bequem gleichzeitig
behandelt werden. Wir beginnen dieses Kapitel daher mit der Definition von
Vektorrdumen iiber beliebigen Kérpern K. Die fiir uns hier wichtigsten Beispiele
werden K" und Teilrdiume davon sein. AnschlieBend werden wir lineare Abbil-
dungen zwischen Vektorrdumen einfiihren und einige einfache Eigenschaften her-
leiten. Lineare Abbildungen von K™ nach K™ lassen sich effizient durch Matrizen
beschreiben, wir werden diesen Zusammenhang in Abschnitt I1.4 eingehend dis-
kutieren. In Abschnitt I1.5 werden wir besprechen, wie Vektorrdume als Summe
von Teilrdumen zerlegt werden konnen, und was dies mit (speziellen) Losungen
linearer Gleichungssysteme zu tun hat. Im letzten Abschnitt I1.6 werden wir mit
den Quotientenrdumen die ersten Vektorrdumen kennen lernen, die nicht in of-
fensichtlicher Weise als Teilriume von Funktionenrdumen auftreten.

II.1. Vektorrdume. Wir erinnern uns an den Begriff eines Korpers. Eine

Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen K x K 5 Kund K x K = K wird
Korper genannt, falls die folgenden sogenannten Kdrperaziome gelten:

(K1) VA v e K: (A +p) +v=A+ (u+v)
(K2) 0 e KVpeK: p+0=0
(K3) Vp e KI(—p) e K:p+ (—u) =0
(K) VA peK: A+pu=p+ A
(K5) VA, v € K (Ap)v = A(pw)
(K6) 1 e K:1#0AVAEK: Al =)
(K7) VAe K\ {0} INTeK: A\t =1
(K8) VA, € K: Ay = pu
(K9) VA, v e K: M +v) = A+ v
Ist K ein Korper, dann bildet K beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe
mit neutralem Element 0. Dariiber hinaus ist auch K\ {0} beziiglich der Multi-
plikation eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1. Das Distributivgesetz
(K9) garantiert eine gewisse Vertraglichkeit zwischen Addition und Multiplikati-
on. Einfache Konsequenzen aus den Kérperaxiomen, wie z.B. VA € K : 0\ = 0, die
Eindeutigkeit der beiden neutralen Elemente 0 und 1, oder die Nullteilerfreiheit,
werden wir im Folgenden als bekannt voraussetzen, siehe etwa [7, Kapitel 5].
Auch werden wir iiblichen Konventionen folgen und schreiben etwa Auv statt
(A)v = A(pr) und manchmal %L fiir At
Als wichtige Beispiele von Kérpern sind jedenfalls R, C, Q und Z, zu nen-
nen, wobei p eine Primzahl bezeichnet. Beachte, dass Z, nur aus endlich vielen
Elementen besteht. Der kleinste Korper, Z,, besteht iiberhaupt nur aus 0 und 1.
Ist K ein Korper, dann existiert ein eindeutiger Ringhomomorphismus Z — K,

der 1 € Z auf 1 € K abbildet. Jede ganze Zahl n € Z kénnen wir daher auch
13
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als Element von K auffassen, etwa gilt 2 =1+1,3 =1+ 1+ 1, u.s.w. Beachte
jedoch, dass in manchen Koérpern und fiir manche n € N sehr wohl n = 0 € K
gelten kann, etwa haben wir im Korper Z, die Relation 2 =141 = 0.

I1.1.1. DEFINITION (Vektorraum). Unter einem Vektorraum iiber einem Kor-
per K verstehen wir eine Menge V' zusammen mit zwei Verkniipfungen,

VxV 5V wd KxV 3V,

die folgenden acht Axiomen, den sogenannten Vektorraumazxiomen, geniigen:
1) Vu,v,weV:(u+v)+w=u+ (v+w)

(V

(V2) 0 eVVoeV:iv+0=v

(V3) Voe VI(—v) eV v+ (-v)=0

(V4) Yo,w e V:iv+w=w+v

(V5) VA, p e KVv € V : AMpw) = (Ap)v

(V6) VA e KVo,w € V : A(v+w) = Av + Aw
(V) VA, u e KYv € V1 (A + p)v = v+ pw
(V8) YoeV:lv=uvw

Die beiden Verkniipfungen werden als (Vektor-)Addition bzw. Skalarmul-
tiplikation bezeichnet. Elemente eines Vektorraums werden Vektoren genannt.
Ein Vektorraum {iber K wird oft auch als K-Vektorraum bezeichnet. Ist der
Grundkorper K = R, so sprechen wir von einem reellen Vektorraum, im Fall
K = C von einem komplexen Vektorraum.

Es sei V ein Vektorraum iiber K. Aufgrund von Axiom (V1) kénnen wir bei
mehrfachen Summen auf die Klammersetzung verzichten und schreiben meist
u4v+w, vy + -+ v, oder Y I v,

Nach Axiom (V2) existiert 0 € V, sodass v + 0 = v fiir jedes v € V. Der
Vektor 0 ist durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt, ist ndmlich o € V' ein
weiteres Element mit v + o = v fiir alle v € V, so erhalten wir mit Hilfe von
Axiom (V4) sofort 0 = 040 = 0+ 0 = o. Dieses additiv neutrale Element 0 wird
Nullvektor genannt. Nach Axiom (V4) gilt jedes v € V auch v+ 0=v =0+ v.

Nach Axiom (V3) existiert zu jedem v € V ein Element —v € V, sodass
v+ (—v) = 0. Dieser Vektor —uv ist eindeutig bestimmt, ist ndmlich v' € V' ein
weiteres Element mit v + ¢v" = 0, dann folgt mit Hilfe von Axiom (V4) sofort
V=04+0=0+w+(-v)) = (¥ +v)+(-v) = (v+)+(-v) =0+ (-v) = —v.
Nach Axiom (V4) gilt fiir beliebiges v € V auch v+ (—v) = 0 = (—v)+v. Weiters
ist =0 =0, denn 0+ 0 = 0. Fiir v,w € V haben wir —(v+ w) = (—v) + (—w),
denn (v+w) + ((—v) + (—w)) = (v+ (—v)) + (w + (—w)) = 0+ 0 = 0. Beachte
auch —(—v) = v.

In jedem Vektorraum gilt die Kiirzungsregel

Vu,v,w eV :iu+v=w+v=u=w,

denn aus u+v=w+vfolgtu =u+0=u+ (v+(—v)) = (v +v) + (—v) =
(w+v)+(—v)=w+ (v+(—v)) =w+ 0 =w.
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Bis jetzt haben wir nur die Axiome (V1) bis (V4) verwendet, die in den vor-
angehenden Absitzen besprochenen Eigenschaften gelten daher in allgemeinen
abelschen Gruppen, siehe |7, Abschnitt 5.2]. Wir widmen uns nun dem Zusam-
menspiel von Addition und Skalarmultiplikation.

Fiir jedes A € K gilt

A0 = 0,

denn aus Axiom (V6) folgt 0 + A0 = A0 = A(0 + 0) = A0 + A0 und wegen oben
erwahnter Kiirzungsregel daher 0 = A0.
Fiir jedes v € V gilt

Ov =0,

denn aus Axiom (V7) erhalten wir 04 Ov = Ov = (0 + 0)v = Ov + Ov und wegen
der Kiirzungsregel oben daher 0 = Ov.
Es gilt auch folgende Umkehrung der vorangehenden beiden Aussagen:

VAeKYoveV: d=0= X=0oder v=0.

Ist ndmlich Av = 0 und A # 0, dann erhalten wir mit Hilfe der Axiome (V5) und
(V8) sofort v = 1v = (A" A\)v = A7t (Aw) = X710 = 0.
Fiir beliebiges v € V gilt
—v = (=1)v,

denn nach (V7) und (V8) ist v + (—=1)v = 1lv+ (=1)v = (1 + (=1))v = Ov =
Schliefllich haben wir auch

A(—0) = — (W) = (=),

fir alle A € K und v €V, denn mit Hilfe von Axiom (V5) folgt A\(—v) =
A(=Dv) = AM=1)v = (=A)v = (=1)A)v = (=1)(Av) = =v.

Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir von nun an v — w fiir v +
(—w). Auch verzichten wir bei Skalarmultiplikationen oft auf Klammersetzung
und schreiben meist Apv statt A(pv) = (Av)o, falls A, p € K und v € V, vgl.
Axiom (V5). Nach obigen Bemerkungen ist dies mit den vertrauten Rechenregeln
vertraglich.

[1.1.2. BEISPIEL. Wir konnen jeden Korper K als K-Vektorraum auffassen.

I1.1.3. BEISPIEL. Es sei K ein Kérper und n € N. Auf der Menge aller n-Tupel
von Elementen aus K,

T
K" .= i, e, €K G
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definieren wir Addition, K™ x K" 5 K", und Skalarmultiplikation, K x K" — K",
komponentenweise, d.h. durch
x (% T1+ W% T ATy
+ | ] = : und A | @ | = :
wobei A € K. Mit diesen Operationen wird K" zu einem Vektorraum iiber K, die
Vektorraumaxiome folgen sofort aus den entsprechenden Kérperaxiomen, siche

Ubungsaufgabe 11 oder [7, Kapitel 7]. Insbesondere ist R™ ein reeller Vektorraum
und C" ein komplexer Vektorraum. Etwa gilt in C3,

14 2i 5 6 + 2i 4+ 3i 5+ 10
3—4i| +| 6i | =[3+2i| uwnd @+i)| -2 |=[2—4
i 21 2 7 14 + 7

I1.1.4. BEMERKUNG. Die Wahl eines kartesischen Koordinatensystems ermo-
glicht es Elemente von R, R? bzw. R3 mit Punkten der Gerade, der Ebene bzw.
des Raums zu identifizieren, siehe [7, Kapitel 7]. In diesem Bild besitzen die
Vektorraumoperationen geometrische Interpretationen. Skalarmultiplikation mit
0 # X € R, d.h. die Abbildung x — Ax, entspricht einer Streckung um den Faktor
A, zentriert beim Ursprung des Koordinatensystems. Fiir fixes y entspricht die
Abbildung = +— x + y einer Translation um y.

I1.1.5. BEISPIEL. Uber jedem Korper K gibt es einen Vektorraum der nur aus

einem Element, dem Nullvektor, besteht. Wir bezeichnen diesen triviale Vektor-
raum mit {0}, K° oder 0.

I1.1.6. BEISPIEL (Funktionenrdume). Es sei X eine Menge und V' ein Vek-
torraum {iiber einem Kérper K. Es bezeichne F(X,V) = V¥ die Menge aller
Abbildungen X — V. Die Summe zweier Abbildungen f,¢g € F(X,V) wird
punktweise definiert, d.h.

f+g: X =V, (f+9)x):=f2)+g(x)
Fir A € Kund f € F(X,V) definieren wir analog
A X =V, (Af)(z) = Af(x).

Mit diesen Operationen wird F(X, V) zu einem K-Vektorraum. Etwa haben wir
fir f,g,h € F(X,V)und z € X

((f +9) +h)(x) = (f + 9)(x) + h(z) = (f(x) + g(x)) + h(z)
— £(0) + (9(@) + he)) = F@) + (g +B)(@) = (F + (g + ) (2).
Da dies fiir alle z € X gilt, erhalten wir (f +¢) +h = f + (g + h), also geniigt
F(X,V) dem Vektorraumaxiom (V1). Auch Axiom (V2) ist erfiillt, die konstante

Nullfunktion, 0: X — V', 0(x) := 0, ist neutrales Element der Addition, denn fiir
jedes f € F(X,V)und z € X gilt (f +0)(z) = f(z)+0(z) = f(z) +0 = f(x),
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also f +0 = f. Das additive Inverse von f € F(X,V) ist durch —f: X — V|,
(—=f)(z) := —f(x), gegeben, denn fiir jedes z € X gilt (f + (—f))(z) = f(x) +
(—f)(x) = f(x) — f(z) =0, also f+ (—f) = 0. Damit ist auch Axiom (V3) fiir
F(X,V) verifiziert. Fiir A € K, f,g € F(X,V) und € X haben wir

(Af +9)) () = Af + g)(x) = A(f(2) + 9(2))
= Af(x) + Ag(x) = (Af) (@) + (Ag)(x) = (Af + Ag)(x).
Da dies fiir alle x € X gilt, erhalten wir A(f + g) = Af + A\g, d.h. F(X,V)
geniigt Axiom (V6). Vollig ananlog lassen sich die verbleibenden Vektorraumaxio-
me {iberpriifen, sieche Ubungsaufgabe 13.

Wiéhlen wir speziell V' = K, so sehen wir, dass F'(X;K), d.h. die Menge aller
K-wertigen Funktionen auf X, beziiglich punktweiser Addition und Skalarmulti-
plikation einen K-Vektorraum bilden. Etwa bilden die reellwertigen Funktionen
auf einem Intervall, F'([a, b], R), einen reellen Vektorraum. Fiir X = Nist F'(N,R)
die Menge aller Folgen in R, diese bilden daher beziiglich gliedweiser Addition
und Skalarmultiplikation ebenfalls einen Vektorraum.

I1.1.7. BEMERKUNG (Funktionen als Algebra). K-wertige Funktionen kénnen
auch in naheliegender Weise multipliziert werden, fir f,¢g € F(X,K) wird ihr
Produkt fg € F(X,K) punktweise, d.h. durch

fo: X =K, (fg)(z) = f(z)g(x),

definiert, x € X. Diese Verkniipfung ist assoziativ und kommutativ, d.h. es gilt
f(gh) = (fg)h sowie fg = gf fiir beliebige f,g,h € F(X,K). Die konstante
Einsfunktion, 1 € F(X,K), ist neutrales Element beziiglich der Multiplikation,
d.h. fir alle f € F(X,K) gilt 1f = f = f1. Die Multiplikation ist mit der
Vektorraumstruktur vertraglich, es gilt f(g1 + 92) = for + fg2, (fL + f2)g =
fig + fag und f(Ag) = M(fg) = (Af)g, fiir beliebige f, f1, f2, 9,91, 92 € F(X;K)
und A € K. Dies bedeutet gerade, dass F'(X, K) eine kommutative K-Algebra mit
Eins? bildet, vgl. Ubungsaufgabe 14.

I1.1.8. BEISPIEL (Polynome). Sei K ein Korper. Unter einem Polynom mit
Koeffizienten in K verstehen wir einen formalen Ausdruck der Form

Do+ P12+ paz’ + 32’ 4

wobei die Koeffizienten p; € K fast alle verschwinden, d.h. alle bis auf endlich
viele p; gleich 0 sind. Zwei Polynome werden als gleich betrachtet, wenn alle ihre

2Unter einer K-Algebra verstehen wir einen K-Vektorraum A zusammen mit einer Ver-
kniipfung A x A — A, der sogenannten Multiplikation, sodass a(b; + by) = ab; + abs,
a(Ab) = A(ab), (a1 + a2)b = a1b + azb und (Aa)b = A(ab), fir alle a,a1,a2,b,b2,00 € A
und A € K. Die Algebra wird assoziativ genannt, wenn a(bc) = (ab)c fiir alle a,b,c € A gilt.
Ein Element e € A mit ae = a = ea fir alle a € A, wird Einselement von A genannt. Dieses
neutrale Element der Multiplikation ist dann eindeutig bestimmt und wir sprechen von einer
assoziativen Algebra mit Eins. Gilt dariiber hinaus ab = ba fiir alle a,b € A, dann wird A
kommutativ gennant.
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Koeffizienten iiberein stimmen. Die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in K
bezeichnen wir mit K[z]. Sind p, ¢ € K[z] zwei Polynome, p = py+p12z+paz>+- - -
und ¢ = qo + q12 + @22 + - - -, so wird ihre Summe koeffizientenweise definiert,
p+q:=(po+aq)+ P +a)z+ 2+ q@)2" + (s +¢s)2° + -
Offensichtlich ist dann p + ¢ wieder ein Polynom, d.h. p + ¢ € K[z]. Analog
definieren wir Skalarmultiplikation mit A € K durch
Ap = (Apo) + (Ap1)z + (Ap2)2® + (A\p3)2® + - - -

und erhalten ein Polynom Ap € Klz]. Mit diesen Verkniipfungen wird K[z] zu
einem Vektorraum iiber K. Dabei ist das Nullpolynom, 0 := 0 4 0z + 022 + - - -,
das additiv neutrale Element, d.h. 0+ p = p = p+ 0 fiir alle p € K][z]. Meist wer-
den bei Polynomen nur jene Potenzen von z angeschrieben, deren Koeffizienten

verschieden von 0 sind. Etwa sind p = 2 — z+42% — 72° und q = 2z — 23 zwei reelle
Polynome fiir die p+ ¢ =2 +42% — 23 — 72° und 7q = 72 — 723 gilt.

I1.1.9. BEMERKUNG (Polynome als Algebra). Auch Polynome konnen multi-
pliziert werden. Sind p = Y. piz' = po + p1z + p3z® + -+ und ¢ = Zj g2 =
Go+ @12 + q22* + - - - zwei Polynome in K[z], so wird ihr Produkt pg € K[z] durch

pq = popo + (Podr + 1go) 2 + (Pog2 + Pr1g1 + Pago) 2” + -+ + ( Z pin) 2
i+j=k
d.h. durch formales Ausmultiplizieren definiert. Etwa ist das Produkt der Polyno-

me p = 2+32+42% und ¢ = 1+ 2z — 22 gleich pg = 2+ 52 +52%+ 23 —42*. Die Mul-
tiplikation von Polynomen ist assoziativ, d.h. fiir p, ¢, r € K[z] gilt p(qr) = (pq)r,

- ()0 ()
ESTSIS

k=l

“X(En T an)m=X( X pan)

und dies stimmt mit dem Polynom

(pg)r = <(sz ) (Z qu3)) (Zk:mzk)
(") (2

itj=1

:Z< Z <Zpin>Tk)Zm:Z< Z pz'quk)zm

m  NM4k=m  i+j=l m  Nitjt+k=m
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tiberein. Fiir p, ¢ € K[z] gilt auch pg = ¢p, d.h. die Multiplikation von Polynomen
ist kommutativ. Das Einspolynom, 1 = 1 + 0z + 0z? + - - - ist neutrales Element
der Multiplikation, d.h. 1p = p = pl fiir alle p € K[z]. SchlieBlich ist die Multi-
plikation von Polynomen auch mit der Vektorraumstruktur auf K[z] vertrédglich,
es gilt r(p +q) = rp +rq, (p+ q)r = pr+ qr sowie p(A\q) = A(pq) = (Ap)q, fiir
beliebige Polynome p,q,r € K[z] und A € K. Dies bedeutet gerade, dass K|[z]
eine kommutative K-Algebra mit Eins bildet, vgl. Ubungsaufagbe 15.

I1.2. Teilrdume. Suchen wir nach Teilmengen eines Vektorraums, die selbst
einen Vektorraum bilden, werden auf den Begriff des Teilraums gefiihrt.

I1.2.1. DEFINITION (Teilraum). Es sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine nicht
leere Teilmenge W C V' wird Teilraum von V genannt, wenn sie abgeschlossen
unter Addition und Skalarmultiplikation ist. In anderen Worten, eine nicht leere
Teilmenge W C V ist genau dann Teilraum von V', wenn sie folgenden beiden
Bedingungen geniigt:

(a) Ywy,wy € W :wy +wy € W
(b) VAe KVYw e W: dw e W

[1.2.2. BEMERKUNG. Ist W ein Teilraum von V', dann gilt 0 € W. Nach
Definition ist W némlich nicht leer, also existiert w € W. Aus (b) folgt daher
Ow € W. Da Ow = 0, erhalten wir somit auch 0 € W.

[1.2.3. BEMERKUNG. Ist W ein Teilraum von V und w € W, dann gilt auch
—w € W. Nach (b) gilt ndmlich (—1)w € W, und da (—1)w = —w folgt —w € W.

Ist W ein Teilraum von V| dann schrinken sich Addition und Skalarmultipli-

kation in V' zu Abbildungen W x W 5 W und Kx W = W ein. Dadurch wird W
selbst zu einem Vektorraum. Die Giiltigkeit der Axiome (V1) und (V4) — (V8) fiir
V impliziert sofort, dass diese Axiome auch fiir W gelten. Nach Bemerkung 11.2.2
ist auch (V2) fur W erfiillt. Nach Bemerkung I1.2.3 geniigt W schliefllich auch
Axiome (V3). Wir halten dies in folgender Proposition fest.

I1.2.4. PROPOSITION (Teilrdume als Vektorraume). Sei V' ein K- Vektorraum
und W ein Teilraum von V. Dann bildet W beziiglich der eingeschrinkten Ver-
kniipfungen selbst einen K- Vektorraum.

I1.2.5. BEMERKUNG. {0} und V sind stets Teilrdume von V.

I1.2.6. PROPOSITION (Durchschnitt von Teilrdumen). Ist W;, ¢ € I, eine
Familie von Teilrdumen eines Vektorraums V', so bildet auch deren Durchschnitt,
Nics Wi, einen Teilraum von V.

BEWEIS. Zunéchst ist der Durchschnitt jedenfalls nicht leer, denn nach Be-
merkung 11.2.2 gilt 0 € (,.; W;. Um die Abgeschlossenheit unter der Addition
zu {iberpriifen seien nun w,w’ € (,c; W;. Fiir jedes ¢ € I gilt daher w,w’ € W;.

Da W; einen Teilraum bildet folgt w + w’ € W;. Somit ist w + w’" € (,.; Wi,
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und der Durchschnitt daher abgeschlossen unter Addition. Um die Abgeschlos-
senheit unter Skalarmultiplikation zu zeigen seien nun A € K und w € (,., W;.
Fiir jedes ¢ € I gilt daher w € W;. Da W; einen Teilraum bildet folgt \w € W;.
Somit ist Aw € [);c; Wi und der Durchschnitt daher auch abgeschlossen unter
Skalarmultiplikation. O

I1.2.7. BEISPIEL. Sind n,m € N und a;; € K, dann bildet die Menge

T a11T1 + -+ AQipnTy = 0
€ K" :
Tn Am1T1 + -+ + GppTyp = 0

einen Teilraum von K". Die Losungsmenge eines homogenen Gleichungssystems
ist daher stets ein Teilraum. Wir werden spéter sehen, dass sich jeder Teilraum
von K" in dieser Form darstellen lésst, fiir geeignete m € Ny und a;; € K. Auch

ai Q1n
T : 4+ 4 x, : T1,..., Ty €K 3|
am1 Amn

d.h. die Teilmenge aller Vektoren y € K™, fiir die das Gleichungssystem

a11r1 + -+ a1y = Y1

Am1T1 + -+ AppTpn = Ym

wenigstens eine Losung besitzt, bildet einen Teilraum von K™. Wir werden spéter
sehen, dass sich jeder Teilraum von K™ in dieser Form beschreiben lasst, fiir
geeignete n € Ny und a;; € K.

I1.2.8. BEISPIEL (Teilrdume von K). Der Vektorraum K = K! besitzt auler
den beiden trivialen Teilrdumen {0} und K keine weiteren Teilrdume. Ist ndmlich
W C K ein Teilraum und W # {0}, dann existiert w € W mit 0 # w, also
A= (Qw Hw € W fiir jedes X € K, und daher W = K.

11.2.9. BEISPIEL (Teilriume von K?). Neben den trivialen Teilriumen {0}
und K2 bildet auch jede Teilmenge der Form

(@) ={A (&) | XN e K} ={(2) | aez1 — arx2 = 0},

wobei 0 # a = (4 ) € K?, einen Teilraum von K?. Wir wollen uns nun iiberlegen,
dass dies schon alle Teilrdiume von K? sind. Sei dazu W C K2 ein beliebiger Teil-
raum und {0} # W. Dann existiert 0 # a € W und wegen der Abgeschlossenheit
von W unter Skalarmultiplikation erhalten wir (a) C W. Ist (a) # W, dann exi-
stiert also b € W\ (a). Wir bezeichnen die Koordinaten von a und b mit a = (g5 )
und b= (1), a1,a2,b1,b, € K. Aus a # 0 und b ¢ W folgt d := aiby — asby # 0.

1
2
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Da W abgeschlossen unter Addition und Skalarmultiplikation ist, erhalten wir
fiir jeden Vektor (71) € K2,

x4 T1by — 2201 [y Taa1 — x1a2 (b
= — - _— W
() == (o) v () ew

und somit W = K2. Insbesondere hat R? neben den beiden trivialen Teilriumen
{0} und R? nur Teilriume der Form {\a | A € R} wobei 0 # a € R?. Nach Wahl
eines kartesischen Koordinatensystems entsprechen letztere genau den Geraden
durch den Ursprung des Koordinatensystems.

11.2.10. BEISPIEL (Teilriume von K?). Neben den trivalen Teilriumen {0}
und K3 besitzt der Vektorraum K? auch Teilriume der Form (v) = {\v | A € K},
v € K3, sowie

{<§> €K3‘ax+by+cz:()},

wobei a, b, c € K. Wir werden spiiter sehen, dass sich jeder Teilraum von K3 so
beschreiben lisst. Insbesondere hat R? nur Teilrdume dieser Gestalt. Nach Wahl
eines kartesischen Koordinatensystems entsprechen die nicht-trivialen Falle genau
den Geraden bzw. Ebenen durch den Ursprung des Koordinatensystems.

[1.2.11. BEISPIEL. Die Teilmenge {(5}) € K? : 129 = 0} von K? ist zwar
abgeschlossen unter Skalarmultiplikation bildet jedoch keinen Teilraum. Auch
die Teilmenge {(3}) € R? : z; > 0} bildet keinen Teilraum von R?, obwohl sie
abgeschlossen unter Addition ist. Dasselbe gilt fiir Z? C R?. Fassen wir R als Teil-
menge von C auf, dann ist auch R® C C". Obwohl diese Teilmenge abgeschlossen
unter Addition ist, bildet sie keinen Teilraum des komplexen Vektorraums C",
fiir 0 # o € R™ gilt ndmlich iz ¢ R™.

1.2.12. BEISPIEL (Vektorraume von Funktionen aus der Analysis). Die Menge
der reellwertigen stetigen Funktionen auf einem Intervall, C([a, b], R), bildet einen
Teilraum von F'([a,b],R), denn Summen und skalare Vielfache stetiger Funk-
tionen sind wieder stetig. Ebenso ist die Menge der beschrinkten Funktionen
la,b] = R ein Teilraum von F'([a, b], R). Auch die (Riemann-)integrierbaren Funk-
tionen [a, b] — R bilden einen Teilraum von F'([a, b], R). Genauso bilden die diffe-
renzierbaren Abbildungen (a,b) — R einen Teilraum von F'((a,b),R). Analog ist
die Menge aller k£ mal stetig differenzierbaren Funktionen, C*((a,b),R), ein Teil-
raum von F'((a,b),R). Auch die Menge aller glatten Funktionen C*((a,b),R) =
Nien C*((a, ), R) ist ein Teilraum von F((a, b), R), vgl. Proposition I1.2.6. Nach
Proposition 11.2.4 sind dies daher alles Vektorrdume beziiglich punktweiser Ad-
dition und Skalarmultiplikation von Funktionen.

I1.2.13. BEISPIEL (Vektorrdume von Folgen aus der Analysis). Die Menge der
konvergenten Folgen bildet einen Teilraum von F(N,R), denn Summen und ska-
lare Vielfache konvergenter Folgen sind wieder konvergent. Auch die Menge der
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beschrénkten Folgen ist ein Teilraum von F(N, R). Ebenso bilden die summierba-
ren Folgen (Reihen) einen Teilraum von F'(N,R). Gleiches gilt fiir die Menge der
absolut summierbaren Folgen oder die Menge der quadratsummierbaren Folgen.

[1.2.14. BEISPIEL. Es bezeichne X C R ein um Null symmetrisches Intervall,
etwa X = (—a,a) mit 0 < a < co. Dann bildet die Menge der geraden Funktionen,

G={f X—>R|VzeR: f(—z) = f(x)},

einen Teilraum von F(X,R). Fiir f,g € G und z € X gilt namlich (f+g)(—z) =
f(=2) +g(==z) = f(z) + g(z) = (f + g)(x), also f + g € G, und analog \f € G
fiir jedes A € R. Auch die Menge der ungeraden Funktionen,

U={f: X>R|VzeR: f(—x)=—f(x)},

bildet einen Teilraum von F'(X,R). Fiir den Durchschnitt gilt GNU = {0}, d.h.
die einzige zugleich gerade und ungerade Funktion ist die konstante Nullfunktion.
Ist ndmlich f € GNU und =z € X, dann folgt f(z) = f(—x) = —f(x), also
2f(x) = 0 und somit f(x) =0,d.h. f=0.

I1.2.15. BEISPIEL. Fiir jede Menge X, ist {f: X - R |Vx € X : f(z) > 0}
zwar abgeschlossen unter Addition, bildet jedoch keinen Teilraum von F(X,R).
Dasselbe gilt fiir die Teilmenge F(X,Z) C F(X,R), d.h. die Menge der Funk-
tionen mit ganzzahligen Werten. Auch ist F'(X;R) kein Teilraum von F(X;C),
denn fiir 0 # f € F(X;R) gilt if ¢ F(X;R).

I1.3. Lineare Abbildungen. Lineare Abbildungen sind Abbildungen zwi-
schen Vektorrdumen, die mit der Vektorraumstruktur, d.h. Addition und Skalar-
multiplikation, vertraglich sind.

I1.3.1. DEFINITION (Lineare Abbildungen). Eine Abbildung zwischen K-Vek-
torrdumen, ¢: V. — W, wird linear genannt, wenn sie die folgenden beiden Fi-
genschaften besitzt:

(a) Yoy, va € Vi p(v1 + v2) = @(v1) + o(v2)

(b) VA e KVv € V : p(Av) = Ap(v)

Die Menge aller linearen Abbildungen von V' nach W wird mit L(V, W) bezeich-
net. Eine lineare Abbildung V' — V wird auch Endomorphismus genannt. Die
Menge aller Endomorphismen von V' werden wir mit end (V') bezeichnen.

I1.3.2. BEMERKUNG. Fiir jede lineare Abbildung ¢: V' — W gilt ¢(0) = 0.
Aus der Linearitét erhalten wir ndmlich ¢(0) = ¢(0 + 0) = ¢(0) + ¢(0) und
Addition von —p(0) auf beiden Seiten liefert die gewiinschte Gleichung, 0 = ¢(0).

I1.3.3. PrROPOSITION (Komposition linearer Abbildungen). Sind V., W und
U drei K-Vektorrdume dann gilt:
(a) Die identische Abbildung idy : V — V, idy (v) := v, ist linear.
(b) Fir je zwei lineare Abbildungen ¢:V — W und ¢ : W — U ist auch die
Komposition o ¢ : V — U linear.
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(c) Ist ¢ : V. — W eine bijektive lineare Abbildung, dann ist auch die Umkehr-
abbildung o= : W — V linear.

BEWEIS. Behauptung (a) ist trivial. Ad (b): Sind vy, v € V' so gilt:

(1 0 ©)(v1 + v2) = Y(p(v1 + 1)) = P (p(v1) + p(v2))
= (p(v1)) + Y(p(v2)) = (Y o @) (v1) + (¥ 0 p)(v2)

Fiir A € Kund v € V erhalten wir analog (¢ o ¢)(Av) = ¥ (p(Av)) = (Ap(v)) =
AY(p(v)) = AW op)(v). Dies zeigt, dass die Komposition 1 o ¢ linear ist. Um (c)
zu verifizieren sei nun ¢ : V. — W eine lineare Bijektion mit Umkehrabbildung
e LW — V. Sind wy,wy € W so gilt:

™ (wy + wo)
= ! (@(%0_1(7«01)) + 90(90_1(102))) denn Vw € W : w = p(p (w))
= o (e Hwr) + ¢ (wr))) Linearitit von ¢
=@~ (w1) + ¢~ (wy) denn Vo € V : o (p(v)) = v

Fir A € K und w € W erhalten wir analog ¢~ !(Aw) = ¢ ' (Ap(p~ ! (w))) =
e (A Hw))) = Mg~ (w). Dies zeigt, dass die Umkehrabbildung ¢! linear
ist. U

II1.3.4. BEISPIEL. Sind n,m € N und a;; € K, dann ist die durch
T a11r1 + -+ a1y, ai Q1p
v o= : =1 : +--tw,
Tn Am1T1 + -+ AmnTn am1 Amn

definierte Abbildung ¢: K* — K™ linear, vgl. Ubungsaufgabe 1. Wir werden
spiter sehen, dass jede lineare Abbildung K" — K™ von dieser Form ist, vgl.
Satz I1.4.4 unten.

I1.3.5. BEISPIEL (Inklusionen). Fiir jeden Teilraum W eines Vektorraums V
ist die kanonische Inklusionsabbildung, W — V| w + w, offensichtlich linear. Die
Verkniipfungen auf W wurden genau so definiert, dass diese Inklusionsabbildung
linear wird.

I1.3.6. BEISPIEL (Koordinatenprojektionen). Fiir jedes i = 1,...,n ist die
Abbildung p; : K" — K, p;(z) := x;, die einem Vektor seine i-te Koordinate
zuordnet, linear. Sie wird als i-te Koordinatenprojektion bezeichnet.

11.3.7. BEISPIEL (Polynome als Funktionen). Ist p = py +p12z + p22% + -+ - ein
Polynom in K[z] und =z € K, so konnen wir x in p einsetzen und erhalten eine
Zahl p(x) € K,

p(z) :==po + prx + paa® + - -
wobei die rechte Seite eine endliche Summe in K darstellt. Jedes Polynom p € K|z]
liefert daher eine Funktion K — K, x + p(x). Wir erhalten somit eine Abbildung
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¢: K[z] = F(K,K), die einem Polynom p € K[z] die Funktion x + p(x) zuordnet.
Diese Abbildung ist linear d.h. es gilt ¢(p+q) = ¢(p)+ ¢(q) sowie ¢(Ap) = Ap(p),
fiir beliebige p, ¢ € K[z] und A € K. In anderen Worten, fiir jedes x € K ist

(p+a)(z) =p(x) +q(x) und (Ap)(z) = Ap(z).
Dariiber hinaus gilt auch ¢(pq) = ¢(p)o(q), d.h. fir jedes = € K haben wir

(pg)(z) = p(x)q(z).

Die Abbildung ¢: K[z] — F(K,K) ist daher sogar ein Homomorphismus von Al-
gebren, d.h. eine lineare Abbildung die auch mit der Multiplikation vertriglich
ist, vgl. Beispiel I1.1.7 und Beispiel I1.1.9. Ubungsaufgabe 42 behandelt eine Ver-
allgemeinerung dieses Beispiels.

I1.3.8. BEISPIEL. Sei V' ein Vektorraum und X eine Menge. Fiir jedes x € X
ist die Abbildung ev,: F(X,V) — V, ev.(f) := f(x), linear. Fiir jede Teilmenge
A C X ist auch die Abbildung F'(X,V) — F(A,V), f — f|a, linear. Allgemeiner
ist fiir jede Abbildung g : Y — X die Zuordnung F(X,V) — F(Y,V), f— fog,
eine lineare Abbildung, vgl. Ubungsaufgabe 24.

I1.3.9. BEISPIEL (Lineare Abbildungen aus der Analysis). Es seien a < b zwei
reelle Zahlen. Fiir jedes k € N liefert die Ableitung eine lineare Abbildung,

C*((a,b),R) = C*1((a,b),R), [+ [,
denn (f +¢g)' = f' + ¢ und (\f)' = \f’ fiir alle f,g € C*((a,b),R) und \ € R.
Auch das Integral liefert eine lineare Abbildung,

b
C(la,b],R) = R, fr—>/f(a:)dx,

denn es gilt f:(f + g)(x)dz = fab f(x)dx + fabg(x) dr und fab()\f)(x) dx
AP f(z)de fir alle f,g € C(la,b],R) und A € R. Bezeichnet Fion (N, R) C
F(N,R) den Teilraum der konvergenten Folgen, dann ist die Abbildung

Fconv(NaR) — Rv ($n>n€N — lim L,
n—o0

linear, denn es gilt lim,, o0 (T, +yp) = limy, 00 T, +1im,, oo ¥, und lim,, oo Az, =
Alim,, o x, fiir je zwei konvergente Folgen (z,,)nen, (Yn)nen und A € R.

11.3.10. DEFINITION (Isomorphismen). Eine Bijektion zwischen K-Vektorriu-
men, p: V — W, wird (linearer) Isomorphismus genannt, wenn ¢: V' — W und
ihre Umkehrabbildung ¢=!: W — V beide linear sind. Existiert ein Isomorphis-
mus zwischen V' und W, dann werden V und W isomorph genannt und wir

schreiben V = W.

II1.3.11. BEMERKUNG. Nach Proposition 11.3.3(c) ist jede lineare Bijektion
schon ein Isomorphismus, die Umkehrabbildung ist dann automatisch linear.
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Sind zwei Vektorrdume isomorph, V' = W, dann kénnen sie vom Standpunkt
der linearen Algebra als im Wesentlichen gleich betrachtet werden. Bis auf Um-
benennung der Elemente mit Hilfe eines Isomorphismus V' = W, entsprechen die
Vektorraumoperationen in V' ja genau den Vektorraumoperationen in W.

Fiir jeden Vektorraum V ist die identische Abbildung, idy: V — V, ein Iso-
morphismus, id‘_,1 = idy, es gilt daher V" = V. Ist ¢: V — W ein Isomor-
phismus, dann ist auch die Umkehrabbildung ¢=!': W — V ein Isomorphismus,
(e™H™t = ¢, aus V = W folgt daher stets W = V. Sind ¢: V — W und
¥: W — U zwei [somorphismen, dann ist auch deren Komposition ¢op: V. — U
ein Isomorphismus. Die letzte Behauptung folgt aus Proposition 11.3.3(b) und der
Formel fiir die Umkehrabbildung einer Komposition, (¢ o ¢)™1 = ¢t oyp~L. Mit
V=W und W = U gilt daher auch V = U.

Die Menge aller invertierbaren linearen Abbildungen V' — V' wird mit GL(V)
bezeichnet. Aus dem vorangehenden Absatz folgt sofort, dass GL(V') beziiglich
der Komposition von Abbildungen eine Gruppe bildet. Sie wird die allgemeine
lineare Gruppe genannt. Diese Gruppe ist i.A. nicht abelsch, d.h. fir ¢,¢ €
GL(V) gilt i.A. @ 01 # 1) o p, vgl. Ubungsaufgabe 25.

I1.3.12. BEISPIEL. Betrachte den Teilraum
W = {(é) EK3:x+2y+3z=O}

von K?. Dann ist die Abbildung
9 N -2 -3\ —2A—3u>
€2 o (§)on(7)- ()

eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus. Es gilt daher W = K2, Wir werden
spater sehen, dass jeder Teilraum von K" isomorph zu K™ ist, fiir ein eindeutig
bestimmtes m € Ny, fiir das auch 0 < m < n gelten muss.

11.3.13. BEISPIEL. Sind m < n zwei natiirliche Zahlen, dann bildet
T Tmy1 = 0
W .= D] eK”
Tn z, = 0

einen Teilraum von K", der im Wesentlichen mit K™ iibereinstimmt. Genauer ist
o: K™ — W, p(x) := (§), eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus.

I1.3.14. BEIspIEL. Fiir 0 # 2 € K" bildet W := {\z : A € K} einen Teilraum
von K", der zu K isomorph ist. Die Abbildung ¢: K — W, A — Az, ist eine
lineare Bijektion, also ein Isomorphismus, vgl. Bemerkung I1.3.11.

I1.3.15. BEISPIEL. Vektoren aus K™ koénnen mit Funktionen {1,...,n} — K
identifiziert werden, indem die i-te Komponente eines Vektors als Funktionswert
bei i interpretiert wird. Dabei entspricht die Komponentenweise Addition von
Vektoren in K™ genau der punktweisen Addition von Funktionen, und analog fiir
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die Skalarmultiplikation. Dies lasst sich wie folgt prézisieren. Die offensichtlich

bijektive Abbildung,

) £(1)
¢: F({1,...,n},K) = K", o(f) = : ,
f(n)

ist ein linearer Isomorphismus, denn fiir f,g € F({1,...,n},K) gilt

(f +9)(1) (1) +9() S g(1)

o(f+9) = : = : = : [+| | =e(N)+ely)
(f +9)(n) f(n) +g(n) fn) g(n)

und analog auch ¢p(Af) = Ao(f), fur alle A € K. Nach Bemerkung I1.3.11 ist die

Umkehrabbildung automatisch linear.

I1.3.16. BEISPIEL. Es bezeichne Fy(Np;K) C F(Np,K) den Teilraum aller
Folgen, deren Folgenglieder fast alle gleich 0 sind. Ordnen wir einem Polynom die
Folge seiner Koeffizienten zu, so erhalten wir einen linearen Isomorphismus

K[z] & Fo(No; K), p=po+piz+pz®+- < (Di)ien

Analog erhalten wir einen Isomorphismus K[z]<, = K" wobei K|[z]<, den
Teilraum aller Polynome vom Grad kleiner oder gleich n bezeichnet.

I1.3.17. BEISPIEL. Die Vektorriume K = K! und K2 sind nicht isomorph, denn
eine lineare Abbildung K — K? kann niemals surjektiv sein. Um dies einzusehen,
sei ¢: K — K? linear. Wir bezeichnen die beiden Komponenten von (1) mit
1 und z9, d.h. (1) = (7). Fiir jedes A € R gilt dann wegen der Linearitét
e(A) = Ap(1) = A(5) = (3%). Liegt der Vektor (9) im Bild von ¢, dann
existiert A € K mit ¢(\) = () und aus der Formel oben folgt (ﬁﬁ;) = (}),
somit x; # 0 und xo = 0. Liegt (9) im Bild von ¢, dann folgt analog z; = 0 und
xg # 0. Liegen beide Vektoren, (§) und (9), im Bild von ¢ erhalten wir einen
Widerspruch. Die Abbildung ¢ kann daher nicht surjektiv sein. Damit ist K 2 K?
gezeigt. Wir werden spater sehen, dass K” und K™ genau dann isomorph sind,
wenn n = m gilt.

11.3.18. PROPOSITION. Sind V und W zwei Vektorrdaume iiber K, dann ist die
Menge aller linearen Abbildungen, L(V, W), ein Teilraum von F'(V,W). Insbeson-
dere bildet L(V, W) beziiglich punktweiser Addition und Sakalarmultiplikation,

(01 4+ @2)(v) i= p1(v) + p2(v)  und  (Ap)(v) := Ap(v)
einen K-Vektorraum, ¢, p1,02 € L(V,W), A € K, v € V. Die Vektorraumstruk-
tur ist in folgendem Sinn mit der Komposition linearer Abbildungen vertraglich:

Fiir beliebige @, 01,00 € L(V,W), ¥, 11,99 € LW, U) und X € K gilt:
(a) (b1 +P2) 0o =1h1 0+ 1hyop und () o p = A(Y 0 ), sowie
(b) Yo (p1+p2) =1 opr+1 oy undpo(Ap) = A op).
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BEWEIS. Zunéchst ist L(V, W) nicht leer, denn die konstante Nullabbildung
0: V. — W, 0(v) := 0, ist offensichtlich linear. Um die Abgeschlossenheit un-
ter Addition zu zeigen, seien nun ¢;: V. — W und ¢o: V. — W zwei lineare
Abbildungen. Fiir beliebige vy, v, € V gilt dann:

(1 4 p2)(v1 4+ v2) = @1(v1 + v2) + pa(v1 + 12)
= (1(v1) + @1(v2)) + (02(v1) + @2(v2))
= (p1(v1) + 2(v1)) + (p1(v2) + @2(v2))
= (o1 + @2)(v1) + (1 + 2)(v2),

Analog erhalten wir fiir jedes A € K und jedes v € V auch (¢1 + p2)(Mv) =
@1(Av) + p2(Av) = Ap1(v) + Apa(v) = Mp1(v) + ¢2(v)) = A1 + p2)(v). Dies
zeigt, dass auch die Summe @7 + @ eine lineare Abbildung ist, L(V, W) ist daher
abgeschlossen unter Addition. Fiir die Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplika-
tion sei nun ¢: V — W linear und A € K. Fiir beliebige vy, vy € V gilt dann:

(Ap) (01 +v2) = Ap(v1 + v2) = Ap(v1) + ¢(v2))
= Ap(1) + Ap(v2) = (Ap)(v1) + (Ap)(v2).
Fir g € K und v € V erhalten wir analog (Ap)(uv) = Ap(pv) = AMpp(v)) =
(A)p(v) = (pA)p(v) = p(Ap(v)) = p(Ap)(v). Somit ist Ay linear, und L(V, W)
daher abgeschlossen unter Skalarmultiplikation. Dies zeigt, dass L(V, W) einen

Teilraum von F'(V, W) bildet.
Ad (a): Fir p € L(V, W), ¢1,¢2 € L(W,U) und v € V erhalten wir

(%1 +¥2) 0 9) (v) = (Y1 +12)(0(v)) = Ya(p(v)) + P2(p(v))
= (Y109)(v) + (Y20 9)(v) = (Y109 + 1 0 p)(v).

Da dies fiir beliebige v € V gilt, folgt (¢ + 1) © SO = 1)1 0 p + 1y 0 . Analog

ist (M) 0 p)(v) = (M) (p(v)) = Mo(p(v)) = AW o )(v) = (A(Y 0 p))(v), also
(M) oo = A(¢ o ), fiir allegpeL( W), wEL(V W) und A € K.

Ad (b): Fiir @1, 90 € L(V,W), ¢p € L(W,U) und v € V erhalten wir
(o (o1 +¢2))(v) = %b((@l + ©2)(v))
= ¢(p1(v) + 2(v))
= Y(p1(v)) + Y (p2(v))
= (¥ o 1) (v) + (¢ 0 p2)(v)

= (Vo1 +1op

)(v)
also P o (p1 + p2) = o1 + @/J © . Analog gilt (¢ o (Ap))(v) = ¥((Ap)(v))
P(Ap(v)) = /\w( (v)) = A(y )(v) = (MY 0 9))(v), also ¢ o (Ap) = (o
fiir alle ¢ € L(V, W), p € L(W,U) und X € K.

IZIV I
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I1.3.19. BEMERKUNG. Nach Proposition I1.3.18 oben bildet end (V') eine asso-
ziative K-Algebra mit Eins. Diese Algebra ist i.A. nicht kommutativ. Betrachten

T T2

wir etwa die beiden linearen Abbildungen ¢: K* — K2 ¢ (31) = (¢), und
K2 = K2 ¢ (33) = () ), dann gilt (9 o) (33) = (), sowie (o) (3}) =
(22); also (pov) (§) =(§) # (§) = (¥ o) (4), und daher oty # oy,

I1.3.20. PROPOSITION. Ist p: V — W eine lineare Abbildung, dann gilt:

(a) Fir jeden Teilraum W’ von W ist auch ¢~ *(W') Teilraum von V.
(b) Fiir jeden Teilraum V' von V ist auch o(V') Teilraum von W.

BEWEIS. Ad (a): Zuniichst ist o~ !(TW’) nicht leer, denn aus ¢(0) = 0 € W’
folgt 0 € =Y (W'). Fiir vy, vy € o~ Y(W’) folgt ¢(v1), p(ve) € W', also (v +vs) =
o(v1) + p(vy) € W’ und somit vy + vy € @ '(W’'). Dies zeigt, dass ¢~ '(W')
abgeschlossen unter Addition ist. Sind nun A € K und v € ¢~ (W’), dann folgt
o(v) € W', also p(Mv) = Ap(v) € W und daher v € o1 (W’). Dies zeigt, dass
@ 1(W') auch abgeschlossen unter Skalarmultiplikation ist.

Ad (b): Zunichst ist (V') nicht leer, denn 0 = ¢(0) € »(V’). Seien nun
wy,wy € e(V'). Es existieren daher vy, vy € V' mit ¢(v1) = w; und p(vy) = ws.
Wir erhalten wy +wy = o(v1)+(v2) = p(v1+v2) € @(V'), denn vy +vy € V. Dies
zeigt, dass p(V") abgeschlossen unter Addition ist. Ist A € Kund w € ¢(V’), dann
existiert v € V/ mit ¢(v) = w und wir erhalten Aw = Ap(v) = p(Av) € p(V'),
denn Av € V’. Somit ist p(V’) auch abgeschlossen unter Skalarmultiplikation. [

I1.3.21. DEFINITION (Kern und Bild). Unter dem Kern einer linearen Abbil-
dung ¢: V — W verstehen wir den Teilraum

ker(p) = 1 (0) ={v eV | p(v) =0} C V.
Unter dem Bild von ¢ verstehen wir den Teilraum

img(p) := (V) = {p(v) [veV} CW.
Nach Proposition I1.3.20 sind beides tatsdchlich Teilraume.

Wir beenden diesen Abschnitt mit folgendem einfachen Resultat, das oft ver-
wendet wird um die Injektivitédt linearer Abbildungen zu iiberpriifen.

I1.3.22. PROPOSITION. FEine lineare Abbildung @: V — W ist genau dann
injektiv wenn sie trivialen Kern hat, d.h. genau dann wenn ker(p) = {0} gilt.

BEWEIS. Ist ¢ injektiv, dann besteht ker(¢) = »~!(0) aus hichstens einem
Element, und da ¢(0) = 0, folgt ker(¢) = {0}. Dies zeigt die eine Implikation. Sei
nun umgekehrt ker(p) = {0}. Um zu zeigen, dass ¢ injektiv ist betrachten wir
vy, vy € V mit (v1) = ¢(ve). Aus der Linearitat von ¢ erhalten wir ¢(ve —vy) =
o(ve) — p(v1) = 0, also ve — vy € ker(ip), somit vy — v; = 0 und daher v; = vs.
Damit ist auch die umgekehrte Implikation gezeigt. 0J
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II.4. Matrizen. Sei K ein Korper. Wir wollen in diesem Abschnitt lineare
Abbildungen K™ — K™ mit Hilfe von Matrizen beschreiben. Unter einer (m x n)-
Matriz iiber einem Korper K verstehen wir ein rechteckiges Schema der Form

ayjp - Qi

m1 = Qmp

mit Eintragungen a;; € K. Die Menge aller (m x n)-Matrizen {iber K bezeichnen
wir mit M,,»,(K). Die Summe zweier (m x n)-Matrizen wird elementweise, d.h.

durch

aip ot Qg bin -+ bin app +bu -0 G+ by
+ : : = : :
Ampm1 - Qmn bml e bmn Am1 + bml e Amn + bmn
definiert. Beachte, dass die Summe zweier Matrizen nur dann definiert ist, wenn
sie gleiche Zeilen- und Spaltenzahl haben. Auch die Skalarmultiplikation mit \ €

K ist elementweise definiert, d.h.

aix - Qip Aayp - Aagy

Am1l - Amn Aaml e )\amn

Mit diesen Operationen wird M,,,(K) zu einem Vektorraum iiber K. Fassen die
Eintragungen einer (m x n)-Matrix in einem Spaltenvektor mit mn vielen Kom-
ponenten zusammen, so erhalten wir einen Isomorphismus von K-Vektorrdumen,

My (K) = K™,

11.4.1. BEISPIEL. Etwa ist

12 0 2 1 4 L (123 1/5 2/5 3/5
34)+(13)=(47) wd c(4506 |=|4/5 1 6/
5 6 0 1 5 7 789 7/5 8/5 9/5

Unter dem Produkt einer (m x n)-Matrix mit einer (n x [)-Matrix verstehen
wir die (m x [)-Matrix

n n
a1 - Qip bii -+ by Zkzl b - - Zkzl a1;bp1

n n
Am1 *°° Qmp bnl ot bnl Zk:l amkbkl e Zkzl amkbkl
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Beachte, dass das Matrizenprodukt nur definiert ist, wenn die Spaltenzahl der
linken Matrix mit der Zeilenzahl der rechten Matrix {ibereinstimmt. Die Bedeu-
tung dieses Produkts wird in Satz I1.4.4 unten klar werden. Unter der (n x n)-
Einheitsmatrix, I,, € M, x,(K), verstehen wir die Matrix

]n:: . . )

wobei die Diagonaleintrige gleich 1 und alle anderen Eintragungen gleich 0 sind.
Die Einheitsmatrizen sind neutrale Element der Matrizenmultiplikation.

I11.4.2. BEISPIEL. Etwa ist

1 2 3 5 3
2 3 4 (1)}_75 4 (t23 _21_0
34510_97url 4506){ ) \3)
45 6 11 9

Um eine kompaktere Schreibweise zur Verfiigung zu haben, bezeichnen wir
den Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte einer Matrix A mit A;;. Fiir
A € Myyn(K)und B € M, (K) gilt daher nach Definition des Matrizenprodukts

(AB)i; = ZAikBkj, 1<i<m,1<j5<L.
k=1

Addition und Skalarmultiplikation lassen sich damit wie folgt schreiben,
(A+A)y=Ay+A; (A =2y, 1<i<m, 1<j<n,

wobei A, A" € M5, (K) und X\ € K. Fiir die Einheitsmatrix erhalten wir

(L) = 6 = 1 falls 7 =j, und (1.1)
T 00 falls i # g '

Das Symbol d;; wird Kronecker-Symbol genannt.

I1.4.3. PROPOSITION (Rechenreglen fiir Matrizen). Sei K ein Kérper. Fir
Matrizen A, A" € M,wn(K), B, B" € M,»,(K), C € Mjx(K) und A € K gilt:

(a) (AB)C = A(BC)

(b) [, A=A=AI

(c) (A+ A)B=AB+ A'B und (AMA)B = \(AB)
(d) A(B+ B') = AB + AB' und A(\B) = A\(AB)
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BEWwEIS. Ad (a): Fir 1 <i¢<mund 1 <j <k gilt

n

l l
Z AB zs S] Z(ZA”BB> 5] ZZAztBts sj

s=1 s=1 t=1 s=1 t=1
n ! n
= Z Z ztBts sj Z Azt Z Bts sj Z Ait(BC)tj = (A(BC))”
t=1 s=1 s= t=1

also (AB)C = A(BC). Ad (b): Fur 1 <i<mund 1< j<n gilt wegen (I.1)
(ImA)zj — Z(Im)zkAk] = Aijv
k=1
also I,,A = A. Analog lasst sich AI,, = A zeigen. Ad (c¢): Fir 1 < i < m und
1<j<lgilt
((A + A/)B)ij = Z(A + A" By = Z(Azk + Ajy) By,

k=1 k=1

= Z AiBy + Z Al By = (AB); + (A'B);; = (AB + A'B),;

also (A+ A")B = AB + A'B. Analog haben wir (()\A) ) => 1()\A) ik Br; =
Die letzte Behauptung (d) ldsst sich analog beweisen. D

11.4.4. SATZ. Es sei K ein Korper und n,m € N. Jede Matriz A € M,y (K)
definiert eine lineare Abbildung v 4: K" — K™, (x) := Az, und jede lineare
Abbildung K" — K™ ist von dieser Form fiir eine eindeutig bestimmte Matrix
A € My«n(K). Dabei stimmt der i-te Spaltenvektor von A mit dem Bild des i-ten
Finheitsvektors, ¥a(e;) € K™, dberein. Diese Zuordnung,

men(K) = L(Kn7 Km)7 A 1/}A7
st ein linearer Isomorphismus, es gilt daher

Yayar = Ya+ha und g = A\a,
fiir beliebige A, A" € M5 (K) und A € K. Weiters haben wir

Yap =vaoyp sowie P, = idgn,
fiir alle A € Myxn(K) und B € M,«,(K).

BEWEIS. Die Abbildung 4 ist linear, denn nach Proposition 11.4.3(d) gilt
Yalr +y) = Alx +y) = Az + Ay = Ya(z) + Yaly) und Ya(Az) = A(Az) =
Az = Mpa(x), wobei z,y € K", A € K. Offensichtlich ist 1 4(e;) = Ae; gerade
der i-te Spaltenvektor von A. Die Matrix A ist also durch die lineare Abbildung
14 eindeutig bestimmt, die Zuordnung M,,y,(K) — LK™ K™), A — 1, ist
daher injektiv.
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Wir werden nun zeigen, dass diese Zuordnung auch surjektiv ist. Sei dazu
p: K" — K™ eine beliebige lineare Abbildung. Es bezeichne A € M,,x,(K) jene
Matrix deren i-ter Spaltenvektoren mit ¢(e;) € K™ iiberein stimmt. Es gilt daher
wale;) = ¢(e;), fir jedes i = 1,...,n. Ist nun € K"® mit Komponenten z; € K|
dann gilt offensichtlich x = x1e; + - -+ + x,6,. Aus der Linearitdt von ¢ und 14
folgt daher

o(x) = p(rrer + -+ zpe,) = z190(€1) + - - - + TRip(En)
= r1haler) + -+ apalen) = Ya(zier + - -+ wpen) = Ya(z).

Da dies fiir jeden Vektor x € K" gilt, erhalten wir ¢ = 4. Dies zeigt, dass die
Zuordnung M,,«,(K) — L(K", K™), A — 14, auch surjektiv ist.

Aus Proposition I1.4.3(c) erhalten wir a4 (z) = (A4 A)ax = Az + Az =
Ya(x)+va(x) = (Ya+pa)(z), fur jedes x € K", also a4 a0 = 14+ 4. Analog
lasst sich 1ya = Ah4 nachrechnen. Somit ist My, (K) — LK™, K™), A — )4,
eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus, siche Bemerkung 11.3.11.

Aus Proposition 11.4.3(a) erhalten wir auch ¥ ap(x) = (AB)r = A(Bx) =

Ya(Bz) = Ya(yp(x)) = (Ya o ¢p)(x), fir jedes x € K, also ap = va o Y5
Analog folgt aus Proposition 11.4.3(b) sofort ¢, = idgn. O

I1.4.5. BEMERKUNG. Nach Proposition I1.4.3 bilden die quadratischen Ma-
trizen, M, x,(K), eine assoziative K-Algebra mit Eins. Nach Satz 11.4.4 ist der
lineare Isomorphismus M, x,(K) = end(K"), A < 14, sogar ein Isomorphis-
mus von K-Algebren. Die Algebra M,,y,(K) ist i.A. nicht kommutativ, etwa gilt
(80)(98) = (18) # (31) = (98) (£1), vel. Bemerkung T1.3.19. T Fall n = 1

erhalten wir den Grundkorper, M, (K) = K.

Eine quadratische Matrix A € M,,«,(K) wird invertierbar genannt, wenn ei-
ne Matrix A" € M, «,(K) existiert, sodass AA" = I, = A’A. In diesem Fall ist
die Matrix A’ eindeutig bestimmt, denn aus AA” = I, = A”A folgt mit Pro-
position 11.4.3 A" = [, A" = (A’A)A" = A'(AA") = A'I, = A'. Diese eindeutig
bestimmte Matrix wird Inverse von A genannt und von nun an mit A~! bezeich-
net, fiir eine invertierbare Matrix A gilt daher

AAT =1, = A1 A
Mit A ist offensichtlich auch A~! invertierbar,
(A H = A

Sind A, B € GL,,(K) zwei invertierbare Matrizen, dann ist auch AB invertierbar
mit Inverser

(AB)™ = B4,

denn (AB)(B™'A™') = ABB7'A~! = AILA~' = AA~! = [,, und analog erhalten
wir (B~'A Y (AB) = I,,.
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Die Menge aller invertierbaren (n x n)-Matrizen iiber K wird mit GL, (K) be-
zeichnet. Nach dem vorangehenden Absatz bildet GL,, (K) mit dem Matrizenpro-
dukt eine Gruppe. Diese Gruppe ist i.A. nicht abelsch. Zum Beispiel sind die bei-
den Matrizen A = (§1) und B = (19) invertierbar, At = ({ '), B = (4 9),
aber AB = (31) # (13) = BA.

11.4.6. KOROLLAR. FEine Matriz A € M,«n(K) ist genau dann invertierbar,
wenn die lineare Abbildung, a: K" — K", ¥4(x) = Az, invertierbar ist und in
diesem Fall gilt 1/121 = Yy-1. Der Isomorphismus aus Satz I1.4.4 schrinkt sich
daher zu einem Gruppenisomorhismus GL,(K) = GL(K"), A < 14, ein.

BEWEIS. Ist A € M, «,(K) invertierbar, dann folgt 14 0 s-1 = Yya-1 =
Yy, = idg» und analog ¥ 4-1 0194 = Pa-14 = ¥y, = idgn. Somit ist P4 : K* — K"
eine invertierbare lineare Abbildung mit Umkehrabbildung wgl = 1 4-1. Sei nun
umgekehert A € M, ,(K), sodass 14 : K* — K" invertierbar ist. Nach Satz 11.4.4
existiert daher B € My, (K) mit ¥4 o ¥p = idgn = g o 4. Wir erhalten
Yap = Y4 0vYp = idgn = ¢, und analog Yps = ¥poYa = idg» = ¢r,. Aus
Satz 11.4.4 folgt somit AB = I,, = BA, also ist die Matrix A invertierbar. O

I1.4.7. BEISPIEL. Eine (1 x 1)-Matrix A = (a) € Mjx:1(K) ist genau dann
invertierbar, wenn a # 0. In diesem Fall gilt A~! = (a™1).

11.4.8. BEISPIEL. Eine (2 x 2)-Matrix A = (2Y) € Msy»(K) ist genau dann
invertierbar, wenn ad — be # 0. In diesem Fall gilt

1 d —b
-1 _
(4, s

Ist ndmlich ad — be # 0 dann gilt

1 d —=b\[fa b\ 1 da—bc db—bd\ (1 0\ _ I
ad—bc \—c a ¢c d]  ad—be \—ca+ac —cb+ad)  \O 1) 2
und

a b 1 d —-by 1 ad —bc —ab+ba\ (1 0\ _ I
¢ d)ad—be\—c a ) ad—be\cd—de —cb+da) — \O 1) %
ab

also ist A invertierbar mit Inverser (I1.2). Sei nun umgekehrt A = (¢ %) invertier-

bar mit Inverser A~! = (‘C‘f Z',). Da

L O _ o qq1 (@ b\ (a" b\  (ad +0bc ab + bd
0 1) 2~ “\e d)\d d)  \ecd +dd cb+dd )’
erhalten wir aa’ +bd =1, ab' +bd' = 0, ca’ + dd’ = 0 und b’ + dd’ = 1. Daraus

folgt (ad—bec)(a'd —V'c") = (aa’ +bc')(cb/ +dd') = 1-1 = 1, also muss ad — bc # 0
gelten.

I1.4.9. BeispIEL. Wir wollen die Umkehrabbildung der linearen Abbildung
p: K2 = K2 o (51) = (42132 ), bestimmen, sofern diese existiert. Offensichtlich
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gilt p(71) = A(z) mit A = (}2). Nach Beispiel 11.4.8 ist A invertierbar mit
Inverser A~ = (7’ 2 ). Nach Korollar 11.4.6 ist daher auch ¢ invertierbar mit
Umkehrabbildung ™" (1) = A7 () = (37 ) (1) = (0h).

3y1—y2

Wir wollen an dieser Stelle noch einfache Eigenschaften einer weiteren Ope-
rationen mit Matrizen zusammenstellen, deren Bedeutung aber erst spéter klar
werden wird. Unter der Transponierten einer Matrix A € M, (K) verstehen wir
jene Matrix A' € M, «,,(K), die wir durch Vertauschen von Zeilen und Spalten
erhalten,

ay - am, ay e Ay
A= : I Al =
Ui -+ Gy Ay - G
In anderen Worten, (A");; = Aji.
11.4.10. BE1sPIEL. Etwa gilt

t 1 4 1 2
(31 ? g) =12 5 und 2 1
3 6 3 2

t

Do Lo
I
W N =
N — DN
— DN W

—_

I1.4.11. PropPOSITION (Eigenschaften der Transponierten). Sei K ein Kéorper
und n,m € N. Dann ist die Abbildung Mpsn(K) = My (K), A — A* linear,
d.h. fir alle A, A € M5, (K) und A € K gilt

(A+ At = At + A sowie (AA)" = A"
Dartiber hinaus haben wir stets
(AB)' = B'A", (AN = A und I =1,
fir beliebige A € Mwn(K) und B € M, (K). Eine quadratische Matriz C €
M, n(K) ist genau dann invertierbar, wenn ihre Transponierte invertierbar ist
und in diesem Fall gilt
(CH) = ("

BEYVEIS. Es gllt <A~+ A)t = A —t At, denn ((A + A)t>ij = (A + A)]z =
Aﬂ + A]z = (At)” -+ (At)lj = (At + At)w Analog lasst sich ()\A)t = )\At zei-
gen, (()\A)t)m = ()\A)TL = )\A]z = )\(At)w = ()\At)z] SchlieBlich gllt auch
(AB)" = B'A", denn ((AB)")y; = (AB)ji = > 4y AjBri = > 5oy Bridjr =
Yope 1 (BYik(AY)g; = (B'A");;. Fiir einen invertierbare quadratische Matrix C
folgt C*(C~1)! = (C~1C) = I = I, und analog (C1)!C* = (CC~ N =1I! = I,,
also ist auch C! invertierbar mit Inverser (C*)~' = (C~1)!. Die restlichen Be-
hauptungen sind trivial. O

I1.4.12. BEISPIEL. Die symmetrischen Matrizen, {A € My, (K) : A" = A},
bilden einen Teilraum von M, «,(K), denn diese Teilmenge stimmt offensichtlich
mit dem Kern der linearen Abbildung M, y,(K) — M,«,(K), A — A" — A,
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tiberein. Auch die schiefsymmetrischen Matrizen, {A € M,x,(K) : A" = —A},
bilden einen Teilraum von M, (K), denn dies ist genau der Kern der linearen
Abbildung Myp(K) = Mg (K), A — A+ A.

I1.4.13. BEMERKUNG (Matrizen und Gleichungssysteme). Wir wollen uns nun
iiberlegen wie sich Fragen zur Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems mit
Matrizen bzw. linearen Abbildungen formulieren lassen. Unter der Koeffizienten-
matriz eines linearen Gleichungssystems

1121 + - -+ G1pTy = Y1

Am1T1 + -+ QnTp, = Ym

verstehen wir die Matrix A € M,,x,(K) mit Eintragungen A;; := a;;. Das Glei-
chungssystem lésst sich damit in kompakter Form schreiben,

Ar =y
wobei x € K" und y € K™. Die mit A assozierte lineare Abbildung
Ya: K" = K™, a(z) = Az,
liefert die linke Seite des Gleichungssystems,

1 1171 + - - + A1y an Q1n
val ] = z =z | |+
T, Am1T1 +---+ AmpnTy Qm1 Amn

Das Bild der linearen Abbildung 4 stimmt daher mit dem Teilraum aller
y € K™ {iberein, fiir die das Gleichungssystem Az = y losbar ist,

img(14) = {y e K™ | Jr e K" : Ax = y}

Die lineare Abbildung 14 ist also genau dann surjektiv, wenn das Gleichungssy-
stem Az = y fiir jedes y € K™ mindestens eine Losung = € K" hat.

Die Abbildung 14 ist genau dann injektiv, wenn das Gleichungssystem Ax = y
fiir jedes y € K™ hochstens eine Losung x € K™ besitzt. Nach Proposition 11.3.22
ist dies genau dann der Fall, wenn 14 trivialen Kern hat, d.h. wenn ker(¢4) = {0}
gilt. Dies wiederum bedeutet gerade, dass das Gleichungssystem Ax = 0 nur
die triviale Losung = = 0 besitzt. Die lineare Abbildung 14 ist genau dann
bijektiv, wenn das Gleichungssystem Az = y fiir jedes y € K™ genau eine Losung
x € K" hat. Wir werden spéter sehen, dass dies nur im Fall n = m moglich ist.
Die linearen Isomorphismen K" — K™ entsprechen daher genau den eindeutig
losbaren Gleichungsystemen bzw. den invertierbaren Matrizen.

Das Gleichungssystem

Arx =0
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wird als das mit Az = y assozierte homogene Gleichungssystem bezeichnet. Seine
Losungsmenge stimmt mit dem Kern von ¢4, d.h. dem Teilraum

ker(¢q) = {z € K" : Az =0}

iiberein. Ist & € K" eine Losung des linearen Gleichungssystems, d.h. A{ = v,
dann gilt

{reK'": Az =y} ={+2: Ar =0} = { + ker(¢a),

wir erhalten daher alle Losungen von Az = y indem wir zu einer speziellen Losung
&, d.h. A¢ =y, alle Losungen des homogenen Systems Az = 0 addieren.

I11.5. Summen und Komplemente. Sind W; und W5 zwei Teilrdume eines
Vektorraums V', dann bildet deren Vereinigung, W; U W5, i.A. keinen Teilraum
von V, vgl. Ubungsaufgabe 19. Wir werden nun den kleinsten Teilraum von V
betrachten, der W; U W5 enthélt.

I1.5.1. DEFINITION (Summe von Teilrdumen). Sind W, und Wy zwei Teilrdu-
me eines Vektorraums V', so wird

Wi+ Wy = {w1+w2 ’ wy € Wl, Wo € Wg}
die Summe der Teilrdume Wy und Wy genannt.

11.5.2. PROPOSITION. Sind Wi und Wy zwei Teilrdume eines Vektorraums
V', dann ist Wy + Wy der kleinste Teilraum von V', der Wy U Wy enthdlt. D.h.
Wi + Wy st ein Teilraum von V', es gilt W1 U Wy C Wy + Wy und fiir jeden
weiteren Teilraum W von V-mit Wy U Wy C W gilt schon Wi + Wy CW.

BEWEIS. Da 0 € W, gilt W, C Wy + W5, denn jedes wy € Wy lésst sich in der
Form w; = wy 4 0 schreiben. Analog haben wir auch Wy C W7 + W5, Zusammen
erhalten wir W; U Wy C W; + Wi, Insbesondere ist Wy + W5 nicht leer. Um
die Abgeschlossenheit unter Addition zu zeigen betrachten wir zwei Elemente
w,w" € Wi + Ws,. Nach Definition der Summe existieren daher wy,w] € W; und
Wy, wh € Wy mit w = wy +wy und w' = w) + wj. Da Wy und W Teilrdume sind,
folgt

w+w = (wy 4+ wy) + (wy +wh) = (w1 + wh) + (wa + wy),

ewy eWsy
also liegt auch w+w' in Wi+ W,. Somit ist Wi+ W, abgeschlossen unter Addition.
Seien nun A € K und w € W; + W,. Es existieren daher wy; € Wi und wy € Wy
mit w = w; + we. Aufgrund von Aw = A w; + wy) = Awy + Awy liegt also auch
Aw in Wi+ Wy, Somit ist Wy + Wy auch abgeschlossen unter Skalarmultiplikation
und daher ein Teilraum von V. Die Minimalitdt von W5 + Wy ist offensichtlich,
jeder Teilraum der W; und Ws enthélt muss auch alle Vektoren der Form w; 4 ws
mit wy; € Wi, wy € Wy enthalten. O
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I1.5.3. BEMERKUNG. Sind W, Wy, W5 und W3 Teilrdume eines Vektorraums
V', dann gelten offensichtlich die Relationen W1 +Wy = Wo+Wq, Wi+(Wo+W3) =
(W1 4+ Wa) + W5, und W + {0} = W. Weiters gilt W, + Wy = W, genau dann,
wenn Wy C W, vgl. Ubungsaufgabe 46.

Nach Definition der Summe lasst sich jedes Element v € W+ W5 in der Form
v = wy + wy schreiben, wy € Wy, wy € Wy, Wie das folgende Beispiel zeigt ist
diese Darstellung i.A. jedoch nicht eindeutig.

I1.5.4. BEISPIEL. Betrachte folgende beiden Teilriume von K3,
Wy = {(%%) EK?’:xl:O} und W3 = {(%) EngxQ:O}.

Offensichtlich gilt K® = W, + Ws, denn jeder Vektor lisst sich in der Form
<£§ ) = <:c02 > + ( %1 ) schreiben, wobei der erste Summand in WW; und der zweite in

x3
0 1

Wy liegt. Allerdings ist diese Darstellung nicht eindeutig, (%) = ( 2 > + ( 0 >

r3—1 1
ist eine andere Zerlegung mit den selben Eigenschaften.

I1.5.5. PROPOSITION. Sind Wi und Wsy zwet Teilrdume eines Vektorraums V',
dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Wi+ Wy =V und Wy N Wy = {0}.

(b) Jedes v € V lisst sich auf eindeutige Weise in der Form v = w; + wy schrei-
ben, fiir gewisse wy € Wy und wy € Wi.

(c) Zu je zwei linearen Abbildungen ¢1: Wi — U und ps: Wy — U existiert
genau eine lineare Abbildung ¢: V — U, sodass ¢|w, = ¢1 und ¢|w, = @2.

BEwEIS. Ad (a)=(b): Da V = W) 4+ W, lisst sich jedes v € V in der Form
v = wy + we fiir gewisse wy; € Wy und wy € Wy schreiben. Sei nun v = w} + wyj
eine weiter solche Darstellung, d.h. wj; € W; und w), € Ws. Es folgt wy + wy =
v = w) + w4 und daher

Wy — Wy = Wy — Wo.

Beachte, dass die linke Seite dieser Gleichung in W; und die rechte Seite in W5
liegt. Beide Seiten liegen daher in Wy N Wy = {0}. Wir erhalten also w; —w} =0
und wh, — we = 0, d.h. w; = w] und wy = wh. Somit sind w; und ws in der
Darstellung v = w; + ws eindeutig bestimmt.

Ad (b)=>(c): Seien also ¢;: Wi — U und ¢y: Wy — U zwei lineare Abbildun-
gen. Wir definieren eine Abbildung ¢: V' — U durch ¢(v) := ¢1(w;) 4+ ¢2(ws),
wobei w; € Wy und wy € Wy jene eindeutig bestimmten Vektoren bezeichnen,
fiir die v = wy + wy gilt. Offensichtlich gilt ¢|w, = @1 und |y, = ps. Wir zeigen
nun, dass ¢ linear ist. Sei dazu v' € V und v' = w) + w}, die eindeutige Zerlegung
mit wj; € Wy und w)y € Ws. Fiir die Zerlegung der Summe, v + v/, ergibt sich
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v+ v = (w) +w)) + (we + wh), wobei wy +w) € Wi und wy + wh € Wy, Es folgt
p(v+1") = pr(wr +wi) + 2(ws + w3)

= (pr(w1) + @r(wy)) + (p2(ws2) + pa(w)))

= (pr1(wr) + pa(wa)) + (w1 (w)) + pa(w)))

= ¢(v) + (V).
Ist A € K, so gilt Av = Aw;+Awy mit Aw; € Wi und Aws € Wy und daher p(Av) =
pr(Awr) + o (Aws) = Mg (wr) + Apa(wa) = A1 (wr) + Apa(ws)) = Ap(v). Dies
zeigt, dass ¢ tatséchlich eine lineare Abbildung darstellt. Die Eindeutigkeit von
p ist offensichtlich, jedes v € V' lésst sich ja in der Form v = wy + wy, wy € W,
wy € Wy, schreiben, fiir ein lineares ¢: V' — U mit ¢|lw, = ¢1 und ¢|w, = @9
folgt daher ¢(v) = p(wi +w2) = p(wi) + (w2) = @lw, (wi) + lw,(w2) =
p1(wi) + @a(w2).

Ad (c¢)=(a): Nach Voraussetzung existiert eine lineare Abbldung m1: V- — W)
mit m|w, = idw, und m|w, = 0. Daraus erhalten wir sofort W, N W, = {0},
denn fir v € Wy N W; folgt v = m1(v) = 0. Es existiert aber auch eine lineare
Abbildung my: V' — Wy mit mly, = 0 und me|w, = idw,. Fassen wir m und
7y als lineare Abbildungen 71: V' — V und my: V' — V auf, dann gilt fiir ihre
Summe, m + mo: V. — V nun (7 + m)|w, = idv|w, und (m + m)|w, = idv|w,-
Aus der Eindeutigkeitsaussage in (c) folgt daher m + my = idy. Fiir jedes v € V
erhalten wir somit v = idy (v) = m(v) + ma(v) mit m(v) € Wi und ma(v) € W,
also V =W; + Ws. O

I1.5.6. DEFINITION (Innere direkte Summe und Komplement). Zwei Teilrdu-
me Wi und W5 eines Vektorraums V' heiflen komplementdr, falls W, + Wy =V
und Wy N Wy = {0} gilt. In diesem Fall sagen wir V' ist die (innere) direkte
Summe von Wi und W5 und notieren dies durch V' = W; @& W,. Auch wird W5 als
ein Komplement von Wy in V' bezeichnet. Die nach Proposition 11.5.5 eindeutig
bestimmte lineare Abbildung 71: V. — Wi mit m|w, = idy, und m|w, = 0
wird als Projektion auf Wy lings Wy bezeichnet. Mit vertauschten Rollen wird
auch W ein Komplement von W5 in V' genannt. Die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung my: V' — Wy mit m|w, = idw, und m|w, = 0 wird als Projektion
auf Wy lings W, bezeichnet. Auch wird my, = idy —m die zu m; komplementdre
Projektion genannt.

Seien Wy und W5 zwei komplementére Teilrdume eines Vektorraums V', d.h.
Wi@ Wy =V, und m1: V. — W, sowie my: V. — W5 die damit assozierten
Projektionen. Ist v € V und v = wy + wy die eindeutige Zerlegung mit wy; € Wy
und wy € Ws, dann gilt m(v) = m1(wy + wy) = m(wy) + m(wy) = wy; +0 = wy
und analog m(v) = ws. Die beiden Projektionen liefern uns also fiir jedes v € V
die eindeutige Zerlegung v = w; +wy mit wy = m(v) € Wi und wy = ma(v) € W.
Fassen wir diese Projektionen als lineare Abbildungen 7y, mo: V' — V auf, dann
folgt m o = My, Ty 0 My = Ty, M + My = idy und m oMy =0 = My 0 Y.
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I1.5.7. DEFINITION (Projektor). Unter einem Projektor verstehen wir eine
lineare Abbildung 7: V' — V fiir die 7 o 7 = 7 gilt.

I1.5.8. PROPOSITION. Ist m: V — V' ein Projektor, dann gilt
V = img(7) & ker(n)

und 7 stimmt mit der Projektion auf img(m) ldngs ker(mw) dberein. Auch m' :=
idy —m ist ein Projektor, er stimmt mit der komplementdren Projektion auf ker(m
lings img(m) dberein. Weiters haben wir img(w) = {v € V : w(v) = v} = ker(n'),

img(n') = {v eV :7'(v) = v} = ker(r) und es gelten die Formeln
momr=m, won =x, w+a =idy sowiec wor =0=7"om.
BEWEIS. Zunéchst ist auch 7’ =idy —7: V' — V ein Projektor, denn
' on’ = (idy —7) o (idy —)

=idyoidy —moidy —idyor+7mom

=idy—7m7—m+m

=idy —m = 7.
Auch erhalten wir sofort mon’ = 7o (idy —7) =7oidy —mom =7 — 7 = 0 und
analog 7’ o m = 0. Die Relationen img(w) 2 {v € V : w(v) = v} = ker(7’) sind
offensichtlich. Ist v € img(7), dann existiert w € V mit v = 7(w) und wir erhalten
m(v) = w(nr(w)) = (7 om)(w) = 7(w) = v. Dies zeigt img(r) C {v eV :w(v) =
v}, es gilt daher img(7w) = {v € V : w(v) = v} = ker(n’). Wenden wir dies auf
den Projektor 7" an, erhalten wir auch img(n’) = {v € V : 7’(v) = v} = ker(n).
Daraus folgt nun img(7) N ker(7) = {0}, denn fir v € img(w) N ker(m) gilt
v = 7m(v) = 0. Schlieflich last sich jedes v € V in der Form v = 7w(v) + 7'(v)
schreiben, wobei 7(v) € img(w) und 7’(v) € img(n’) = ker(w). Dies zeigt V =
img(7) + ker(n), also V' = img(m) & ker(m). O

I1.5.9. BEMERKUNG (Spiegelungen). Sei V' = W, @& W_. Nach Propositi-
on I1.5.5 existiert eine eindeutige lineare Abbildung o: V' — V, sodass o(v) = v
fir alle v € Wy, und o(v) = —v fiir alle v € W_. Diese Abbildung o wird
Spiegelung an W lings W_ genannt. Beachte o o 0 = idy. Die komplementére
Spiegelung an W_ langs W, ist durch —o gegeben. Bezeichnen 7, : V — V und
m_: V — V die mit der Zerlegung V = W_ & W, assozierten Projektoren, dann
gilt 0 =7y —7_. Ist 2 # 0 € K, dann lassen sich auch die Projektionen durch
die Spiegelungen ausdriicken, m, = 3(idy +0) sowie 7_ = $(idy —0), siche auch
Ubungsaufgabe 50.

I1.5.10. BEISPIEL. Betrachte die beiden Teilrdume von R3,
E={(%) 20430 +40=0} wd G:={x(2):reR}.

Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass R? innere direkte Summe von £ und
G ist, d.h. R®* = F @ G. Zunichst gilt E NG = {0}, denn liegt ein Element
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x:/\(g;> = (gi) aus G auch in E, so folgt 0 =2-5A+3 -6\ +4 -7\ = 56,

also A = 0 und damit # = 0. Andererseits haben wir auch F + G = R?, denn
jeder Vektor aus R? lisst sich in der Form

() -@ D) -l
T3 z3 7 7 56
—_——— ——

cr eG

schreiben, wobei A\ so gewéhlt wurde, dass der erste Summand tatséchlich in E
liegt. Dies zeigt R? = E @ G. Fiir die Projektion auf G lings E, mg: R3 — R3,
erhalten wir

£ 5 10 15 20\ [z
2 4 1
S U TN () IR DR TSR I

23 56 7] 96 \14 21 28/ \u,

Fiir die Projektion auf E lings G, 7g: R? — R3, folgt

E 2 — 2 - — — A - - 2
3 3 56 7] 0 \_14 —21 28 ) \uy

Die Spiegelung an E lings G, d.h. 0 = g — ng: R3 — R3, ist daher durch

1 36 =30 —40\ [z
ol | == [-24 20 —48]| (o],

zs) 9O \_928 —42 o 25

gegeben, siche Bemerkung 11.5.9 und Ubungsaufgabe 48.

I1.5.11. BEISPIEL. Es bezeichne X C R ein um Null symmetrisches Intervall,
etwa X = (—a,a) mit 0 < a < co. Wir wollen nun zeigen, dass V := F(X,R),
der Vektorraum aller Funktionen X — R, innere direkte Summe des Teilraums
aller geraden Funktionen,

G:={f e F(X,R)|Vze X : f(—z) = f(x)},
und des Teilraums aller ungeraden Funktionen,
U:={feF(X,R)|VreX: f(-z)=—f(z)},

ist, d.h. V = G @ U. In Beispiel 11.2.14 haben wir bereits verifiziert, dass G und
U Teilrdume von F(X,R) bilden, fiir die GNU = {0} gilt. Andererseits lasst sich
jede Funktion f: X — R in der Form f = g + u schreiben, wobei ¢g: X — R,
g(z) == 2(f(x) + f(~2)), u: X = R, u(z) := 3(f(z) — f(—=)), und fiir diese
Summanden gilt g € G sowie u € U. Dies zeigt V = G @ U. Fiir die Projektion
auf G lings U, ng: V. — V, und die Projektion auf U lings G, ny: V. — V,
erhalten wir

(ra())(@) = 5(f(@) + f(=2)) wnd (7u(f)(z) = 3(f() — f(-2)).
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Die Projektion mg macht Funktionen gerade und zwar so, dass bereits gera-
de Funktionen unveréndert bleiben und ungerade Funktionen auf 0 abgebil-
det werden. Analog macht die Projektion 7y Funktionen ungerade, wobei be-
reits ungerade Funktionen unverdndert bleiben und gerade Funktionen auf 0
abgebildet werden. Beachte auch, dass die Spiegelung an G langs U, d.h. ¢ =
7o — 7y F(X,R) —» F(X,R), durch o(f)(z) = f(—x) gegeben ist, x € X. Mit
Hilfe der Involution v: X — X, v(x) := —x, lasst sich dies auch als o(f) = fov
schreiben.

I1.5.12. BEISPIEL. Sei K ein Koérper in dem 2 # 0 gilt. In Beispiel 11.4.12
haben wir gesehen, dass die symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Matrizen,

Wi={A€ Mpn(K): A=A} und W= {A € Mypn(K) : A" = —A4}

jeweils Teilrdume von M,,«,(K) bilden. Wir wollen nun zeigen, dass M, x,(K)
direkte Summe dieser Teilrdume ist, d.h.

Myn(K) =W @ W',

Zunéchst gilt W N W' = {0}, denn fir A € W N W folgt A = A" = —A, also
2A = 0 und daher A = 0. Andererseits ldsst sich jede Matrix A € M,,«,(K) in
der Form
A=1A+4)+1A-A)

schreiben, wobei der erste Summand offensichtlich in W liegt, denn (3 (A+A"))" =
(AT + A"y = L(A'+ A) = 1 (A+ A"), und der zweite Summand in W’ liegt, denn
(3(A—AY) = (AT —A") = $(A'—A) = —1(A—A"). Dies zeigt My, (K) = W+
W’ also My, (K) = W @ W', Fiir die Projektion 7m: M, 4, (K) — W C M, (K)
auf W langs W’ bzw. die Projektion 7': M,«n(K) — W' C M, ., (K) auf W’
langs W erhalten wir

T(A)=3(A+A") und «'(A)=3(A-A".

) pu—
Die Spiegelung an W liangs W', d.h. 0 = 7 —7": M5, (K) = M, (K), ist daher
durch o(A) = A" gegeben.

I1.5.13. PROPOSITION. Sei p: V — W eine surjektive lineare Abbildung und
V' ein zu ker(p) komplementdrer Teilraum in'V, d.h. V = ker(p) ®V'. Dann ist
die Einschrinkung ¢|y:: V' — W ein linearer Isomorphismus.

BEWEIS. Zunéchst ist ¢|y injektiv, da ker(ply) = {v' € V' : p(¢v') = 0} =
ker(p) NV’ = {0}, siehe auch Proposition I1.3.22. Um auch die Surjektivitat von
©lyr zu zeigen, sei w € W beliebig. Wegen der Surjektivitidt von ¢ gibt es v € V
mit p(v) = w. Da V = ker(p) + V', existiert v' € V', sodass v — v’ € ker(p). Es
folgt w = p(v) = (v — v + V') = (v — V') + (V') =0+ ') = ¢(v'), also
w € p(V’). Somit ist ¢|y eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus. O

I1.5.14. BEMERKUNG. Betrachte ein linearess Gleichungssystem Az =y, wo-
bei A € Myxn(K), x € K" und y € K™ Weiters bezeichne ¢: K* — K™,
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Y(x) = Az, die damit assozierte lineare Abbildung, und W := img(+)) den Teil-
raum aller y € K™, fiir die das Gleichungssystem Az = y losbar ist. Gelingt es
einen zu ker(¢)) komplementéren Teilraum V'’ zu bestimmen, d.h. ker(¢)®V’ = V|
dann ist die Einschriankung |y, : V' — W nach Proposition I1.5.13 ein Isomor-
phismus, und ihre Umkehrabbildung, ¢ := @Z)|‘_,,1 W — V' C V| liefert dann zu
jedem y € W eine spezielle Losung &(y) € K™, die linear von y abhéngt.

I1.6. Quotientenrdume. Es sei V' ein Vektorraum iiber K und W C V ein
Teilraum. Wir definieren auf V' nun eine Relation ~ durch

v~ev e —ve W
11.6.1. LEMMA. Diese Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf V.

BEWEIS. Die Relation ist reflexsiv, denn fiir jedes v € V gilt v —v =0€ W,
also v ~ v. Die Relation ist symmetrisch, denn aus v ~ v’ folgt v' —v € W, somit

ist auch v — v = —(v" —v) € W und daher v' ~ v. Die Relation ist transitiv,
denn aus v ~ v und v ~ v” erhalten wir v —v € W und v — ' € W, somit
auch v/ —v = (v — ') + (v —v) € W und daher v ~ v". O

I1.6.2. LEMMA. Sind v,vy,v9,v', v}, 05, € V und X € K, dann gilt:

(a) Aus vy ~ v} und vy ~ vl folgt (v1 + ve) ~ (V] + vh).
(b) Aus v ~ v folgt \v ~ \v'.

BEWwEIS. Ad (a): Gilt v; ~ v} und ve ~ v} so folgt v] —v; € W und v§ — ve €
W, somit auch (v} 4+ v5) — (v; + v2) = (v} — vy) + (v5 — ve) € W und daher
(v1 + vg) ~ (V] +0v)). Ad (b): Aus v ~ v’ erhalten wir v/ — v € W, somit auch
A — A= AV —v) € W und daher Av ~ \v'. O

Die Aquivalenzklassen von ~, sind genau die Translate von W. Wir werden
die von v € V représentierte Aquivalenzklasse meist mit
W= eViv~nt}={v+w:weW=0v+W
bezeichnen. Fiir die Menge der Aquivalenzklassen schreiben wir V/W. Wir defi-

nieren nun auf V/W Addition V/W x V/W 5 V/W und Skalarmultiplikation
K x V/W — V/W durch

[v1] + [v2] == [v1 + v und o] := [Av],

wobei v,v1,v9 € V und A € K. Beachte, dass diese Operationen nach Lem-
ma I1.6.2 tatsdchlich wohldefiniert sind! Wir werden uns nun davon iiberzeugen,
dass V/W dadurch zu einem K-Vektorraum wird.

11.6.3. SATZ. Ist W ein Teilraum eines K-Vektorraums V', dann bildet V/W
mit obigen Operationen einen Vektorraum tber K. Die kanonische Abbilddung
V. = V/W, ©(v) := [v], ist eine lineare Surjektion mit ker(w) = W. Zu
jeder linearen Abbildung ¢: V — U mit o|w = 0 ezistiert eine eindeutige lineare
Abbildung ¢: V/W — U, sodass ¢ = @om.
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BEWEIS. Zunéchst sind die Vektorraumaxiome (V1) — (V8) fiir V/W zu iiber-
priifen. Wir beginnen mit der Assotiativitat der Addition:

([Ul] + ['UQ]) + [Ug] = [Ul + UQ] + [Ug] = [(Ul + UQ) + Ug]
= [Ul + (UQ + ’Ug)] = [’Ul] + [UQ + 'Ug] [’Ul] + ([UQ] + [Ug]).

Dies zeigt, dass die Addtion auf V/WW dem Axiom (V1) geniigt. Analog erhalten
wir aus Axiom (V2) fiir V sofort [v] 4+ [0] = [v + 0] = [v]. Somit ist die Klasse
[0] € V/W neutrales Element der Addition auf V/W, d.h. die Addition auf V/W
erfiillt auch Axiom (V2). Ebenso erhalten wir [v]+[—v] = [v+(—v)] = [0], d.h. die
Klasse [—v] € V/W ist das additive Inverse der Klasse [v]. Die Addition auf V/W
geniigt daher auch Axiom (V3). Auch die Kommutativitéit der Addition auf V/W
folgt sofort aus der Kommutativitit der Addition in V', [v1] + [vs] = [v1 + vs] =
[vg 4+ v1] = [v2] + [v1], also gentigt V/W Axiom (V4). Fiir A\, u € K erhalten wir
dahnlich A\(u[v]) = A[pv] = [AM(pv)] = [(Ap)v] = (Awp)[v], die Skalarmultiplikation
in V/W geniigt daher dem Axiom (V5). Weiters haben wir:

)\([vl] + [vg]) = Aoy + va] = [Mog + v2)]
= [\vy + Avg] = [Avq] + [Avg] = Aoy + Afwa].

In V/W gilt daher das Distributivgesetz (V6). Das andere Distributivgesetz (V7)
lasst sich genauso verifizieren, (A + p)[v] = [(A+ p)v] = [Av + pv] = [Mv] + [po] =
A[v]+u[v], also gentigt V/W auch Axiom (V7). SchlieBlich ist 1[v] = [1lv] = [v] und
damit ist auch Axiom (V8) erfullt. Addition und Skalarmultiplikation auf V/W
erfiillen somit alle Vektorraumaxiome und bilden daher einen K-Vektorraum.

Die kanonische Abbildung 7: V' — V/W ist offensichtlich linear, denn es
gilt (v + w) = [v+w| = [v] + [w] = 7(v) + 7(w) und auch 7(I\v) = [M] =
Av] = Mr(v).? Die Surjektivitit von 7 ist trivial, jede Aquivalenzklasse besitzt ja
mindestens einen Reprisentanten. Fiir den Kern von 7 folgt ker(m) = 7= 1([0]) =
{veV]n) =0} ={veV [ =0} ={veV]v~0}=W

Sei nun ¢: V — U eine lineare Abbildung die auf W verschwindet, d.h.
olw = 0. Firv,v" € Vmitv ~ v gilt v'—v € W, also p(v') —p(v) = p(v/—v) =0
und somit ¢(v) = @(v'). Daher ist die Abbildung

p: VIW = U, @([v]) = ¢(v),

wohldefiniert. Auch ist sie offensichtlich linear, denn @([v1]+[vs]) = @([v1+v9]) =

P (v1 +v2) = @(vn) + p(vs) = @([or]) + B([v]) und A]) = B(Dwo]) = p(Ao) =
Ap(v) = A@([v]). SchlieBlich gilt (@ om)(v) = @(m(v)) = @([v]) = ¢(v) und daher
@ om = p. Die Eindeutigkeit der Abbildung ¢ folgt sofort aus der Surjektivitét

von 7. O

3Die Vektorraumoperationen auf V/W wurden genau so definiert, dass m linear wird.
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I1.6.4. DEFINITION (Quotientenraum). Der Vektorraum V/W wird Quotien-
tenraum V' nach W oder V' modulo W genannt. Die Abbildung 7: V' — V/W,
m(v) = [v], wird als kanonische Projektion bezeichnet.

I1.6.5. BEMERKUNG. Es gilt stets V/{0} = V und V/V = {0}. Fiir einen
Teilraum W eines Vektorraums V' gilt V/W = {0} genau dann, wenn V = W.

I1.6.6. KOROLLAR. Jede lineare Abbildung p: V — W induziert einen linea-
ren Isomorphismus

p: V/ker(p) — img(p),  @([v]) = ¢(v).

BeweEls. Wir fassen ¢ als surjektive lineare Abbildung ¢: V' — img(p) auf.
Da ¢ auf ker(yp) verschwindet stellt ¢: V/ker(¢) — img(p), ¢([v]) = ¢(v),
eine wohldefinierte lineare Abbildung dar, siche Satz I1.6.3. Offensichtlich ist ¢
surjektiv. Weiters gilt ker(¢) = {[0]}, denn aus ¢([v]) = 0 erhalten wir p(v) = 0,
also v € ker(p) und daher [v] = [0] € V/ker(¢). Nach Proposition 11.3.22 ist @
daher auch injektiv. Somit ist ¢ eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus,
sieche Bemerkung I1.3.11. O

I1.6.7. KOROLLAR. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V' und W' ein
Komplement von W in 'V, d.h. V. =W @ W'. Dann ist die Finschrinkung der
kanonischen Projektion, w|w:: W' — V/W, ein linearer Isomorphismus. Jede
Aquivalenzklasse in V/W besitzt daher einen eindeutigen Reprisentanten in W'.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Satz 11.6.3 und Proposition I1.5.13. U

I1.6.8. BEISPIEL. Sei A € M, »,(K) eine Matrix und L := {z € K" : Az =
0} der Losungsraum des assozierten homogenen Gleichungssystems. Weiters sei
£ € K" und y := A¢ € K™, also A( = y. Dann besteht die von £ reprisen-
tierte Aquivalenzklasse, [¢] € K"/L, genau aus jenen Vektoren, die das selbe
Gleichungssystem wie & losen, d.h. [(] = {z € K" : Ax = y}.

I1.6.9. BEISPIEL. Sei [a,b] ein Intervall, und bezeichne W C F([a,b],R) den
Teilraum der konstanten Funktionen. Die von einer Funktion f € F([a,b],R) re-
prisentierte Aquivalenzklasse [f] € F([a,b],R)/W besteht daher aus allen Funk-
tionen, die sich von f nur durch eine additive Konstante unterscheiden. Elemente
von F'([a, b], R)/W koénnen als Funktionen verstanden werden, die nur bis auf eine
additive Konstante definiert sind.

11.6.10. BEISPIEL (Landau Symbol). Betrachte den Teilraum
W:=o(1)={f € F(R,R) | lim f(x) = 0}

von F(R,R). Die von einer Funktion f € F(R,R) reprisentierte Aquivalenz-
klasse [f] € F(R,R)/W besteht daher genau aus jenen Funktionen g, fiir die
lim, o0 (g(x) — f(x)) = 0 gilt, d.h. aus allen Funktionen die sich asymptotisch
wie f verhalten. Elemente von F(R,R)/WW konnen daher als Asymptoten ver-
standen werden.
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Das Konzept der Basis bildet das wesentliche Hilfmittel um die Struktur all-
gemeiner Vektorrdume zu verstehen. Ist ein Vektorraum mit einer Basis ausge-
stattet, dann kann jeder Vektor in eindeutiger Weise als Linearkombination der
Basisvektoren geschrieben werden, Vektoren konnen somit durch Zahlen, und
zwar eine fiir jeden Basisvektor, beschrieben werden.

Basen werden als linear unabhéngige Erzeugendensysteme definiert, wir be-
ginnen dieses Kapitel daher mit zwei Abschnitten, in denen wir die Begriffe Fr-
zeugendensystem und lineare Unabhdngigkeit erlautern. In Abschnitt I11.3 werden
wir dann zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt und einige Konsequen-
zen dieses zentralen Resultats besprechen. Bevor wir im folgenden Kapitel IV
niher auf die wichtige Klasse der endlich-dimensionalen Vektorrdume eingehen,
werden wir in Abschnitt I11.4 noch grundlegende Eigenschaften des Dualraums
zusammenstellen.

II1.1. Erzeugendensysteme. Sei A eine Teilmenge eines K-Vektorraums
V. Unter einer Linearkombination von Elementen in A verstehen wir jeden Aus-
druck der Form

/\1@1 +-+ )\na'na
wobei A1,..., A, € Kund ay,...,a, € A. Auch n = 0 ist hier zuldssig, wir
interpretieren diesen Fall als leere Summe, ihr Wert ist definitionsgeméf3 gleich 0.
Lasst sich ein Vektor v € V' als Linearkombination von Elementen in A schreiben,
d.h. existieren a; € A und \; € K, sodass v = Aja; + - - - + \,a,, dann konnen wir

durch geeignetes Zusammenfassen auch erreichen, dass die Elemente ay, ..., a,
paarweise verschieden sind, siehe (V7). Somit lasst sich v auch in der Form

V= Z A
acA
schreiben, wobei die Skalare A\, € K fast alle verschwinden, d.h. alle bis auf

endlich viele gleich 0 sind.

III.1.1. DEFINITION (Lineare Hiille). Ist A eine Teilmenge eines K-Vektor-
raums V', dann wird die Menge aller Vektoren, die sich als Linearkombinationen
von Elementen in A schreiben lassen, d.h.

<A> = {A1a1+---+)\nan|/\1,...,)\nEK, al,...,aneA},

als lineare Hiille oder lineares Erzeugnis von A bezeichnet. Auch wird (A) der
von A erzeugte bzw. aufgespannte Teilraum genannt. Sind vy, ..., v, € V, dann
schreiben wir auch

(U1, ..., Uy) 1= <{Ula~--7vn}>:{)\1U1+---+)\nvn|)\1,...,)\nEK}

fiir den von {wy,...,v,} aufgespannten Teilraum.
45
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IT1.1.2. PROPOSITION. Sei A eine Teilmenge eines Vektorraums V. Dann ist
(A) der kleinste Teilraum von V', der A enthdlt, d.h. (A) bildet einen Teilraum
von V', es gilt A C (A) und fir jeden weiteren Teilraum W von V mit A C W
gilt schon (A) C W. Insbesondere ist

(A) = N W
W ist Teilraum von V
un w

wobei der Durchschnitt aller Teilrdume von V' gemeint ist, die A enthalten.

BEWEIS. Zunéchst ist (A) nicht leer, denn 0 € (A). Weiters ist (A) offensicht-
lich abgeschlossen unter Addition. Um auch die Abgeschlossenheit unter Skalar-
multiplikation zu sehen, sei nun v € (A) und A € K. Nach Definition der linearen
Hiille lasst sich v in der Form v = Ajaq; + - - - + A\,a,, schreiben, wobei a; € A und
i € K. Es folgt Av = A(Aja1+- -+ A\pan) = (AA)ag+- - -+ (AN, an, also ist auch
Av € (A). Dies zeigt, dass (A) einen Teilraum von V' bildet. Da sich jedes a € A
als Linearkombination a = la schreiben lésst, gilt auch A C (A). Sei nun W ein
Teilraum von V, sodass A C W. Fiir beliebige aq,...,a, € Aund \,..., )\, € K
folgt dann \ja; + -+ + Apa, € W, also (A) CW. O

(-0 2ea)-{(4) 2ea
(1) ()= @) o) nnerh = {(35) rmes]
(1) ()= (1) +(3)mn e = ()
(1) (- (D)= 0 (3) 0 (3) +o (1) Ao e 8} =0

IT1.1.4. LEMMA. Sind A und B Teilmengen eines Vektorraums V dann gilt:
(a) (B) = {0} und (V) =V.
(b) Ist A C B, dann auch (A) C (B).
(c) A ist genau dann Teilraum von V, wenn A = (A).
(d) Esist B C (A) genau dann, wenn (AU B) = (A).
(e) Es gilt (AU B) = (A) + (B).
(f) Fiir jede lineare Abbildung p: V — W gilt (p(A)) = ©((A)).
(g) Fiir je zwei lineare Abb. p,v: V — W gill: p|a = ¥|a < ¢|a) = V| (a)

LN LN

Beweis. Die Behauptungen (a) und (b) sind trivial. Punkt (c) folgt sofort
aus Proposition II1.1.2. Ad (d): Gilt (AU B) = (A), so folgt B C AUB C
(AU B) = (A), also B C (A). Fiir die andere Implikation sei nun B C (A). Da
auch A C (A) erhalten wir AU B C (A) und somit (AU B) C (A4), denn (AU B)
ist der kleinste Teilraum, der AU B enthélt. Aus A C AU B folgt mit (b) aber
auch die umgekehrte Inklusion, (A) C (AU B), und somit Gleichheit.
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Ad (e): Aus (b) erhalten wir zunéchst (A) U(B) C (AU B), also (A) + (B) C
(AU B), denn (A) + (B) ist der kleinste Teilraum in dem (A) U (B) enthalten
ist, vgl. Proposition I1.5.2. Andererseits ist AU B C (A) U (B) C (A) + < ), e
gilt daher auch die umgekehrte Inklusion, (AU B) C (A) + (B), denn (AU B) 1st

der kleinste Teilraum, der A U B enthalt.

Ad (f): Aus A C (A) folgt p(A) C ¢((A)). Da ¢({A)) einen Teilraum bildet
erhalten wir (p(A)) C ¢((A)), denn (p(A)) ist der kleinste Teilraum, der p(A)
enthélt. Es gilt auch die umgekehrte Inklusion, ¢((A4)) C (p(A)), denn jedes
v € (A) lasst sich als Linearkombination v = Aja; + - - - + A\, a,, schreiben, a; € A,
Xi € K also o(v) = o(Aay + -+ A\pan) = Mip(ar) + - -+ App(a,) € (p(A)).

Ad (g): Die eine Implikation ist trivial, da A C (A). Fiir die andere Implikation
sei nun |4 = ¥|a. Der Teilraum V' := {v € V : p(v) = ¢(v)} = ker(p — )
enthélt daher A als Teilmenge. Es folgt (A) C V' und daher |4y = ¢[ny. O

I11.1.5. BEMERKUNG. Aus Lemma III.1.4(b) folgt zwar (AN B) C (A)N(B),
i.A. ist jedoch (AN B) # (A) N (B), siche Ubungsaufgabe 56.

II1.1.6. DEFINITION (Erzeugendensystem). Eine Teilmenge E eines K-Vektor-
raums V' wird Erzeugendensystem von V genannt, wenn (E) = V gilt. In diesem
Fall sagen wir auch F erzeugt V oder V wird von E aufgespannt. Ein Vektorraum
heifit endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

II1.1.7. BEMERKUNG. Jeder Vektorraum V' besitzt ein Erzeugendensystem,
etwa gilt V = (V) nach Lemma II1.1.4(a).

[I1.1.8. BEMERKUNG. Ist E ein Erzeugendensystem eines Vektorraums V'
und gilt £ C E' C V, dann ist auch E’ Erzeugendensystem von V. Mit Lem-
ma [I1.1.4(b) folgt ndmlich V = (E) C (E') C V, also (E') = V.

[11.1.9. BEMERKUNG. Ist ¢: V — W linear und E ein Erzeugendensystem
von V', dann bildet ¢(F) ein Erzeugendensystem des Vektorraums img(y). Dies
folgt sofort aus Lemma I11.1.4(f). Insbesondere sind Quotienten endlich erzeugter
Vektorrdaume wieder endlich erzeugt, vgl. Satz 11.6.3.

Erzeugendensysteme lassen sich auch mit Hilfe linearer Abbildungen charak-
terisieren.

[11.1.10. PrOPOSITION (Erzeugendensysteme). Fiir eine Teilmenge E eines
K-Vektorraums V' sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) E ist ein Erzeugendensystem von V.

(b) Jedes v € V lisst sich als Linearkombination v = Y _p Ace schreiben, fir
gewisse Skalare A\, € K, die fast alle verschwinden.

(c) Fiir je zwei lineare Abbildungen p,v:V — W gilt: o|p = ¥|p = ¢ = 1.

BEWEIS. Die Aquivalenz (a)<(b) ist trivial. Die Implikation (a)=(c) folgt
aus Lemma I11.1.4(g). Ad (c)=(a): Betrachte die kanonische Projektion 7: V' —
V/(E), siehe Satz 11.6.3. Da 7|g = 0, folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in (c),
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dass m = 0 gilt. Zusammen mit der Surjektivitdt von 7 erhalten wir V/(F) =
img(7) = img(0) = {0} und somit V' = (F), vgl. Bemerkung I1.6.5. O

I11.1.11. BEISPIEL. Die Teilmenge {(}),(2)} bildet ein Erzeugendensystem
von R?, denn jedes Element von R? lisst sich als Linearkombination dieser Vek-

toren schreiben,
T 1 3
(y) = (Tz — 3y) (2) + (22 + y) (7) .

[11.1.12. BEISPIEL. Die Menge {(é) , (g) , @)} bildet ein Erzeugendensy-

stem von R?, denn jedes Element von R? lisst sich als Linearkombination dieser
Vektoren schreiben,

(g) :(x—2y+z)<é>+(y—2z)(§>+z(%>.

I11.1.13. BEISPIEL. Die Menge {(,1;), ('5})} bildet ein Erzeugendensystem
von C2, denn jedes Element von C? lisst sich als Linearkombination dieser Vek-
toren schreiben,

(Z) = (=3iz; — (1 —i)20) (1 J‘r i) F(—(1+i)z +iz) (1_—3;) .

III.1.14. BEeISPIEL. Der Vektorraum K" ist endlich erzeugt, die Menge der

sogenannten Einheitsvektoren, {ey, ... e},
1 0 0
0 1 0
€1 — 0 s €9 — 0 s ey €p — 0 s
0 0 1

bildet ein Erzeugendensystem von K”. Jedes x € K" lasst sich ndmlich als Line-
arkombination = x1e; + --- + x,e, schreiben, wobei z; die i-te Komponente
von x bezeichnet.

I11.1.15. BEISPIEL. Die Menge der Matrizen {(39),(85),(98),(39)} bildet
ein Erzeugendensystem von My (K), denn jedes Element von My (K) ldsst sich
als Linearkombination dieser Matrizen schreiben,

(o) =e (o) ol o) e () oG )

I11.1.16. BEISPIEL. Die Menge der Monome {1, z, 2%, 23, ...} bildet ein Er-
zeugendensystem des Vektorraums der Polynome, K[z]. Die Menge der Monome
{1,2,2% ...,2"} bildet ein Erzeugendensystem von K|[z]<,.

Wir beenden diesen Abschnitt mit folgender Charakterisierung surjektiver
linearer Abbildungen mittels Erzeugendensystemen.
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II1.1.17. PROPOSITION (Surjektive lineare Abbildungen). Fir eine lineare Ab-
bildung ¢: V — W sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) @ ist surjektiv.
(b) Fir jedes Erzeugendensystem E von V' ist p(E) Erzeugendensystem von W.
(c) Es gibt eine Teilmenge A C 'V, sodass ¢(A) Erzeugendensystem von W ist.

Beweis. Die Impliktion (a)=-(b) folgt aus Bemerkung II1.1.9. Die Implikati-
on (b)=(c) ist offensichtlich, denn jeder Vektorraum besitzt ein Erzeugendensy-
stem. Ad (c)=(a): Nach Voraussetzung existiert eine Teilmenge A C V| sodass
(p(A)) = W. Aus Lemma II1.1.4(f) folgt daher ¢((A)) = (p(A4)) = W, also ist ¢
surjektiv. 0

II1.1.18. BEMERKUNG. Sei A € M,,5,(K) eine Matrix und ¢: K" — K™,
(x) := Az, die damit assoziierte lineare Abbildung. Dann bildet die Menge der
Spaltenvektoren von A, d.h.

an A1n
oo | = {v(e1),...,¥(en)} K™
am1 Amn
ein Erzeugendensystem von img(1)), wobei ey, ..., e, die Einheitsvektoren in K"

bezeichnen. Dies folgt aus Bemerkung II1.1.9, denn E = {e4,...,e,} bildet ein
Erzeugendensystem von K". Der Teilraum jener y € K™, fiir die das Gleichungs-
system Axr = y mindestens eine Losung x € K" besitzt, wird daher von den
Spalten von A aufgespannt, vgl. Bemerkung 11.4.13. Insbesondere ist ¢ genau
dann surjektiv, wenn die Spalten von A ein Erzeugendensystem von K™ bilden.
Etwa ist die mit der Matrix

A:

ot W N
— _ O
S G
o O =
w oo ©
(@) TSN )
S = O

assoziierte lineare Abbildung ¢: K™ — K3, ¢(x) := Az, surjektiv, denn die Menge
der Spaltenvektoren von A enthélt die Vektoren ey, e5 und es + e3, deren lineare
Hiille enthélt daher auch den Vektor e3 = (es + e3) — e; und stimmt somit mit
K3 iiberein, vgl. Beispiel II1.1.14. Das lineare Gleichungssystem Az = y besitzt
daher fiir jedes y € K® mindestens eine Losung x € K.

II1.2. Lineare Unabhingigkeit. Eine Teilmenge eines Vektorraums heifit
linear abhéngig wenn zwischen ihren Elementen nicht-triviale lineare Relationen
bestehen. Genauer haben wir folgende Definition.

II1.2.1. DEFINITION (Lineare Abhéngigkeit). Es sei V' ein Vektorraum iiber
K. Eine Teilmenge A C V wird linear abhdingig genannt, falls gilt: Es existieren
paarweise verschiedene Elemente aq,...,a, € A und Skalare A\1,..., A\, € K, die
nicht alle verschwinden, sodass Aja; + - -+ + A\,a, = 0.
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I11.2.2. BEISPIEL. Die Teilmenge {(1),(2),(2)} von R? ist linear abhingig,
denn 2 (3) + (-1)(%) =0.

II1.2.3. BEISPIEL. Die Teilmenge { (é) , (%) : @) } von R3 ist linear abhin-

gig, denn (%) + <§> — (357;) = 0.

II1.2.4. BEMERKUNG. Jede Teilmenge eines Vektorraums, die 0 enthélt ist
linear abhéngig, denn 0 =1 - 0.

[11.2.5. BEMERKUNG. Jede Obermenge einer linear abhéngigen Menge ist li-
near abhéngig, d.h. ist A eine linear abhéngige Teilmenge eines Vektorraums V'
und gilt A C A’ C V, dann ist auch A’ linear abhéngig.

I11.2.6. PROPOSITION (Lineare Abhéngigkeit). Fiir eine Teilmenge A eines
K- Vektorraums V' sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) A ist linear abhingig in V.
(b) Es existieren A1, ..., N, € K und paarweise verschiedene a,ay,...,a, € A,
sodass a = Ajaj + - -+ + A\ya,, d.-h. wenigstens eines der Elemente von A ldsst

sich als Linearkombination der restlichen schreiben.
(c) Es existiert eine echte Teilmenge A" C A, sodass (A') = (A).

BEwEIS. Ad (a)=(b): Nach Voraussetzung existieren Ay,..., A, € K, nicht
alle gleich 0, und paarweise verschiedene ag, ..., a, € A, sodass \ja1+- - -+A\a, =
0. Durch Umnummerieren diirfen wir 0.B.d.A. )\, # 0 annehmen. Es gilt daher

a, = (—)\;1)\1)&1 + -+ (—)\;1>\n_1)an_1,

die gewiinschte Darstellung.

Fiir die Implikation (b)=-(c) seien nun Aq,..., A, € Kund a,ay,...,a, € A
paarweise verschieden, sodass @ = Aja; + -+ -+ A\ua,. Dann ist A" := A\ {a} C A
eine echte Teilmenge von A und es gilt aq,...,a, € A". Ausa = \ja1+- -+ \a,

erhalten wir weiters a € (A’). Nach Lemma II1.1.4(d) gilt daher (A’U{a}) = (A’).
Da A = A" U{a} folgt (A) = (A').

Ad (c)=(a): Sei also A’ C A eine echte Teilmenge mit (A’) = (A). Es existiert
daher a € A\ A. Daa € A C (A) = (A') existieren paarweise verschiedene
ay,...,a, € A und A\q,..., A\, € Kmit a = \ja; +- - - + \,a,. Auch die Vektoren

a,ai,...,a, sind paarweise verschieden, denn a ¢ A’ aber a4,...,a, € A". Da
(—=Da+ M\ag + -+ + \a, =0,
ist A also linear abhéngig. O

I11.2.7. BEISPIEL. Wir wollen die Aussage von Proposition I11.2.6 an der li-
near abhiingige Teilmenge {(3),(2),(%)} C R? aus Beispiel I11.2.2 illustrieren.
In diesem Fall lassen sich zwei Vektoren als Linearkombinationen der anderen
schreiben, () = 1(2) und (%) = 2(}), aber der dritte Vektor ist nicht Line-
arkombination der restlichen, denn aus (3) = A(}) + p(3) folgt 3 = A + 2
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und 7 = 2\ + 4p und dieses Gleichungssystem besitzt keine Losungen. Auch gilt

R*=((3),(3))=((3),(3) ={(3),(3), () #(2),(3) =((3))-
[11.2.8. BEISPIEL. Die Menge der Vektoren {(?) ( i )( s )} ist, li-

2i
i 345i —2}5i
near abhiingig in C?, denn

1 0 i
2 | =(3+2) (1| —i| -3i
3+ 5 i —2 + 5i

I1.2.9. BEISPIEL. Sei w € R\ §Z fix. Die Funktionen fi, f2, f3: R — R,
fi(z) :==sin(x), fo(x) :=cos(z) und f3(x):=sin(z + w).
sind paarweise verschieden, denn f1(0) = 0 # f3(0) # 1 = f»(0). Die Teilmenge

{f1, f2, fs} € F(R,R) ist linear abhingig, denn nach dem Additionstheorem fiir
Winkelfunktionen gilt f3 = cos(w)fi + sin(w) fo.

II1.2.10. DEFINITION (Lineare Unabhéngigkeit). Eine Teilmenge eines Vek-
torraums wird linear unabhdngig genannt, wenn sie nicht linear abhéngig ist.

[II.2.11. PROPOSITION (Lineare Unabhéngigkeit). Fir eine Teilmenge A ei-

nes K-Vektorraums V' sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) A ist linear unabhingig in V.

(b) Sind ay, ..., a, € A paarweise verschieden und Ay, ..., \, € K, sodass \a; +
st Apan, =0, dann gilt schon A\y = --- =\, =0.

(c) Ist Y c s Aaa = 0, wobei die Skalare A, € K fast alle verschwinden, dann gilt
schon Ay = 0 fiir alle a € A.

(d) Ist 3" caMa@ = Y ca Mot wobei die Skalare N\, € K und p, € K fast alle
verschwinden, dann gilt schon A\, = p, fir alle a € A.

(e) Fir jede echte Teilmenge A" C A gilt (A’) # (A).

BewEIS. Die Aquivalenz (a)<(b) folgt sofort aus der Definition. Die Aqui-
valenz (b)<>(c) ist trivial. Ad (c)=-(d): Sei also Y .4 Aa@ = D, 4 Ha@, Wobei die
Skalare A\, € K und p, € K fast alle verschwinden. Es folgt

Z()‘a - ﬂa)a = Z Aall — Z,uaa = 0.

acA acA acA
Fiir jedes a € A gilt daher nach Voraussetzung A\, — u, = 0, also A\, = .
Die Implikation (d)=-(c) folgt sofort indem wir p, = 0 setzen. Die Aquivalenz
(a)<(e) folgt aus Proposition I11.2.6. O

[11.2.12. BEMERKUNG. Die leere Menge ist stets linear unabhéngig.

[11.2.13. BEMERKUNG. Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge ist
linear unabhéngig, d.h. ist A eine linear unabhéngige Teilmenge eines Vektor-
raums V und gilt A” C A, dann ist auch A’ linear unabhingig. Dies folgt aus
Bemerkung I11.2.5.
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I11.2.14. BEMERKUNG. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V und A C W
linear unabhéngig in W, dann ist A auch linear unabhéngig in V.

I11.2.15. BEISPIEL. Eine l-elementige Teilmenge {v} C V ist genau dann
linear unabhéngig, wenn v # 0.

I11.2.16. BEISPIEL. Die Menge der Vektoren {(3), (%)} ist linear unabhéngig
in R?. Sind nimlich A\, u € R und

1 3
FRCR
dann folgt A + 3 =0 und 2X\ + 7 = 0, also A = u = 0.

I11.2.17. BEISPIEL. Die Menge der Vektoren { (é) , <§> , @) } ist linear un-
abhiingig in R3. Sind némlich X, 4, v € R und

A(6>-+;L(%)4-y<%> —0,
0 0 1
so folgt A\ +2u+3v=0,u+2v=0und v =0, also \= pu=v =0.

II1.2.18. BEISPIEL. Die Menge der Vektoren {(ﬁ_l) , (S;)} ist linear un-
abhiéingig in C2. Sind némlich A\, v € C und

i 1—-1i
A(LH)+M(—$>_Q
dann folgt i\ + (1 —i)u =0 und (1 + i)\ — 3ipg =0, also A = p = 0.

I11.2.19. BEISPIEL. Die Menge der Einheitsvektoren {ej,...,e,} ist linear
unabhéngig in K", denn aus A\je; +---+ \,e, =0, folgt Ay =--- =\, =0.

I11.2.20. BEISPIEL. Die Menge der Matrizen {($9),(545),(99),(89)} ist li-
near unabhingig in Msyo(K). Sind ndmlich A, A2, A3, Ay € K und

10 0 1 00 00
AI(O 0)+)\2<0 0>+)\3<1 O)+)‘4(O 1>_0,
dann gilt schon A\ = Ay = A3 = Ay = 0.

I11.2.21. BEISPIEL. Die Menge der Monome, {1, 2,22 23 ...}, ist linear un-
abhéngig in K[z].
I11.2.22. BEISPIEL. Die Teilmenge {sin, cos} C F(R, R) ist linear unabhéngig.
Sind namlich A, u € R mit
Asin 4pcos = 0,

so folgt durch Auswerten bei 0 und 7/2 sofort 0 = Asin(0) + pcos(0) = p und
0 = Asin(7/2) + pcos(m/2) = .
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I11.2.23. BEISPIEL. Betrachte die Funktionen fi, fo, f3: R — R, fi(z) := €,
fo(z) := €** und f3(z) := €*. Die Teilmenge {fi, f2, f3} C F(R,R) ist linear
unabhéngig. Sind néamlich A, u, v € R und

Mi+pfe+vfs =0,

dann erhalten wir durch Auswerten bei z = In 1, x = In2 und = In 3 das lineare
Gleichungsystem

A+v+u=0
22X +4v +8u =0
SN+ 427 =0

und dieses besitzt nur eine Losung, A = = v = 0.

I11.3. Basen. Um Elemente eines Vektorraums effizient durch Linearkom-
binationen beschreiben zu konnen, liegt es nahe mdoglichst kleine, d.h. linear un-
abhéngige FErzeugendensysteme zu betrachten. Diese werden Basen genannt.

II1.3.1. DEFINITION (Basis). Unter einer Basis eines Vektorraums verstehen
wir ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.

II1.3.2. PROPOSITION (Basen). Fir eine Teilmenge B eines K- Vektorraums
V', sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) B ist eine Basis von V.

(b) Jedes v € V lisst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination v =
ZbeB b schreiben, wobei die Skalare Ay € K fast alle verschwinden.

(c) Zu jedem Vektorraum W wund jeder Abbildung f: B — W ezistiert eine ein-
deutige lineare Abbildung p: V — W mit p|g = f.

BeEWEIS. Die Aquivalenz (a)<(b) folgt aus Proposition 111.1.10(b) und Pro-
position I111.2.11(d). Ad (b)=-(c): Wir definieren ¢: V. — W durch ¢(v) :=
> pen Mo f(b), wobei A, € K jene eindeutig bestimmten Skalare bezeichnen, fiir die
v = Y 5 b gilt. Diese Abbildung ist wohldefiniert und es gilt ¢|p = f, denn
jedes b € B lésst sich in der Form b = 1-b schreiben, also ¢(b) = 1f(b) = f(b). Es
bleibt daher nur noch die Linearitét von ¢ zu zeigen. Seien dazu v = Y, 5 A\pb
und v = Y7, p Ab. Dannist v+ 0" = 37, b+ D5 Nb = D e (A + A)D
und daher

p(o+0) =D A+ X)) =D Mf0)+ D NF(b) = plv) +o(v).
beB beB beB
Fir ¢ € K gilt analog pv = p) b = >, 5(puAy)b und daher ¢(puv) =
Y oben(WA) f(D) = 1) g Mo f (D) = pp(v). Damit ist die Existenz einer linearen
Abbildung ¢ mit den gewiinschten Eigenschaften gezeigt. Die Eindeutigkeit von
¢ folgt aus Proposition I11.1.10.

Ad (c)=(a): Betrachte die kanonische Projektion 7: V' — V/(B). Da 7|p =

0, folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in (c), dass # = 0 gilt. Da 7 surjektiv
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ist, erhalten wir V/(B) = img(n) = img(0) = {0} und somit V' = (B), vgl.
Bemerkung I1.6.5. Dies zeigt, dass B ein Erzeugendensystem von V' bildet. Um

auch die lineare Unabhéngigkeit von B zu zeigen, seien by, ...,b, € B paarweise
verschieden und Ay,...,\, € K so, dass \b; + --- + \,b, = 0. Zu jedem i €
{1,...,n} existiert nach Voraussetzung eine lineare Abbildung ¢: V — K mit

@(b;) = 1 und @|p\,3 = 0. Es folgt
und daher \; = ... =\, = 0. Dies zeigt, dass B auch linear unabhéngig ist. [

I11.3.3. BEMERKUNG. Ist A eine linear unabhéngige Teilmenge eines Vektor-
raums V', dann bildet A eine Basis des Teilraums (A).

I1I.3.4. BEMERKUNG. Die leere Menge bildet eine Basis des trivialen Vektor-
raums {0}.

I11.3.5. BEISPIEL. Die Menge der Einheitsvektoren {ey,...,e,} bildet eine
Basis von K", siehe Beispiel I11.1.14 und Beispiel 111.2.19. Diese Basis wird als
Standardbasis von K™ bezeichnet.

I11.3.6. BEISPIEL. Die Teilmenge {(}), (%)} ist eine Basis von R?, denn nach
Beispiel I11.1.11 bildet sie ein Erzeugendensystem, das nach Beispiel 111.2.16 auch
linear unabhéngig ist.

I11.3.7. BEISPIEL. Die Menge {(é) , <§> , (g)} ist eine Basis von R?, denn

nach Beispiel II1.1.12 bildet sie ein Erzeugendensystem, das nach Beispiel I11.2.17
auch linear unabhéngig ist.

IT1.3.8. BEISPIEL. Die Menge { ( 1Jiri) , ( Y )} ist eine Basis von C?, denn nach
Beispiel I11.1.13 bildet sie ein Erzeugendensystem, das nach Beispiel I11.2.18 auch
linear unabhéngig ist.

I11.3.9. BE1sPIEL. Die Menge der Matrizen {(39),(345),(98),(39)} ist eine
Basis von Msy2(K), denn nach Beispiel I11.1.15 bildet sie ein Erzeugendensystem,
das nach Beispiel I11.2.20 auch linear unabhéngig ist.

I11.3.10. BEISPIEL. Die Menge der Monome {1, z, 2%, 23, ... } bildet eine Basis
von K[z]. Die Menge der Monome {1, z, 22, ..., 2"} bildet eine Basis von K|[z]<,.

[11.3.11. BEMERKUNG. Zwei K-Vektorrdume, die gleichméchtige Basen besit-
zen, sind isomorph. Seien dazu V und W zwei K-Vektorrdume mit Basen B bzw.
C, und sei f: B — C eine Bijektion. Nach Proposition II1.3.2 existieren lineare
Abbildungen ¢: V — W und ¢: W — V, sodass ¢|p = f und ¢¥|c = f~!. Es
fOlgt ("LpO(p)‘B = f_lof = ldB = idV’B und (gpozp)|c = fOf_1 = ldC = 1dwlc Aus
der Eindeutigkeitsaussage in Proposition I11.3.2(c) erhalten wir also ¢ o ¢ = idy
und ¢ o ¢ = idy. Somit ist ¢ ein linearer [somorphismus mit Umkehrabbildung
ot =1, dh. V = W. Ist etwa B eine Basis eines K-Vektorraums V, die aus
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genau n Elementen besteht, dann folgt V' = K". Daraus erhalten wir erneut
M, (K) 2 K™ und K[z]<, & K

II1.3.12. PROPOSITION (Injektive lineare Abbildungen). Ist ¢: V' — W linear
und B eine Basis von V, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) @ ist injektiv.
(b) ¢ bildet jede linear unabhdngig Teilmenge von V' bijektiv auf eine linear un-
abhdngige Teilmenge von W ab.
(c) @ bildet jede Basis von V bijektiv auf eine lin. unabh. Teilmenge von W ab.
(d) ¢ bildet B bijektiv auf eine linear unabhdingige Teilmenge von W ab.

BEwEIS. Ad (a)=(b): Sei also A C V linear unabhéngig. Da ¢ injektiv ist,
wird A durch ¢ bijektiv auf ¢(A) abgebildet. Es geniigt daher zu zeigen, dass
©(A) linear unabhéngig ist. Seien dazu wy, ..., w, € ¢(A) paarweise verschieden
und Ap,..., A\, € K| sodass \jw; + -+ + \w, = 0. Da w; € ¢(A), existieren
vy, ...,U, € A, sodass p(v;) = w;, fir alle ¢ = 1,...,n. Beachte, dass auch die
Vektoren vy, ..., v, paarweise verschieden sein miissen. Wir erhalten

e(Avr 4+ F o) = Mp(v) + -+ Ap(on) = Mwy + -+ + Aw, = 0.

Aus der Injektivitdt von ¢ folgt somit A\jv; + -+ + A\,v, = 0. Da A linear un-
abhéngig ist, erhalten wir schliellich Ay = --- = X\, = 0. Dies zeigt, dass die
Menge ¢(A) linear unabhéngig in W ist.

Die Implikationen (b)=-(c)=-(d) sind trivial.

Ad (d)=(a): Sei v € ker(¢). Da B ein Erzeugendensystem von V' bildet,
existieren paarweise verschiedene by,...,b, € B und A{,...,\, € K, sodass v =
Abi+- Ay Esfolgt 0 = o(v) = @(A1bi+- - -+ \uby) = Aip(br)+- -+ Anp(by).
Da | injektiv ist, sind die Vektoren ¢(by),. .., ¢(b,) paarweise verschieden. Da
¢(B) linear unabhéngig ist, folgt \y = --- = A\, = 0, also v = 0. Dies zeigt
ker(yp) = {0}, folglich ist ¢ injektiv, vgl. Proposition II1.3.22. O

I11.3.13. BEMERKUNG. Sei A € M5, (K) eine Matrix. Die mit A assoziierte
lineare Abbildung ¢: K" — K™, 9¢(x) = Az, ist genau dann injektiv, wenn die
Spaltenvektoren von A paarweise verschieden sind und eine linear unabhéngige
Teilmenge von K™ bilden. Dies folgt aus Proposition I11.3.12, denn die Standard-
basis E = {ey,...,e,} von K" wird durch ¢ auf die Menge der Spaltenvektoren
von A abgebildet.

I11.3.14. PROPOSITION (Isomorphismen). Ist ¢: V — W linear und B eine
Basis von V', dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) @ ist ein Isomorphismus.
(b) @ bildet jede Basis von V' bijektiv auf eine Basis von W ab.
(c) ¢ bildet B bijektiv auf eine Basis von W ab.

BeEwEIs. Die Implikation (a)=-(b) folgt aus Proposition II1.1.17 und Propo-
sition I11.3.12. Die Implikation (b)=(c) ist trivial. Die Implikation (c)=-(a) folgt
aus Proposition II1.1.17 und Proposition 111.3.12. 0
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II1.3.15. BEMERKUNG. Sei A € M,,«,(K) eine Matrix. Die mit A assoziierte
lineare Abbildung ¥: K" — K™, ¢ (x) = Az, ist genau dann ein Isomorphis-
mus, wenn die Spaltenvektoren von A paarweise verschieden sind und eine Ba-
sis von K" bilden. Dies folgt aus Proposition II1.3.14, denn die Standardbasis
E ={ey,...,e,} von K" wird durch ¢ auf die Menge der Spaltenvektoren von A
abgebildet. Wir werden spéter sehen, dass in diesem Fall m = n gelten muss.

I11.3.16. PROPOSITION. Seien W' und W" zwei komplementire Teilrdume
eines Vektorraums V, d.h. V.= W' @ W". Weiters sei B’ eine Basis von W' und
B" eine Basis von W”. Dann ist B'N B” = () und B" U B" ist eine Basis von V.

BEwEIS. Nach Lemma II1.1.4(e) gilt (B'UB") = (B"Y+(B") = W'+W" =V,
also bildet B’ U B” ein Erzeugendensystem von V. Weiters haben wir B'N B” C
W' NW"” = {0} und daher B'N B” = (), denn jeder Basisvektor muss verschieden
von Null sein. Um die lineare Unabhéngigkeit von B’ U B” einzusehen, sei nun

> ab=0,
beB'UB"
wobei die Skalare \, fast alle verschwinden. Da B’ N B” = (), folgt
ZbeB’ )‘blj = ZbEB” )‘bl}

TV
ew’ ew

also Dy b = 0 = >, 5y Ay, denn beide Seiten obiger Gleichung liegen in
W' NW"” = {0}. Da B’ und B” beide linear unabhingig sind, folgt A, = 0, fiir
alle b € B'U B”. Somit ist B’ U B” linear unabhéingig, also eine Basis von V. [

Wir wollen nun zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Eine Me-
thode Basen zu konstruieren besteht darin Erzeugendensysteme solange zu Ver-
kleinern, bis man bei einem linear unabhéingig Erzeugendensystem, also einer
Basis, anlangt. Ist etwa E ein linear abhéngiges Erzeugendensystem von V|
dann existiert nach Proposition II1.2.6 eine echte Teilmenge E’' C E, sodass
(E") = (E) = V. Wir erhalten also ein echt kleiners Erzeugendensystem E’ von
V. Ist £/ immer noch linear abhéngig konnen wir die selbe Konstruktion auf £’
anwenden und erhalten ein noch kleiners Erzeugendensystem E” C E’ von V.
Im Allgemeinen wird dieser Prozess nicht abbrechen, und liefert auch keine Basis
von V. War das urspriingliche Erzeugendensystem jedoch endlich, so miissen wir
nach endlich vielen Schritten ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem, d.h. ei-
ne Basis von V erhalten. Wir fassen diese Uberlegungen in folgender Proposition
zusaminen.

IT1.3.17. PROPOSITION. Ist E ein endliches Erzeugendensystem eines Vek-
torraums V', dann existiert eine Basis B von V mit B C E. Insbesondere besitzt
jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis.
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Ein anderer Ansatz zur Konstruktion von Basen besteht darin linear un-
abhéngige Teilmengen durch Hinzunahme von Vektoren so zu erweitern, dass
die entstehenden Mengen immer noch linear unabhéngig sind. Dazu:

I11.3.18. LEMMA. Sei A eine linear unabhdingige Teilmenge eines Vektorraums
V und v e V\ (A). Dann ist auch AU {v} linear unahdngig.

BEWEIS. Seien also ay,...,a, € A paarweise verschieden und X\, Aq,..., A\, €
K so, dass

0=Xv+ A\ay + -+ \ay,.

Wire A # 0, erhielten wir v = (=A"'A\)a; + -+ + (=X \,)a, € (A), ein Wi-
derspruch zur Voraussetzung v € V'\ (A). Es muss daher A = 0 gelten. Somit ist
auch 0 = A\ja; + - - - + \,a,. Da A linear unabhéngig ist, folgt Ay =--- =\, = 0.
Dies zeigt, dass A U {v} linear unabhéngig ist. O

Ist nun A eine linear unabhéngige Teilmenge eines Vektorraums V', die nicht
ganz V aufspannt, dann existiert nach Lemma II1.3.18 eine echt groflere linear
unabhéngige Teilmenge A’ D A. Ist A’ ein Erzeugendensystem von V', dann ha-
ben wir eine Basis gefunden. Ist A’ kein Erzeugendensystem, dann erhalten wir
mittels Lemma II1.3.18 eine noch grofere linear unabhéngige Teilmenge A” 2 A’.
Dieser Prozess lidsst sich fortsetzen, er wird i.A. aber nicht abbrechen, und es ist
an dieser Stelle nicht klar wie sich daraus Basen von V' gewinnen lassen. Lem-
ma II1.3.18 erlaubt es jedoch Basen als maximal linear unabhéngige Teilmengen
zu charakterisieren.

I11.3.19. PROPOSITION. Fiir eine Teilmenge B eines Vektorraums V sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

(a) B ist eine Basis von V.

(b) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V, d.h. (B) =V und fiir jede
echte Teilmenge A C B ist (A) # V.

(¢) B ist eine mazimal linear unabhingige Teilmenge von V', d.h. B ist linear un-
abhdngig und jede echte Obermenge A, d.h. B C A C 'V, ist linear abhdngig.

BEWEIS. Die Aquivalenz (a)<(b) folgt sofort aus Proposition 111.2.11.

Ad (a)=(c): Sei also B eine Basis von V. Insbesondere ist B linear un-
abhéngig. Da B ein Erzeugendensystem von V' bildet, gilt fiir jede Obermenge
Avon B, dh. BC ACV,auch (A) = (B), denn V = (B) C (A) C V. Nach
Proposition I11.2.6 ist daher jede echte Obermenge, B C A C V| linear abhéingig.

Ad (c)=(a): Sei also B eine maximal linear unabhéngige Teilmenge von V.
Jede echte Obermenge A mit B C A C V ist daher linear abhéngig. Insbesondere
ist fiir jedes v € V' \ B die Menge B U {v} linear abhingig, also v € (B) nach
Lemma I11.3.18. Dies zeigt V' \ B C (B). Da auch B C (B) gilt, erhalten wir
V=BU(V\B)C(B)CV,also (B) =V. Somit ist B ein Erzeugendensystem
von V', also eine Basis. O
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Um nun die Existenz von Basen zeigen zu konnen, benétigen wir ein Hilfs-
mittel aus der Mengenlehre. Wir wiederholen zunéchst die notwendigen Begriffe.

Sei X eine Menge und < eine Halbordnung auf X, d.h. eine reflexsive, tran-
sitive und antisymmetrische Relation auf X, siehe [7, Kapitel 4]. Eine Teilmenge
A C X heifit nach oben beschrinkt wenn s € X existiert, sodass a < s, fiir al-
le a € A. Jedes solche s wird eine obere Schranke von A genannt. Unter einer
Kette in X verstehen wir eine totalgeordnete Teilmenge K C X, d.h. fiir je zwei
ki, ke € K gilt stets k1 < ko oder ky < k. Ein Element zy € X wird maximal
genannt, wenn fiir jedes z € X mit xg < x schon zy = x gilt. In anderen Worten,
ein Element von X ist genau dann maximal, wenn kein echt grofieres Element von
X existiert. Das wesentliche Hilfsmittel aus der Mengenlehre, das wir zur Kon-
struktion von Basen allgemeiner Vektorrdume verwenden werden ist das folgende
nach Max Zorn benannte Lemma.

I11.3.20. LEMMA (Lemma von Zorn). Jede halbgeordnete Menge, in der jede
Kette eine obere Schranke hat, besitzt mindestens ein maximales Element.

I11.3.21. BEMERKUNG. Das Lemma von Zorn ist zum Auswahlaxiom dquiva-
lent, siehe etwa [4, letztes Kapitel]. Dieses besagt, dass es stets moglich ist bei
einer Familie nicht leerer Mengen X, ¢ € I, aus jeder der Mengen X; ein Element
auszuwéhlen, in anderen Worten, es existiert eine Abbildung a: I — (J,.; X;,
sodass a(i) € X, fir jedes i € I. Dies bedeutet gerade, dass das Produkt
[L;c; Xi nicht leer ist. Aquivalent dazu ist auch folgende Aussage: Jede surjektive
Abbildung f: X — Y besitzt ein Rechtsinverses, d.h. es existiert eine Abbil-
dung ¢g: Y — X, sodass f o g = idy. Es soll an dieser Stelle auch erwahnt
sein, dass das Auswahlaxiom unabhéngig vom Zermelo—Fraenkel Axiomensystem
(ZFA) der Mengenlehre ist. Ist ZFA widerspruchsfrei, dann gilt dies auch fiir
ZFA+Auswahlaxiom, aber auch fiir ZFA+(Negation des Auswahlaxioms). Die
erste Aussage wurde von Kurt Godel 1938 bewiesen, die zweite von Paul Cohen
im Jahre 1963.

[11.3.22. SAaTz (Existenz von Basen). Sei V' ein Vektorraum, A C V eine
linear unabhdngige Teilmenge und E ein Erzeugendensystem von V', sodass A C
E. Dann existiert eine Basis B von'V mit AC BC E.

BEWEIS. Betrachte folgende Teilmenge der Potenzmenge von V',
X = {M | ACM C Eund M ist linear unabhéingig}.

Die Mengeninklusion definiert eine Halbordnung C auf X. Wir wollen nun zeigen,
dass sich das Lemma von Zorn auf X anwenden lésst. Sei also K eine Kette in
X. Es geniigt zu zeigen, dass

S = U M

MeK
in X liegt, denn dann ist S offenbar eine obere Schranke fiir K. Offensichtlich gilt
ACSCE,denn AC M C F fiir jedes M € K, also auch fiir deren Vereinigung.
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Es bleibt daher nur noch die lineare Unabhéngigkeit von S zu zeigen. Seien dazu
S1,...,8, € S paarweise verschieden und Ay ..., A, € K, sodass A\;s1+- - -+ \,s, =
0. Nach Konstruktion von S existiert zu jedem i € {1,...,n} ein M; € K, sodass
s; € M;. Da endliche totalgeordnete Mengen stets ein (eindeutiges) Maximum
besitzen, vgl. Ubungsaufgabe 63, existiert ig € {1,...,n}, sodass M; C M, fiir
alle 7 =1,...,n. Die Vektoren sy,..., s, liegen daher alle in M;,. Da M;, linear
unabhéngig ist, folgt A\; = --- = A\, = 0. Dies zeigt, dass S linear unabhéngig ist.

Wir haben oben gesehen, dass jede Kette in X nach oben beschriankt ist.
Nach dem Lemma von Zorn existiert daher ein maximales Element B € X. Nach
Konstruktion ist B eine linear unabhéngige Teilmenge von V und es gilt A C B C
E. Wegen der Maximalitiat von B ist jede Obermenge B’ mit B C B’ C FE linear
abhéngig. Fiir jedes e € E'\ B ist daher BU{e} linear abhéngig, also e € (B) nach
Lemma I11.3.18. Dies zeigt £\ B C (B). Zusammen mit B C (B) folgt £ C (B).
Da E cin Erzeugendensystem von V' bildet, erhalten wir V = (E) C (B) C V,
also (B) = V. Dies zeigt, dass B ein Erzeugendensystem von V bildet, also ist B
die gesuchte Basis. 0

I11.3.23. KOROLLAR.
(a) Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.
(b) Jede linear unabhingige Teilmenge kann zu einer Basis erweitert werden.
(c) Jedes Erzeugendensystem enthdlt eine Basis.

BEWEIS. Dies folgt aus Satz 111.3.22 mit A = () bzw. E =V, O

I11.3.24. BEMERKUNG. Es lasst sich zeigen, dass je zwei Basen eines Vektor-
raums gleiche Kardinalitdt haben, d.h. bijektiv aufeinander abgebildet werden
konnen, sieche etwa [6, Theorem 1.12]. Den endlich-dimensionalen Fall werden
wir in Kapitel IV genau diskutieren.

I11.3.25. KOROLLAR. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V', dann ldsst
sich jede lineare Abbildung p: W — U zu einer linearen Abbildung ¢:V — U
fortsetzen, d.h. ¢lw = ¢.

BeEwEIS. Nach Korollar I11.3.23(a) besitzt W eine Basis B. Offensichtlich
ist B auch in V linear unabhingig. Nach Korollar I11.3.23(b) existiert daher
eine Basis B von V mit B - B. Nach Proposition II1.3.2 existiert eine lineare
Abbildung $: V' — U, sodass §|p = ¢|p und ¢|z p = 0. Nach Proposition II1.3.2
gilt @lw = ¢, also ist ¢ die gesuchte Fortsetzung von ¢. 0J

I11.3.26. KOROLLAR. Jeder Teilraum besitzt ein Komplement.

BEWEIS. Sei also W Teilraum eines Vektorraums V. Nach Korollar II1.3.25
existiert eine lineare Abbildung 7: V' — W, sodass 7|y = idy . Daraus folgt
img(m) = W und 7 o m = 7. Nach Proposition 11.5.8 ist daher ker(r) ein Kom-
plement von W in V', d.h. V.= W & ker(nw). O

I11.3.27. KOROLLAR.
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(a) Jede injektive lineare Abbildung ¢: V — W besitzt eine lineare Linksinverse,
d.h. es ezistiert eine lineare Abbildung ¥: W — V mit ¢ o ¢ = idy.

(b) Jede surjektive lineare Abbildung p: V — W besitzt eine lineare Rechtsinver-
se, d.h. es existiert eine lineare Abbildung v: W — V mit ¢ o = idy

BeEWwEIs. Ad (a): Wegen der Injektivitiat von ¢ ist ¢: V' — img(y) eine lineare
Bijektion, also ein Isomorphismus. Nach Korollar I11.3.25 ldsst sich die lineare
Abbildung ¢~ img(yp) — V zu einer linearen Abbildung ¢»: W — V fortsetzen,
d.h. Ylimg(e) = @' Es folgt nun ¢ o ¢ = Ylimg(p) 0 0 = ¢ 1 0 = idy.

Ad (b): Sei B eine Basis von W. Wegen der Surjektivitiat von ¢ existiert eine
Abbildung f: B — V, sodass ¢ o f = idg. Nach Proposition I11.3.2 existiert eine
lineare Abbildung ¢): W — V' sodass ¢|p = f. Es folgt pot|p = pof =idp und
nach der Eindeutigkeitsaussage in Proposition I11.3.2(c) daher p oy =idy,. O

I11.3.28. KOROLLAR. Sei V' ein K-Vektorraum und 0 # v € V. Dann existiert
ein lineares Funktional ac: V' — K mit a(v) = 1.

BEWEIS. Da v # 0, ist die lineare Abbildung ¢: K — V', p(\) := Av, injek-
tiv. Nach Korollar I11.3.27(a) existiert daher eine lineare Abbildung a: V' — K,
sodass a0 p = idg. Es gilt daher a(v) = a(p(1)) = (a0 ¢)(1) =idg(1) =1. O

I11.3.29. PROPOSITION. Seien W' und W" zwei Teilrdume eines Vektorraums
V. Dann existieren eine Basis B' von W' und eine Basis B" von W", sodass
B'N B" eine Basis von W N W" bildet, und B" U B" eine Basis von W' + W"
bildet.

BEwEIS. Nach Korollar II1.3.26 existiert ein zu W := W' N W” komple-

mentéirer Teilraum U in W' 4+ W"”, d.h.
W+W"'=Ww aU.
Fiir die Teilrdume U’ := W' NU und U” := W" N U gilt dann:
W =WaU, wW'=weaU", U=UoU".

Es ist ndmlich WNU' C WNU = {0} und W+U" C W’ aber auch W C W+ U,
denn zu jedem w’ € W' existieren w € W und u € U mit w’ = w + u, da aber
u=w—w e W' folgt u € U’ also w’ € W+4U’. Dies zeigt die erste Behauptung,
W' =W @ U. Die zweite, W = W & U”, lasst sich analog beweisen. Daraus
folgt weiters W/ + W" =W + U’ + U"” und somit U C U’ + U”, denn zu jedem
u € U exitieren w € W, v € U und v” € U’ mit u = w + v’ + v”, da aber
w=u—u —u" € WnNU = {0} muss w = 0 gelten, also u =u'+uv" € U + U".
Da offensichtlich U’ 4+ U” C U erhalten wir U = U’ + U”. Schliefllich haben wir
auch U'NU"CW' nNnW"'NnU=WnNU={0},alsoU =U" & U".

Nach Korollar I11.3.23(a) existiert eine Basis B von W, eine Basis C’ von
U’ und eine Basis C” von U”. Nach Proposition I11.3.16 ist B’ := B U C’ eine
Basis von W', B” := B U C" eine Basis von W C’" U C” eine Basis von U,
B'UB" = BUC'"UC" eine Basis von W/ + W"” und C' N C" = (), also auch
B'n B” = B eine Basis von W/ N W" =W. OJ
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II1.4. Dualrdume. Eine Moglichkeit einen Teilraum W eines K-Vektor-
raums V' zu beschreiben besteht darin eine Basis, oder allgemeiner, ein Erzeu-
gendensystem von W anzugeben, siehe oben. Teilrdume lassen sich aber auch
durch lineare Gleichungen beschreiben. Eine naheliegende Verallgemeinerung ei-
ner Gleichung a1z + -+ + a,x, = 0 fiir Vektoren x € K" ist die Bedingung
a(v) =0, wobei a: V' — K linear ist. Haben wir eine Menge linearer Abbildun-
gen «;: V — K, ¢ € I, dann bildet

{veV|Viel:aww) =0}= ﬂker(ai)
iel
einen Teilraum von V', den wir als Losungsraum des Gleichungssystems «;(v) = 0,
1 € I, verstehen konnen. Wir werden unten sehen, dass sich jeder Teilraum von
V' in dieser Form schreiben lédsst. Fiir eine effektive Beschreibung sind natiirlich

moglichst kleine Gleichungssysteme interessant. Fiir endlich-dimensionale Vek-
torrdume werden wir diesen Aspekt im nédchsten Kapitel genau behandeln.

II1.4.1. DEFINITION (Dualraum). Sei V' ein Vektorraum iiber K. Unter einem
linearen Funktional auf V verstehen wir eine lineare Abbildung V' — K. Unter
dem Dualraum von V verstehen wir den Vektorraum V* := L(V,K), d.h. den
Vektorraum aller linearen Funktionale auf V', vgl. Proposition 11.3.18.

II1.4.2. BEISPIEL. Esist (K")* = L(K",K) = M, (K), vgl. Satz I1.4.4, linea-
re Funktionale auf K" konnen daher durch Zeilenvektoren beschrieben werden.

I11.4.3. PROPOSITION. Jede Abbildung ¢: V — W induziert eine lineare Ab-
bildung zwischen den Dualrdumen, ©': W* — V* o'(8) := Bo g, f € W*. Die
Zuordnung

L(V,W) = L(IW* V*), o~ ¢, (I1L.1)

st linear und ingjektiv, es gilt daher

(o1 +@2) =01+ sowie  (Ap) =\,
fiir beliebige lineare Abbildungen p, p1,po: V — W und A € K. Fiir jede weitere
lineare Abbildung v: W — U gilt

(o (p)t = ' o)t und idﬁf =idy=«.
Ist o: V — W ein Isomorphismus, so ist auch ©': W* — V* ein Isomorphismus,
(@)= ()"
Insbesonder folgt aus V=W auch V* = W*.

BEWEIS. Beachte zunéchst, dass ¢'(3) = 8 o ¢ als Komposition linearer Ab-
bildungen selbst linear ist, d.h. ¢'(3) € V* fiir jedes § € W*. Die Linearitéit von
o' W* — V* folgt aus Proposition 11.3.18(a), denn ¢' (81 + B2) = (B1+ P2) o =
Brop+Brop=¢'(B1) +¢'(B2) und p'(AB) = (AB) o = A(Bop) = Ap'(DB), fiir
beliebige 3, 51, f2 € W* und A € K. Aus Proposition 11.3.18(b) erhalten wir wei-
ters (o1 +@2)' () = Bo(pr1+p2) = Bopr+Bows = 1 (B) +¢5(8) = (¢} +v5)(B)
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und (Ap)H(B) = Bo (Ap) = A(B o @) = \p! (), fiir jedes f € W* und X € K. Die
Zuordnung (III1.1) ist daher linear. Ist 0 # ¢ € L(V, W), dann existiert v € V
mit ¢(v) # 0. Nach Korollar I11.3.28 existiert daher ein Funktional 5 € W* mit
Blp(v) = 1. Es folat ¢(B)(v) = Blp(v) = 1 # 0, also ¢H(8) # 0 und da-
her ' # 0. Dies zeigt, dass die Abbildung (II1.1) trivialen Kern hat, und daher
injektiv ist, vgl. Proposition 11.3.22. Weiters gilt id},(a) = a oidy = «, fiir je-
des o € V*, also id}, = idy-, sowie (¢ o p)i(y) = yo (Yo p) = (you)op =
P(vo) = o' (¥'(7) = (¢ 0 9')(7), fiir jedes v € U*, also (¢ 0 )" = @' o Y.
Ist ¢: V — W ein Isomorphismus, so folgt ' o (p~ 1)t = (¢t o)t =id}, = idy-
und (97t ot = (pop 1) =idl, = idy-, d.h. ¢! ist invertierbar mit Umkehr-
abbildung (') ™! = (1)L O

I11.4.4. BEMERKUNG. Die Abbildung (III.1) ist i.A. nicht surjektiv.

II1.4.5. BEMERKUNG. Nach Satz 11.4.4 ist ¢: K* = L(K",K) = (K")*,
@(x) := 1y, ein Isomorphismus. Ist A € M, (K) und ¢4: K* — K™, ¢4(x) =
Ax, die damit assoziierte lineare Abbildung, dann kommutiert das folgende Dia-
gramm

K - (K)*
wl l“”*‘”t dh. e o ta = (Va)! 0 i,
ol

Es gilt namlich ((104)" 0 ¢xm)(2) = (Va)' (Var) = Yut 0 Y4 = Ypia = Piatay =
o (Alz) = (Pgn 0 Yar)(x), fiir alle z € K™. Bis auf den Isomorphismus ¢ ist die
duale Abbildung, (¢4)", daher durch die transponierte Matrix, A?, gegeben, vgl.
Proposition 11.4.11.

II1.4.6. DEFINITION (Annihilator). Unter dem Annihilator einer Teilmenge
A eines K-Vektorraums V verstehen wir den Teilraum

A ={ae V" :aa=0} C V"

I11.4.7. LEMMA. Sind A und B Teilmengen eines Vektorraums V', dann gilt:
(a) {0}° =V* und V° = {0}.
(b) AC B= B°C A°.
(¢) (AU B)° = A° N B°.
(d) A° = (A)°.
() (4) = Nyene ker(a).
() (4) C (B} & B° C 4°
(9) (A) = (B) & A° = B°.
(h) Fiir jeden Teilraum W von V' gilt: W = () ¢y ker(a).
(i) Fir je zwei Teilrdume Wy und Wy von V' gilt: Wy C Wy < Wy C W7,
(j) Fiir je zwei Teilrdaume Wy und Wy von V' gilt: Wy = Wy & WP =Wy,
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Beweis. Die Behauptungen (a), (b) und (c) sind trivial. Behauptung (d)
folgt aus Lemma II1.1.4(g). Ad (e): Offensichtlich gilt A C (7, .4 ker(a) und
daher auch (A) C (),c4 ker(a), denn als Durchschnitt von Teilrdumen bildet
die rechte Seite einen Teilraum von V. Fiir die umgekehrte Inklusion sei nun
v € V\ (A). Es geniigt ein lineares Funktional a: V' — K zu konstruieren,
sodass a(v) = 1 und «a|4 = 0. Fiir die Konstruktion eines solchen Funktionals
a bezeichne w: V' — V/(A) die kanonische Projektion. Da v ¢ (A) gilt m(v) #
0. Nach Korollar I11.3.28 existiert ein lineares Funktional a: V/(A) — K mit
a(m(v)) = 1. Fiir das Funktional o := @ o € V* gilt daher a(v) = 1 aber auch
alg =0, denn A C ker(m). Ad (f): Die Implikation (A) C (B) = B° C A° folgt
aus (b) und (d), die umgekehrte Implikation aus (e). Aus (f) erhalten wir auch
sofort (g). Die verbleibenden Behauptungen (h), (i) und (j) folgen aus (e), (f) und
(g), denn fiir jeden Teilraum W gilt W = (W). O

I11.4.8. BEMERKUNG. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V und A C W°
ein Erzeugendensystem, d.h. (A) = W°, dann gilt

W:{UEV|VaeA:a(v):0}:ﬂker(a),

jedes Erzeugendensysteme von W° liefert daher ein Gleichungssysteme fiir W.
Dies folgt aus Lemma I11.4.7(h) und

ﬂ ker(a) = ﬂ ker(a).
acA ac(A)

Um die letzte Gleichung einzusehen, sei v € (1,4 ker(a). Fiir beliebige o € A
und \; € K gilt dann auch (Ajaq + -+ 4+ Apa) (v) = Mg (v) + -+ Aap(v) = 0.
Dies zeigt (,cqker(a) C (,ea ker(), die andere Inklusion ist trivial. Um-

gekehrt folgt i.A. aus W = (., ker(a) nicht, dass A ein Erzeugendensystem
von W bildet. Betrachten wir etwa den Vektorraum V = K[z] und bezeichnet
a; € Klz]* das lineare Funktional, das einem Polynom seinen i-ten Koeffizi-
enten zuordnet, d.h. a;(py + p1z + p2z? + -++) = p;, dann gilt offensichtlich
N, ker(a;) = {0}, aber die Menge der Funktionale {«y, oy, ... } bildet kein Erzeu-
gendensystem von {0}° = K[z]*, etwa ldsst sich das lineare Funktional o € K|z]*,
a(po + p1z + p22® +--+) := >, p;, nicht als Linearkombination der Funktionale
«; schreiben.

[11.4.9. SaTz. Fir je zwei Teilrdume Wy und Wy eines Vektorraums V' gilt
(W1 +Wo)? =W nWy  und (WyNWy)° =W7 + W,
Insbesondere haben wir:
Wrnwy ={0} & Wi +Wy,=V
Wy +Wy =V* < WiNnW,=1{0}
WreW; =V" & WieW,=V
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BEWEIS. Die erste Gleichheit folgt aus:

Wy nWwy = (W UWs,)° nach Lemma I11.4.7(c)
= (W, UWy)° nach Lemma I11.4.7(d)
= (W + Wy)° nach Lemma II1.1.4(e)

Auch die Inklusion Wy + Wy C (W; N W5)° ldsst sich leicht zeigen: Aus
WyNWy C W folgt ndmlich Wy C (W, NWs;)° und analog gilt Wy C (W, NW5)°.
Somit ist WP U Wy C (W N Ws)°. Da Wy + W5 der kleinste Teilraum ist, der
(W1 N Wy)° enthélt erhalten wir W7 + Wy C (W, N Wy)°.

Um auch die umgekehrte Inklusion (W NW3)° C WY 4+ Wy zu zeigen sei nun
a € (Wi NWy)°, dh. a € V* und Wi N Wy C ker(ar). Wir werden unten eine
lineare Abbildung p mit folgenden Eigenschaften konstruieren:

P V—)‘/, p|W2 :idW27 p(Wl) QWIQWQ'
Esist dann oy := aop € WY, denn fiir jedes wy € W gilt o (wq) = a(p(wy)) = 0,
da ja p(wy) € p(Wy) € Wy N Wy C ker(ar). Setzen wir ay := a — a; dann
gilt auch ap, € Wy, denn fiir jedes wy € Wy ist as(wy) = a(wy) — ay(wy) =
a(wy)—a(p(wsy)) = a(wy)—a(wy) = 0. Somit erhalten wir o = a;+ay € WP+Ws.

Fiir die Konstruktion von p wéhlen wir Basen By von W; und B, von W5 wie in
Proposition I11.3.29, d.h. B; U B, ist Basis von W; + W,. Nach Proposition I11.3.2
existiert eine lineare Abbildung p: Wi + Wy — V| sodass p|g, = idp, und
p|B1\BQ =0. Wegen Bl = (Bl \BQ) U (Bl N BQ) gllt daher auch ﬁ<B1> g W1 N WQ.
Aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposition I11.3.2(c) folgt daher plw, = idw,
und p(W7) € Wy N Wy, Nach Korollar 111.3.25 1dsst sich p zu einer linearen Ab-
bildung p: V' — V erweitern, d.h. p|lw,+w, = p, und diese Fortsetzung hat die
gewiinschten Eigenschaften.

Die verbleibenden Behauptungen folgen nun aus Lemma I11.4.7(a)&(j), denn
Wi+ W=V (W +Wy)°=Vee WenWs ={0} und W, N W, = {0} &
(WinWy)e ={0}° < Wp + Wy =V. O

[11.4.10. SATZ. Fiir jede lineare Abbildung p: V. — W qilt
ker(¢') = img(p)°  und img(y") = ker(p)°.

Insbesondere ist @ genau dann injektiv, wenn @' surjektiv ist. Auch ist ¢ genau
dann surjektiv, wenn @' injektiv ist.

BEWEIS. Es ist ker(¢") = img(¢)°, denn fiir § € W* gilt:
B € ker(p') & Bop=0
SYveV:Bpw)=0
< Yw € img(p) : f(w) =0
 Blimg(p) =0
& B € img(p)°
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Auch die Inklusion img(¢') C ker(p)° lidsst sich leicht beweisen. Ist néamlich
a € img(p') € V* dann existiert § € W* mit a = ¢'(8) = 5o ¢, also gilt
a(v) = (Boy)(v) =B(p(v)) =0 fir jedes v € ker(p), und daher a € ker(p)°.

Wir zeigen nun die umgekehrte Inklusion, ker(¢)° C img(¢"). Sei dazu o €
ker(¢)°, d.h. @ € V* und alie(e) = 0. Nach Satz I1.6.3 existiert ein lineares
Funktional a: V/ker(¢) — K, sodass @ om = a, wobei m: V' — V/ker(p) die
kanonische Projektion bezeichnet. Nach Korollar I11.6.6 induziert ¢ einen linearen
Isomorphismus @: V/ker(p) = img(y) und es gilt @ o m = ¢. Nach Korol-
lar T11.3.25 lisst sich das lineare Funktional & o ¢~': img(y) — K zu einem
linearen Funktional 5 € W* fortsetzen, d.h. Blimg,) = @0 @ !. Nach Konstruk-
tion gilt ¢ () = Bo ¢ = Blimg 09 = (@o@g ) o(pom) =aonm = a, also
a € img(¢'). Damit ist auch img(p") = ker(p)° gezeigt. Insbesondere folgt

@ ist surjektiv < img(p) = W

< img(p)° = W° nach Lemma I11.4.7(j)
< img(p)° = {0} nach Lemma I11.4.7(a)
& ker(p') = {0} da ker(p') = img(¢)°
& ¢! ist injektiv nach Proposition I1.3.22

und analog

@ ist injektiv < ker(p) = {0} nach Proposition I1.3.22

& ker(p)® ={0}° nach Lemma I11.4.7(j)
& ker(p)? = V" nach Lemma I11.4.7(a)
& img(p') = V* da img (") = ker(p)°
& ! ist surjektiv

Damit ist der Beweis des Satzes vollstandig. U

[I1.4.11. BEISPIEL. Sei A € Myxn(K), 4: K* — K™ 94(x) = Az, die damit
assoziierte lineare Abbildung und W = ker(¢4) der Losungsraum des homogenen
Gleichungssystems Az = 0. Bezeichnet a; € M., (K) = (K™)* den i-ten Zeilen-
vektor von A, dann bildet {aq, ..., a,;,} ein Erzeugendensystem von W°. Da die
Spalten von A’ ein Erzeugendensystem von img(t4¢) bilden, folgt ndmlich mit
Bemerkung I11.4.5, dass die Zeilen von A ein Erzeugendensystem von img((¢4)")

darstellen, nach Satz I111.4.10 gilt jedoch W*° = ker(1)4)° = img((¢4)").

[11.4.12. KOROLLAR. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V', dann gilt:

(a) Die kanonische Inklusion v: W — V induziert einen Isomorphismus
Vi /we=w* ol —alw =aot, aeV™

Wir kénnen V* /W° daher in natiirlicher Weise mit W* identifizieren.



66 III. BASEN

(b) Die kanonische Projektion w: V — V/W induziert einen Isomorphismus
(V/W)y =Wwe, B pom pe(V/W).
Wir konnen daher W° in natirlicher Weise mit (V/W)* identifizieren.

BewEis. Ad (a): Die Inklusionsabbildung ¢: W — V' ist offensichtlich injek-
tiv, und img(:) = W. Nach Satz I11.4.10 ist daher die duale Abbildung ¢': V* —
W* surjektiv, und ker(:) = img(¢)° = W°. Nach Korollar 11.6.6 induziert «* also
einen Isomorphismus V*/W° = W* [a] — (o) = a o1 = a|w, wobei a € V*.

Ad (b): Nach Satz I1.6.3 ist die kanonische Projektion 7: V' — V/W surjektiv,
und ker(7) = W. Nach Satz I11.4.10 ist daher die duale Abbildung 7*: (V/W)* —
V* injektiv, und img(7*) = ker(7)° = W°. Somit liefert ©* einen Isomorphismus
(V/W)* =2 We°, + 7'(8) =B om, wobei § € (V/W)*, O

Ist V' ein K-Vektorraum und v € V| dann ist die Abbildung
evy: V= K, evy(a) = a(v),

linear, denn ev,(ag +as) = (a1 +as)(v) = a1(v) + as(v) = evy(ag) +ev,(as) und
evy(Aa) = (Aa)(v) = Aa(v) = Aev,(«), fiir beliebige o, g, 0 € V* und A € K|
vgl. Beispiel 11.3.8. Somit ist ev,, € (V*)*. Der Vektorraum (V*)* wird Bidual von
V' genannt und oft mit V** bezeichnet. Die Zuordnung

V=V 1y (v) = ev,,

ist ebenfalls linear, denn es gilt ev,, 14, (@) = a(vi+v2) = a(vy)+a(va) = ev,, (a)+
evy, () = (evy, +evy,)(a) und evy, (@) = a(Av) = da(v) = dev,(a) = (Aevy) ()
fiir alle v,v1,v9 € V und A € K.

I11.4.13. PROPOSITION. Die oben besprochene kanonische lineare Abbildung
V=V ) (a) =al), veV,aeV™,

ist injektiv. Fir jeden Teilraum W wvon V gilt (W) C W®. Fiir jede lineare
Abbildung p: V — U gilt ¢ o1y = 1y 0 @, wobei p': V* — U** die zu o' duale
Abbildung bezeichnet, d.h. p"(£)(B) = &('(B)), £ € V**, B € U*.

BEWEIs. Wir zeigen zunéchst, dass ¢y injektiv ist. Sei dazu 0 # v € V.
Nach Korollar 111.3.28 existiert a € V* mit a(v) = 1. Es gilt daher ¢y (v)(a) =
a(v) =1 # 0, also ty(v) # 0. Es folgt ker(vy) = {0}, also ist ¢y injektiv, siehe
Proposition 11.3.22.

Sei nun W C V ein Teilraum, w € W und o € W°, d.h. a € V* und aly = 0.
Dann folgt ¢y (w)(a) = a(w) = 0. Da dies fiir alle a« € W° gilt, folgt vy (w) € We°.
Da dies fiir alle w € W richtig ist, erhalten wir vy (W) C W*°.
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Sei schlieflich ¢: V' — U linear, v € V und § € U*. Dann gilt
(0" o uy)(0)(B) = " (v (v))(B) Definition der Komposition von Abb.

=1y (v)(¢"(B)) Definition von der dualen Abb. ("
= ¢"(B)(v) Definition von ¢y
= B(p(v)) Definition von der dualen Abb. ¢’

=1y (p(v))(5) Definition von ¢y
= (twop)(v)(8) Definition der Komposition von Abb.

Da dies fiir beliebige v € V und 8 € U* gilt, folgt ¢ o 1y = 1y 0 . O
I11.4.14. BEMERKUNG. Die Abbildung ¢y : V' — V** ist i.A. nicht surjektiv.






IV. Endlich-dimensionale Vektorrdume

Unter einem endlich-dimensionalen Vektorraum verstehen wir einen Vektor-
raum, der eine endliche Basis besitzt. Die entscheidende Beobachtung ist die
Tatsache, dass in diesem Fall je zwei Basen aus gleich vielen Elementen be-
stehen miissen, siehe Korollar IV.1.5 unten. Dies ermoglich es jedem endlich-
dimensionalen Vektorraum V' eine Dimension, dim(V') € Ny, zuzuordnen, némlich
die Anzahl der Elemente einer, und dann jeder, Basis von V.

Im ersten Teil dieses Kapitels werden wir die grundlegenden Eigenschaften
dieses Dimensionsbegriffs zusammenstellen. Insbesondere werden wir sehen, dass
jeder Teilraum W von K" endlich-dimensional ist und daher von endlich-vielen
linear unabhéngigen Vektoren aufgespannt wird. In anderen Worten, jeder Teil-
raum lésst sich mit Hilfe einer Parameterdarstellung darstellen. Andererseits lasst
sich jeder Teilraum W von K" auch durch ein homogenes lineares Gleichungssy-
stem beschreiben, wobei mindestens n — dim(W) viele Gleichungen notwendig
sind. AnschlieBend werden wir uns dem rechnerischen Aspekt widmen und Algo-
rithmen zur Losung linearer Gleichungssysteme und zur Berechnung der Inversen
einer Matrix besprechen. Im letzten Abschnitt werden wir lineare Abbildungen
zwischen allgemeinen endlich-dimensionalen Vektorrdumen, ¢: V' — W, durch
Matrizen beschreiben indem wir Basen der beiden Vektorrdume fixieren.

IV.1. Dimension. Im vorangehenden Kapitel haben wir Basen stets als
Teilmengen eines Vektorraums aufgefasst. Manchmal ist es jedoch zweckméafig
geordnete Basen zu betrachten. Dies sind Systeme von Vektoren bq,...,0b, die
ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem bilden. Wir wollen damit beginnen
diesen Begriff zu prézisieren.

Sei dazu V' ein Vektorraum iiber einem Korper K. Ein System von Vektoren
v1,...,0, € V wird linear abhdngig genannt, falls \jv; + --- + A\v, = 0 fir
gewisse Skalare A1, ..., \, € K, die nicht alle veschwinden. Das System vy, ..., v,
heiflt linear unabhdngig wenn es nicht linear abhéngig ist. In anderen Worten, die
Vektoren vy, ...,v, sind genau dann linear unabhéngig, wenn aus A\jv; + --- +
ApUp = 0 stets \y = --- = A\, = 0 folgt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die
Vektoren vy, ..., v, paarweise verschieden sind und die Teilmenge {vy,...,v,}
linear unabhéngig im Sinn von Abschnitt I11.2 ist.

IV.1.1. BEISPIEL. Die Vektoren (), (3), () sind linear abhéingig in R?, aber
{(3),(8),(9)} bildet eine linear unabhéingige Teilmenge von R?.

Ein System von Vektoren vq,...,v, € V wird FErzeugendensystem von V
genannt, falls (vy,...,v,) =V gilt, d.h. falls die Teilmenge {vy,...,v,} ein Er-
zeugendensystem von V' bildet, vgl. Abschnitt II1.1. Ein linear unabhéngiges Er-
zeugendensystem vy, ..., v, von V wird als (geordnete) Basis von V bezeichnet.
Die Vektoren vy, ..., v, bilden also genau dann eine geordnete Basis von V', wenn

sie paarweise verschieden sind und die Teilmenge {vy,...,v,} eine Basis im Sinn
69
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von Abschnitt II1.3 bildet. Aus Proposition II1.3.2 erhalten wir sofort folgende
Charakterisierung geordneter Basen:

IV.1.2. PROPOSITION. Fir ein System von Vektoren by, ...,b, eines K-Vek-
torraums V' sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) Die Vektoren by, ..., b, bilden eine Basis von V.
(b) Zu jedem v € V existieren eindeutige Skalare A\q,..., N\, € K, sodass v =
Abi 4 -+ Apby.
(¢) Die Abbildung
T
¢: K" =V, ol ¢ | =2y + -+ by,
Tn
st ein linearer Isomorphismus.
(d) Ist W ein K-Vektorraum und wy, ..., w, € W, dann existiert eine eindeutige
lineare Abbildung p: V — W, sodass p(b;) = w; fir allei=1,... n.

Aus Proposition I11.3.14 erhalten wir auch:

IV.1.3. PROPOSITION. Ist ¢: V — W linear und by, ..., b, eine Basis vonV,
dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) @ ist ein Isomorphismus.
(b) Fir jede Basis cy,...,Cy von V ist o(c1),...,0(cm) eine Basis von W.
(c) o(b1),...,¢(by,) ist eine Basis von W.

Der Schliissel zum Dimensionsbegriff ist folgendes Resultat.

IV.1.4. SATZ (Austauschsatz von Steinitz). Sei vy, ..., v, ein Erzeugendensy-
stem eines Vektorraums V', und wy, ..., wy linear unabhdingig in V. Dann qilt
kE<n
und, nach geeignetem Umnummerieren der Vektoren vy,...,v,, bildet auch
W1y ey Wiy Ugt1y« - - Up

ein Erzeugendensystem von V.

BEwEIS. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach k. Fiir £ = 0 ist die
Aussage trivial. Fiir den Induktionsschritt sei nun &£ > 1 und die Aussage fiir
k — 1 bereits gezeigt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt daher £ — 1 < n und,
nach geeignetem Umnummerieren der Vektoren vy, ..., v, bildet

W1y ey W1, Uy v -+, Up (IV.1)
ein Erzeugendensystem von V. Daher existieren Skalare \; € K, sodass
Wy = )\1’11)1 + -+ )\kflwkfl + >\k'Uk + -+ )\n’l)n. (IV?)

Da das System wyq,...,wy linear unabhingig ist folgt & < n und mindestens
einer der Skalare Ag,...,\, muss verschieden von 0 sein. Andernfalls erhielten
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wir die Relation w, = A\w; + -+ + A\g_1wi_1, was der linearen Unabhéngigkeit
des Systems wq, ..., w, widersprache. Durch Umnummerieren der Vektoren v;
konnen wir also A, # 0 erreichen. Aus (IV.2) erhalten wir daher

DS PV | 1oy Dkt . _
)\kwl Py Wk—1 + )\kwk Py Vk+1 Akvn-

Vg =

Dies zeigt, dass der Vektor v, im Erzeugniss des Systems
W1y e ooy Wiy Vpt1y -+, Up (IV.3)
liegt. Mit (IV.1) ist daher auch (IV.3) ein Erzeugendensystem fiir V. O

IV.1.5. KOROLLAR. Flir einen Vektorraum V sind dquivalent:

(a) V besitzt eine endliche Basis.
(b) V ist endlich erzeugt, d.h. besitzt ein endliches Erzeugendensystem.
(c) Jede linear unabhdngige Teilmenge von V ist endlich.

(d) Jede Basis von V ist endlich.
In diesem Fall haben je zwei Basen von V' gleich viele Elementen.
Beweis. Die Implikation (a)=-(b) ist trivial. Die Implikation (b)=-(c) folgt

aus Satz IV.1.4. Die Implikation (c)=(d) ist trivial. Die Implikation (d)=(a)
folgt aus Korollar I11.3.23(a). Damit ist die Aquivalenz der vier Aussagen gezeigt.

Sind by, ..., b, und b}, ..., b, zwei endliche Basen von V| dann erhalten wir aus
Satz IV.1.4 nun m < n und n < m, also n = m, d.h. die Basen bestehen aus
gleich vielen Vektoren. U

IV.1.6. DEFINITION (Dimension). Ein Vektorraum V wird endlich dimensio-
nal genannt, wenn er eine endliche Basis besitzt. In diesem Fall existiert eine
eindeutige Zahl n € Ny, sodass jede Basis von V' aus genau n Elementen besteht,
siehe Korollar IV.1.5. Diese Zahl n wird als Dimension von V bezeichnet und
mit dim (V') notiert. Wir sagen auch V ist ein n-dimensionaler Vektorraum. Be-
sitzt V keine endliche Basis dann wird V' unendlich dimensional genannt und wir
schreiben dim(V') = oo.

IV.1.7. BEMERKUNG. Ein Vektorraum V' ist genau dann 0-dimensional, wenn
die leere Menge eine Basis von V' bildet. Dies ist genau dann der Fall, wenn V'
nur aus dem Nullvektor besteht, d.h. V' = {0}.

IV.1.8. BEISPIEL. Es gilt dim(K"™) = n, denn nach Beispiel I11.3.5 bilden die
Einheitsvektoren ey, ..., e, eine Basis von K", die aus genau n Vektoren besteht.

IV.1.9. BEISPIEL. Esist dim(K|z]<,) = n+1, denn die Monome 1, z, 22, ..., 2"
bilden eine Basis von K[z]<,, die aus genau n + 1 Elementen besteht.

IV.1.10. BEispIEL. Es gilt dim(M,,x,(K)) = mn, denn die Matrizen E; ;,
1 <i<m,1<j<n, bilden eine Basis von M,,,(K), die aus genau mn vielen
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Elementen besteht. Dabei bezeichnet

0O --- 000 --- 0
0 000 0
E;j=10 010 0
0 000 0
0O --- 000 --- 0

jene (m x n)-Matrix, deren einzige nicht verschwindende Eintragungen eine Eins
in der i-ten Zeile und j-ten Spalte bildet. In anderen Worten: (E; ;)i = dixdji-

IV.1.11. BEISPIEL. Der Vektorraum der Polynome, K[z], ist unendlich-dim-
ensional, denn die linear unabhéingige Teilmenge der Monome, {1, z, 2%, 2%, ... },
hat unendlich viele Elemente.

IV.1.12. BEISPIEL. Betrachten wir C als komplexen Vektorraum, so ist dieser
ein-dimensional, denn 1 bildet eine Basis. Wir kénnen C = R? aber auch als zwei-

dimensionalen reellen Vektorraum auffassen, dann bildet etwa 1,1 eine Basis. Es
gilt daher dim¢(C) = 1 und dimg(C) = 2, siehe auch Aufgabe 75.

IV.1.13. BEMERKUNG. Sind V und W zwei isomorphe Vektorrdume und
ist V' endlich dimensional, dann ist auch W endlich-dimensional und es gilt
dim(V) = dim(W). Ist namlich b,...,b, eine Basis von V und ¢: V. — W
ein Isomorphismus, dann bildet ¢(b), ..., (b,) eine Basis von W, siehe Propo-
sition IV.1.3.

Das folgende Resultat zeigt, dass es iiber jedem Korper K im Wesentlichen
nur einen n-dimensionalen Vektorraum gibt, ndmlich K.

IV.1.14. KOROLLAR. Zwei endlich dimensionale K-Vektorriume sind genau
dann 1somorph, wenn sie gleiche Dimension haben. Insbesondere gilt K" = K™
genau dann, wenn n = m. Jeder endlich-dimensionale K-Vektorraum V st zu
K" isomorph, wobei n = dim(V').

BEWEIS. In Bemerkung IV.1.13 haben wir bereits beobachtet, dass isomorphe
endlich-dimensionale Vektorrdume gleiche Dimension haben miissen. Umgekehrt
folgt aus Bemerkung II1.3.11, dass endlich-dimensionale Vektorrdume gleicher
Dimension isomorph sind. 0

IV.1.15. BEMERKUNG. Sind A € M,,»,(K) und B € M, «,,(K) zwei Matrizen,
sodass AB = I, und BA = I,,, dann muss n = m gelten. Eine Matrix kann also
nur dann invertierbar sein, wenn sie quadratisch ist. Aus den beiden Gleichungen
folgt namlich, dass die assoziierten linearen Abbildungen ¥ 4: K* — K™ und
Yp: K™ — K" zueinander inverse Isomorphismen darstellen, d.h. ¢4 o ¥p =
Yap = Y, = idgm und Yp o Yy = s = Y5, = idgn, vgl. Satz 11.4.4, die
Relation n = m folgt daher aus Korollar IV.1.14.
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IV.1.16. KOROLLAR. Ist V' ein n-dimensionaler Vektorraum dann gilt:

(a) Jede linear unabhdngige Teilmenge von V' hat hochstens n verschiedene Ele-
mente. Sind vy, ...,v, linear unabhdngig in V', dann bilden diese Vektoren
schon eine Basis von V.

(b) Jedes Erzeugendensystem von V' besitzt mindestens n verschiedene Elemente.
Istvy, ..., v, ein Erzeugendensystem von V', dann bilden diese Vektoren schon
eine Basis von V.

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert ein linear unabhéngiges Erzeugenden-
system von V', das aus genau n Vektoren besteht. Nach Satz IV.1.4 kann eine
linear unabhéngige Teilmenge von V' hochstens n Elementen haben, und jedes
Erzeugendensystem von V' muss aus mindestens n Vektoren bestehen. Die restli-
chen Behauptungen folgen aus Proposition II1.3.19. U

Daraus erhalten wir auch:

IV.1.17. KOROLLAR. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und vy, ..., v,
ein System von n Vektoren in V. Dann sind dquivalent:

(a) vy,..., v, ist eine Basis von V.
(b) vi,...,v, ist linear unabhingig in V.
(c) vi,...,v, ist ein Erzeugendensystem von V.

IV.1.18. BEMERKUNG. Nach Bemerkung I11.3.15 ist eine quadratische Matrix
A € M,y,(K) genau dann invertierbar, wenn ihre Spaltenvektoren eine Basis
von K" bilden. Nach Korollar IV.1.17 ist dies genau dann der Fall, wenn die
Spaltenvektoren linear unabhéngig sind. Ebenso ist A genau dann invertierbar,
wenn die ihre Spaltenvektoren ein Erzeugendensystem von K" bilden.

IV.1.19. BEMERKUNG. Ein Vektorraum V" hat genau dann Dimension n, wenn
es n linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v, in V gibt und je n+ 1 Vektoren in V'
linear abhéngig sind. Auch hat V' genau dann Dimension n, wenn ein Erzeugen-
densystem von V mit n Vektoren existiert, und je n—1 Vektoren V nicht erzeugen.
Dies folgt aus Korollar IV.1.16 und Proposition I11.3.19, vgl. Aufgabe 67.

IV.1.20. KOROLLAR. Ist W ein Teilraum eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums V', dann ist auch W endlich-dimensional und es gilt

dim(W) < dim(V).
Ist dariber hinaus dim(W) = dim(V'), dann folgt schon W = V.

Beweis. Nach Korollar IV.1.16(a) besteht jede linear unabhéngige Teilmenge
von W aus hochstens dim (V') vielen Elementen. Es gibt daher eine grofite Zahl
k € Ny, sodass linear unabhéngige Vektoren wq,...,w, in W existieren. Nach
Konstruktion bilden die Vektoren wy, ..., w; eine maximal linear unabhéngige
Teilmenge von W und daher eine Basis von W, siehe Proposition I11.3.19. Somit
ist W endlich dimensional, und es gilt dim(W) = k£ < dim(V). Gilt dariiber
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hinaus dim(W) = dim(V'), dann ist wy, ..., w; auch Basis von V, siche Korol-

lar IV.1.16(a), und daher V' = (wy, ..., wg) = W. O

IV.1.21. BEMERKUNG (Teilrdume von K"). Nach Korollar IV.1.20 ist jeder
Teilraum W C K" endlich-dimensional und es gilt 0 < dim(W) < n. Es existieren
daher linear unabhéngige Vektoren wy, ..., w,, € W, sodass W = (wy, ..., wy),
wobei m = dim(W). Diese Vektoren bilden eine Basis von W und es gilt W = K.
Jeder Teilraum von K” ist also zu einem K™ isomorph, wobei 0 < m < n.

IV.1.22. BEISPIEL (Teilriume von K?). Aus Bemerkung IV.1.21 folgt, dass
jeder Teilraum W von K2 von der Form

W =1{0}, W=(w), oder W =K?

ist, wobei 0 # w € K2. In Beispiel I1.2.9 haben wir dies schon auf elementare
Weise hergeleitet.

IV.1.23. BEISPIEL (Teilriume von K?). Bemerkung IV.1.21 folgt, dass jeder
Teilraum W von K3 von der Form

W ={0}, W= (w), W= (w,w), oder W =K

ist, wobei 0 # w € K® und wy,w, linear unabhiingig in K3 sind. Fiir K = R
entsprechen die nicht-trivialen Félle also genau den Geraden bzw. Ebenen durch
den Koordinatenursprung.

IV.2. Dimensionsformeln. Wir wollen in diesem Abschnitt Dimensions-
formel fiir Summen und Durchschnitte von Teilrdumen, Kern und Bild linearer
Abbildungen, Dualrdumen, Quotientenraumen und Annihilatoren herleiten, und
einige Anwendungen besprechen.

IV.2.1. SATZ (Dimension von Summen und Durchschnitten). Seien W, und
Wy zwei Teilrdume eines Vektorraums V. Es ist Wi + Wy genau dann endlich-
dimensional, wenn W1 und Wy beide endlich-dimensional sind. In diesem Fall ist
auch Wi N Wy endlich-dimensional und es gilt

BEwEIs. Ist Wy + W5 endlich-dimensional, dann gilt dies auch fiir die Teil-
raume Wy, Wy und Wi N Wy von Wy 4+ Wy, siehe Korollar 1V.1.20. Seien nun
umgekehrt W; und W5 endlich-dimensional. Nach Proposition I11.3.29 existieren
daher endliche Basen By von W; und B, von W5, sodass By N By eine Basis von
W1 N Ws, bildet und By U By eine Basis von Wy + W ist. Es gilt daher:

d1m(W1 N Wg) == ﬁ(Bl N BQ)
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wobei X die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge X bezeichnet. Aus der
evidenten Formel

8(B1 N By) +4(B1 U By) =181 + 1B,
erhalten wir den Satz. ]

IV.2.2. KOROLLAR (Dimension direkter Summen). Seien Wy und Wy zwei
komplementdre Teilrdume eines Vektorraums V', d.h. V. = W, & Ws. Es ist V
genau dann endlich-dimensional, wenn Wi und Wy beide endlich-dimensional
sind, und in diesem Fall gilt

dim(V) = dim(W;) + dim(W5).
BeEweEis. Nach Voraussetzung gilt W3 N Wy = {0} und W, + Wy = V. Das
Korollar folgt daher sofort aus Satz IV.2.1. OJ

IV.2.3. KOROLLAR. Seien Wy und Wy zwei Teilriume eines endlich dimen-
sionalen Vektorraums V und dim(W;) + dim(Ws) = dim(V'). Dann sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:

(CL) W1 S¥) WQ =V.
(b) Wi N Wy ={0}.
(C) W1 + WQ - V

BEWEIS. Nach Satz IV.2.1 ist dim(W; N W3) 4+ dim(W; + W,) = dim(V), also

Mit Korollar IV.1.20 und Bemerkung IV.1.7 folgt daher die Aquivalenz (b)<(c).
Die verbleibenden Behauptungen sind nun trivial. ([l

IV.2.4. BEISPIEL. Ist E ein 2-dimensionaler Teilraum von K* und ist L ein
1-dimensionaler Teilraum von K2, der nicht in E enthalten ist, dann gilt schon

EgL=K.

Nach Voraussetzung ist ndmlich ENL C L, also dim(E N L) < dim(L) = 1 nach
Korollar IV.1.20, folglich dim(ENL) = 0 und daher ENL = {0}. Die Behauptung
folgt somit aus Korollar IV.2.3.

IV.2.5. BEMERKUNG. Sind W; und W5 zwei Teilrdume eines endlich-dimen-
sionalen Vektorraums V', sodass

dim(W; N W3) < dim(W;) + dim(Ws) — dim(V),
dann muss schon W, + W, =V und
dim(Wy; N Wy) = dim(W;) 4+ dim(Ws) — dim(V)
gelten. Aus Satz IV.2.1 folgt ndmlich
dim(W; + Wy) = dim(W;) 4+ dim(Ws) — dim(W; N Wy) > dim(V),

also W7 + Wy = V nach Korollar IV.1.20. Die Formel fiir die Dimension des
Durchschnitts folgt nun aus Satz IV.2.1.
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IV.2.6. BEISPIEL. Sind E; und E5 zwei verschiedene 2-dimensionale Teilrdume
von K3, dann gilt

Ey+E, =K und dim(E,NE,)=1.
Nach Voraussetzung ist ndmlich £y N Ey C E; oder Ey N Ey C Ey, jedenfalls

folgt dim(E; N Ey) < 2 = dim(£;) = dim(E,) nach Korollar IV.1.20, und somit
dim(E, N Ey) <1 =2+2-3=dim(F;) + dim(E,) — dim(K?). Die Behauptung
folgt daher aus Bemerkung IV.2.5. Fiir den Koérper K = R bedeutet dies, dass
zwei verschiedene Ebenen durch den Koordinatenursprung ganz R3 erzeugen und

ihr Durchschnitt eine Gerade bildet. Siehe auch Aufgabe 71.

IV.2.7. BEMERKUNG. Sind W; und W, zwei Teilrdume eines endlich-dimen-
sionalen Vektorraums V', sodass

dim(Wy + Wa) > dim(W;) + dim(Ws),
dann muss schon W; N W, = {0} und
dim(W; + Wy) = dim(W7) + dim(W3)
gelten. Aus Satz IV.2.1 folgt ndmlich
dim(Wy N Wa) = dim(Wh) 4+ dim(Ws) — dim(W; + Ws) <0,
also dim (W, + W) = 0 und daher W, N W, = {0}. Die Formel fiir die Dimension

der Summe folgt nun aus Satz IV.2.1.

IV.2.8. KOROLLAR (Dimension eines Quotienten). Sei W ein Teilraum eines
Vektorraums V. Es ist V' genau dann endlich-dimensional, wenn W und VW
beide endlich-dimensional sind, und in diesem Fall gilt

dim(V) = dim(W) + dim(V/W).

BeEwEIS. Nach Korollar IT1.3.26 existiert ein zu W komplementérer Teilraum
W'in V,d.h. V=W @ W'. Nach Korollar I1.6.7 gilt W’ = V/W. Insbesondere
ist W’ genau dann endlich-dimensional, wenn V/W endlich-dimensional ist, und
in diesem Fall gilt dim(W’) = dim(V/W). Das Korollar folgt daher aus Korol-
lar IV.2.2. O

IV.2.9. KOROLLAR (Dimension von Kern und Bild). Sei ¢: V. — W eine
lineare Abbildung. Es ist V' genau dann endlich-dimensional, wenn ker(yp) und
img(p) beide endlich-dimensional sind, und in diesem Fall gilt

dim(V) = dim(ker(y)) + dim(img(y)).

Beweis. Nach Korollar 11.6.6 gilt V/ker(¢) = img(y). Insbesondere ist also
img(¢) genau dann endlich-dimensional, wenn V/ ker(¢) endlich-dimensional ist,
und in diesem Fall gilt dim(V/ker(y)) = dim(img(y)). Das Korollar folgt daher
aus Korollar IV.2.8. O
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IV.2.10. BEISPIEL (Hyperebenen). Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum
und «: V — K ein nicht-triviales lineares Funktional, a # 0. Dann folgt {0} C
img(a) C K, aus Dimensionsgriinden gilt daher img(a) = K, also dim(img(a)) =
1. Mit Korollar IV.2.9 folgt dim(ker(a)) = n — 1. Teilrdume der Form ker(a) mit
0 # « € V* werden Hyperebenen genannt. Dies sind also genau jene Teilrdume,
die sich durch eine nicht-triviale lineare Gleichung beschreiben lassen. In R?
entsprechen diese genau den Ebenen durch den Koordinatenursprung.

IV.2.11. KOROLLAR. Ist p: V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen K- Vektorrdumen gleicher Dimension, dim(V') = dim(W), dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) @ ist injektiv.
(b) ¢ ist surjektiv.
(c) ¢ ist ein linearer Isomorphismus.

BEWwWEIS. Es gilt:
¢ ist injektiv < ker(p) = {0} nach Proposition I1.3.22
< dim(ker(p)) =0 nach Bemerkung IV.1.7
< dim(img(y)) = dim(V) nach Korollar IV.2.9
< dim(img(y)) = dim(W) da dim(V') = dim(W)
& img(p) =W nach Korollar IV.1.20
& o ist surjektiv

Dies zeigt (a)<(b). Die verbleibenden Behauptungen folgen sofort aus Bemer-
kung I1.3.11. 0

IV.2.12. BEMERKUNG. Eine injektive lineare Abbildung zwischen unendlich-
dimensionalen Vektorrdumen wird i.A. nicht surjektiv sein. Etwa ist die lineare
Abbildung K[z] — K][z], p — zp, injektiv aber nicht surjektiv. Auch muss ei-
ne surjektive lineare Abbildung zwischen unendlich-dimensionalen Vektorraum-
en nicht injektiv sein. Zum Beispiel ist die lineare Abbildung K[z] — K|z],
Ao+ a1z +asz® +asz® 4+ -+ ap +asz +agz® 4 - - -, surjektiv aber nicht injektiv.
Auf die Voraussetzung in Korollar IV.2.11 kann daher nicht verzichtet werden.

IV.2.13. KOROLLAR. Seien A, A" € M, y,(K) zwei quadratische Matrizen.

(a) Gilt AA = 1,, dann ist A invertierbar mit Inverser A~ = A’.
(b) Gilt AA" = 1,,, dann ist A invertierbar mit Inverser A~' = A’.

BEWEIS. Wir zeigen nur die erste Behauptung, die zweite ldsst sich vollig
analog beweisen. Seien also A, A" € M,«,(K) und A’A = I,,. Betrachten wir
die assoziierten linearen Abbildungen 4,94 : K* — K", dann folgt idgn =
Y1, = Yaa = Ya 0y, siehe Satz 11.4.4. Die lineare Abbildung ¥4: K* — K"
ist daher injektiv, und somit ein Isomorphismus, siche Korollar IV.2.11. Nach
Korollar 11.4.6 ist A also invertierbar. O
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IV.2.14. SATZ (Dimension von L(V,W)). Sind V und W zwei endlich-dimen-
sionale K-Vektorraume, dann ist auch L(V, W) endlich-dimensional und es gilt

dim(L(V, W)) = dim(V') - dim(W).

PRrROOF. Es existieren Isomorphismen ¢: K" =V und Y K™ =N W, wobei
n = dim(V) und m = dim(W). Weiters ist die Zuordnung

L(V,W) S LK™ K™), p—y¢topod,

ein linearer Isomorphismus mit Umkehrabbildung o + 1) ooo¢~!. Die Linearitit
dieser Abbildung folgt aus Proposition 11.3.18, denn

ylo(pritp)od =0T opiod + YT opod

und ¢t o (Ap) o = A~ o po @), fiir beliebige p, p1, p2 € L(V, W) und X € K.
Da L(K™ K"™) = M,,«,(K), siehe Satz 11.4.4, erhalten wir L(V, W) = M,,y,(K),
das Korollar folgt somit aus Beispiel IV.1.10, dim(M,,«,(K)) = mn. O

IV.2.15. KOROLLAR. Ein Vektorraum V ist genau dann endlich-dimensional,
wenn sein Dualraum V* endlich-dimensional ist. In diesem Fall gilt

dim(V) = dim(V*)

und die kanonische Abbildung v: V' — V** aus Proposition II1.4.13 ist ein Iso-
morphismus.

BeEweEIs. Ist V' endlich-dimensional, dann folgt mit Satz 1V.2.14, dass auch
V* = L(V,K) endlich-dimensional ist und

dim(V*) = dim(L(V,K)) = dim(V) - dim(K) = dim(V) - 1 = dim(V).

Nach Proposition I11.4.13 ist die Abbildung ¢: V' — V** injektiv, aus Korol-
lar IV.2.11 folgt daher, dass ¢ ein Isomorphismus ist, denn dim(V**) = dim(V*) =
dim(V'). Sei nun umgekehrt V* endlich dimensional. Nach dem eben gezeigten ist
daher auch V** endlich-dimensional. Nach Proposition 1I1.4.13 ist die kanonische
lineare Abbildung ¢: V' — V** injektiv. Somit ist V' zu dem Teilraum img(¢) von
V** isomorph. Aus Korollar IV.1.20 folgt daher, dass auch V' endlich-dimensional
sein muss. U

IV.2.16. KOROLLAR (Dimension des Annihilators). Sei W ein Teilraum eines
Vektorraums V. Es ist W° genau dann endlich-dimensional, wenn V/W endlich-
dimensional ist, und in diesem Fall gilt

dim(W°) = dim(V/W).

Beweis. Dies folgt aus Korollar IV.2.15, denn es gilt W° = (V/W)*, siehe
Korollar 111.4.12(b). O
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IV.2.17. SaTz (Teilrdume und Gleichungssyteme). Sei W ein Teilraum eines
Vektorraums V', sodass V/W endlich-dimensional ist. Fine Teilmenge A C V*
ist genau dann ein Erzeugendensystem von W°, wenn W = [ 4 ker(a) gilt. Es
gibt daher k = dim(V/W) wviele Funktionale o, ..., a € V*, sodass

k
W = ﬂ ker(oy;),
i=1

d.h. W st Durchschnitt von k Hyperebenen, vgl. Beispiel IV.2.10. Jedes Funktio-
nal « € V*, das auf W verschwindet, o|w = 0, ist eine Linearkombination von
i, ..., qr. Mit weniger als k linearen Funktionalen ldsst sich W nicht beschrei-
ben.

BEWEIS. In Bemerkung II1.4.8 haben wir bereits festgehalten, dass fiir jedes
Erzeugendensystem A von W° auch W = (1, , ker(a) gelten muss. Sei nun um-
gekehrt W = (.4 ker(a). Nach Korollar IV.2.16 ist W* endlich-dimensional,
also ist auch der Teilraum (A) endlich-dimensional, es existieren daher endlich
viele Funktionale a1,...,a; € A, die eine Basis von (A) bilden. Wie in Bemer-
kung I11.4.8 folgt

l

W= m ker(a) = ﬂ ker(a) = ﬂker(ai),
acA ag(A) i=1

denn (A) = (a,...,q). Zusammen definieren die Funktionale o;: V' — K ei-

ne lineare Abbildung ¢: V — K!, sodass W = ker(p). Wir erhalten V/W =

img(p) C K, also

dim(W?°) = dim(V/W) = dim(img(y)) < dim(K") = 1.

Aus Korollar IV.1.16(a) folgt daher, dass a1, .. ., a; eine Basis von W° sein muss,
denn ay, ..., q; sind linear unabhéngig in W°. Somit enthélt A ein Erzeugenden-
system von W° und muss daher selbst ein Erzeugendensystem von W° sein. Die
verbleibenden Aussagen folgen nun aus Korollar IV.2.16. U

IV.2.18. BEMERKUNG (Teilraume von K" und Gleichungssysteme). Sei W ein
Teilraum von K" und k£ = n — dim(W). Dann existiert ein Gleichungssystem

anry +--+apr, = 0

Ap1T1 + -+ AQpply = 0

sodass W mit der Losungsmenge dieses Systems iibereinstimmt. Dies folgt aus
Satz 1V.2.17, denn dim(K" /W) = dim(K") — dim(WW') = k. Jeder Teilraum von
K™ lésst sich daher durch ein Gleichungssytem beschreiben. Fassen wir die Koef-
fizienten a;; zu einer Matrix A € M}, (K) zusammen, dann gilt also W = {z €
K" : Az = 0}. Weniger als k Gleichungen reichen nicht aus um W darzustellen,
auch dies folgt aus Satz IV.2.17.
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IV.2.19. DEFINITION (Rang linearer Abbildungen). Eine lineare Abbildung
w: V. — W hat endlichen Rang wenn ihr Bild, img(y), endlich-dimensional ist.
In diesem Fall wird die Zahl

rank(y¢) := dim(img(y))
als Rang der linearen Abbildung ¢ bezeichnet.

IV.2.20. SaTz (Rang der dualen Abbildung). Eine lineare Abbildung p: V —
W hat genau dann endlichen Rang, wenn ihre duale Abbildung p': W* — V*
endlichen Rang hat, und in diesem Fall gilt

rank(p') = rank(y).

BEWEIS. Aus Satz 111.4.10, Korollar I11.4.12(b) und Korollar 11.6.6 erhalten
wir Isomorphismen

img(y") = ker(p)® = (V/ker(p))” = img(e)".
Insbesondere ist img(¢") genau dann endlich-dimensional, wenn img()* endlich-
dimensional ist, und in diesem Fall gilt dim(img(¢")) = dim(img(p)*). Der Satz
folgt daher aus Korollar IV.2.15. U

IV.2.21. BEMERKUNG. Jeder komplexe Vektorraum V' kann auch als reeller
Vektorraum aufgefasst werden, indem wir die Skalarmultiplikation C x V' — V'
zu R x V — V einschrinken. Wir werden diesen reellen Vektorraum wird mit V=®
bezeichnen, er wird der dem komplexen Vektorraum V' zugrundeliegende reelle
Vektorraum genannt. Ist by,...,0, eine Basis des komplexen Vektorraums V,
dann bildet

by,iby, b, iby, ... by, b,
eine Basis des zugrundeliegenden reellen Vektorraums V¥, vgl. Aufgabe 76. Mit
V ist daher auch V¥ endlich-dimensional und es gilt

dimg (V*) = 2dim¢ (V).
IV.2.22. BEMERKUNG. Sei V ein reeller Vektorraum. Mit den Operationen
(VxV)x(VxV)S VXV, (v,w)+ (va,ws) := (v1 + va, w1 + ws),
Cx(VxV)=VxV, (a+bi)(v,w) := (av — bw, bv + aw),
a,b € R, v,v1,v9,w,wi,wy € V, wird V x V zu einem komplexen Vektorraum,
vgl. Aufgabe 77. Wir bezeichnen diesen komplexen Vektorraum mit V', er wird
die Komplezifizierung von V genannt. Wir fassen V als Teilmenge von V° auf,
v+ (v,0). Jedes Element von V' liisst sich daher in der Form v + iw schreiben,

fiir eindeutig bestimmte v,w € V. In dieser Darstellung sehen Addition und
Skalarmultiplikation vertrauter aus:

(v1 + iwy) + (v2 + 1we) = (v1 + Vo) + 1wy + wy)
(a+ bi)(v+iw) = av — bw + i(aw + bv)
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Ist by,...,b, eine Basis des reellen Vektorraums V', dann bildet by,...,b, auch
eine Basis des komplexen Vektorraums V. Mit V ist daher auch V¢ endlich-
dimensional und es gilt

dime(VE) = dimg(V).

o o

IV.2.23. PROPOSITION. Seien ¢: V' — V und ¢v: W — W’ zwei lineare
Isomorphismen. FEine lineare Abbildung ¢: V. — W hat genau dann endlichen
Rang, wenn ¢ opo¢: V' — W' endlichen Rang hat und in diesem Fall gilt

rank(e) o p o ¢) = rank(y).
BEWEIS. Da ¢ surjektiv ist, gilt ¢(V’) =V und somit
img(¢ o pog) = (voypod)(V')=v(p(d(V))) =v(e(V)) = ¢(img(p)).
Wegen der Injektivitat von v liefert die Einschrankung einen Isomorphismus

Vlimg(p) : img(p) > Y (img(p)).

Y

Zusammen folgt img(y) o v o ¢) = img(p), also rank(y o ¢ o @) = rank(¢p). O

IV.3. Rang von Matrizen. Sei A € M,,,(K) eine Matrix und
Pa: K" — K™, Ya(r) = Ax,
die damit assoziierte lineare Abbildung. Der Teilraum
L = ker(¢p4) C K" (IV.4)

ist daher genau der Ldsungsraum des homogenen Systems Ax = 0. Der von
den Spalten einer Matrix aufgespannte Teilraum wird ihr Spaltenraum genannt.
Bezeichnen wir die Spalten mit A = (aq|- - - |ay), so stimmt der Spaltenraum,

W =img(v4) = (a1, ..., a,) C K™, (IV.5)

also mit dem Teilraum jener y € K™ iiberein, fiir die das Gleichungssystem
Ax = y eine Losung = € K" hat. Unter dem Zeilenraum einer Matrix verstehen
wir den von den Zeilen aufgespannten Teilraum. Wir fassen die Zeilenvektoren
der Matrix A als Elemente des Dualraums, (K")* = L(K", K) = M;.,(K) auf.
Bezeichnen wir die Zeilen von A mit o, ..., qa,,, dann stimmt der Zeilenraum
mit L° iiberein, siche Satz 111.4.10,

L° = ker(1)° = img((4)") = (., am) € (K")".

Wir konnen den Zeilenraum daher als den Vektorraum aller linearer Gleichungen
verstehen, denen L geniigt. Schliellich betrachten wir auch

W° = img(ia)° = ker((a)") € (K™)",

den Teilraum aller Gleichungen, denen W geniigt.
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IV.3.1. DEFINITION (Rang einer Matrix). Unter dem Rang einer Matrix A €
M50 (K) verstehen wir den Rang der damit assoziierten linearen Abbildung

ba: K" = K™, a(z) = Az, d.h.
rank(A) := rank(14).

Nach Definition gilt daher dim(W') = rank(A). Der Rang bestimmt auch die
Dimensionen der anderen Teilrdume, die wir oben betrachtet haben:

IV.3.2. SATZ (Rang). Sei A € My, (K) und k = rank(A). Dann gilt:

(a) dim(L) = n — k, d.h. der Lésungsraum ist (n — k)-dimensional.

(b) dim(W') = k, d.h. der Spaltenraum ist k-dimensional. Die Matriz A besitzt
daher k linear unabhdngige Spalten, und je k+1 Spalten sind linear abhdngig.

(c) dim(L°) = k, d.h. der Zeilenraum ist k-dimensional. Die Matriz A besitzt
daher k linear unabhdngige Zeilen, und je k + 1 Zeilen sind linear abhdngig.
Jedes minimale lineare Gleichungssystem fiir L besteht daher aus genau k
Gleichungen.

(d) dim(W°) = m — k. Jedes minimale lineare Gleichungssystem fiir W besteht
daher aus genau m — k Gleichungen.

BEWEIS. Behauptung (b) ist trivial, vgl. Definition IV.3.1 und (IV.5). Be-
hauptung (a) folgt aus Korollar IV.2.9, denn mit (IV.4) erhalten wir

dim(L) = dim(ker(¢4)) = dim(K") — dim(img(¢4)) = n — rank(A4) = n — k.
Mit Korollar 1V.2.8 und Korollar 1V.2.16 folgt nun
dim(L°) = dim(K"/L) = dim(K") — dim(L) =n — (n — k) = k.

Nach Bemerkung 1V.2.18 lésst sich L als Losungsmenge eines linearen Gleichungs-
systems mit & Gleichungen beschreiben, und weniger als k lineare Gleichungen
reichen nicht aus. D.h. jedes minimale lineare Gleichungssystem fiir L muss aus
genau k Gleichungen bestehen. Damit ist auch (c) gezeigt. Analog erhalten wir

dim(W°) = dim(K™ /W) = dim(K™) — dim(W) = m — k, und somit (d). O

Der Rang wurde als Dimension des Spaltenraums definiert, er wird daher
manchmal auch als Spaltenrang bezeichnet. Unter dem Zeilenrang verstehen wir
die Dimension des von den Zeilen aufgespannten Teilraums. Aus dem eben bewie-
senen Satz IV.3.2(b)&(c) folgt, dass diese beiden Begriffe iibereinstimmen. Wir
wollen dies nun nochmals auf direktere Art zeigen:

IV.3.3. SATz (Rang der Transponierten). Fiir jede Matriz A € M,«n(K) gilt:
rank(A") = rank(A).
Der Zeilenrang stimmt daher stets mit dem Spaltenrang tiberein. Weiters gilt:

0 < rank(A4) < min(n,m).
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BEWEIS. Betrachte die lineare Abbildung ¢4: K* — K™, ¥ 4(z) = Az, und
die duale Abbildung (¢4)": (K™)* — (K")*. In Bemerkung II1.4.5 haben wir
Isomorphismen ¢gm : K™ — (K™)* und ¢gn: K* — (K")* konstruiert, sodass

l/JAt = ¢H2711 () (wA)t O ¢K7n.
Mit Proposition IV.2.23 und Satz IV.2.20 erhalten wir daher

rank(A") = rank(ya:) = rank(¢ga o (¥a)" 0 dxm)
= rank((¢)4)") = rank (1) = rank(A).

Da die Zeilen von A gerade die Spalten von A’ bilden, stimmen Zeilen- und
Spaltenrang also iiberein. Da img(14) C K™ gilt rank(A) = dim(img(14)) <
dim(K™) = m und analog rank(A*) < n. Zusammen mit rank(A*) = rank(A)
folgt daraus rank(A) < min(n,m). O

IV.3.4. KOROLLAR. Fliir A € M,,»,(K) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Die Matriz A besitzt eine Rechtsinverse A" € Myym(K), d.h. AA" = I,.

(b) Die lineare Abbildung ¥ 4: K" — K™, t(x) = Az, ist surjektiv.

(¢) Das Gl.system Ax =y hat fiir jedes y € K™ mindestens eine Lisung x € K.
(d) Die Spalten von A erzeugen K™.

(e) Die Matriz A hat m linear unabhdingige Spalten.

(f) Die Zeilen von A erzeugen einen m-dimensionalen Teilraum.

(9) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.

(h) Es gilt rank(A) = m.

In diesem Fall muss m < n gelten.

BeEwers. Gilt AA" = I,,, so erhalten wir fiir die assoziierten linearen Ab-
bildungen ¥4 o Y4 = Yaa = 5, = idgm, also muss ¥4 surjektiv sein. Ist
umgekehrt ¥4 surjektiv, dann existiert eine lineare Rechtsinverse ¢p: K™ — K",
d.h. ¥4 0 = idgm, siche Korollar I11.3.27(b). Bezeichnet nun A’ die entsprechen-
de Matrix, ¢ = 14/, dann folgt aa = a0 Yar = Y40 = idgm = ¢y, , also
AA" = I,,,. Damit ist die Aquivalenz (a)<>(b) gezeigt. Die Aquivalenz (b)<(c) ist
trivial. Die Aquivalenz (b)<(d) haben wir bereits frither fest gehalten, vgl. Be-
merkung I11.1.18. Die Aquivalenz (d)<(h) folgt aus der Definition des Rangs. Die
Aquivalenz (d)«(f) folgt aus Satz IV.3.3. Die Implikation (d)=(e) folgt aus der
Tatsache, dass jedes (endliche) Erzeugendensystem eine Basis enthélt, siehe Pro-
position I11.3.17. Die umgekehrte Implikation (e)=-(d) folgt aus Korollar IV.1.17.
Die Aquivalenz (f)<(g) folgt aus Korollar IV.1.17, denn A hat genau m Zeilen.
Damit ist die Aquivalenz aller Eigenschaften gezeigt. Aus (e) folgt auch sofort
der Zusatz m < n. OJ

IV.3.5. KOROLLAR. Fliir A € M,,x,(K) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Die Matriz A besitzt eine Linksinverse A" € My um(K), d.h. A’A = I,,.
(b) Die lineare Abbildung ¥4 : K" — K™, 1h4(x) = Az, ist injektiv.
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(c) Das Gl.system Ax =y hat fir jedes y € K™ hichstens eine Lisung x € K.
(d) Die Spalten von A erzeugen einen n-dimensionalen Teilraum.

(e) Die Spalten von A sind linear unabhdingig.

(f) Die Zeilen von A erzeugen My, (K).

(g) Die Matriz A hat n linear unabhingige Zeilen.

(h) Es gilt rank(A) = n.

In diesem Fall muss n < m gelten.

Der Beweis kann analog zu dem des vorangehenden Korollars gefithrt werden
und sei den LeserInnen iiberlassen.

IV.3.6. BEMERKUNG. Offenbar gilt rank(A) = 0 genau dann, wenn A = 0.
Wir widmen uns nun der Berechnung des Rangs einer Matrix.

IV.3.7. DEFINITION (Elementare Zeilen- und Spaltenumformungen). Unter

einer elementaren Zeilenumformung einer Matrix verstehen wir eine der folgenden
Modifikationen:

(I) Vertauschen zweier Zeilen.
(IT) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A € K, A # 0.
(III) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Unter einer elementaren Spaltenumformung einer Matrix verstehen wir eine der
folgenden Modifikationen:

(I) Vertauschen zweier Spalten.
(IT) Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar A € K, A # 0.
(III) Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte.

Jede elementare Spaltenumformung kann durch Multiplikation von rechts mit
einer invertierbaren Matrix S beschrieben werden, A ~» AS. Bei elementaren
Spaltenumformungen vom Typ I ist diese Matrix von der Form

S =5 = A =I+(\—-1)E;,

wobei A # 0, und i bezeichnet die Nummer jener Spalte, die mit A multipli-
ziert wird. Beachte, dass diese Matrizen invertierbar sind, (5*};’\)71 = 57 Bei
elementaren Spaltenumformungen vom Typ II hat S die Gestalt

S = Syl = =1+ pk;;,

wobei 1 € K, @ # 7, und i bezeichnet die Nummer jener Spalte, die g-mal zur j-ten
Spalte addiert wird. Auch diese Matrizen sind invertierbar, (S}’;;”)fl = Sylh.
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Bei elementaren Zeilenumformung vom Typ III ist die Matrix S von der Form
S — S}’IJI - — [ - Em' — EjJ + E@j + Ej,i'

wobei ¢ und j die Nummern der beiden Spalten bezeichnen, die vertauscht werden,
i # j. Auch diese Matrizen sind invertierbar, (S}’}])fl = ST

IV.3.8. LEMMA. Sei A € My,«n(K). Durch Anwenden endlich vieler elementa-
rer Spaltenumformungen erhalten wir stets eine Matriz der Form A = AS, wobei
S € GL,(K). Dabei bleibt der Rang der Matriz unverdindert, rank(A) = rank(A),
und auch der Spaltenraum von A stimmt mit dem Spaltenraum von A idiberein.

BEWEIS. Entsteht A aus A durch Anwenden von N elementaren Spaltenum-
formungen, dann existieren invertierbare Matrizen Sy, ..., Sy € GL,(K), sodass
A= AS,S,--- Sy, siche oben. Es gilt daher A = AS, wobei auch S = S, --- Sy
invertierbar ist, d.h. S € GL,(K). Betrachten wir die mit diesen Matrizen asso-
ziierten linearen Abbildungen, ¥ ; = a5 = ¥4 0 15, dann gilt

img(1) 1) = img(a 0 ¥s) = Ya(s(K")) = a(K") = img(¢pa),

denn ¢5(K") = K" wegen der Invertierbarkeit von S. Dies bedeutet aber gerade,

dass der Spaltenraum von A mit dem Spaltenraum von A iiberein stimmt. Daraus
erhalten wir auch sofort rank(A) = rank(A). O

Analog lassen sich elementare Zeilenumformung durch Multiplikation von
links mit invertierbaren Matrizen T beschreiben, A ~» T'A. Den drei Typen ele-
mentarer Zeilenumformungen entsprechen dabei Matrizen T von der Form:

Tz)\ (Sz )\) —S;;A
T}f "= (S = S (IV.6)
m = ( III) = ‘S?Ijl

)-

IV.3.9. LEMMA. Sei A € M,xn(K). Durch Anwenden endlich vieler elemen-
tarer Zeilenumformungen erhalten wir stets eine Matriz der Form A = T A, wobei
T € GL,,(K). Dabei bleibt der Rang der Matriz unverdndert, rank(A) = rank(A),
der Zeilenraum von A stimmt mit dem Zeilenraum von A tiberein, und auch die
Lisungsriume von A und A sind gleich, d.h. Az =0 < Az = 0.

BEWEIS. Entsteht A aus A durch Anwenden von N elementaren Zeilenum-
formungen, dann existieren invertierbare Matrizen T3, ..., Ty € GL,,(K), sodass
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A =Ty ---TyT1A, also A = TA, wobei T = Ty ---ToTy € GL,(K). Wir er-
halten aber auch A* = A'T!T:. .- Tk, d.h. A* entsteht aus A* durch eine Folge
elementarer Spaltenumformungen, siche (IV.6). Nach Lemma IV.3.8 gilt daher
rank(A*) = rank(A*) und der Spaltenraum von A’ stimmt mit dem Spaltenraum
von A' iiberein. Mit Satz IV.3.3 folgt rank(A) = rank(A). Da der Spaltenraum
der Transponierten gerade der Zeilenraum der urspriinglichen Matrix ist, miissen
auch die Zeilenrdume von A und A gleich sein. Aus der Invertierbarkeit von 7

folgt sofort Az =0 < Az =0, z € K", O

~ 1V.3.10. DEFINITION (Zeilen- und Spaltenstufenform). Wir sagen eine Matrix
A € My«n(K) hat Zeilenstufenform, wenn sie die Gestalt

A

0---0 1jq *ok ok keeex keeek ok keeek
0---0 0 00 A212 Kook ok Keek ok keeek
00 0 0-0 0 00 Agj, Kok ko keek
0-0 O 00 O 0-0 O Kok ok keeok
00 0 00 0 0-0 0 ko % ke
00 0 0-0 0 0-0 0 00 Agjy #k
00 0 0-0 0 00 0 0--0 0 0
00 0 00 O 00 0O - 00 0 0-0
hat, wobei 1 < j; < jo < -+ < ji < n, und die Eintrdge Ay, ..., Agj, alle

verschieden von Null sind. Die Matrix hat reduzierte Zeilenstufenform, falls sie
folgende Gestalt hat:

0--01 %% 0 *---x 0 - keeek O koo
00 0 0---0 1 skeeek O -++ ek O koo
00000 0 0:=-0 1 -+ ek O skeeok
0--0 0 0---0 0 0-+:0 0 -+ s+ 0 oo
0---000-+000---00 Kook O koo
000000000 0--0 1 oo

00000000 0---0 0 0---0

05000500000 ~ 00000
Wir sagen A hat (reduzierte) Spaltenstufenform, wenn A* (reduzierte) Zeilenstu-

fenform hat. Eine Matrix A ist also genau dann von Spaltenstufenform, wenn sie
folgende Gestalt hat

0 0 00 0
0 0 0 0 0
Ajji 0+ 0 00
0 00 0
* 0 0 0 0
*  Aiyo 0 00
X Aipk 00
* * 0 0
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wobei 1 < 47 < 49 < -+ < 7 < m und die Eintragungen 121@'11,---7Az'kkz alle
verschieden von Null sind.

IV.3.11. SAaTz (Elimination). Jede Matrix A € Mpxn(K) kann durch end-
lich viele elementare Zeilenumformungen auf (reduzierte) Zeilenstufenform A ge-
bracht werden. Sind dabei 1 < j1 < jo < -+ < jr < n wie in Definition IV.3.10
dann gilt:

(a) rank(A) = k.

(b) Die ersten k Zeilen der Zeilenstufenform A bilden eine Basis des Zeilenraums
von A, und liefern daher ein minimales Gleichungssystem fiir den Lésungs-
raum L = {z € K" | Az = 0}.

(¢) Die Einheitsvektoren e;,, ..., e;, bilden eine Basis fir einen zu L komple-
mentdren Teilraum L'. Die Zeilenvektoren e, j € {1,...,n} \ {j1,. .., jr},
liefern ein minimales Gleichungssystem fir L.

(d) Die Spalten von A mit den Nummern ji, ..., ji bilden eine Basis des Spal-
tenraums von A. }

(e) Ist die Zeilenstufenform A reduziert, so bilden die Vektoren

€j— Z flljejl, jE{l,...,n}\{jl,...,jk},

{111<5<i}

eine Basis des Losungsraums L.

BEwEIs. Wir bringen die Matrix A spaltenweise von links nach rechts auf
reduzierte Zeilenstufenform. Induktiv nehmen wir an die ersten ¢ — 1 Spalten
von A sind schon in reduzierter Zeilenstufenform. Sei p minimal fiir die Eigen-
schaft A, = --- = A, ,-1 = 0. Sind die Elemente A, ..., A, alle Null, dann
sind auch die ersten ¢ Spalten von A in reduzierter Zeilenstufenform, und der
Induktionsschritt erledigt. O.B.d.A. sei also einer der Eintrége A,,, ..., A4 ver-
schieden von Null. Durch Vertauschen zweier Zeilen kénnen wir weiters A,, # 0
erreichen. Durch Multiplikation der p-ten Zeile mit 1/A,,, diirfen wir weiters an-
nehmen, dass A,, = 1. Durch Addition geeigneter Vielfacher der p-ten Zeile zu
den restlichen Zeilen kénnen wir schliefllich auch A;, = 0, fiir alle ¢ # p erreichen.
Beachte, dass die verwendeten Zeilenumformungen die ersten ¢ — 1 Spalten von
A unverdndert lassen. Wir erhalten also eine Matrix, deren ersten ¢ Spalten in
reduzierter Zeilenstufenform vorliegen. Damit ist der Induktionsschritt gezeigt,
also lisst sich A durch elementare Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilenstu-
fenform A bringen. Nach Lemma IV.3.9 gilt rank(A) = rank(A), die Zeilenrdume
von A und A sind gleich und auch die Losungsrdume von A und A stimmen
iiberein. 3

Im Fall A = A lassen sich die Aussagen (a), (b), (¢) und (e) aufgrund der
einfachen Zeilenstufenform sofort ablesen. Dies sind aber alles nur Aussagen iiber
den Zeilen- bzw. Losungsraum. Da auch im allgemeinen Fall Zeilen- und Loésungs-
raum der beiden Matrizen A und A {ibereinstimmen, bleiben sie fiir A richtig.
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Nun zur verbleibenden Behauptung (d): Der Spaltenraum von A hat Dimensi-
on k, siehe (a) und Satz IV.3.2(b). Es geniigt daher zu zeigen, dass die Spalten mit
Nummern jy, ..., ji linear unabhéngig sind, siehe Korollar IV.1.17. Es bezeichne
B die Matrix die wir aus A erhalten indem wir alle Spalten bis auf die mit Num-
mern ji,...,Jjx streichen. Es geniigt rank(B) = k zu zeigen, siehe Satz IV.3.5.
Wenden wir die selben Zeilenumformungen, die uns von A zu A gefiihrt haben,
auf B an, so erhalten wir eine Matrix B, deren Spalten gerade die Spalten von

A mit Nummern 7jy, ..., j sind. Nach Lemma IV.3.9 geniigt es rank(B) = k zu
zeigen. Wegen der einfachen Gestalt von A ldsst sich dies aber sofort ablesen. [J

IV.3.12. SATZ (Elimination). Jede Matrix A € M,,x,(K) kann durch endlich
viele elementare Spaltenumformungen auf (reduzierte) Spaltenstufenform A ge-
bracht werden. Sind daber 1 < 17 < iy < -+ < i < m wie in Definition IV.5.10,
dann gilt:

(a) rank(A) = k.
(b) Die ersten k Spalten der Spaltenstufenform A bilden eine Basis des Spalten-

raums W von A.
(c) Die Spaltenvektoren e;, i € {1,...,m} \ {i1,...,ix}, bilden eine Basis fiir

einen zu W komplementdren Teilraum W'. Die Zeilenvektoren el , . .. ,eﬁk lie-
fern ein minimales Gleichungssystem fiir W’.
(d) Die Zeilen von A mit den Nummern iy,...,1; bilden eine Basis des Zei-

lenraums von A und liefern daher ein minimales Gleichungssystem fiir den
Léosungsraum L = {z € K" : Az = 0}.
(e) Ist die Spaltenstufenform A reduziert, so bilden die Zeilenvektoren

eh— > el ie{l...om}\{i,... ik},

{l] 1<i<i}

eine Basis von W° und liefern daher ein minimales Gleichungssystem fiir den
Spaltenraum von A.

BEwEIs. Wir fiithren die erste Aussage auf den vorangehenden Satz IV.3.11
zuriick. Dieser besagt, dass A! durch elementare Zeilenumformungen auf redu-
zierte Zeilenstufenform gebracht werden kann. Es existieren daher invertierbare
Matrizen Ty, ..., Tn € GL,(K) wie in (IV.6), sodass Ty - - - T} A* reduzierte Zeilen-
stufenform hat. Also ist AT} - -- Tk eine Matrix in reduzierter Spaltenstufenform.
Da die Multiplikation von rechts mit T} gerade einer elementaren Spaltenumfor-
mung entspricht sehen wir, dass A durch N elementare Spaltenumformungen auf
reduzierte Spaltenstufenform A gebracht werden kann. Nach Lemma IV.3.8 gilt
rank(A) = rank(A), und auch der Spaltenraum von A stimmt mit dem Spalten-
raum von A {iberein.

Wie im Beweis von Satz IV.3.11 lassen sich die Aussagen (a), (b), (¢) und
(e) fiir die (reduzierte) Spaltenstufenform A sofort ablesen. Da es sich dabei um
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Aussagen iiber den Spaltenraum handelt, bleiben sie fiir A richtig, denn die Spal-
tenrdume von A und A sind gleich. Die verbleibende Behauptung (d) ldsst sich
wie zuvor zeigen, oder kann durch Ubergang zur Transponierten aus Satz IV.3.11
abgeleitet werden. 0

IV.3.13. BEispiEL. Wir wollen zunéchst den Rang der reellen Matrix

00 0 0 0 0 4 5
00 2 3 4 1 3 4
00 2 3 4 4 7 5
A=100 4 6 8 2 14 18| €Moxs(R)
00 6 9 12 9 17 14
00 -2 -3 -4 —4 -3 0

bestimmen. Durch Vertauschen der ersten und dritten Zeile erhalten wir:
00 2 3 4 1 3 4

o0 o0 o o0 0 4 5
o0 2 3 4 4 7 5
00 4 6 & 2 14 18
00 6 9 12 9 17 14
00 -2 -3 -4 -4 -3 0

Durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten Zeile zu den anderen Zeilen:

00234 1 3 4
00 00O O 4 5
00 0O0O0 3 4 1
00 00O0 O 8 10
00 00O0 6 8 2
00 00O0 -390 4
Vertauschen der zweiten und dritten Zeile liefert:
00234 1 3 4
00 00O0 3 41
00 00O O 4 5
000 0O0 O 8 10
00 00O0 6 8 2
00 00O0 -320 4

Durch Addition geeigneter Vielfacher der zweiten Zeile zu den letzten beiden
Zeilen erhalten wir:

0023413 4
0000034 1
000O0O0OO0A4 5
000O0O0O0 S8 10
000O0O0O0O0O0
000O0O0O0A4 5
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Durch Addition geeigneter Vielfacher der dritten Zeile zur vierten und sechsten
Zeile erhalten wir schliefllich eine Matrix in Zeilenstufenform:

0023413 4
000003471
000O0O0O04S5
000O0O0O0OO 0O
000O0O0OO0OO®O
000O0O0OO0OO OO

Nach Satz IV.3.11(a) gilt daher rank(A) = 3. Aus dieser Rechnung lasst sich noch
viel mehr {iber A sagen. Nach Satz IV.3.11(b) bildet

2$3 <+3$4 <+4$5 +Zg ‘+3$7 ‘+4$8 =0
3:66 —|-4{L"7 +xrg = 0 (IV?)
4$7 ‘+5$8 = 0

ein minimales Gleichungssystem fiir den Losungsraum L = {z € R%|Az = 0}, und
es gilt dim(L) = 5, siehe Satz IV.3.2(a). Nach Satz IV.3.11(c) ist L' := (es, e, €7)
ein zu L komplementérer Teilraum, dim(L’) = 3, und dieser lésst sich durch das
minimale Gleichungssytem z; = 29 = 24 = x5 = xg = 0 beschreiben. Nach
Satz IV.3.11(d) bilden die folgenden Spalten von A

LaE~cs

0 0
5 i

as = 4 , QG = 2 , a7 =
6 9
-2 =4

eine Basis des Spaltenraums von A. Bringen wir A durch weitere Zeilenumfor-
mungen auf reduzierte Zeilenstufenform,

0013/221/23/2 2

00234134
00000341 000 0 0 1 4/31/3
88888838 ~s | 000 000 1 5/4
00000000 888888 8 8
00000000 000 0 090 o0 0
0013/221/20 1/8 0013/220019/24
000 0 0 1 0—4/3 000 0 010 —4/3
~s | 000 00 0 1 5/4 ~s | 000 0 001 5/4
0000000 O 000 0 000 O
0000000 0 000 0 000 O
0000000 O 000 0 000 O

dann folgt aus Satz IV.3.11(e), dass die Vektoren

a : 8 ; :

0 0 —3/2 ) —19/24
bl = 8 ) b2 = 8 ) b3 = (1) ) b4 - (1] ) b5 = 8

8 : ; : o,

0 0 0 0

1
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cine Basis des Losungsraums L = {z € R8|Az = 0} bilden. Somit ist ¢: R® = L,

0
1 0 0 0
51 0 ! Y 0 718/24
5 8 8 2 I ;
(b zi = 51 0 + S9 0 + S3 é + 84 1 + S5 0
S5 8 8 0 8 4/3
0 0 8 0 7?/4

ein Isomorphismus, d.h. eine Parameterdarstellung von L. Schliefilich erhalten
wir aus der reduzierten Zeilenstufenform folgendes etwas einfachere minimale
Gleichungssystem fiir L, vgl. (IV.7):

3 19

r3 +5ry 225 +5508 = 0
Tg —%ZL‘g =0

Ty +gl‘8 =0

IV.3.14. BEISPIEL. Wir wollen den Rang der reellen Matrix

00 3 7
1 5 8 10

A=15 19 99 99| € M1xa(R)
3 13 21 32

bestimmen. Durch entsprechende Zeilenumformungen erhalten wir:

TP IR EAVCI B

2122229 | ™ | 2122229 | ™ {02 6 9

313 21 32 31321 32 0-2-32
10 1
9 0
7 0
11 0

SREARNEE
~1loo0o 37 ]~>loo
0 -2 -3 2 00

Somit rank(A) = 4, die Matrix A ist daher invertierbar, sieche Korollar I

QwWoHo

wWwooo
SOoONUt

03 oS
U' ~

IV.3.15. BEISPIEL. Wir wollen den Rang der komplexen Matrix
i 7 1—i
2i 14 3—1i

A= 20 9i4i 144 €Mas(©

1—i —4-51 Ti

bestimmen. Durch Zeilenumformungen erhalten wir:

i 07 1-i i 7 1-i i 7 1-i
21 14 3—i 0 0 1+ 02-3i 3i
(1 2-+4i 1+4i) ~ (023i 3 )”" (o 0 1+i>
1-i —4-5i Ti 0 342i 247i 0 3421 247i

i 7 1-i i 7 1-i
02-3i 3i 02-3i 3i

W(o 0 1+i)W (o 0 1+i>
0 0 547i 00 0

Es gilt daher rank(A) = 3. Die lineare Abbildung ¢ 4: C3 — C*, ¢4(z) = Aux,
ist daher injektiv. Das Gleichungssystem Az = y hat daher fiir jedes y € C*
hochstens eine Losung o € C3, siehe Korollar IV.3.5.
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IV.3.16. BEispiEL. Wir wollen den Rang folgender Matrix iiber dem Korper
K = Z5 berechnen:

010010
110110

A=[1 011 0 1| € Ms(Z)
010010
101111

Durch Zeilenumformungen erhalten wir:

010010 110110 110110
110110 010010 010010
101101 ~ 101101 ~ 011011
010010 010010 010010
101111 101111 011001

110110 110110 110110

010010 010010 010010

~ 001001 ~o 001001 ~ 001001

000000 001011 000010

001011 000000 000000

Es gilt daher rank(A) = 4.

IV.3.17. BEISPIEL. Betrachte den von den Vektoren

1 1 4 3
i Z % g

V1 = Vo = V3 = Vy = (%
1 6 ) 2 ) 3 9 ) 4 30 3 5 27
1 8 15 12

aufgespannten Teilraum W := (v, vq, v3, v4, v5) C R®. Wir wollen nun:

S FNN)

(1) dim(W) und eine Basis von W bestimmen.

(2) Ein minimales Gleichungssystem fiir W angeben.

(3) Einen zu W komplementéren Teilraum W’ bestimmen und diesen durch eine
Basis und ein minimales Gleichungssystem beschreiben.

(4) Eine Basis von W bestimmen, die aus gewissen der Vektoren v; besteht.

Fassen wir die Vektoren zu einer Matrix zusammen,

Nach Satz IV.3.12(b) bilden daher die Vektoren

() ()

O N
BWOOO
WOoOOoOOoO

)
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eine Basis von W und es gilt dim(WW) = 3. Durch weitere Spaltenumformungen
kann die Matrix auf reduzierte Spaltenstufenform gebracht werden:

10000 10000 10000 10000 10000

20000 20000 20000 20000 20000

40000 ~ 40000 ~ 40000 ~ 40000 ~ 40000

63000 63000 63000 61000 01000

14300 14100 00100 00100 00100
n

o>
S
I
N
OO N—

die sehr viele verschwindende Komponenten hat. Insbesondere ist

1 0 0 s
()= (f) () () -(6)
0 0 1 U

ein Isomorphismus, d.h. Parameterdarstellung von W. Nach Satz IV.3.12(e) ist
—2$1 +Zo =0
—4271 +x3 = 0

ein minimales Gleichungssystem fiir W. Nach Satz [V.3.12(c) bilden die Vektoren

0 0
1 0

€2 = 8 y €2 = 6 ’
0 0

eine Basis fiir einen zu W komplementéren Teilraum W' = (e, e3). Ein minimales
Gleichungssystem fiir W’ ist:

T =0

Ty =0

s = 0

Um die letzte Frage zu beantworten bringen wir A auf Zeilenstufenform:

1214 3 1214 3 1214 3 12143 12143
2128 6 00000 03366 01122 01122
4841612 | ~~» | 00000 | ~ [ 047119 |~ [ 047119 | ~~ | 00331
6 15 9 30 24 0336 6 0000 0 00000 00000
1681512 047119 00000 00000 00000

Nach Satz IV.3.11(d) bilden

1V.3.18. BEeisPIEL. Wir wollen verifizieren, dass die Vektoren

uch die Vektoren vy, vo, v3 eine Basis von WW.

Q

7 14 —21
-1 -1 06
— 2 — 4 — -
v = 0 ) Uy = 1 ) V3 = -3 )
3 10 —23
1 3 2

linear unabhiingig in R® sind und diese zu einer Basis von R® ergéinzen. Mit Hilfe
von Spaltenumformungen erhalten wir

7 14 —21 70 0 700
121 0 11 -3 2110
2 4 —6 20 0 200
01 -3 | 01 -3 |~ 010
3 10 —23 3 414 341
1 3 2 115 118
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Die Vektoren vy, vo, v3 sind also linear unabhéngig, sieche Korollar IV.3.5. Zusam-
men mit den Einheitsvektoren es, e, und eg bilden sie eine Basis v1, vo, v3, €3, €4, €g
von RS, siehe Satz IV.3.12(c).

IV.3.19. BEISPIEL. Es bezeichne L C R® den Losungsraum des Systems:

T —|—2x2 +x3 —|—4$4 —|—11$5 = 0
2¢1 +4re +4x3 +14wy +30z5
3ZE1 +6l’2 +3(L’3 —|—12.T4 +34ZE5
2[E1 +4JZ2 +6l’3 —|—20f174 +4]_ZE5 =

T +21)2 —T3 —2374 +7ZE5 =

Il
cooo

(IV.8)

Wir wollen nun:

(1) dim(L) und eine Basis von L bestimmen.

(2) Ein minimales Gleichungssystem fiir L angeben.

(3) Einen zu L komplementéren Teilraum L’ bestimmen und diesen durch eine
Basis und ein minimales Gleichungssystem beschreiben.

(4) Ein minimales Gleichungssystem fiir L angeben, das aus gewissen der ur-
spriinglichen Gleichungen besteht.

Wir fassen die Koeffizienten des Gleichungssytems zu einer Matrix zusammen,

Nach Satz IV.3.11(e) bilden die Vektoren

—2 -1
0 0

eine Basis von L und es gilt dim(L) = 2. Insbesondere ist

N -2 —01 —2s—t
0:R* =S L, ¢(§):s<é)+t<—lg>:(}t>,
0 0 0

ein Isomorphismus, d.h. eine Parameterdarstellung. Nach Satz IV.3.11(b) erhal-
ten wir aus den nicht-trivialen Zeilen der reduzierten Zeilstufenform folgendes
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minimale Gleichungssystem fiir L:

T —|—2£L’2 +x4 =0
xs3 +3ZE4 =0
s = 0

Nach Satz IV.3.11(c) bilden die Einheitsvektoren

() () ()

eine Basis eines zu L komplementéiren Teilraums L', der auch durch das minimale
Gleichungssystem

[elelelel
OOoO—OO
—HOOOoO

i) =0
Ty = 0
beschrieben werden kann. Um die letzte Frage zu beantworten bringen wir A auf
Spaltenstufenform:

121 4 11 100 0 O 10 000 1 0000
24 4 14 30 20 2 6 8 20 2 00 22000
36 3 12 34 ~ 300 0 1 ~ 30 001 ~ 30100
24 6 20 41 20 4 12 19 20 4 03 24 300
12-1-27 10-2—-6 -4 10-2014 1-2400

Nach Satz IV.3.12(d) bildet die ersten drei Gleichungen von (IV.8),

T —|—2$2 —f-l’g —|—43L’4 +11ZE5 = 0
21‘1 +4J)2 +4£L‘3 +14$4 +3OZE5 = 0
3$1 +6£B2 —|—3ZE3 —|—12(L’4 —|—34$5 =0
ein minimales Gleichungssystem fiir L.

IV.3.20. BEISPIEL. Betrachte den Teilraum W = (vy, vy, v3,v4,v5) C R, der
von den Vektoren

1 2 1 4 11
5 6 5 12 3
v = Vy = Vg = Vg = Vs =
1 5 ) 2 bt 9 3 6 ) 4 20 ) 5 11
1 2 -1 -2 7

aufgespannt wird. Wir wollen eine Basis von W bestimmen, die aus gewissen der
Vektoren v; besteht. Mit Zeilenumformungen erhalten wir:

121 4 11 121 4 11 12
24 4 14 30 00 2 6 8 00
36 3 12 34 ~ 000 0 1 ~ 00 ~
24 6 20 41 00 4 12 19 00
12-1-27 00-2-6—4 00

Nach Satz IV.3.11(d) bilden die Vektoren vy, vs, v5 eine Basis von W und es gilt
dim(W) = 3. Auch sehen wir nun, dass etwa vy, v9, v5 keine Basis von W bildet.

1

—_

1

—_

oooNH
OO

2
0
0
0
0

(eleslelen)

4
6
0
0
0

oo+

8 8
1 1
3 0
4 0

IV.3.21. BEISPIEL. Betrachte den von den Vektoren
1

5 —2 i o

_ 7 _ —6 _ 15 _ 20
V=14, V2= 1]l Yvs=111]), U= 9 )

5 —1 14 11

8 26 17

1
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aufgespannten Teilraum W = (v, vy, v3,v4) C RS Wir wollen einen zu W kom-
plementéren Teilraum W’ bestimmen, genauer, eine Basis von W’ angeben. Mit-
tels Spaltenumformungen erhalten wir:

1-12 3 100 O 1000 1000
78 1590 200 2900 2900
4-1119 | ™ 433 3] ™ 14300 ]~ | 4300
5 —114 11 54 4 —4 5400 5400
8 1 2617 8910 -7 8912 8910

Nach Satz IV.3.12(c) spannen daher die Einheitsvektoren ey, e4, €5 einen Teilraum
W' = (e, e4,e5) C RE auf, der zu W komplementir ist, W & W’ = RS. Beachte
auch dim(W) = 3 = dim(W’).

1V.3.22. BeisPIEL. Wir wollen verifizieren, dass die Vektoren

() (1) () () (5%)
v =\ — Vo = | — Vaq = vy = v = | —
! 4 )’ 2 11/’ 3 18/ 4 21 )" 5 19

ein Erzeugendensystem von R? sind, und drei dieser Vektoren bestimmen, die
eine Basis von R? bilden. Wir fassen die Vektoren zu einer Matrix zusammen:
2 4 5 6 7
A=1|1-2 -1 3 3 -6
4 11 18 21 19

Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:

2 4 5 6 7 2 4567 2 45 6 7
-2 -1 3 3 —6|~1]0389 1]~1|032891
4 11 18 21 19 0 3895 0000 4
Somit ist rank(A) = 3, also bilden die Vektoren vy, ..., v5 ein Erzeugendensystem

von R3, siche Korollar TV.3.4. Nach Satz IV.3.11(d) bilden die Vektoren vy, vs, vs
eine Basis von R3.

IV.3.23. BEISPIEL. Es bezeichne W C R5 den Teilraum aller y, fiir die das
folgende Gleichungssystem losbar ist:

1 —T3 +2z5 = i

I +ZE2 +3L’3 +3ZL‘4 +I5 = Yz
71‘1 +5I2 +3l’3 —|—15$4 +9£L‘5 = Ys (IV9)
by +2x +Try +1225 = 4

171’1 +7$2 —XI3 —|—23$4 +35x5 = Y5

Wir wollen nun dim (') und eine Basis von W bestimmen, und auch ein minima-
les Gleichungssystem fiir W angeben. Beachte, dass W genau der Spaltenraum
der Koeffizientenmatrix

1 0 -1 0 2
11 1 3 1
7 5 3 15 9
5 2 0 7 12
17 7 -1 23 35
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ist. Durch Spaltenumformungen bringen wir diese Matrix auf reduzierte Spalten-

stufenform:
1000 0 10000 10000
112 3 -1 01000 01000
75 15—5 ~ [ 25000 )~ (25000
525 2 32114 00100
2 s 3 107228 43200

10-10 2

111 3 1

753159 | ~»

520 7 12

177 12335 1
Daraus lesen wir dim(W) = 3 ab und erhalten auch eine Basis

() () ()

von W, vgl. Satz IV.3.12(b). Mit Satz IV.3.12(e) erhalten wir auch ein minimales
Gleichungssystem fiir W

—_
[en]

wWou—oO

—2y1 —Sy2 +ys3 =0
IV.10
—4dyr —3y2 —2ys +ys = 0 ( )

Das urspriingliche Gleichungssystem (IV.9) ist also genau dann lésbar, wenn die
rechte Seite den beiden Gleichungen (IV.10) geniigt.

IV.4. Inhomogene Gleichungssysteme. Sei wieder A € M,,y,(K) eine
Matrix. Wir wollen nun, fiir fixes y € K", das inhomogene System Az = y l6sen,
d.h. alle z € K" bestimmen, fiir die Az = y gilt.

IV.4.1. SATZ. Sei A € My (K) und y € K™. Das inhomogene System
Ax =y (IV.11)
15t genau dann lésbar, wenn
rank(A) = rank(Aly)

gilt. Durch Zeilenumformungen lisst sich die erweiterte Matriz (Aly) auf die
Form (A|j) bringen, wobei A (reduzierte) Zeilenstufenform hat. Sind 1 < j; <
Jo < -+ < Jr < n wie in Definition IV.3.10, so ist (IV.11) also genau dann
losbar, wenn Ygi1 = Ykao = -+ = UYm = 0 gilt. In diesem Fall liefern die ersten
k Zeilen von (fl|gj) ein minimales inhomogenes Gleichungssystem, das dieselbe
Lésungsmenge wie (IV.11) besitzt. Ist dariber hinaus die Zeilenstufenform A
reduziert, dann bildet
£ =11 + -+ Urejy

eine spezielle Losung von (IV.11), d.h. es gilt AS = y. Mit Satz IV.3.11(e) er-
halten wir aus A eine Basis by, ..., by_y fiir den Lisungsraum des homogenen
Systems Az = 0. Die allgemeine Liosung von (IV.11) ist dann von der Form

$:§+$1b1+"'+5n—kzbn—k’a Sla---asn—kGK'
BEWEIS. Bezeichnen A = (a1]---|a,) die Spalten von A, dann gilt
rank(A) = dim({a1,...,a,)) und rank(Aly) = dim({ai,...,an,y)).
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Die Bedingung rank(A) = rank(A|y) ist daher zu

<a'17"'7an> = <a'17"'7an7y>

dquivalent, siche Korollar IV.1.20. Nach Lemma III.1.4(d) ist dies genau dann
der Fall, wenn y € (ay,...,a,), d.h. genau dann, wenn das System Az = y eine
Losung besitzt. Nach Lemma IV.3.9 gilt (A|§) = T(Aly) = (TA|Ty), fiir ein
T € GL,,,(K). Wegen der Invertierbarkeit von T ist

Ar=y & TAz=Ty <& Az=7,

d.h. die Losungsmenge von Az = y stimmt mit der von Az = § iiberein. Daraus
lassen sich nun sofort die restlichen Behauptungen ablesen. 0J

IV.4.2. BrispiEL. Wir wollen alle Losungen des Gleichungssystems

T +Xo +61’3 +4l‘4 —|—3CC6 = 5
1 +5x9 +10xy —4x, —4xs —xg = 9 (IV.12)
21‘1 +2I2 +12I3 +81’4 +2I5 +12.T6 = 12 '
—31'1 —31’2 —18.%‘3 —121’4 +31’5 = —12
bestimmen. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:
1 1 6 4 0 3] 5 116 4 0 3|5
1 5 10 -4 —-4 -1 9 - 0 4 4 -8 —4 —4|4
2 2 12 8 2 12] 12 000 0 2 6|2
-3 -3 —-18 =12 3 0 |—-12 000 0 3 913
116 4 0 3|5 116 4 0 3|5
- 011 -2 -1 —1|1 - 011 -2 -1 —1|1
000 O 1 3]1 000 O 1 3|1
000 0 3 9|3 000 0 0 010

Wir sehen daher bereits, dass das Gleichungssystem losbar ist. Durch weitere
Zeilenumformungen erhalten wir:

116 4 0 3|5 116 4 0 35
01 1 -2 -1 —1]1 011 -2 0 2[2
000 0 1 3/t looo o 1 31
000 0 0 0f}o0 000 0 0 00

105 6 0 13

011 -2 0 2[2

1000 0 1 31

000 0 0 00
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Daraus lesen wir eine spezielle Losung £ sowie eine Basis by, by, b3 fiir den Losungs-
raums des homogene System ab, vgl. Satz IV.4.1:

X

Die allgemeine Losung des Gleichungssystems (IV.12) ist daher

6 -1

-5 _
—~1 2 -2

;o b= G|, b= Y|, bs=1 30

0 0 -3

0 0 1

O—OONW

T 3 -5 —6 -1
T2 2 -1 2 -2
(%i) = (8)+$1 (1) + So (1) + S3 8 , S1, 89,83 € R.
T3 1 0 0 -3
z6 0 0 0 1
Auch ein minimales Gleichungssystem fiir den Losungsraum ldsst sich ablesen:
1 +5x3 +06x4 +xs = 3
Ty 4T3 —214 +2xg = 2
3 Ts +3‘T6 =1
IV.4.3. BEIsSPIEL. Wir wollen alle Lésungen des linearen Gleichungssystems
Tt +2$2 +3563 +4Q34 = 4
—X1 —|—3.T2 +3$3 +3$4 = -1
v ATry 4172 +20z, = O (IV.13)
21‘1 —X2 —]_6173 —171'4 == 2
bestimmen. Durch Zeilenumformungen erhalten wir:
1 2 3 4 | 4 1 2 3 4 | 4
-1 3 3 3 |—1 — 0 5 6 713
1 7 17 20| 9 0 5 14 16 | 5
2 -1 —-16 -—-17| 2 0 -5 —22 -25/—-6
1 2 3 4 | 4 1 2 3 4|4
- 05 6 713 - 05 6 73
00 8 9 | 2 0 0 8 9|2
0 0 —-16 —18|-3 0 0 0 01

Das Gleichungssystem (IV.13) besitzt daher keine Losung, vgl. Satz IV.4.1.

Unter einem affinen Teilraum eines Vektorraums V' verstehen wir jede Teil-
menge der Form

E=¢(+W={{+wlweW},
wobei W einen Teilraum von V' bezeichnet und £ € V. In diesem Fall ist
WS E, w— &+ w,

eine Bijektion, aber i.A. keine lineare Abbildung. Unter der Dimension des affinen
Teilraums E verstehen wir die Dimension des (dazu parallelen) Teilraums W. Ist



100 IV. ENDLICH-DIMENSIONALE VEKTORRAUME

bi, ..., by eine Basis von W, dann ist

o KF S B, B(s) =&+ s1by + - - + siby,

eine Bijektion, d.h. eine Parametrisierung von FE, aber i.A. nicht linear. Sei m =
dim(V) und ay, ..., ,_x ein Gleichungssystem fiir W, d.h. W = (77" ker(a,).
Dann stimmt E also mit der Losungsmenge des folgenden inhomogenen Systems

iberein:
a(v) = ai(§)

k() = i (€)
Jeder affine Teilrdume E C V kann daher durch dim(V) — dim(F) inhomoge-
nen lineare Gleichungen beschrieben werden. Umgekehrt ist die Losungsmenge
eines inhomogenen Gleichungssystems stets ein affiner Teilraum, oder leer, siehe
Satz IV.4.1. Soll ein Gleichungssystem fiir einen affinen Teilraum F = £+ W ge-
funden werden, so ist es zweckméfig zunéchst ein homogenes Gleichungssystem
fiir den Teilraum W zu bestimmen, die Konstanten auf der rechten Seite lassen
sich dann durch Einsetzen des Punktes & ermitteln.

IV.4.4. BEisPIEL. Wir wollen die Dimension sowie ein minimales Gleichungs-
system des affinen Teilraums

= (D)) 0)- ()

bestimmen. Mittels Spaltenumformungen erhalten wir

§38) (B89 . (398) (4
—131 )| =144 )™\ =140 )™\ =120 ]>
179 1 66 1 60 130

es gilt daher dim(£) = 2. Daraus lesen wir zunéchst ein minimales Gleichungs-
systems fiir den zu F parallelen Teilraum ab, siche Satz IV.3.12(e):

T —21'2 +x3 =0
—T1 —3$2 +x4 = 0
Einsetzen des Punktes liefert dann folgendes minimale Gleichungssystem fiir £
T —2$2 +Z3 = =2
—T —3.’132 +xry = — 1
IV.5. Matrizeninversion. Wir wollen in diesem Abschnitt einen effizienten
Algorithmus zur Berechnung der Inversen einer Matrix besprechen. Wir beginnen

mit folgender Charakterisierungen der Invertierbarkeit einer Matrix, die wir sofort
durch Kombination der Korollare IV.3.4 und IV.3.5 erhalten:

IV.5.1. KOROLLAR (Invertierbare Matrizen). Sei K ein Kérper. Fiir eine qua-
dratische Matriz A € M,,x,,(K) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Die Matriz A ist invertierbar.
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(b) Die lineare Abbildung v : K" — K", ¢(x) = Az, ist ein Isomorphismus.
(c) Das Gl.system Ax =y hat fir jedes y € K" genau eine Lisung x € K".
(d) Die Spalten von A bilden eine Basis von K".

(e) Die Zeilen von A bilden eine Basis von My, (K) = (K")* = K".

(f) Es gilt rank(A) = n.

IV.5.2. BEISPIEL. Wir wollen verifizieren, dass die Vektoren

22 % 9 65
_ — _ _ 2 — —
U1 = 2 ) Uy = -2 ) V3 = 2 ) Vg = 7

—4 4 8 -3

eine Basis von R* bilden. Nach Korollar IV.5.1 ist dies genau dann der Fall, wenn
die Matrix

2 1 0 6
2 2 2 -5
A=145 5 9 7
4 4 8 -3

Rang 4 hat. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir

n
L300 (BT L (3480) - (304
- - 0321 0321
2 227 |]™™lo0o-321 )~ 0042 )~ \ 0042
4 4 8 -3 06 89 0047 0005
also bilden die Vektoren vy, v, v3, vy tatséchlich ein

e

Wollen wir die Inverse einer Matrix A € M, (K) berechnen, dann miissen
wir also jene Matrix X € M, (K) bestimmen, fiir die AX = I,, gilt. Dies kann
als lineares Gleichungssystem mit n? vielen Gleichungen in den n? vielen Eintra-
gungen von X verstanden werden. Allerdings zerfillt dieses Gleichungsystem in
n unabhéngige Systeme, eines fiir jede Spalte von X, mit je n Gleichungen in n
Unbekannten,

T11 T12 Tin
Al =e, Al : =e, ... Al : =e,.
Tnl Tn2 Tnn
Diese Systeme lassen sich bequem gleichzeitig mit folgenden Algorithmus losen:

IV.5.3. SATZ (Algorithmus zur Bestimmung der Inversen). Ist A € M, y,(K)
eine invertierbare (n x n)-Matriz, dann kann die n x (2n)-Matriz (A|l,) durch
Zeilenumformungen auf die Gestalt (I,|B) gebracht werden und es gilt A~' = B.

BEWEIS. Die Matrix A kann durch Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilen-
stufenform gebracht werden, siehe Satz IV.3.11. Wegen der Invertierbarkeit von
A ist rank(A) = n, also muss die reduzierte Zeilenstufenform mit der Einheits-
matrix [, iibereinstimmen. Nach Lemma IV.3.9 entsprechen diese Zeilenumfor-
mungen gerade einer Multiplikation von links, A ~~ T'A, mit einer invertierbaren
Matrix 7' € GL,(K). Es gilt daher TA = I,,, also T = A~!. Wenden wir die
selben Zeilenumformungen auf die erweiterte Matrix (A|l,,) an, erhalten wir also
(A[L) ~ T(A|L) = (TA|TL,) = (L|T) = (I,] A, O
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IV.5.4. BEISPIEL. Wir wollen die Inverse der Matrix

1 -2 3
A == —2 6 —3 S M3><3(R)
-3 8 =3

bestimmen. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:

1 - 3 0
0
1

—26 -3
-3

3

~ 3

3

10

2

0

-2
2

1 0 0
2 1 0]~
1 -1 1

1
0
0

o~ O
o O =
[\

S W W
O = O
— O O

-2

OO =

O N

— = O

I o —

—_

—_
w\/

-3 8
~ 10

0

SN
O RO woo

_— o O
—_
~
N}

Die Inverse von A ist daher
1 3 -2
At=1(12 1 -—1/2| =
1/3 —1/3 1/3

1 6 18 —12
-13 6 =3
6l\2 —2 2
IV.5.5. BEISPIEL. Wir wollen die Inverse der komplexen Matrix

1 141 1-i
A={2 241 242 | € M;ys(C)
0 1-3i —4+13i

bestimmen. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:

1 1+i 1—i |1
2 241 2421 |0
0 1-31 —4+13i|0

1 1+i 1—i 0 0 1 0 543ij—-1+21 1—-i O
~ |0 1 —4 —2i i 0]~ [0 1 —4 —2i i 0
0 1-3i —4+13i| 0 0 1 00 i 6+2i —-3—-1i 1

10 5+3ij—-1+2i 1-i 0
~ [0 1 —4 —2i i 0
0 0 1 2—-61 —1+31 —i

1 0 0]—-29+261 15—131i —3+5i

~ |0 1 0] 8—26i —4+13i —4i
0 0 1] 2-6i -1+ 3i —i

0 1 1+i 1—-1i 1 00
0]~ 10 —i 4i -2 10
1 0 1-31 —4+13ij 0 0 1

—_— O = O
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Die Inverse von A ist daher:
—-29+261 15—131 —-3+5i
A= 8—-261 —4+13i —4i
2 — 61 —1+43i —i
IV.5.6. BEISPIEL. Wir wollen zeigen, dass das Gleichungssystem
4?[72 —41'3 71’4 = U
209 —2x3 214 = Yo
1 +5[E2 —61’3 +7ZB4 = Y3 (IV14)
T +3$2 —5.’133 +4l’4 = Ys

fiir jede rechte Seite y1,y2,¥y3,ys € R eindeutig 16sbar ist und diese Losung be-

stimmen. Wir betrachten die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems,

04 47
0 2 =2 2
13 -5 4
Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:
04 -4 71000 15 -6 70 0 10
02 -2201¢00 - 02 -220100
15 -6 70010 04 -4 71000
1 3 =5 40 0 0 1 1 3 =5 40 0 0 1
1 5 -6 7]00 1 0 15 -6 7|0 0 1 0
- () 2 -2 2101 0 O - 02 -2 2|0 1 0 O
-4 7110 0 0 00 0 3|1 -2 0 O
O 1 =310 0 -1 1 00 -1 =110 1 -1 1
15 -6 7|0 0 1 0 15 -6 70 0 1 0
- 02 -2 2|0 1 0 0 — 01 —-110 1/2 0 0
00 -1 —-1j0 1 -1 1 00 1 150 -1 1 -1
00 0 3|1 =2 0 O o0 0 1/1/3 =2/3 0 0
10 -1 2,0 =5/21 0 10030 =722 -1
— 01 —-110 1/2 0 0 - 0102 0 -1/21 -1
00 1 1,0 -1 1 -1 00110 -1 1 -1
o0 0 1/1/3 =2/3 0 0 000 1/1/3 =2/3 0 0
1 000 -1 =3/22 -1
- 010 0-2/3 5/6 1 —1
0010-1/3 -1/3 1 -1
000113 -2/3 0 0
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Die Matrix A ist daher invertierbar mit Inverser

—3/2 2 -1
1 -1
—2/3 0 0

~2/3  5/6

~1
~1/3 —1/3 1 —1

1/3

Das Gleichungssysteme (IV.14) ist somit eindeutig 16sbar und z = A~y die

gesuchte Losung, d.h.

ATl =

)

IV.5.7. BEISPIEL. Es soll die Inverse folgender Matrix iiber dem Korper K

Zo bestimmt werden:

SIS
_ _ _
2 8 3 o
] D
+ + «m
+ o Q|
S e i
0 i i
D
3_2|_| =S
_ — —
- D D
S N —H|en
_ _ _
N~
I
-~
— & o <
DD DD
N~
—
1110
o
N — - O
[a\l |
3&12
_ [
[aplNan]

— =~
A
[
N~
Il
—
— N <
88 8 8
N~~~

~—

N

N

S~—

0

X

=}

W
-~
— O O O
O =
— O~ — O
o - O - O
—_— O - O
(\

I

<t

Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:

(e]ejelal]
OOO—HO
OO—HOO
O—=HO—=O
—O—O—

—O—HOO
OO
—OO——
OoO=HOOO
—OO0OO

[elelolol]
OO —=HO
OO—HOO
OoO—=HOOO
—O—O—

—O—OO
O
—_OO——
O—=HO—=O
inlelelole)

(lejelenl]
QOO —=HO
OO—HOO
OoO—HOOO
—O00O

—OoOoO—
O
—O—A—O
O—HO—O
—O—O—

[elelelol]
OO—HO—
OO ——
O——O—
—OO—HO

OO
O—HO—O
—O—HOO
oO—HOOO
—OO000O

[elelolol]
oOoO—HO A
OOoOO—HO
OO
OO

—OO—O
OO
—O—HOO
OoO—HOOO
—OOoO0O

[elelolol]
OO—HOO
[slelelje)
O—H—HOO
OO

—OO—O
O—O——
—O—O—
O—HOOO
—OO0OO

O~
O
—OOO—
OO
——HO—O

SOOO—
SOO—HO
OO—HOO
O—HOOO
—OO000O

SOOoO—
—O—O—
OO
O
——O—HO

O
SOO—HO
OO—HOO
O—HOOO
—O000O

SOOoOO—
—O—O—
OO
O
—OO—O

—OO——
O—HO—HO
OO—HOO
OS—HOOO
—OO00O

die Inverse von A ist daher:

— O
O o
—\ O O O
SO~
— — O —H O
N~N—

I

T

<

IV.5.8. BEMERKUNG. Analog zur Formel fiir die Inverse einer (2 x 2)-Matrix,
siche Beispiel 11.4.8, gibt es auch eine explizite Formel fiir die Inversion von
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(n x m)-Matrizen. Fiir (3 x 3)-Matrizen sieht diese wie folgt aus:

1 | a2 a23 N ’am a23 | as1 a2 t
azz ass a3l a33 az1 asz
aj; a2 Aais 1
— _ ai2 ai3 ail ais _ ail ai2
Q21 Q22 A23 - 75 |a32 ass |a31 ass as1 as2 (IV15)
a3; asz2 a33 | asz az3 _ ’a21 a23 | a1 a2
a3z as3 a3l as3 az1 asz

wobei | 24| = ad — bc und
D = aj1a92a33 + 12023031 + Q13021032 — (31022013 — A21A12033 — A11A32023.

Dabei ist A genau dann invertierbar wenn D # 0, d.h. genau dann wenn die rechte
Seite in Gleichung (IV.15) Sinn macht. Die analogen Formeln fiir groBere n sind
noch komplexer und erfordern mehr Rechenaufwand als der oben beschriebene
Algorithmus mit Zeilenumformungen.

IV.6. Basisdarstellung. Wir haben in Abschnitt I1.4 lineare Abbildungen
K™ — K™ durch Matrizen beschrieben. Wollen wir lineare Abbildugen zwischen
allgemeinen endlich-dimensionalen Vektorrdumen, ¢: V' — W, durch Matrizen
darstellen, ist es notwendig geordnete Basen B und C' der beiden Vektorrdume
V und W zu fixieren. Damit kann jeder lineare Abbildung ¢ eine Matrix [¢]cp
zugeordnet werden, und wieder entspricht die Matrizenmultiplikation der Kom-
position von Abbildungen, siehe Satz IV.6.15 unten. Diese Matrix [p]cp héngt
von der Wahl der Basen B und C' ab. Gehen wir zu anderen Basen, iiber trans-
formiert sich die Matrixdarstellung mit sogenannten Basiswechselmatrizen, siehe
Korollar IV.6.21 unten. In diesem Zusammenhang ist es auch zweckméfig die zu
einer Basis von V' duale Basis von V* zu betrachten, und damit wollen wir diesen
Abschnitt beginnen.

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, dim(V') = n, und by,...,b,
eine geordnete Basis von V. Nach Proposition 1V.1.2(d) existiert zu jedem i €
{1,...,n} ein eindeutig bestimmtes lineares Funktional b}: V' — K, sodass

S L
Wir erhalten somit Elemente b7,...,b; € V™.
IV.6.1. LEMMA. In dieser Situation ist by, ..., b} eine Basis von V*.
BEWEIS. Seien \q,...,\, € K, sodass
AT A+ 4 Apby, = 0.
Auswerten bei b; liefert unter Verwendung von (IV.16)
0= (MbT+ -+ Xab) (b)) = Aibi(by) + -+ + Al (b;) = s,

fiir jedes 7 = 1, ..., n. Dies zeigt, dass die Vektoren 07, . . ., b} linear unabhéngig in
V* sind. Nach Korollar IV.1.17 miissen diese Vektoren eine Basis von V* bilden,
denn es gilt dim(V*) = dim(V') = n, siehe Korollar IV.2.15. O
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IV.6.2. DEFINITION (Duale Basis). Ist V' ein endlich-dimensionaler Vektor-
raum, dim(V') = n, und by, ..., b, eine geordnete Basis von V', dann werden die
durch (IV.16) eindeutig bestimmten Funktionale b, ... 0} als die zu by,...,0b,
duale Basis von V* bezeichnet, vgl. Lemma IV.6.1.

IV.6.3. BEMERKUNG. Sei by, ...,b, eine Basis von K" und B := (by]---|by)
die Matrix mit Spaltenvektoren b;. Weiters bezeichnen ag, ..., a, die Zeilen der
Inversen Matrix B~!. Fassen wir a; € Miy,(K) als Element von (K")* auf,
Miyn(K) =2 LK™ K) = (K")*, dann ist ay,...,a, die zu by,...,b, duale Ba-
sis, genauer b = 1,,, d.h. b7: K* — K, b(z) = a;z, x € K", denn die Relation
B7!'B = I, ist offensichtlich zu den Bedingungen (IV.16) dquivalent. Die duale
Basis einer Basis von K" lésst sich daher durch Matrizeninversion berechnen.

IV.6.4. BEISPIEL. Es soll die zur Basis by = (), by = (2) von K? duale
Basis von (K?)* bestimmt werden. Fiir die Inverse der Matrix B = (}3) gilt
Bl = (_72 -2 ) Fiir die duale Basis erhalten wir also b7 = (7 _3) und b5 = ¥(_a1).
Expliziter, b7: K* — K, bi(y) = (7,-3)(y) = 7z — 3y, und b5: K* — K,
b5 (y) = (=2,1)(y) = =2z +y.

IV.6.5. BEISPIEL. Wir wollen die zur Basis b = (é) by = (Ei) by = (é)

von K? duale Basis von (K3®)* bestimmen. Zeilenumformungen liefern:

1-11]100 1-111] 100 1-11]1 00
2-10|010) ~ (01 =2] =210}~ (0 1 —2| =210
3-22/001 01 -1| =301 00 1 |-1-11
10-1] -1 10 100] -2 0 1
(012 -210)~ (010] —4-12
00 1] -1-11 001] —1-11
Daraus schlie3en wir
1
1 -1 1 -2 0 1
2 -1 0 =1-4 -1 2],
3 =2 2 -1 -1 1

fiir die duale Basis gilt daher b7 = ¥(_2,0.1), b5 = ¥(—4,-1,2), b3 = ¥(—1,-1,1), genauer
b} (g) = —2x+ 2z, b} (g) = —4x —y+ 2z und b;ﬁ)(g) =—z—y+=z
IV.6.6. BEISPIEL (Duale Basis der Standardbasis). Die zur Standardbasis

€1, .. .,e, von K" duale Basis e7, ..., e* von (K")* wird durch die (1 xn)-Matrizen
et, ..., el reprisentiert, genauer ef = ¢, d.h. ef: K" — K ist gerade die Projek-
tion auf die i-te Koordinate, ef(x) = z;, x € K".

IV.6.7. LEMMA. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, by, ..., b, eine Basis
von V., bj,...,b; die dazu duale Basis von V* und by*,... b die zu letzterer
duale Basis von V**. Dann gilt

b = u(by), 1<i<mn,

wobei v: V. — V** die natiirliche Abbildung aus Proposition II1.4.13 bezeichnet.
In anderen Worten: bf*(a) = a(b;), fir alle a € V*.
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Bewers. Fiir 1 <i,7 <mn gilt nach (IV.16)
L(bi)(b7) = b3 (bi) = 0ji = 6i5 = b;"(D}).

Aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposition IV.1.2(d) folgt daher «(b;) = b}*,
denn diese beiden Funktionale VV* — K stimmen auf der Basis b7, ...,b}, von V*
iiberein. OJ

IV.6.8. BEMERKUNG. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis

b1, ...,b,. Bezeichnet b7, ... 0} die dazu duale Basis von V*, dann existiert genau
eine lineare Abbildung ¢: V' — V* mit ¢(b;)) = bf, i = 1,...,n, und diese
Abbildung ist ein Isomorphismus. Bezeichnet b7*,..., b die zu bj,..., b} duale

Basis von V**, dann existiert analog ein Isomorphismus ¢ : V* — V** mit ¢ (b)) =
by*,1=1,...,n. Obwohl ¢ und 1 beide von der urspriinglichen Basis abhéngen,
ist deren Komposition unabhéngig von dieser Basis, denn nach Lemma IV.6.7
gilt pop=1:V —=V*.

IV.6.9. PROPOSITION. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Jede Ba-
sis von V* ist die duale Basis einer Basis von V.

BEWEIS. Sei also fi,..., 3, eine Basis von V*, wobei n = dim(V*). Weiters
bezeichne ff,..., 3} die dazu duale Basis von V**. Nach Korollar IV.2.15 ist
v: V. — V** ein Isomorphismus. Setzen wir b; := L_l(ﬂj), 1 < 5 <n, dann bildet
also by,...,b, eine Basis von V, siehe Proposition IV.1.3. Bezeichnet b7,...,0}
die dazu dual Basis von V*, dann gilt fiir alle 1 < 1,7 < n,

Bi(bs) = 1(b;)(Bi) = B (Bi) = i = dij = bi (b;),
also stimmen die Funktionale 3; und b; auf einer Basis von V' iiberein. Aus der

Eindeutigkeitsaussage in Proposition 1V.1.2(d) folgt daher 8; = bf. Dies zeigt,
dass fBi,..., [, die zu by, ..., b, duale Basis ist. O

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber K und B = (by,...,b,) eine
geordnete Basis von V. Nach Proposition IV.1.2 ist

6p: K" >V, ¢p(@) :=z1by + - + Tubn,

ein linearer [somorphismus. Zu jedem v € V existieren daher eindeutig bestimmte
Skalare x4, ...,z, € K, sodass v = x1b; + - - - + x,,b,,. Der Vektor

T
[U]B = e K"
Tn

wird als Koordinatenvektor von v beziiglich der Basis B bezeichnet. Nach Kon-
struktion ist V' — K", v — [v]p, gerade die Umkehrabbildung von ¢g, fiir jedes
v eV gilt daher

v = ¢g([v]p) = ([v]B)ib1 + - + ([v]B)nbn, (IV.17)
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und auch [¢p(z)]p = z fiir alle x € K". Fiir die Basisvektoren erhalten wir
[bi| s = e, 1<i<n.
Aus der Linearitdt der Umkehrabbildung folgt weiters
[v1 + va]p = [v1]p + [v2]p und  [Av|p = A[v]p (IV.18)

fiir alle v,v1,v2 € V und A € K. Die Komponenten von [v]g kénnen auch mit
Hilfe der zu B dualen Basis B* = (b}, ...,b") beschrieben werden, fiir die i-te
Komponente gilt

([Wp)i = b;(v),  1<i<n, (IV.19)
denn b} (v) = b} (z1by + -+ + bn) = 2107 (b1) + -+ - + 2} (by) =z = ([v]B)s.
IV.6.10. BEMERKUNG. Ist etwa B = (by, ..., b,) eine Basis von K" und sollen

die Koordinaten eines Vektors v € K" beziiglich B bestimmt werden, so muss
das Gleichungssystem

z1by + -+ 2,0, =0
gelost werden, die Koordinaten von v beziiglich B sind dann
T1
[v]p =
T,
Werden die Koordinaten von vielen verschiedenen Vektoren bendétigt, dann ist es

zweckméfig zunéchst die duale Basis B* zu bestimmen, wir erhalten die Koordi-
naten eines beliebigen Vektors v dann sofort aus (IV.19),

bi(v)
ple={ + | =l [b) o,
b, (v)
vgl. Bemerkung 1V.6.3.
IV.6.11. BEISPIEL. Betrachte die Basis B = (b1, by) von K2, wobei b; = (1)

und by = (2). Es sollen die Koordinaten des Vektors v = (3) beziiglich B be-
stimmt werden. In Beispiel 1V.6.4 haben wir die zu B duale Basis berechnet,

bt = 7.3 und b5 = ¥y, Mit (IV.19) folgt [v]5 = <Z§§> — (9). Die Ent-
wicklung des Vektors v in der Basis B ist daher v = (3) = 9b1—2by = 9 (3)—2(3).

IV.6.12. BEISPIEL. Betrachte die Basis B = (b1, bo, b3) von K3, wobei

blz(é>, b2:(§i> und b3:(§).

Es sollen die Koordinaten des Vektors v = (%) € K3 beziiglich der Basis B
bestimmt werden. In Beispiel IV.6.5 haben wir die zu B duale Basis bestimmt,
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bT = ?/)(,27071), b; = 1/)(,47,172) und b; = @/}(,17,171). Mlt (IVlg) fOlgt

s = (e ) = (&
v — bk (v = < —12 )
P\ B i

die Entwicklung des Vektors v in der Basis B ist daher

v— @) — _5by — 12by — Aby — —5(%) —12(%) —4@).

IV.6.13. BEISPIEL. Fiir die Koordinaten eines Vektors x € K" beziiglich der
Standardbasis E = (e, ..., e,) von K" gilt offensichtlich

[z]p = x.

Nach Satz I1.4.4 kann jedes lineare Funktional o € (K™)* durch einen Zeilenvektor
a=(ay,...,a,) € Mix,(K) beschrieben werden, a = 1, d.h. a(x) = az, z € K"
Bezeichnet E* die zur Standardbasis duale Basis von (K™)*, dann gilt

[a]g- = d’,
denn o = @€} + - - - + aye;, da ja beide Seiten auf den Basisvektoren e; {iberein-
stimmen, a(e;) = a(e;) = ae; = a; = (1€} + -+ + anel)(es).

IV.6.14. BEISPIEL. Betrachte die Basis B = (1, z, 2%) des Vektoraums K|[z]<o.
Der Koordinatenvektor eines Polynoms p = py + p1z + p22? € K[z]<o beziiglich
B ist dann

b
Plo = o+ piz+ s = (B ) € K

Der i-te Vektor der dualen Basis ist jenes lineare Funktional K[z]<; — K, das
einem Polynom seinen i-ten Koeffizienten zuordnet.

Sei nun ¢: V' — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
K-Vektorraumen, dim(V') = n und dim(W) = m. Weiters seien B = (by,...,b,)
und C' = (¢q,...,¢n) geordnete Basen von V und W. Nach Satz 11.4.4 ist die
Komposition gzbal owo¢p: K* — K™ durch Multiplikation mit einer eindeutig
bestimmen (m x n)-Matrix gegeben. Diese Matrix wird mit [¢]cp € Mxn(K)
bezeichnet und die Matrixz der linearen Abbildung ¢ beziiglich der Basen B und
C genannt. Die Definition lésst sich iibersichtlich in folgendem kommutativen
Diagramm veranschaulichen:

Kr 2>y
MCBi is@ dh. (¢c'opoop)(z) =[plecpr, K" (IV.20)
P
K™ <—— W

Da [¢]cp e; mit der j-ten Spalte von [¢]cp iibereinstimmt, ist letztere also durch

(6c' opodn)(e;) = dc' (¢(9n(e)))) = o (0(b;)) = [2(b;)]c gegeben. In anderen
Worten, wir erhalten den j-ten Spaltenvektor von [¢]cp aus den Koordinaten
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beziiglich der Basis C' des Bildes des j-ten Basisvektors von B, d.h. die Eintra-
gungen in der j-ten Spalten sind gerade die Koordinaten von ¢(b;) beziiglich C'.
Fiir die Eintragung in der i-ten Zeile der j-ten Spalte erhalten wir aus (IV.19)

(Plep)is = ([e(b))le)i = ci(p(by)),  1<i<m, 1<j<n, (IV.21)
wobei C* = (¢, ..., c},) die zu C duale Basis von W* bezeichnet.

IV.6.15. SATz (Matrixdarstellung linearer Abbildungen). Seien V, W und
U drei endlich-dimensionale Vektorrdume tber K. Weiters seien B, C' und D
geordnete Basen von V., W und U. Fir jede lineare Abbildung ¢:V — W und
jedes v € V' gilt dann

[p(v)]e = [plop[v]s, (IV.22)

die Koordinaten des Bildes p(v) konnen daher durch Multiplikation mit der Ma-
triz [plop aus den Koordinaten von v berechnet werden. Die Zuordnung

L(V7 W) = men<K>> 2 [‘P]CB; (IV'23>

ist ein linearer Isomorphismus, wobei n = dim(V') und m = dim(W). Fir belie-
bige ©, 01,09 € L(V,W) und X € K gilt daher

[p1 + woles = [pilos + [p2les  und [ Agles = Aleles.
Fiir jede weitere lineare Abbildung v»: W — U haben wir
[V olps = [Y]pcleles  sowie [idv]pp = L. (IvV.24)

Die lineare Abbildung ¢ ist genau dann invertierbar, wenn die Matriz [p|pc in-
vertierbar ist, in diesem Fall gilt

[v ™ Be = [Ylos: (IV.25)
Fiir jede lineare Abbildung p: V — W gilt weiters
rank () = rank([¢]cp). (IV.26)

Bezeichnen B* und C* die zu B bzw. C' dualen Basen von V* und W*, dann gilt
fiir die Matriz der dualen Abbildung ©': W* — V*

[¥']B-c- = [plop- (Iv.27)
BEWEIS. Aus (IV.20) erhalten wir mit x = [v]p sofort
[eleslv]s = éc' (v(d5([v]B)) = dc' (9(v)) = [0(v)]c,
also (IV.22). Beachte, dass
L(V,W) = L(K"K"), ¢ ¢z opodpp,
ein linearer Isomorphismus mit Umkehrabbildung ¢¢ o o o ¢]_31 < o ist, denn

Gt o (1 + 2) 0 b = dgt o1 0P+ 5t 0 a0 dp
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und ¢ o(Ap)odp = Mg opodp) fiir alle o, p1, 0o € L(V,W) und X € K, siehe
Proposition 11.3.18. Zusammen mit Satz 11.4.4 folgt, dass (IV.23) einen linearen
Isomorphismus bildet. Aus

¢p o (Wop)odp = (dp ovodc)o (ds' opod), o' oidy opp = idgn,

und Satz I1.4.4 erhalten wir nun auch (IV.24). Beachte, dass ¢ genau dann in-
vertierbar ist, wenn ¢61 o p o ¢p invertierbar ist, und dass in diesem Fall

05 09 oo = (gt opods)”

gilt. Zusammen mit Satz 11.4.4 sehen wir daher, dass ¢ genau dann invertierbar
ist, wenn [¢|cp invertierbar ist, und dass in diesem Fall (IV.25) gilt.

Nach Definition des Rangs einer Matrix gilt rank([¢]cp) = rank(¢g' opodp),
die Gleichung (IV.26) folgt daher aus Proposition 1V.2.23.

Seien nun B* = (b},...,b%) und C* = (c},...,c},) die zu B = (by,...,b,)
bzw. C' = (¢, ..., ¢p) dualen Basen von V* und W*. Mit (IV.21) erhalten wir

([p]Bec),; = b7 (9'(c))) = b7 (¢ 0 ) = ww (bi) (€] 0 )
= (¢j o @) (bi) = ¢; (i) = ([¥len)si = ([Plen)i

wobei B** = (bf*,...,b%") die zu B* duale Basis von V** bezeichnet, fiir die ja
vy (b;) = bi* gilt, siche Lemma IV.6.7. Dies zeigt (IV.27). O
IV.6.16. BEMERKUNG. Bezeichnen B = (ey,...,e,) und C' = (ey, ..., e,,) die

Standardbasen von K" und K™, dann stimmt der [somorphismus aus Satz IV.6.15,
LK™ K™) = M,xn(K), ¢ < [¢]lcp, mit dem in Satz 11.4.4 besprochenen Iso-
morphismus iiberein. In diesem Fall gilt ndmlich ¢p = idg» und ¢c = idgm. Die
Matrix einer linearen Abbildung ¢: K" — K" beziiglich der Standardbasen von
K™ und K™ stimmt also mit der in Satz [1.4.4 besprochenen Matrix iiberein.

IV.6.17. BEMERKUNG. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K,
dim(V') = n, und B eine geordnete Basis von V. Dann ist die Zuordnung

end(V) = Myxn(K), ¢« [¢]pB

ein Isomorphismus von K-Algebren, der sich zu einem Gruppenisomorphismus
GL(V) = GL.(K), ¢ < [¢lss

einschrénkt. Dies folgt sofort aus Satz IV.6.15.

IV.6.18. BEISPIEL. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und 7: V. — V
ein Projektor. Sei by, . .., by eine Basis von img(7) und byy1, . .., b, eine Basis von
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ker(r). Da V = img(n) & ker(n) ist B := (by,...,b,) eine Basis von V' und

1 -« 00 --- 0 0O --- 00 --- 0

il = 0O --- 1.0 --- 0 2] = 0O --- 00 --- 0
BE= o ... 00 --- 01l BBE= o ... 01 --- 0\

0O --- 00 --- 0 0O --- 00 --- 1

wobei 7' = idy —7 den komplementéren Projektor auf ker(w) lings img(m) be-
zeichnet. Fiir die Spiegelung ¢ = 7 — 7’ an img(w) lings ker(7) und die dazu

komplementére Spiegelung ¢/ = —o = 7’ — 7w an ker(7) ldngs img(7) haben wir
1 -0 0 - 0 1 - 0 0 --- 0
ol5p = 0O --- 1 0 -+ 0 o5 = 0 -~ =10 --- 0
BB= g ... 0 =1 --- 0 |- BBE= | ¢ ... 0 1 --- 0
0 --- 0 0 --- —1 O -~ 0 0 --- 1

IV.6.19. BEISPIEL. Wir betrachten den reellen Vektorraum der glatten Funk-
tionen, C*°(R, R). Die Ableitung definiert eine lineare Abbildung

C*[R,R) = (R,R), f—f

denn (f +¢g) = f' + ¢ und (Af) = Af/, fir alle f,g € C*(R,R) und X € R.
Nach Beispiel 111.2.22 sind die beiden Funktionen sin,cos € C*(R,R) linear
unabhéngig, spannen also einen 2-dimensionalen Teilraum W := (sin,cos) C
C*(R,R) auf. Da sin’ = cos und cos’ = —sin, schrinkt sich die Ableitung zu
einer linearen Abbildung D: W — W, D(f) := f’, ein. Fiir die Matrix von D
beziiglich der geordneten Basis B = (sin, cos) von W erhalten wir

Dlen = (7 ).

Mit (IV.24) folgt daraus etwa

[D o D]pp = [D]pp|D]sp = ((1) _01) ((1) _01) = (_01 _01) :

was genau (DoD)(sin) = sin” = — sin und (Do D)(cos) = cos” = — cos entspricht.

IV.6.20. BEISPIEL. Betrachte den (n + 1)-dimensionalen Vektorraum V =
R[z]<, mit geordneter Basis B = (1, z,2%,23,...,2"), siche Beispiel I11.3.10. Die
Ableitung definiert eine lineare Abbildung D: W — W, D(p) := p/, denn es gilt
(p+q) = p'+q¢ und (\p)’ = \p/, fiir alle p, ¢ € R[z] und A € R. Da D(2*) = kz*~1,
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ist die Matrix von D beziiglich der Basis B durch

o100 --- 0 0
o0 220 --- 0 0
0003 -~ 0 0
Dlpg=|[: © | € Mupsyx e (R).
0000 - n—-120
Ooo0o0@o0 --- 0 n
Ooo0o0©o0 --- 0 0

gegeben. Sezten wir n = 3 und betrachten die lineare Abbildung
P:R[z]es = Rlz]ey,  P(p) = 4p +3p' +2p" = (4id +3D +2D?)(p),

dann erhalten wir mit den Rechenreglen aus Satz IV.6.15 sofort

[Plgp = 4I,, + 3[D]ss + 2([D]s5)*

POOY s (9080) 2o (8380) = (1
=4 0010 +3 0003 +2 0003 =1oo
0001 0000 0000 00

Da diese Matrix invertierbar ist, gibt es also zu jedem Polynom ¢ € R[z]<3 genau
ein Polynom p € Rlz]<s fiir das 4p + 3p’ + 2p” = ¢ gilt. Durch Inversion der
Matrix [P]gp liee sich dieses Polynom p auch sofort berechnen.

[=FNoNIN
—
rORO

Seien nun B = (by,...,b,) und B = (by, ..., b,) zwei geordnete Basen von V.

Unter der Matriz zum Basiswechsel von B nach B verstehen wir die Matrix
Tpp = lidv]zp € Mpxn(K).

Nach Definition stimmt der j-te Spaltenvektor von 15, mit [b;|5 tiberein. Fiir
den Eintrag in der i-ten Zeile der j-ten Spalte gilt daher

(Tgp)is = (bila) = Ui (b;),  1<i,j<m,
wobei B* = (b, ..., b*) die zu B duale Basis bezeichnet.
IV.6.21. KOROLLAR (Basiswechsel). Seien V' und W zwei endlich-dimensio-
nale Vektorrdume tiber K. Weiters seien B und B zwei geordnete Basen von V

und C und C' zwei geordnete Basen von W . Die Basiswechselmatrizen sind stets
wnvertierbar mit Inverser

Ty =Tps (IV.28)
Fiir jedes v € V' gilt
[v]g = Tgplv]s, (IV.29)

wir erhalten also die Koordinaten von v beziiglich der Basis B durch Multiplika-
tion mit der Matriz Tz aus den Koordinaten beziiglich B. Fiir jede Abbildung
p: V=W gt

[Ples = TaclelesTpp- (IV.30)
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Fiir die Basiswechselmatrixz der dualen Basen gilt
Tgege = Ty (IV.31)

BEWEIS. Da die identische Abbildung idy offensichtlich invertierbar ist, muss
auch Tz = [idy]gp invertierbar sein und mit (IV.25) erhalten wir

Tf;]; = [idv]ég = [id\_/l]BB = [idv]ps = Tps,
also (IV.28). Gleichung (IV.29) folgt aus (IV.22), denn
vl = lidv(v)]3 = lidv]zp[vls = Tpplv]s.
Aus (IV.24) folgt
[Plop = lidw op oidv]ze = lidwlaclelolidvlps = TeclelonTsa,
also (IV.30). Schliellich erhalten wir aus (IV.27) auch
TB*B* = [idV*]B*B* = [id;]B*B* = [idV]%Bv
womit auch (IV.31) gezeigt wire. O

IV.6.22. BEMERKUNG. Sei B = (by,...,b,) eine Basis von K" und bezeichne
E = (ey,...,e,) die Standardbasis von K". Dann gilt offenbar

Tep = (b] - |bn),
und mit Korollar IV.6.21 erhalten wir erneut, vgl. Bemerkung I'V.6.10,
[2]p = Tpelr]lr = Tppr = (bi] -+ ba) "2

fiir jedes x € K", denn [z]p = x. Fiir die duale Basis gilt [bf] g+ = e;, also

(b))t = (Toep-[0]5-)" = (Thpe:)' = €T = et(br] -+~ |ba) 7,

d.h. die Matrix die dem linearen Funktional b} : K" — K entspricht, b} = 1),,, a; €
M (K), ist gerade die i-te Zeile von (by]---|b,)" . Auch dies haben wir weiter
oben schon festgehalten, vgl. Bemerkung 1V.6.3. Ist A € M,,«,(K) und ¢: K* —
K™, () = Az, dann gilt offenbar [p]pr = A, vgl. Bemerkung IV.6.16. Ist
C = (cy,...,cy) eine weitere Basis von K™ so erhalten wir mittels Korollar IV.6.21

leles = TpileleeTes = (el -+ en) P A(ba] - - - [by).
IV.6.23. BEISPIEL. Betrachte die beiden geordneten Basen

B=((4) () (1) wa 2=((3) (1) (1))
von R3. Offensichtlich gilt dann
1 -1 1
Tep=12 -1 3
0 2 3
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Nach (IV.28) folgt

1

1 -1 1\~ —9 5 -2
Ter=(2 -1 3] =[-6 3 -1
0 2 3 4 -2 1

Dies erlaubt es nun die Koordinaten eines Vektors in R? bziiglich der Basis B zu
bestimmen. Betrachten wir etwa x = (é) € R3, dann gilt [z]p = <133> also

-9 5 =2 2 1
[2]p =Tpplrle = -6 3 -1 9=12],
4 =2 1 13 3

dh. (133) —1 (%) 42 (Zj) +3 (é) Betrachte wir die lineare Abbildung

T —71'1 -+ 41’2 — 2&73
0:R* =R pl|a]| = 1329 — 623 ,
T3 ].ZZEQ - 5.731
dann gilt offenbar
-7 4 =2
0 12 =5

Mit (IV.30) kénnen wir nun auch die Matrix von ¢ beziiglich B berechnen,

0les = Tse|Y|EETES

-9 5 =2 -7 4 =2 1 -1 1 1 0 O
=1-6 3 -1 0 13 -6 2 -1 3] =101 O
4 =2 1 0 12 -5 0 2 3 00 -1

Wir verstehen dadurch die Abbildung ¢ besser, es handelt sich um eine Spiegelung

am Teilraum < <é ) , < :j ) > lings des Teilraums < <§ > >

IV.6.24. BEISPIEL. Wir wollen eine lineare Abbildung o: R? — R? bestim-
men, die die Punkte auf der Geraden ((3)) unverdndern ldsst und auf Punkten
der Gerade ((2)) durch Multiplikation mit —1 wirkt. Beachte, dass die beiden
Vektoren (4) und (2) eine Basis von R? bilden. Nach Proposition IT1.3.2 gibt es
also eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung o: R? — R? fiir die o () = (})
und o (3) = —(2) gilt. Fiir ihre Matrix beziiglich der Basis B = ((3),(3)) gilt
offenbar [o]pp = ({ % ). Bezeichnet E = ((}),(})) die Standardbasis dann gilt

Tpp = (3 3) und daher Tpp =Ty = (3° 2)), siehe (IV.25). Mit (IV.24) folgt

[0lee = Teglo]BTEE = @ g) (é _01> (_25 —31> - (:;(1) 161)

die gesuchte Abbildung ist daher durch o (3} ) := ( 002 ) gegeben.
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IV.6.25. BEISPIEL. Betrachte die beiden geordneten Basen
B = (1,22 2% und  B=(L,z+1,(z+1)% (2 +1)%)
des Vektorraums K[z]<3. Dann gilt

1 111 1 -1 1 -1
{01 23 |01 =23
Tog=10 01 3| ™ Tas=Te=|o o 1 -_3
00 01 0 0 0 1
Ist etwa p = 3 + z — 722 + 923, dann folgt
3 1 -1 1 -1 3 —14
1 o 1 -2 3 1 42
[P]B — | =7 aalSO [p]B - TBB[p]B — 10 0 1 -3 71~ | =34
9 0 O 0 1 9 9

Die letzte Gleichung bedeutet gerade p = —14+42(z+1) —34(2+1)2+9(z +1).
Wir beenden diesen Abschnitt mit folgender Anwendung:

IV.6.26. SATZ. Sei K ein Korper, xg,...,x, € K paarweise verschieden und
Yo, .-, Yn € K beliebig. Dann ezistiert ein eindeutiges Polynom p € K|z|<,,
sodass p(x;) = y; fir alle i = 0,...,n. Insbesondere besitzt jedes nicht-triviale
Polynom n-ten Grades, 0 # p € K[z]<,, hichstens n verschiedene Nullstellen in
K. Dariiber hinaus ist die sogenannte Vandermonde-Matrix,

1 xy o2 a3 - af
1 oz 22 a3 - af
2 3 n
Loy xy x Ty | € Mty () (K),

nvertierbar.

BeEweis. Fiir das Polynom
pi=
=0

yi(z —wo)(z — 1) - (2 —mi1) (2 — i) - (2 — 20)
(5 — wo) (i — 1) -+ (@ — 1) (X — @ig1) -+ (25 — ) € Klel<n

gilt offensichtlich p(x;) = y;, i =0, ...,n. Die lineare Abbildung

p(o)
p(x1)
¢: Klel<w = K" 0():=| . " |,
(n)
ist also surjektiv. Nach Korollar IV.2.11 ist ¢ daher ein Isomorphismus, denn
dim(K[z]<,) = n + 1 = dim(K"*!). Die Injektivitéit von ¢ bedeutet aber gerade,
dass das Polynom p durch seine Werte p(zo), ..., p(z,) eindeutig bestimmt ist.
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Bezeichnet E = (ey, . .., e,) die Standardbasis von K" und B = (1, z, 22, ..., 2")
die Basis der Monome in K[z]<,, dann gilt offenbar

2 3 n

1 =z xg xg SR i

n

1 = :Lg xé sy

n

[9leB = 1 2 =z 23 T2 | € Mipy1yx(n+1)(K).

2 3 n

1z, o =z, --- a

Da ¢ invertierbar ist, muss also auch die Vandermonde-Matrix invertierbar sein,
siehe Satz IV.6.15. 0

Aus dem vorangehenden Satz erhalten wir sofort:

IV.6.27. KOROLLAR. Ist K ewn Kérper mit unendlich vielen Elementen, dann
ist die Abbildung K[z] — F(K,K), die einem Polynom p die Polynomfunktion
x — p(x), v € K, zuordnet injektiv. In diesem Fall ist ein Polynom also véllig
durch die entsprechende Polynomfunktion bestimmt.

IV.6.28. BEMERKUNG. Fiir endliche Korper K bleibt das vorangehende Re-
sultat nicht richtig. In diesem Fall ist ndmlich F'(K, K) endlich-dimensional, aber
dim(K]z]) = oo, es kann daher keine injektive Abbildung K|[z] — F (K, K) geben.

Die Tatsache, dass ein nicht-triviales Polynom n-ten Grades, 0 # p € K[z]<,,
hochstens n verschiedene Nullstellen haben kann ldsst sich auch auf andere Art
beweisen. Ist ndmlich xy € K Nullstelle von p, dann liefert Polynomdivision ein
nicht-triviales Polynom 0 # ¢ € K]z]<,_1, sodass p = (z — x¢)q. Ist 1 € K eine
weitere Nullstelle von p und xy # x;, dann muss x; eine Nullstelle von ¢ sein und
wir kénnen einen weiteren Linearfaktor abspalten. Da der Grad des Polynoms ¢
strikt kleiner als der Grad von p ist, folgt daraus, dass p hochstens n verschiedene
Nullstellen haben kann.
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1. Seien n,m € N und a;; € R. Zeige, dass die Abbildung ¢: R* — R™,
Ty a11%1 + 0+ Ay ai Q1n,
Y| = : =T | | Tt Tl ]
Tn Am1®1 + -+ ApnTy, Am1 Amn
linear ist, d.h. fiir alle z,z € R™ und alle A € R gilt
blo+7) = (@) + 6(E) wd YOe) = M),

2. Seiyp: R™ — R™ eine lineare Abbildung, d.h. es gelte ¥ (z+2) = ¢ (z)+¢(Z)
und ¢ (Az) = Mp(z), fir alle x,7 € R™ und alle A € R. Zeige, dass die Menge

L:={zeR"|¢(z)=0}

einen Teilraum bildet, d.h. firallez,z € Lund A € Rgilt v +2 € L und Ax € L.
Zeige weiters, dass auch

W=img(y) = {y € R™ [z € R" : p(x) =y}
ein Teilraum ist, d.h. fiir alle y,y € W und alle A € R gilt y+y € W und Ay € W.
3. Zeige, dass das Gleichungssystem

T +2£IZ’2 +31’3 = Y1
2371 +5ZE2 +8$3 +3£L’4 = Y2
3%’1 +8I2 +].4ZL’3 +8l’4 = Ys

+3rs  +8x3 +1ldxy = 1y,

fiir jedes y € R* genau eine Losung = € R* besitzt und bestimme diese Losung.
Was bedeutet dies fiir die Abbildung

Ty r1 + 229 + 323
. Tod 4 zo | | 221+ 570+ 823 + 314
v: R =R v x3 | | 3y + 8xy + 14xs + 8xy
Ty +3l’2 + 81’3 + 141‘4
4. Fiir welche y € R?* besitzt das Gleichungssystem
2r1 —3xy  2x3 =
dxy —6xy —4dx3 = Yo
61’1 —9.132 —6333 = Y3

—2l’1 +3$2 +2$3 = Ys

wenigstens eine Losung x € R3. Gib ein Gleichungssystem mit moglichst wenigen
Gleichungen fiir die Menge dieser y an.
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5. Betrachte das homogene Gleichungssystem

1 +4xy 4Dz =
X1 +2l’2 +101’4 +13l‘5 =
—I1 +x9 +32§3 +5£L‘4 +81’5 =
2.%1 —1—23:2 +x3 +163§‘4 +21£L’5 =

o O OO

Bestimme eines Basis des Losungsraums
L := {:c € R® | z geniigen allen vier Gleichungen oben},
d.h. bestimme Vektoren by, ...,b € L, sodass sich jedes x € L in der Form
T = 51b1 + -+ 510

schreiben lésst, fiir eindeutig bestimmte Skalare sq,...,s € R. Hinweis: | = 2.
Gib auch ein Gleichungssystem fiir L an, das nur aus drei Gleichungen besteht.

6. Sei ¢p: R™ — R™ linear, d.h. es gelte (x4 ) = ¥(x) +¢(Z) und P(A\x) =
Ap(x), fir alle 2, € R™ und alle A € R. Fiir y € R™ betrachte

Ly :={z e R" [ {(z) =y}

und setze L := Ly = {x € R” | ¢(x) = 0}. Weiters sei §, € L,. Zeige, dass die
Abbildung

¢y: L = Ly, ¢,(x) =§, +u,
eine Bijektion ist und schlieffe daraus
Ly={¢,+x|¢(x) =0} =& + L.

Was bedeutet dies fiir ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n
Variablen?

7. Sei ¢: R® — R™ linear und & € R™. Zeige, dass die Abbildung
¢:R" = R™,  ¢x) =&+ (),
affin ist, d.h. es gilt
d(Az + (1= N)E) = Ap(z) + (1 = N)o(@),
fiir alle z,2 € R™ und alle A € R. Wann ist ¢ linear?
8. Bestimme alle komplexen Losungen des Gleichungssystems

21 +i22 +(1+i)23 = i—l
(24+1)z1 +(=34+1)2 +2iz3 = =5

d.h. bestimme alle z = (21, 29, 23) € C? die den beiden Gleichungen geniigen.
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9. Zeige, dass das Gleichungssystem
iZl +2i22 +<1+1)Zg = w1
(1+i)z +2+1)z +B+2i)z = wy
(241)z; +(4+2i)zg +(1+2i)2z5 = ws
fir jedes w € C? eine eindeutige Losung z € C3 besitzt und bestimme diese
Losung. Was bedeutet dies fiir die Abbildung

21 iZl -+ 2iZQ + (1 + i)Zg
V:CP = C Y| zm| = A+ FQ2+Fi)z +(34+20)z |?
23 (241)z1 + (44 21)20 + (1 + 2i)23

10. Bestimme alle rationalen Losungen des Gleichungssystems

1 1 2 _
51’1 + 61’2 —+ gl’g =

N|w Wl

%:cl + %SL’Q + 2373 =
d.h. bestimme alle x = (21, 29, 23) € Q3, die dieses System 16sen.

11. Sei K ein Korper und n € N. Zeige, dass K" beziiglich komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation einen K-Vektorraum bildet, vgl. Beispiel 11.1.3
aus der Vorlesung.

12. Sei K = Z,,, wobei p eine Primzahl bezeichnet. Aus wievielen Elementen
besteht der Vektorraum K"?

13. Sei X eine Menge und V' ein Vektorraum iiber K. Zeige, dass die Menge
aller Abbildungen X — V beziiglich punktweiser Addition und Skalarmultiplika-
tion einen K-Vektorraum bildet. Hinweis: In der Vorlesung haben wir bereits die
Vektorraumaziome (V1) — (V3) und (V6) iberprift, siche Beispiel I1.1.6. Zeige
nun analog, dass auch die restlichen Aziome gelten.

14. Sei X eine Menge und K ein Korper. Zeige, dass die punktweise Multipli-
kation K-wertiger Funktionen X — K folgende Eigenschaften besitzt:

(a) f(gh) = (fg)h

(b) fg=g9f

(c) 1f = f = f1, wobei 1: X — K die konstante Einsfunktion bezeichnet.

(d) f(g1 + 92) = fg1 + fgo und f(Ag) = A(f9g)

(e) (fi+ f2)9 = frg+ f2g und (Af)g = A(fg)

fiir beliebige Funktionen f, f1, f2,9,91,92,h: X — K und A € K. Die Menge
aller Funktion X — K bildet daher eine kommutative K-Algebra mit Eins, vgl.
Bemerkung I1.1.7 aus der Vorlesung.

15. Zeige, dass K|z], d.h. die Menge der Polynome mit Koeffizienten in ei-
nem Korper K, tatsédchlich einen K-Vektorraum bildet. Zeige weiters, dass die
Multipikation von Polynomen folgende Eigenschaften besitzt:

(a) p(gr) = (pq)r
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b

(b) pg=qp

(c) 1p=p=pl, wobei 1 =1+ 0z + 022 + - - das Einspolynom bezeichnet.
(d) r(p+q) =rp+rqund p(Ag) = A(pq)

(e) (p+q)r =pr+grund (Ap)g = A(pq)

fir beliebige Polynome p, ¢,r € K[z] und A € K. Somit ist K[z] eine kommutative
K-Algebra mit Eins. Hinweis: In der Vorlesung haben wir bereits die Assoziativitit
bewiesen, vgl. Bemerkung I1.1.9.

16. Welche der folgenden Teilmengen sind Teilriume von R??
{(§)eR?: 20+ 3y =7} {(}) eR?:z=0}
{(7) eR 1y =2} {(2) eR?: 2% =0}
{()eR*: 2 <y} {(})eR*:24+y=0und z —y =0}
17. Wieviele Elemente hat der Teilraum

(1) ex

iiber dem Korper K = Zy und wieviele im Fall K = Z3?

:c—l—y—irz:O},

18. Zeige, dass die Menge der 1-periodischen Funktionen,
{[f{R=R|VzeR: flz+1)= f(z)},
einen Teilraum von F(R,R) bildet.

19. Seien W7 und W, zwei Teilrdume eines Vektorraums V. Zeige, dass die
Vereinigung W7 U W5 genau dann einen Teilraum von V' bildet, wenn Wy C W,
oder Wy C W, gilt.

20. Sei W, @ € I, eine Familie von Teilrdumen eines Vektorraums V', sodass
fir je zwei ¢,7 € I stets W; C W, oder W; C W, gilt. Zeige, dass in dieser
Situation J;.; W; einen Teilraum von V' bildet.

21. Welche der folgenden Abbildungen sind linear?

0: R? 5 R, @(;”):o V: R = R3 Yv) = —v

3
e ()@) e )-()
p o(, o K w (. /
RIS R, X<§>:x—y+z fRSR, fz)=3z+7

22. Sei p: V. — W eine Abbildung zwischen K-Vektorrdumen. Zeige, dass ¢
genau dann linear ist, wenn es folgender Bedingung geniigt:

VA € KVuy, v € Vi p(vg + Avg) = ¢(v1) + Ap(vg)
4



23. Sei p: V. — W eine Abbildung zwischen Q-Vektorrdumen. Zeige, dass ¢
genau dann linear ist, wenn es folgende Eigenschaft besitzt:

Yo,w eV :pv+w) = p(v) + o(w)
Hinweis: Zeige zundchst p(nv) = np(v), fir allen € N und v € V.

24. Sei V ein Vektorraum und ¢g: Y — X eine Abbildung. Zeige, dass die
Zuordnung F(X,V) — F(Y,V), f — f og, eine lineare Abbildung ist. Schliefie
daraus, dass fiir jede Teilmenge A C X, die Abbildung F(X,V) — F(A,V),
f — f|a, linear ist. Folgere daraus auch, dass fir jedes z € X, die sogenannte
Evaluationsabbildung, ev,: F(X,V) — V, ev,(f) := f(x), linear ist.

25. Sei K ein Korper. Betrachte die beiden Abbildungen

. T2 2 r\ _ (rx+y . T2 2 T\ _ x
p: K %K,@(y).—( y ), und ¢: K %K,@D(y).—(w_l_y).

Zeige, dass ¢ und 1) beide lineare Isomorphismen sind, und bestimme ihre Um-
kehrabbildungen. Zeige auch ¢ o1 # 1) o, und schliefe daraus, dass die Gruppe
GL(KK?) nicht abelsch ist.

26. Sei K ein Korper und betrachte den Teilraum

x
W = y| e K| 7x —y+82=0
z

von K3. Konstruiere einen linearen Isomorphismus K? = .

27. Sei K ein Korper und betrachte den Teilraum

r+2y+32 = 0

s
. 3
W= i SR oty = 0

von K3. Konstruiere einen linearen Isomorphismus K = W,
28. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V. Zeige, dass
{p € end(V) [ (W) S W}

einen Teilraum von end(V') bildet, der auch abgeschlossen unter der Komposition
linearer Abbildungen ist. Zeige auch, dass

{p € GL(V) | (W) = W}

eine Untergruppe von GL(V') bildet.



29 (Funferlemma). Freiwilliges Beispiel! Sei K ein Kérper und

2 ®3 a

Vi Va Vs Vi Vs

pli~ p2l~ lpg ~lp4 Nl%
Y1 P2 Y3 Yy

W1 W2 Wg W4 W5

ein kommutatives Diagramm linearer Abbildungen zwischen K-Vektorrdumen mit
exakten Zeilen. Genauer, sollen die folgenden Voraussetzungen erfiillt sein:

(a) Vi,..., Vs und Wy, ... Ws sind K-Vektorrdume.
(b) ¥1,..., ¢4, ¥1,...,%4 und py, ..., ps sind lineare Abbildungen.
(c¢) Das Diagramm kommutiert, d.h. fiir i = 1,2, 3,4 gilt

Pit1 O P = ;0 p;.

(d) Die Zeilen sind exakt, d.h. fir i = 1,2,3 gilt

img(p;) = ker(p;+1) und  img(e);) = ker(t41).

Zeige nun: Sind py, pa, p4 und ps [somorphismen, dann muss auch p3 ein Isomor-
phismus sein.

Hinweis zur Surjektivitit von p3: Beginne etwa wie folgt: Sei ws € Wy beliebig.
Da py surjektiv ist, existiert vy € Vi mit py(vy) = 3(ws). Wegen der Kommutati-
vitdt des rechten Quadrats, folgt ps(p4(vs)) = a(pa(vs)) = Ya(3(ws)) = 0, denn
aufgrund der Exaktheit bei Wy gilt 14 0 b3 = 0. Da ps injektiv ist, erhalten wir
w4(vy) = 0, also vy € ker(py). Wegen der Exaktheit bei Vy existiert vs € V3 mit
p3(v3) = vy. Wegen der Kommutativitit des Diagramms folgt 13(ws—ps3(v3)) = 0,
d.h. w3 — p3(vs) € ker(y3). Verwende nun die Exaktheit bei W3 und die Surjekti-
vitdt von ps um ein Element 05 € V3 mit p3(03) = ws zu konstruieren.

Hinweis zur Injektivitit von ps: Zeige, dass ps trivialen Kern hat. Sei dazu
vy € V3 so, dass ps(vs) = 0. Da py injektiv ist, lisst sich daraus ps(vs) = 0 folgern,
also vz € ker(ps). Verwende nun die Ezaktheit bei Vs ... dann die Exaktheit bei
Wy ... die Surjektivitit von py ...und schlieflich die Exaktheit bei Vs.

30. Sofern diese definiert sind, berechne die Produkte AA, AB, AC', BA, BB,
BC, CA, CB und CC folgender Matrizen:

12 3 10
A= 012,B:<}l§2>, c={o -1
00 1 2 1/2

Bestimme auch A* = AAAA.



31. Zeige, dass die folgenden Matrizen {iber den Kérpern Q, R und C inver-
tierbar sind und bestimme ihre Inversen:

10000
100 éggg 02000
A=(o2 0], B=|, 4530 C=|00300
00 3 0004 00040
00005

Welche dieser Matrizen sind iiber den Korpern Zs, Zs und Z; invertierbar?

32. Sei K ein Kérper und n € N. Unter einer Diagonalmatriz verstehen wir
eine Matrix D € M,,«,(K) der Gestalt

a1 0 0 s 0

0 929 0 s 0
D= 0 0 ass

0 O 0 apy

d.h. a;; = 0 falls 7 # j. Zeige, dass die Diagonalmatrizen einen Teilraum von
M, (K) bilden, der auch abgeschlossen unter Matrizenmultiplikation ist. Zeige,
dass fiir zwei Diagonalmatrizen D und D’ stets DD’ = D’D gilt. Formuliere ein
hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir die Invertierbarkeit von Diagonal-
matrizen. Wie sieht im invertierbaren Fall die Inverse aus?

33. Zeige, dass die folgenden beiden Matrizen (iiber jedem Kérper) invertier-
bar sind und berechne ihre Inversen:

123
A=10 1 2 und B =

00 1 001 2

0 0 01

34. Sei K ein Koérper und n € N. Unter einer oberen Dreiecksmatriz verstehen
wir eine Matrix A € M,,.,,(K), die folgende Gestalt hat

aix G2 aig - Q1n
0 age asg -+ oy
A= 0 0 as3
e Ap—1n
o o0 --- 0 Ann
d.h. a;; = 0 fiir alle 1 < j <@ < n. Zeige, dass die oberen Dreiecksmatrizen einen
Teilraum von M,,«,(K) bilden, der auch abgeschlossen unter Matrizenmultipli-

kation ist. Zeige weiters, dass eine obere Dreiecksmatrix genau dann invertierbar

ist, wenn alle Diagonalelemente a;;, © = 1, ..., n, verschieden von 0 sind und, dass
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in diesem Fall die Inverse Matrix wieder eine obere Dreiecksmatrix bildet. Was
kann iiber die Diagonalelemente der Inversen ausgesagt werden?

35. Betrachte die Matrix A € M,,x,(K),

o1 0 --- 0
o 1 . S
1 falls j = 1 d
A= . . ol d.h Az’j: s =L
: . . 0 andernfalls.
0 1
0 e 0

Berechne A* = A--. A, fiir jedes k € N. Hinweis: Vielleicht ist es hilfreich dies
0100

zundchst fir kleine n, etwa A = (8 0 1) oder A = (8 08 ‘1)) durchzufiihren.
0000

36. Unter der Spur einer quadratischen Matrix A € M,,«,(K) verstehen wir
den Skalar tr(A) := a1+ - - +aun, d.h. die Summe der Diagonaleintréige. Berechne

1 2 3
tr (zl)) _21) sowie tr | 2 2
3 1

Zeige, dass die Spur eine surjektive lineare Abbildung tr: M, ., (K) — K definiert.
Zeige auch tr(AB) = tr(BA), tr(A") = tr(A) und tr([,,) = n, fiir je zwei Matrizen
A, B € Mn(K).

37. Zeige, dass die Verkniipfung
M (K) X Myysen (K) = My (K), (A, B) — [A, B] := AB — BA,

die folgenden Eigenschaften besitzt:

(a) [A1 + As, B] = [A1, B] + [As, B] und [MA, B] = \[A, B|.

(b) [A, By + Bs] = [A, B1] + [A, Bs] und [A, AB] = \[A, B|.

(c) [A, B] = —[B, A] und [A4, A] = 0.

(d) [[A, B],C]+[[B,C], Al + [[C, A], B] = 0. (Jacobi-Identitt)

(e) [A, B = —[A", B']

(1) (1A, BIC) = t(A[B.CY)

Dabei sind A, Ay, As, B, By, By, C' € M,5,(K) und A € K. Der Ausdruck [A, B] =
AB — BA wird als Kommutator der Matrizen A und B bezeichnet. Zeige auch,

dass der Kommutator zweier schiefsymmetrischer Matrizen wieder schiefsymme-
trisch ist, d.h. aus A* = —A und B' = — B folgt stets [A4, B]' = —[A4, B].

38. Betrachte die reellen (2 x 2)-Matrizen,

1 0 01 0 0
ne (b 0) e (00) wa re(00)
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Zeige [H,E] =2FE, [H,F] = —2F und [E, F] = H, wobei [A, B] = AB — BA den
Kommutator bezeichnet, vgl. Aufgabe 37. Zeige auch [[H, H|, E| # [H, [H, E]]
und schliefie daraus, dass die Verkniipfung (A, B) — [A, B] nicht assoziativ ist.

39. Seien nq,ng, mi, ma, ki, ks € N und

A€ M, xm, (K), B € My, xm,(K),
C € My, xm, (K), D € M, xm,(K),

IONS Mm1><k1 (K)> F e Mm1><k2(K)7
G E Mm2><k1<K), H E Mm2><k2<K>.

Setze n := nqy 4+ ng, m := mq +ma, k := ki + ko und betrachte die Blockmatrizen

(é g) € Myn(K) und (g Z) € My (K).

Zeige folgende Formel fiir das Matrizenprodukt:

A B\ (E F\ (AE+BG AF+ BH
¢ D)\G H) \CE+DG CF+DH

Berechne damit
o L\ (0 L\[/O0 I
I, 0) \—-I. 0O -1, 0)°
wobei I, € M,..(K) die (r x r)-Einheitsmatrix bezeichnet.

40. Sei K ein Korper, ny,no € N und n := ny + ny. Zeige, dass

{ (13 g) € Man(K)‘ A € Mn1><n1 (K), D € anxnz(K)v B € MannQ(K>}

einen Teilraum von M, ,(K) bildet, der auch abgeschlossen unter Matrizen-
multiplikation ist. Zeige, dass diese Matrizen genau den linearen Abbildungen
: K® — K" entsprechen, fiir die ¢(K™) C K™ gilt, wobei wir K™ in offensicht-
licher Weise als Teilraum von K" auffassen. Zeige, auch dass eine Matrix dieser
Form invertierbar ist, falls A und D beide invertierbar sind und, dass in diesem

Fall
A B\' (Al —A'BD™
0 D L0 D!
gilt. Schliefle daraus, dass

{ (’g g) S Mnxn(K)’ A€ GL,, (K), D € GL,,(K), B mem(K)}

eine Untergruppe von GL, (K) bildet, vgl. Aufgabe 28. Hinweis: Aufgabe 39.
9



41. Zeige, dass die folgende Matrix iiber jedem Korper invertierbar ist und
bestimme ihre Inverse

A:

S W N
— 0o O
N =~

1
2
0
00 25

Hinweis: Verwende Aufgabe 40 und Beispiel I1.4.8 aus der Vorlesung.

42. Tst p € K[z] ein Polynom, d.h. p = pg+ p12 + p2z? + - - - mit Koeffizienten
pi € K, und ist A € M,,«,(K) eine quadratische Matrix, dann kénnen wir A in p
einsetzen und erhalten eine Matrix p(A) € M,,«,(K),

P(A) = poln + prA+ pr A" + psA° +
Fiir beliebige p,q € K[z], A € Kund A € M, (K) zeige
(P + ) (A) = p(A) +q(A),  (W)(A) =Ap(A) sowie (pg)(A) = p(A)g(A).
Was bedeutet dies fiir die Zuordnung K[z] — F(M,«n(K), M+, (K)), die einem

Polynom p € K|[z] die Abbildung M, «,(K) — M, x,(K), A — p(A), zuordnet?
Berechne auch p(A), wobei p=2 —3z+ 2% und A = (}%).

43. Fiir Vektoren z,y € K3 wird ihr Kreuzprodukt z x y € K® durch

T n T2Y3 — T3Y2
To | X Y2 | = | T3Yy1 — T1Y3
xs3 Ys T1Y2 — T2l

definiert. Zeige, dass das Kreuzprodukt folgenden Rechenregeln geniigt:
a) T X (y+gj)—xxy+xxgjundxx()\y) )\(:pxy).

)
(c)zxy=—-yxzund x x x =0.
d) (xxy)xz+(yxz)xz+(zxx)xy=0.(Jacobi-Identitét)
(e) (xxy)'z=a'(yxz).
(f) (x X y) X z = (2'z)y — (y*2)z. (GraBmann-Identitét)
(8) 2'(z xy) =0=y'(xxy).

Dabei sind z,7z,y,7, 2 € K und A\ € K.
44. Sei K ein Korper. Zeige, dass die Abbildung

T 0 T XT3
@ K3 — M3><3<K>, @ | T2 = | - 0 T2
T3 —X3 —XT9 0

einen linearen Isomorphismus auf den Teilraum der schiefsymmetrischen Matrizen
definiert. Fiir beliebige z,y € K3 zeige weiters

p(r xy) = [p(z), p(y)]-

Dabei bezeichnet [p(z), o(y)] = o(z)p(y) — ¢(y)p(z) den Kommutator von Ma-

trizen, vgl. Aufgabe 37.
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45. Sei K ein Kérper. Zeige W + W' = K*, wobei:
W .= {x€K4 ‘ x1+2x2+3x3+4x4:0}
w' .= {ZL‘GK4 | I1+$2+I3+l’4:0}

46. Seien W, Wy, Wy und W3 vier Teilrdume eines Vektorraums V. Zeige
(a) W1+W2:W2+W1

(b) Wi+ (Wy + Ws) = (W + W) + Ws

(c) W4+{0} =W

(d) Wi+ Wy =Wy < W, C Wy

Warum bildet die Menge aller Teilrdiume mit dieser Verkniipfung + i.A. keine
Gruppe? Gib einen Vektorraum V' an, fiir den dies doch der Fall ist.

47. Sei K ein Koérper und betrachte folgende Teilriume von K2,
W={ze€K |zy=25=0} und W' :={2 €K’ |z =1xy =23 =0},
wobei x; € K die Komponenten des Vektors z € K° bezeichnen. Zeige
K =WaWw.
Bestimme die Matrizen zur Projektion auf W lings W', zur Projektion auf W’
langs W, zur Spiegelung an W langs W' und zur Spiegelung an W' langs W.

48. Es sei V ein K-Vektorraum, £: V' — K linear und g € V, sodass (g) # 0.
Zeige, dass V innere direkte Summe der Teilrdume E := {v € V : ¢(v) = 0} und
G = {)\g : A € K} ist. Gib auch Formeln fiir die Projektion auf E lings G, die
Projektion auf G langs £ und die Spiegelung an F langs G an. Hinweis: Dies ist
eine Verallgemeinerung von Beispiel 11.5.10 aus der Vorlesung.

49. Zeige, dass die Menge der spurfreien Matrizen, d.h.
W:={A € M,x,(K) : tr(A) = 0},
einen Teilraum von M,,«,(K) bildet. Zeige auch, dass die Vielfachen der Einheits-
matrix,
W':={\, : A e K},
einen Teilraum von M, ., (K) bilden. Unter der Annahme n # 0 € K zeige weiters
My (K) =W @ W',

und gib Formeln fiir die Projektion auf W lings W' sowie die Projektion auf W’
langs W an.

50. Es sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K in dem 2 # 0 gilt. Weiters
sei 0: V. — V linear, sodass o o 0 = idy. Zeige, dass V innere direkte Summe
der beiden Teilrdume W, ={v eV :o(v) =v}und W_ ={v eV :0(v) = —v}
ist. Zeige auch, dass die Projektion auf W, ldngs W_ und die Projektion auf W_
lings W, durch 7 = 1(idy 4+0) bzw. m_ = 1(idy —0) gegeben sind. Inwiefern
ist diese eine Verallgemeinerung von Beispiel 11.5.12 aus der Vorlesung?
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51. Betrachte die beiden Teilrdume
Wi={(y)eR’|z+y=0} und Wy:={(})eR®|z—2y=0}.
Zeige W1 @ Wy = R? und bestimme die Matrix der Projektion auf W; lings W,

sowie die Matrix der Projektion auf W langs W;. Bestimme auch die Matrix der
Spiegelung an W; langs W, sowie die Matrix der Spiegelung an W5 ldngs .

52. Betrachte die beiden Teilrdume

x x
W, = y| €R? Z_—::g_g und W := y| eR¥|o+2=0
z z

Zeige W, @ Wy = R3 und bestimme die Matrix der Projektion auf W; lings W,
sowie die Matrix der Projektion auf W5 langs WW;. Bestimme auch die Matrix der
Spiegelung an W; langs W, sowie die Matrix der Spiegelung an W5 ldngs ;.

53. Fiir einen Teilraum W eines Vektorraums V' zeige dass V/W = {0} genau
dann gilt, wenn V = W.

54. Sei W := {x € R?® | z; + 79 + 73 = 0} und bezeichne 7: R® — R3/W die
kanonische Projektion. Zeige 7(u) = 7(v) und 7(u) # 7(w), wobei:

1 3 1
u=1[2], v=4], w=|2
3 -1 4

55. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V und ¢: V — V linear, sodass
(W) C W. Zeige, dass es genau eine lineare Abbildung ¢: V/W — V/W gibt,
sodass mo p = @om, wobei m: V' — V/W die kanonische Projektion bezeichnet.

56. Sind A und B zwei Teilmengen eines Vektorraums V', dann gilt fiir die
lineare Hiille i.A. (AN B) # (A) N (B). Erldutere dies an einem Beispiel.

57. Welche der folgenden Teilmengen bilden Erzeugendensysteme der ange-
gebenen Vektorrdume?

{(

{() DM} e® (@) ee

58. Zeige, dass die folgenden Teilmengen linear abhéngig sind und gib jeweils
ein Element an, das sich als Linearkombination der restlichen schreiben lésst:

m.comreE {(3).(1).(3))ew
(-1 Ofex {(L).ED-(D)ee

12

OOoOO
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59. Zeige, dass die folgenden Teilmengen linear unabhéngig sind:
(ener {(3).(8) (4) ¥
1 1 0 0 i 247
D)0 B)x (L) GD)yee
{(8) (8> <(1)> (%)}_ 1+ 5 =

60. Fasse V = R als Vektorraum iiber Q auf und zeige, dass {1,v/2} C V
eine linear unabhéngige Teilmenge bildet.

61. Welche der folgenden Teilmengen bilden Basen der angegebenen Vektor-

raume?
{(}).(3)} CR? {(2).(3)} cw
(H.(hyce {L1+214+2:42°} CRlz]<
62. Erweitere den Vektor (%) zu einer Basis von R3.

63. Zeige, dass jede endliche totalgeordnete Menge ein eindeutiges Maximum
besitzt. Hinweis: Induktion nach der Anzahl der Elemente.

64. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V. Zeige, dass ein zu W komple-
mentédrer Teilraum M in V existiert, d.h. W & M =V, wie folgt:

(a) Sei U ein Teilraum von V, WNU = {0} und v € V' \ (W + U). Zeige, dass
U’ := (v) + U ein Teilraum von V ist, fiir den U’ 2 U und WNU’" = {0} gilt.
(b) Die Mengeninklusion C definiert eine Halbordnung auf der Menge

X = {U | U ist Teilraum von V und W N U = {0} }.

Zeige, dass jede Kette in X eine obere Schranke besitzt. Hinweis: Fiir jede
totalgeordnete Teilmenge K C X ist S := |y U ein Teilraum von V' fiir
den W NS = {0} gilt, vgl. Aufgabe 20.

(¢) Nach dem Lemma von Zorn existiert ein maximales Element M € X. Zeige
mit Hilfe von (a), dass W& M =V gilt.

65. Seien U & V £> W linear und U* <—¢i V* <w—t W* die dazu dualen
Abbildungen. Zeige

img(p) = ker(¢)) & img(¢") = ker(y").
Hinweis: Verwende Satz I11.4.10 aus der Vorlesung.

66. a) Sei m: V. — V ein Projektor, d.h. m o m = 7. Zeige, dass dann auch
die duale Abbildung 7*: V* — V* ein Projektor ist, und beschreibe dessen Bild
und Kern. b) Seien nun W; und W; zwei komplementére Teilrdiume von V', d.h.
V = Wy ®W,. Weiters bezeichne 1 : V' — W die damit assoziierte Projektion auf
Wi langs Wy und mo: V' — Wy die Projektion auf Wy langs Wy. Nach Satz I11.4.9
ist dann auch V* = Wy @ Wy. Zeige, dass i mit der Projektion auf Wy lings

W7y iibereinstimmt, und analog fiir 5.
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67. Sei V ein Vektorraum und € Nj. Zeige, dass die folgenden Aussagen

dquivalent sind:

(a) dim(V) =n.

(b) Es existieren n linear unabhéngige Vektoren, und je n+ 1 Vektoren in V' sind
linear abhéngig.

(c) Es existiert ein Erzeugendensystem von V' mit n Vektoren, und je n — 1
Vektoren erzeugen V' nicht.

68. Sei X eine n-elementige Menge. Zeige dim(F(X,K)) = n.

69. Sei X eine Menge mit unendlich vielen Elementen. Zeige, dass F'(X, K)
unendlich-dimensional ist. Hinweis: Fir jedes x € X betrachte die Funktion
er: X = K, ey(z) := 1, e.(y) == 0 falls y # =, und zeige, dass die Menge
{e. | x € X'} linear unabhdingig in F(X,K) ist.

70. Zeige: Zwei Vektoren z,y € R? sind genau dann linear unabhiingig, wenn
ihr Kreuzprodukt z := x x y verschieden von Null ist. In diesem Fall bilden die
Vektoren z, v, z eine Basis von R3. Hinweis: Es geniigt die lineare Unabhéngigkeit
zu zeigen. In diesem Fall gilt weiters

(41
T1U1 + TolUg + r3us = 0
uy | € R3 =Xz | A ERy,
Uz Y1u1 + Yoo +ysuz = 0 { ’ }
sowie
Uy
{)\x—i—uy ‘ A GR} = us | € R3| zyuq + 29us + z3us

Uus

Hinweis: In beiden Fillen folgt eine Inklusion sofort aus x'z = 0 = y'z, siche
Aufgabe 43. Die Gleichheit folgt dann aus Dimensionsgrinden.

71. Seien W; und W; zwei verschiedene (n — 1)-dimensionale Teilrdume von
K", Zeige Wi + Wy = K™ und dim(W; N Wy) = n — 2. Hinweis: Beispiel 1V.2.6.

72. Sei V ein Vektorraum und «, 8 € V* zwei nicht-triviale lineare Funktio-
nale, « # 0, § # 0. Zeige, dass die Hyperebenen ker(«) und ker(/3) genau dann
iibereinstimmen, wenn \ € K existiert, sodass = A\a.

73.Sei 0 = W SV L U — 0 eine kurze exakte Sequenz linearer Abbildun-
gen, d.h. ¢ sei injektiv, ¢ surjektiv und img(yp) = ker(). Zeige, dass V genau
dann endlich-dimensional ist, wenn W und U beide endlich-dimensional sind, und
in diesem Fall gilt
dim(V) = dim(W) + dim(U).

Hinweis: Zeige U = V/img(p), W = img(y) und verwende Korollar 1V.2.8.
14



74 (Kodimension und Durchschnitt). Ein Teilraum W eines Vektoraums V'
hat endliche Kodimension in V', falls V/W endlich-dimensional ist. In diesem
Fall wird codimy (W) := dim(V/W) die Kodimension von W in V genannt.
Seien nun W; und W, zwei Teilrdume von V. Zeige, dass W, N Wy genau dann
endliche Kodimension in V' hat, wenn W; und W5 beide endliche Kodimension in
V haben. Zeige weiters, dass in diesem Fall auch W + W5 endliche Kodimension
in V' hat und es gilt

codimy (W N Wa) + codimy (W + Wa) = codimy (W;) + codimy (Ws).
Im transversalen Fall, d.h. wenn W; + Wy = V gilt, erhalten wir
codimy (W N W3) = codimy (W7) + codimy (Ws).
Hinweis: codimy (W) = dim(V/W) = dim(W?), Satz IV.2.1 und Satz 111.4.9.
75. Erldutere die Gleichungen
dimc(C") =n und dimg(C") = 2n.
Hinweis: C* = R?", siche auch Beispiel 1V.1.12.

76. Sei V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum und by, ..., b, eine
Basis von V. Zeige, dass by, iby, bo, ibs, . . . , b,, ib,, eine Basis des V' zugrundeliegen-
den reellen Vektorraums V¥ bildet, vgl. Bemerkung IV.2.21, und schliele daraus

77. Fiihre die Details in Bemerkung IV.2.22 aus.

78. Es sei V ein reeller Vektorraum und J: V' — V linear mit J o J = —idy.
Zeige, dass V' beziiglich der Skalarmultiplikation

CxV =YV, (a+ bi)v := av + bJ (v),

zu einem komplexen Vektorraum wird. Schliefe daraus, dass dies nur moglich ist,
wenn dimg (V') gerade ist. Hinweis: Fir den letzten Teil verwende Aufgabe 76.

79. Sei

(R e e R A L = (V)

eine Folge linearer Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen,
sodass p;0p;_1 = 0, fiir jedes i. Schliefle daraus img(p;_1) C ker(p;) und definiere
Vektorrdume H; := ker(y;)/img(p;—1). Zeige nun

D (1) dim(V;) = > (—1)" dim(H;).
Hinweis: Verwende img(p;) = V;/ ker(p;) und Korollar 1V.2.8.
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80. Seien A € M,,»n(K), S € GL,(K) und 7' € GL,,(K). Zeige
rank(7'AS) = rank(A).

Hinweis: Betrachte die mit den Matrizen assoziierten linearen Abbildungen und
verwende Proposition IV.2.23.

81. Sei W ein Teilraum eines endlich-dimensionalen Vektorraums V', und be-
zeichne ¢: V' — V** 1(v)(a) = a(v), die natiirliche Abbildung, v € V, a € V*.
Zeige (W) = We°. Hinweis: Proposition I11.4.13.

82. Seien ¢: V — W und ¢p: W — U zwei lineare Abbildungen mit endlichem
Rang. Zeige, dass dann auch ¢ o ¢: V' — U endlichen Rang hat und

rank (¢ o ) < min{rank(¢), rank(p) }

gelten muss. Schliefle daraus, dass fiir je zwei Matrizen A € M,,«,(K) und B €
M, (K) folgende Ungleichung gilt:

rank(AB) < min{rank(A), rank(B)}

83. Bestimme die Dimension sowie eine Basis des von den Vektoren

0 0 0 0 0
} 5 3 ¢ 8
V=1 1], V2=1|71], UVs= ||, UVsa= -5 , Us = 0
-1 7 6 —11 12
2 4 6 4 15

aufgespannten Teilraums W = (v, v9, v3,v4, v5) C R Gib ein minimales Glei-
chungssystem fiir W an. Bestimme eine Basis von W, die aus gewissen der Vek-
toren v; besteht. Gib schliefilich auch ein Komplement von W an und beschrei-
be dieses mit einer Basis und durch ein Gleichungssystem. Hinweis: siehe Bei-
spiel IV.3.17.

84. Zeige, dass die Vektoren

% : ; 3 6
_ _ _ _ _ 11
U1 = —1 ) Vg = —1 ) V3 = -3 ) Uy = —2 ) U5 = 0

2 6 6 8 24

ein Erzeugendensystem von R* bilden, und bestimme vier dieser Vektoren v;, die
eine Basis von R* bilden. Hinweis: siche Beispiel IV.3.22.

85. Zeige, dass die Vektoren

1 1 1
1 i 3

v = Vo = V3 =
1 1 ) 2 3 ) 3 ]
1 1 2

linear unabhiingig in R® sind und erweitere sie zu einer Basis von R®. Hinweis:
Siehe Beispiel IV.5.18.
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86. Es bezeichne W den Teilraum aller y € RS, fiir die das Gleichungssystem

21‘1 —f—ZEQ +3.173 +6[L‘4 +10$5 = U
31‘1 +ZE2 +fL’3 +5ZE4 +7£L’5 = Y2
51’1 —|—2$2 —|—4{IJ3 —|—11$4 +17£L‘5 = Y3
Try +3xs a3 +1llzy +1525 = 14
112y 4529 +dxy +21zy +31las = y5
1327 +8x9 4923 +30x4 +4725 = ys

losbar ist. Bestimme dim(W') und eine Basis von W. Gib auch ein minimales
Gleichungssystem fiir W an. Hinweis: Siehe Beispiel 1V.53.23.

87. Bezeichne L C RS den Losungsraum des Gleichungssystems:

T —XT2 +l’3 +2[L‘4 —2[['5 +2I6 = O
2$1 —2$2 —|—2£U3 —|—4ZE4 —4[135 —|—4$6 =0
2.2131 —2.’132 +2£L‘3 +3£L’4 —31‘5 +3.f136 =0

T —T9 +x3 —1—5954 —5.1’5 —|—5$6 =0

Bestimme dim(L) und eine Basis von L. Gib auch ein minimales Gleichungssy-
stem fiir L an. Bestimme auch ein minimales Gleichungssystem fiir L, das aus
einigen der urspriinglichen Gleichungen besteht. Bestimme ein Komplement von
L und beschreibe es mit Hilfe einer Basis als auch durch ein Gleichungssystem.
Hinweis: Siehe Beispiel 1V.3.19.

88. Bestimme alle Losungen des Gleichungssystems

3.’131 —3.1'2 —3.’13'3 —121174 —12.1'5 = 21

r1 —3xy —dry —18xy —20x5 = —41
21’1 —XT2 +2.’L‘3 +3.§U4 +6.’L’5 = 15
—X1 +3LL’2 +4Z‘3 +16JI4 +17LL’5 = 35

und gib diese in Parameterform an. Bestimme auch ein minimales Gleichungssy-

stem fiir den Losungsraum. Welche Dimension hat dieser? Hinweis: Siehe Bei-
spiel 1V.4.2.

89. Bestimme alle Losungen des Gleichungssystems:

T +T2 +3l’3 +3l’4 +5$5 = 37
T +21’2 +5l’3 +61’4 +8$5 = 60
21’1 ) +4I3 +3I4 +8ZL‘5 = 59
—I1 —31'2 —7£L‘3 —91'4 —81'5 = —-59

Gib auch eine Basis des Losungsraums fiir das assoziierte homogene System an.

90. Bestimme die Dimension des affinen Teilraums

SO0

von R®. Gib auch ein minimales Gleichungssystem fiir £ an. Hinweis: Siche Bei-
spiel 1V.4.4.

T W
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91. Bestimme die Inversen folgender reeller Matrizen:

N Y
0 1 -_9 ’ 0 -3 3 0
0 3 -3 5
92. Bestimme die Inverse folgender komplexer Matrix:
i 3 241
A= 2i 7 —i

-1 =144 7+i
93. Bestimme die Inversen folgender Matrizen iiber dem Korper K = Z,:

1 111

1
A= [0 ., B=
1

_— o
—_ = =

0011
1 010
0111

94. Zeige, dass die Vektoren

2 7 1 8
=3 n=() m=(1) =)
9 0 4 5
eine Basis von R* bilden. Hinweis: Siehe Beispiel IV.5.2.

95. Zeige, dass das Gleichungssystem

r1 +r2  Hx3 +r4 = Y
i) +2£L‘3 +3[E4 Y2
To “+4x3 4914 Y3
To +8x3 +2Try = Y4

fiir alle y1,y2,vs,y4 € R eindeutig losbar ist und gib diese Losung an. Hinwesis:
Siehe Beispiel IV.5.6.

96. Es sei A eine invertierbare Matrix mit rationalen Eintrédgen. Erklére
warum dann auch die Inverse, A~!, nur rationale Eintriige besitzt. Gib eine in-
vertierbare (2 x 2)-Matrix mit ganzzahligen Eintrdgen an, deren Inverse nicht-
ganzzahlige Eintrége hat.

97. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Weiters seien B und C' zwei
geordnete Basen von V' und es bezeichnen B* bzw. C* die dazu dualen Basen
von V*. Zeige, dass aus B* = C* schon B = C folgt. Hinweis: Betrachte die zu
B* und C* dualen Basen B** und C** von V** und verwende Lemma IV.6.7 aus
der Vorlesung.

98. Zeige, dass B = (by, b, b3, bs) eine Basis von R* bildet, wobei

1 0 0 0
w=() =) =) m= )
1 2 3 4
18



Bestimme die Basiswechselmatrix Tpr, wobei E = (eq, s, €3,€4) die Standard-
basis bezeichnet, und berechne damit die Koordinaten [v]p folgender Vektoren
beziiglich B:

=) (3 () () =)

99. Zeige, dass B = (by, by, b3) eine Basis von R? bildet, wobei

n= (1) n=(3) n=(3)

Bestimme die Matrix (beziiglich der Standardbasis) einer linearen Abbildung
o: R3 — R3 fiir die p(by) = by, ¢(ba) = 2by und p(b3) = 3bz gilt. Wieviele
solche Abbildungen ¢ gibt es? Hinweis: Ohne Rechnung lassen sich [¢|pp und
Trp angeben, wobei E = (e, ez, e3) die Standardbasis von R? bezeichnet.

100. Zeige, dass die Vektoren

1 0 0 0
w=(a) () mm(h) ()
-1 1 -1 1

eine Basis von R* bilden. SchlieBe daraus, dass R* direkte Summe der beiden
Teilrdume W = (b, by) und W’ = (b3, by) ist, R* = W @& W’. Bestimme die Ma-
trix (beziiglich der Standardbasis) des damit assoziierten Projektors 7: R* — R*
auf W lings W’. Berechne damit auch die Matrix des komplementiren Projek-
tors, sowie die Matrizen der beiden damit assoziierten Spiegelungen. Hinweis:
Ohne Rechnung lassen sich [r|gp und Trp angeben, wobei E = (ey, eq, €3, €4) die
Standardbasis von R* bezeichnet.

101. Zeige, dass die Funktionen fi(x) := sin(2z), fo(z) := cos(2z), f3(z) =
sin(3x) und fy(z) := cos(3x) linear unabhéingig in F(R,R) sind und daher
eine Basis B = (f1, fo, f3, f1) des von ihnen aufgespannten Teilraums V :=
(f1, fo, f3, f1) € F(R,R) bilden. Zeige, dass die Ableitung eine lineare Abbil-
dung D:V — V| D(f) := f, liefert, und bestimme die Matrix [D]gp von D
beziiglich B.

102. Zeige, dass die Polynome

ho =1
h1:z
h2222—1

hy = 23— 32
hy=z*—62243

eine Basis H = (hg, hq, ha, hs, hy) von R[z]<4 bilden. Bestimme die Matrix [L] gy
der linearen Abbildung

L: R[z]<s = R[z]<q4, D(p) :=p" — zp'.
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Berechne den Rang der linearen Abbildung L und gib eine Basis ihres Kerns an.
Bestimme jenes Polynom p € R|[z]<y fiir das [p|y = (1,0,1,0,1)" gilt. Berechne
auch die Koordinaten [q]z des Polynoms q = z* + 223 — 62 — 62 — 6.

103. Betrachte die drei linearen Funktionale ~v;,vo,y3: R® — R,
2l (é) =x+2y+3z, % (g) =x+4y+9z, 3 (g) =x+ 8y + 27z.

Zeige, dass C = (71,72,73) eine Basis von (R3)* bildet. Bestimme eine Basis
B = (by,by,b3) von R3, deren duale Basis mit C {ibereinstimmt, B* = C. Hin-
weis: Ohne Rechnung lisst sich die Basiswechselmatriz Tp«c = Tg«p~ angeben,
wobei E* die zur Standardbasis E = (ey, 2, e3) duale Basis von (R®)* bezeichnet.
Berechne daraus Tgg, siehe Korollar IV.6.21, und lies die Basis B ab.

104. Essei S € GL,(K) eine invertierbare Matrix. Zeige, dass geordnete Basen
B und C von K" existieren, sodass T = S gilt, wobei Top die Basiswechselma-
trix bezeichnet. Hinweis: Wir konnen fir B (oder C') die Standardbasis von K"
verwenden.

105 (Aquivalente Matrizen). Zwei Matrizen A, B € M, (K) werden #qui-
valent genannt, falls invertierbare Matrizen S € GL,(K) und 7' € GL,,(K) exi-
stieren, sodass B = T AS. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der (m x n)-Matrizen definiert. Zeige weiters: Ist ¢): V' — W eine lineare Ab-
bildung zwischen endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen, C, C' geordnete Basen
von V und D, D geordnete Basis von W, dann sind die Matrizen [¢)] pc und [¢] s
ahnlich. Zeige auch, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) A und B sind dquivalent.

(b) B lasst sich aus A durch Zeilen- und Spaltenumformungen gewinnen.

(c) Es existieren Basen C' von K™ und D von K", sodass B = [t)4]pc, wobei ¢4
die lineare Abbildung ¢4 : K" — K™, ¢ 4(z) = Ax, bezeichnet.

(d) A und B haben gleichen Rang.

Schliefle daraus, dass jede Matrix A € M, (K) dquivalent zu einer Matrix der
Form (% 9) € My« (K) ist, wobei k = rank(A).

106 (Ahnliche Matrizen). Zwei quadratische Matrizen A, B € M, ., (K) wer-
den #hnlich genannt, falls eine invertierbare Matrix S € GL,(K) existiert, so-
dass B = SAS~'. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
(n x n)-Matrizen definiert. Zeige weiters: Ist ¢: V' — V ein Endomorphismus
eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' und sind B bzw. C' zwei geordnete
Basen von V, dann sind die Matrizen [¢]|pp und [¢]cc dhnlich. Zeige auch, dass
fiir fixes A € K die beiden Matrizen A = (3 {) und B = (} 1) nicht dhnlich
sind. Hinweis: Sind A und B zwei dhnliche Matrizen, dann sind auch A— X\ und
B — M dhnliche Matrizen.
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