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1 (3 Punkte). Berechne die Determinante der Matrix
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2 (2 Punkte). Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V. — V
linear. Zeige det([¢]|pp) = det([¢]cc), wobel [¢|pp und [p|cc die Matrixdarstel-
lungen von ¢ beziiglich zweier Basen B und C' von V' bezeichnen.

3 (5 Punkte). Bestimme eine orthogonale Matrix U, sodass U1 AU Diagonalge-
stalt hat, wobei

3 0 -1 0
0 3 0 -1
A= -1 0 3 0
o -1 0 3

sowie eine invertierbare Matrix S mit S~1AS = J.

5 (2 Punkte). Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V. — V
linear. Wann wird ¢ triangulierbar genannt?

6. (3 Punkte) Bestimme die Signatur der (reellen) quadratischen Form

q (g) = 42? + 13y* — 32* + 8xy + 8xz + 26y=

1




7 (2 Punkte). Sei V ein endlich dimensionaler unitiarer Vektorraum, ¢: V — V
selbstadjungiert und : V — V unitiir. Zeige, dass dann auch 1o selbstad-
jungiert ist.

8 (3 Punkte). Zeige, dass U,, := {A € M,»,(C) : A*A = I,,} beziiglich Matrizen-
multiplikation eine Gruppe bildet.

9 (5 Punkte). Sei V ein endlich dimensionaler unitirer Vektorraum und W C V
ein Teilraum. Zeige: V =W & W+ und W+ = W.

10 (2 Punkte). Zeige, dass jeder Eigenwert einer unitdaren Matrix Absolutbetrag
Eins hat.

11 (3 Punkte). Formuliere und beweise die Polarisierungsidentitét fiir reelle sym-
metrische Bilinearformen.

12 (5 Punkte). Gib jeweils an ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind.

(a) Jede orthogonale Matrix ist (iiber R) diagonalisierbar.

(b) Jede unitére Matrix ist diagonalisierbar.

(¢) Jede quadratische reelle Matrix ist iber R triangulierbar.

(d) Besitzt eine Matrix A € M,,«,(R) genau n verschiedene reelle Eigenwerte, so
ist sie iiber R diagonalisierbar.

(e) Die folgenden beiden Matrizen sind &dhnlich:

71000 71000
07100 07000
00700 und 00710
00071 00071
00007 00007

Punkte: | 0-20 | 20125 | 25130 | 30135 | 351 40
Note:| 5 | 4 | 3 [ 2 | 1 |

Punkte: Beurteilung:
2



Losungen

1.
1000 2 12000
05060 4 3 000 1 2 5 6
009 0O0=/0090¢0 0:‘4 3"9"8 7‘z(—E))-9-(—13):585
080 70 00056
4 00 0 3 00087

2. Bezeichnet Tsc die Matrix zum Basiswechsel von C nach B, dann gilt [¢]cc =
TeslelseTBe = Tgé [¢]TBc und daher

det ([SO]CC) = det (Tgé[w]BBTBC) = det (Tgé) det ([(p] BB) det (TBC)

= det (TBC) - det ([SO]BB) det (TBC) = det ([SO]BB) s
vgl. Skriptum, Beginn von Abschnitt V.4.

3. Fiir das charakteristische Polynom von A erhalten wir

3-z2 0 -1 0
0 3-z 0 -1
p=det(A—zl) = 1 0 3—- 0
0 -1 0 33—z
3—z -1 0 0 )
~1 3-z 0 0 3—z -1 s 2
0 0 3—2z -1 :’—1 5, = (B=2°-1),
0 0 -1 3-z

die Matrix hat daher zwei Eigenwerte, A = 3 £+ 1. Fiir die Eigenrdume erhalten
wir

1 0O -1 0 1 0
o 1 0 -1 0 1
Ey = ker(A — 21,) = ker 10 1 0| = ( o )

0O -1 0 1 0 1

-1 0 -1 0 1 0

0o -1 0 -1 0 1

Ey = ker(A — 414) = ker 1 0 -1 ol= ( 11 o )
0o -1 0 -1 0 -1

Mit Hilfe des Gram-Schmidt Orthonormalisierungsverfahrens erhalten wir Ortho-
normalbasen der Eigenrdume:
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Es gilt daher

2 1 0 1 0

1 o B 2 . L fo1 0 1
U AU =U'AU = 4 mit U—\/5 10 -1 0 € Oy.

4 01 0 -1

4. Die Matrix A hat nur einen Eigenwert, ndmlich 3, und es gilt

01 -1 5
100 0 1 9
A—-31 = 00 o 1l (A —3I4)° =0.
00 0 O
Da rank(A — 31,) = 2, muss die Jordan’sche Normalform die Gestalt

3 1
3

J= 31

3

haben. Um eine Matrix S mit S~'AS = J zu bestimmen benétigen wir einen
Vektor by, sodass (A — 314)b; # 0. Wir verwenden den zweiten Einheitsvektor

und erhalten
0 1
blz((l)), bQI(A—3I4)b1:<8>
0 0

Da img(A — 314) € (b, by) suchen wir nun einen Vektor bs, sodass (A — 314)bs ¢
(b1, bs). Wir entscheiden uns fiir den vierten Einheitsvektor und erhalten

bgz( ) b4:(A—3I4)b3:< )

—HOoOOoOO
O =t

Es gilt daher

1050
STTAS =J mit S = (bo|bs|bslbs) = 8 (1) 1 8
0001

5. Siehe Definition VI.2.23 im Skriptum.
6. Durch Ergénzen auf vollstindige Quadrate erhalten wir:

q (g) = 42* + 13y* — 32* + 8xy + 8xz + 26y
= 2z + 2y +22)* + 9y — 7% + 18yz
= (27 + 2y +22)* + (3y + 32)* — 162>

Die Signatur von ¢ ist daher (2,1).



7. Da ¢ = ¢* haben wir

(oY) = P "™ = Y " = YT,
also ist Y*p1 selbstadjungiert. Da ™! = ¢*, ist also auch ¥ty selbstadjun-
giert.
8. Zuniichst ist jedes A € U, invertierbar mit Inverser A~! = A*. Es gilt daher
auch (A71)*A™1 = AA™!' = I, also A™' € U,. Fir A,B € U, gilt A*A =
I, = B*B, also (AB)*(AB) = B*A*AB = B*I,B = B*B = I,,, und daher auch
AB € U,. Offensichtlich ist I,, € U,, denn [}I, = I,. Dies zeigt, dass U, eine
Untergruppe von GL,(C) bildet.

9. Siehe Satz VII.2.32 und Korollar VII.2.33 im Skriptum.
10. Sei ¢: V — V unitér, d.h. p*¢ = idy. Dann gilt

le@)II* = {e(v), 9(v)) = {(¢"¢)(v),v) = (v,v) = ||v]*
und daher ||¢(v)|| = ||v|, fir jedes v € V. Sei nun A € C ein Eigenwert und
0 # v € V mit ¢(v) = Av. Dann folgt

(Allloll = lIxvll = lle()l] = [lvll,
also |A| = 1, vgl. Korollar VIL.4.5.
11. Siehe Proposition VII.1.22 im Skriptum.

12.

(a) falsch, etwa ist die orthogonale Matrix (9 ') nicht diagonalisierbar (iiber R).

(b) wahr, unitdre Matrize sind normal und lassen sich nach dem Spektralsatz fiir
normale Operatoren diagonalisieren.

(c) falsch, etwa besitzt die Matrix ({ ') keinen einzigen reellen Eigenwert und
kann daher nicht triangulierbar sein.

(d) wahr, vgl. Proposition VI.1.15.

(e) wahr, siehe Korollar VI.3.20.



