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1 (3 Punkte). Berechne die Determinante der Matrix
00003 2

000O0T1H4
004300
001200
240000
130000

2 (4 Punkte). Sei V ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum. Was verstehen
wir unter einer Orientierung von V7 Wieviele verschiedene Orientierungen gibt
es auf V7 Begriinde die Antwort.

3 (2 Punkte). Sei W eine Hyperebene in einem endlich dimensionalen Euklidi-
schen Vektorraum V. Ist die orthogonale Spiegelug an W orientierungserhaltend
oder orientierungsumkehrend? Begriinde die Antwort.

4 (4 Punkte). Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum tiber einem Kérper K
und ¢: V — V linear. Was verstehen wir unter Eigenwerten, Eigenvektoren und
Eigenrdumen von ¢? Zeige, dass A € K genau dann Eigenwert von ¢ ist, wenn
det(p — Aidy) = 0 gilt.

5 (4 Punkte). Bestimme die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten aller

Eigenwerte der Matrix
A= 4 5 |.
4
4

Gib auch Basen aller Eigenrdume an. Ist A diagonalisierbar?

6 (2 Punkte). Gib zwei reelle quadratische obere Dreiecksmatrizen A und B an,
die die gleichen Eigenwerte mit den gleichen algebraischen und geometrischen
Vielfachheiten haben, fiir die aber keine invertierbare Matrix S mit S~1AS = B
existiert. Begriinde die Antwort, d.h. erkldre warum es eine solche Matrix S nicht
geben kann.
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7 (3 Punkte). Sei V ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum und 5: VxV —
R eine symmetrische Bilinearform. Nach dem Tréagheitssatz von Sylvester existiert

eine Basis B von V| sodass [3]p = (

Ip

~1, ) Zeige nun:
0

p = max{dim(W) | W ist Teilraum von V und S|y > 0}.

8 (4 Punkte). Formuliere und beweise die Cauchy—Schwarz Ungleichung fiir uni-
tare Vektorrdume.

9 (2 Punkte). Sei W ein Teilraum eines endlich dimensionalen Euklidischen Vek-
torraums V. Zeige W+ = W.
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2 0
10 (4 Punkte). Zeige, dass die Vektoren b; = + (%) und by = 3 (_12> ein
0 2
Orthonormalsystem bilden und ergiinze sie zu einer Orthonormalbasis von R*.

11 (3 Punkte). Sei V ein endlich dimensionaler unitirer Vektorraum. Wann wird
eine lineare Abbildung ¢: V' — V selbstadjungiert genannt? Zeige, dass im selbst-
adjungierten Fall jeder Eigenwert von ¢ reell ist.

12 (5 Punkte). Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer Vektorraum und
f:V — V eine Abbildung, sodass d(f(v), f(w)) = d(v,w), fir alle v,w € V.
Dabei bezeichnet d(v,w) = ||w — v|| die Euklidische Distanz. Zeige, dass f von
der Form f(v) = p(v) + b ist, wobei ¢ € O(V) und b € V.

Punkte: | 0-20 | 20125 | 25130 | 30135 | 351 40
Note:| 5 | 4 | 3 [ 2 | 1 |

Punkte: Beurteilung:
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2. Eine Orientierung auf V ist eine Aquivalenzklasse geordneter Basen von V.
Dabei heiflen zwei Basen B und B’ von V dquivalent, wenn die Basiswecheselma-
trix Tgp positive Determinante hat. Es gibt genau zwei Orientierungen auf V/,
vgl. Abschnitt V.5 im Skriptum.

3. Bezeichne o: V' — V die orthogonale Spiegelung an W. Weiters sei wy, . .., w,
eine Basis von W und 0 # v € W+, Dann ist B = (wy, ..., w,,v) eine Basis von
V und es gilt [o]pp = (% ). Es folgt det(s) = —1, also ist die Spiegelung o
orientierungsumkehrend.

4. siche Abschnitt VI.1 im Skriptum.

5. Die Eigenwerte von A sind 2 und 4. Dabei hat 2 algebraische Vielfachheit 2
und geometrischer Vielfachheit 1. Der Eigenwert 4 hat algebraische Vielfachheit
3 und geometrischer Vielfachheit 2. Weiters bildet e; eine Basis des Eigenraums
FE5, und es, e4 bildet eine Basis des Eigenraums Ej.

01 01
0 0

die gewiinschten Eigenschaften. Beide Matrizen haben nur den Eigenwert 0 mit
algebraischer Vielfachheit 4 und geometrischer Vielfachheit 2. Da A% # 0 und
B? = 0, kann es keine invertierbare Matrix S mit S™*AS = B geben.

6. Etwa haben

7. siehe Skriptum, zweiter Teil im Beweis von Satz VII.1.35.
8. siehe Skriptum, Proposition VII.2.9.

9. Die Inklusion W C W+ ist offensichtlich. Aus der Dimensionsformel fiir
das orthogonale Komplement erhalten wir dim(W++) = dim(V) — dim(W+) =
dim(V) — (dim(V) — dim(W)) = dim W, es muss daher W = W=+ gelten, vgl.
Korollar VII.2.33 im Skriptum.
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10. Eine einfache Rechnung zeigt ||b1]| = 1 = ||ba]] und (b, by) = 0, also ist by, by
0

1
bildet by, by, by, b eine Basis von RY. Mit dem Gram-Schmidt Orthonormalisie-

rungsverfahren erhalten wir
7 1 2 5
by = by — (b3, b1)b1 — (b3, b2)by = (8) _% (%) — % (_121)
0 0 0
bg - ?—3 = L (53>
Ibsl Y5\
~ , , , , 0 . ,
by = by — by, br)br — (by, ba)by — (b, bs)bs = (?) T (2) =9 (

b4=—54 =L<_02>
lbaf VBN 3

Nach Konstruktion ist by, by, b, by eine Orthonormalbasis von R*.

1
ein Orthonormalsystem in R*. Betrachten wir b := ( J ) und ¥} := (8), dann

o

11. vgl. Lemma VIL.3.7 im Skriptum.
12. siehe Satz VII.4.7 im Skriptum.



