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1 (3 Punkte). Berechne die Determinante der Matrix
1000
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S 00 O Ot
[evlleviiNe i en]
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2 (4 Punkte). Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V. — V
linear. Erkldre wie die Determinante det(yp) € K definiert ist. Gehe dabei auch
auf die Wohldefiniertheit ein. Zeige weiters det(¢ o ) = det(v)) det(ip) fiir je zwei
lineare Abbildungen ¢, p: V — V.

3 (3 Punkte). Zeige, dass die Matrix

3 3 2
A= 0 0 1
-3 =3 =3

nilpotent ist und bestimme eine invertierbare Matrix B, sodass B~'AB strikte
obere Dreiecksgestalt hat.

4 (5 Punkte). Bestimme die Jordan’sche Normalform, J, der Matrix

0 1 -2
A=|-3 4 -6/,
11 -1

sowie eine invertierbare Matrix S mit S~1AS = J.

5 (2 Punkte). Erginze die beiden Vektoren by = £ (

0
)undbgzé(g)zu
-4

6 (4 Punkte). Formuliere und beweise die Cauchy—Schwarz Ungleichung fiir uni-
tare Vektorrdume.

OO w

einer Orthonormalbasis by, by, b, by von R*.
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7 (4 Punkte). Sei V ein endlich dimensionaler unitérer Vektorraum und W C V
ein Teilraum. Zeige: V =W @ W+ und W+ = W.

8 (2 Punkte). Ist die reelle quadratische Form
q (g) = 4a? + 10y* + 32% — day — 4wz + Syz
positiv definit?

9 (5 Punkte). Sei V ein endlich dimensionaler unitérer Vektorraum. Wann wird
eine lineare Abbildung ¢: V' — V selbstadjungiert genannt? Zeige, dass im selbst-
adjungierten Fall jeder Eigenwert von ¢ reell ist und, dass ker(¢) = img(p)* gilt.

10 (3 Punkte). Sei V ein endlich dimensionaler unitirer Vektorraum. Wann wird
eine Abbildung ¢: V' — V unitéir genannt? Zeige, dass im unitédren Fall jeder
Eigenwert von ¢ Absolutbetrag Eins hat.

11 (5 Punkte). Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer Vektorraum und
f:V — V eine Abbildung, sodass d(f(v), f(w)) = d(v,w), fir alle v,w € V.
Dabei bezeichnet d(v,w) = ||w — v|| die Euklidische Distanz. Zeige, dass f von
der Form f(v) = ¢(v) + b ist, wobei ¢ € O(V) und b € V.

Punkte: | 0-20 | 20125 | 25130 | 30135 | 351 40
Note:| 5 | 4 | 3 [ 2 | 1 |

Punkte: Beurteilung:
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Losungen

1.
100 0 2 12000
05060 4 3 0 0 0 . 92 5 6
009 00=10090 02‘4 3"9"8 7‘:(—5)-9-(—13):585
08 070 00056
4 0 00 3 00087
2. Siehe Skriptum, Abschnitt V.4.
3. Eine Rechnung ergibt
3 3 2 3 3 3 000
A=(0 0 1|, A= -3 -3 -3, A=1(00 0],
-3 -3 -3 0 0 O 000

also ist A nilpotent. Weiters:

i = (1)) = (). (1)
i = () (1) (1)

§> hat daher die gewiinschte Eigenschaft,

i)

3.

0

4. Das charakteristische Polynom von A ist p = (1 — 2)3, der einzige Eigenwert
ist daher A = 1. Es gilt

1
-1

0
1
0 —

Die Matrix B = ( .

B'AB — <§

[ele) g

-1 1 =2
A—I3 - —3 3 —6 ; (A—[3)2 :O
-1 1 -2

Daraus kénnen wir bereits die Jordan’sche Normalform ablesen,

J:

o O =
O = O
— = O

Um eine Matrix S mit S™'AS = J zu bestimmen, bendtigen wir einen Vektor
by mit (A — I3)by # 0. Wir verwenden den zweiten Einheitsvektor, b = e5, und

berechnen den zweiten Basisvektor, by = (A — I3)b; = (:}) Fiir den dritten
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Basisvektor, bz, muss by ¢ (by,be) und (A — I3)bs = 0 gelten. Wir verwenden
by = (%) und erhalten

ST'AS=J,  wobei S = (bs|bs|by) =

O~
—_ W =
O = O

4
5. Eine moegliche Loesung ist: by = % <_03> und by = % (
0

WORO

6. Siehe Proposition VII.2.9 im Skriptum.

7. Siehe Proposition VII.1.22 im Skriptum.

8. Durch Ergénzen auf vollstindige Quadrate erhalten wir:
q <§> =42 + 10y + 32% — 4oy — 4z2 + Syz
=2z —y—2)* +9y* +22% + 6yz
=0Q2r—y—2)?+By+2)?+ 22
Die Signatur von ¢ ist daher (3,0) und somit ¢ positiv definit.
9. Fiir den ersten Teil vgl. Lemma VII.3.7 im Skriptum. Fiir v,w € V gilt
{p(v), w) = (v, p*(w)) = (v, p(w)), denn * = ¢. Somit
v € ker(p) & Vw eV : (p(v),w) =0
SVYweV:(v,p(w) =0
sVYweV:vlpw)

& v € img(p)*.

also ker(p) = img(yp)*.

10. Sei ¢: V — V unitér, d.h. p*¢ = idy. Dann gilt
le@)II* = (), 9(v)) = {(¢"¢)(v),v) = (v,v) = ||v]]*

und daher [|¢(v)]| = ||v|, fir jedes v € V. Sei nun A € C ein Eigenwert und
0 # v € V mit ¢(v) = Av. Dann folgt

[All[oll = [l = lle )l = llvll;
also |A| = 1, vgl. Korollar VIL.4.5.

11. siehe Satz VIIL.4.7 im Skriptum.



