Ubungen zu “Lineare Algebra und Geometrie 2”
Wintersemester 2012/13
Stefan Haller

1. Sei p: V' — V eine selbstadjungierte Abbildung auf einem endlich dimen-
sionalen Euklidischen oder unitdren Vektorraum V. Weiters bezeichne A, den
kleinsten und A, den grofiten Eigenwert von . Zeige:

)\min 1dV S 2 S )\max 1dV .

2. Seien @, 1: V — V zwei kommutierende semipositive Abbildungen, d.h.
@ >0,% >0und v = Yp. Zeige, dass auch ¢ > 0 gilt.

3. Bestimme die Quadratwurzeln folgender Matrizen:

5 4 9 9 231
4 5) 9i 2 3 63
13 2

4. Bestimme Polarzerlegungen folgender Matrizen:

(4 4) (1 —i) } (1) —12
-2 2 31 3 1 -1 1

5. Bestimme Sinuldrwertzerlegungen folgender Matrizen:

03000
1 010 00020
010 1], 10000
1 010 00005
00400

6. Fiir jedes t € R zeige:
(a4 [cosht sinht : (0 1
© = <sinht cosht) ’ wobei A= <1 0) ’
7. Sei A € My (C) und Ay, ..., \, alle Eigenwerte von A, ihrer Vielfachheit

entsprechend oft gelistet. Zeige, dass e, ..., e die Eigenwerte von e sind.
Hinweis: A ist triangulierbar. Schliefle daraus:

det (e?) = ™).
Gilt diese Gleichung auch fiir reelle Matritzen?

8. Sei K =R oder K =C. Fiir A, B € M,,«,(K) mit AB = BA zeige:

oA+B _ LALB
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SchlieBe daraus, dass e/ stets invertierbar ist mit Inverser,
(eM !t =e
Zeige dass, K — GL,(K), t + €*4, ein Gruppenhomomorphismus ist und, dass

d tA _ 4 tA
€ = Ae

gilt. Gib auch zwei (nicht kommutierende) Matrizen an, fiir die e+ #£ edeP.

9. Sei K =R oder K = C. Zeige
() = e
fiir jede Matrix A € M,,.,,(K). Zeige weiters:

(a) Ist A schiefsymmetrisch, d.h. A* = —A, dann ist e?* unitér bzw. orthogonal.
Zeige auch, dass sich jede unitéire Matrix in der Form e# schreiben lésst, wobei
A" = —A. Ist A eindeutig bestimmt? Was lédsst sich im reellen Fall sagen?
Hinweis: Unitire Abbildungen sind normal und daher diagonalisierbar.

(b) Ist A symmetrisch, d.h. A* = A, dann ist e? positiv. Zeige auch, dass sich
jede positive Matrix in der Form e” schreiben ldsst, wobei A* = A. Ist A
eindeutig bestimmt?

10. Bestimme die Pseudoinversen folgender Matrizen:

1 21
10
0 00 2 1 2
(1234, (00())’ N R E
4 5 4
11. Sei A = UXV* eine Singuldrwertzerlegung von A € M,,,(C), d.h.
o1 0 0
UeU,, VeU, S=|,_ @t-0l 550
6 o 000
Zeige, AT = VX TU*. Verwende dies um die Pseudoinverse der Matrix
1 010
A=10 1 0 1
1 010

aus Aufgabe 5 zu berechnen.

12. Zeige
fiir jede reelle oder komplexe Matrix A. Hinweis: Mit Hilfe der Singuldrwertzer-
lequng, ldsst sich dies auf Diagonalmatrizen zurickfihren. Alternativ, lisst sich
auch nachrechnen, dass (A*A)TA* die vier Eigenschaften hat, die AT charakte-
risieren, und daher mit AT dibereinstimmen muss.
2



13. Sei A € M4, (C) eine Matrix mit Singuldrwerten oy, ..., oy, ihrer Viel-
fachheit entsprechend oft gelistet. Betrachte nun die quadratische selbstadjun-
gierte Matrix B € M(n+m)><(n+m)(((:),

0 A*
5-(1 %)

Zeige, dass o1,...,0%, —01,...,—0y alle von Null verschiedenen Eigenwerte von
B mit Vielfachheit sind. Hinweis: Wdhle eine Singulirwertzerleqgung A = UX V™,

zeige
0 U\ (0 A 0o vy (0 X
vV 0 A 0 us 0) \¥* 0
und berechne die Figenwerte dieser Matrix.
14. Fiir jede Matrix A € M,,x,(C) betrachte
IIAxll

Fir belieblge unitdre Matrizen U € U,, und V € U, zeige:
|[TUAVE| = [|All, [ UAV |2 = [[Al2, |UAV [y = [[A]l1.

Schliele daraus

JAl = max{or,....on}, Al =/o? ++0k Al =01+ +o

wobei 01, ..., 0, die Singularwerte von A bezeichnen. Zeige auch
[AS = 11AlL A% = [[All, AT = 1Al

Al == [Alls = (tr(A*A) %, (A= (A A)Y2),

sowie

[A[] < [|Afl2 < [l

15. Zeige, dass || A||; aus dem vorangehenden Beispiel eine Norm auf M,;,x,,(C)
definiert (fiir [|A|| und ||A||2 haben wir dies bereits an anderer Stelle verifiziert):
(a) AL =0 A =0,

(b) [[AA[[x = [A[]|A]|1, fiir alle A € C.

() [A+ Ay < | All + | '], wobei A, 4’ € Mypn(C).

(d) JAA|lx < [|A|[1||A"||1, wobei A € M,«n(C) und A" € M, x(C).

(e) [tr(A)| < ||A]l1, falls A € M,,«,(C).

() |BAllx < ||B|lI| A1, fur alle B € My (C).

(8) IAB[ly < [[A[l1||B], fiir alle B € My, (C).

(h) [[A[lx = sup) g <; | tr(BA)], wobei das Supremum {iber alle B € M,,x,,(C) mit
|B|| <1 genommen wird.

Hinweis: (a) und (b) sind leicht. Verifiziere dann (e) unter Verwendung einer Sin-

guldrwertzerlegung A = UXV™* und |tr(V*UX)| < tr(X) = ||X||1. Anleitung fir

(f) im Falll > n: Sei A = USV* eine Singuldrwertzerleqgung von A, und BA =

WR eine Polarzerleqgung von BA, d.h. W € M;,,(C), W*W =1,, R* =R > 0.
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Schliefe daraus: ||BA||, = tr(R) = tr(V*W*BUX) = > (V*W*BUZXe;, e;) <
IV W*BU||E]ly < IBI[IXl = IBII[Allx- (d) und (g) folgen aus (f) und der
vorangehenden Aufgabe. Leite nun (h) her, und verwende diese Darstellung um
die Dreiecksungleichng (c) zu zeigen.

16. Gegeben seien reelle Zahlen x; und y; wie folgt:
i rf2[3[4]5
x| 1.1]11.9]28]28]4.1
yi |79161]45]39]15

Bestimme ein lineares Polynom, p(z) = a + bz, a,b € R, sodass die Summe der

Fehlerquadrate, Zle‘ p(z;) — yi}Z, minimal wird. Fertige eine Skizze an!

17. Gegeben seien reelle Zahlen z; und y; wie folgt:
i1l 2 [3[4]5
x| =2 -1 0] 1|2
yi || 1.1]—-0.2]1.313.9]9.6

Bestimme ein quadratisches Polynom, p(x) = a + bx + cz?, a,b, c € R, sodass die
2, minimal wird. Fertige eine Skizze

Summe der Fehlerquadrate, 77 (i) — vi
an!

18. Zeige, dass

G = {(Zl) Sx) b e KF, AeGLk(K)}

eine Untergruppe von GLg,1(K) bildet. Zeige weiters, dass

1 0

G = Aff(KF), (b A

)<—>(v»—>Av+b)

ein Gruppenisomorphismus ist.

19. Zeige, dass eine Abbildung a: V — W genau dann affin ist, wenn sie
folgende Eigenschaft besitzt: Fiir je zwei Punkte vy, vy € V und jedes A € K gilt

a(Avy + (1= Nwva) = Aa(vr) + (1 = A)a(va).

Hinweis: Gehe induktiv vor und verwende

A Py
)\1U1+"'+)\kvk:(1—)\k) (1_1)\k1)1—|—... 1f)1\k’0k_1

) + )\kvk

wobei \; € K und Zle Ai =1

20. Zeige, dass eine Teilmenge A eines Vektorraums V' genau dann einen
affinen Teilraum bildet, wenn sie folgende Eigenschaft besitzt: Mit je zwei ver-
schiedenen Punkten a; # ay € A liegt auch die Gerade durch a; und ay zur Génze
in A.
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21. Zeige, dass eine Abbildung a: V' — W genau dann affin ist, wenn ihr
Graph, G, == {(v,a(v)) : v € V'}, einen affinen Teilraum von V' x W bildet.

22. Zeige, dass die Punkte

w=(3) == () - (3)

ein affines Koordinatensystem von R? bilden. Bestimme die affinen und baryzen-
trischen Koordinaten der Punkte

—4 1 2 q -1
9 ) \2)° \3) ™ 3 )
vgl. Proposition VIII.1.27. Fertige eine Skizze an!

23 (Strahlensatz). Seien ag, a1, as drei affin unabhéngige Punkte eines Vek-
torraums V. Zeige, dass g1 := (ag, a1).g und go := (ag, as).x zwei Geraden bilden,
die sich nur in ay schneiden, g N gy = {ap}. Weiters sei @} € g1 mit ag # @} # a1
und a) € go mit ag # ay # ag. Zeige, dass eindeutig Skalare Aj, Ay € K mit

CLll = )\1@1 + (1 — )\1)@0 und a’2 = >\2(L2 + (1 — >\2)a0

existieren und, dass 0 # \; # 1 gilt. Zeige, dass h := (a1, ag).g und b’ := (a}, a)) an
zwei verschiedene Geraden in V sind, fiir die

hngr ={ai}, hNgs={a}, K Ng ={a}} und ~' Ngy={ay}
gilt. Fertige eine Skizze an! Beweise nun den Strahlensatz:
h N h/ - @ = )\1 - >\2.

24. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer Vektorraum und o: V' — V
eine Bewegung, sodass 02 = idy. Zeige, dass A := {v € V : o(v) = v} einen
nicht leeren affinen Teilraum bildet. Zeige weiters, dass ¢ mit der Spiegelung an
A iiberein stimmt, vgl. Beispiel VIII.1.37.

25. Seien A und A’ zwei affine Teilrdume eines endlich dimensionalen Eukli-
dischen Vektorraums V. Weiters seien p,p’ € V zwei Punkte, sodass d(A,p) =
d(A’,p'). Zeige, dass eine Bewegung «a: V' — V existiert, sodass a(A4) = A’ und

/

a(p) =p.
26. Bestimme alle Mittelpunkte der quadratischen Funktionen, Q;: R3 — R:
Q1 @/) =2 —y* + 60— 4y +4
Q2<§> =22+t — 217

Q3<§> = 2% + 2% + 327 + 20y + 4yz + 22 + 6y + 82+ 5
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27. Sei @: V — K eine quadratische Funktion und a € Aff(V'). Zeige, dass «
die Menge der Mittelpunkte von ) o « bijektiv auf die Menge der Mittelpunkte
von Q) abbildet. Hinweis: Zeige o(my = a0 0 0 @', wobei o, die Spiegelung
am Punkt m € V' bezeichnet.

28. Fertige eine Liste aller affinen Normalformen von Quadriken in C? an,
analog zu Beispiel VIII.2.11.

29. Zu jeder der folgenden Quadriken in C? bestimme einen affinen Isomor-
phismus «;: C? — C?, sodass a;(F;) Normalform hat, vgl. Beispiel VIII.2.11:

Ei={(3)eC:2®—4y* + 22+ 8y —4=0}
Ey={(3)eC?: 22> -3y —ay+3x—2y+1=0}
Ey={(})eC®:day =1}
Analog fiir folgende Quadrik in C3:
E4:{< )E(C3 x? — gy + 327 +2xz+21yz+2x+41y+12z+14—O}

30. Zu jeder der folgenden Quadriken in R?® bestimme einen affinen Isomor-
phismus «a;: R? — R3, sodass «;(E;) Normalform hat, vgl. Beispiel VIII.2.16:

{(
=4l
{<

31. Seien F' und F’ zwei Punkte in R und 2f := d(F, F"). Weiters sei a > f.
Zeige, dass

)E]R3 41'2—|—2y2—l—z2+4aty—|—2yz—|—4x+6y+4z+1:O}

N—

~
m m
IR

:E2+5y2+22+4:)3y—2yz—2:v—2y—3z+2:0}

Ny NeR ey

x2—y2—z2+2xz+2yz+2x—2y+62—2:O}

E:={zeR":d(z,F)+d(z, F') = 2a}
eine Quadrik ist. Zeige, dass eine Bewegung R" — R" existiert, die £ auf das
Rotationsellipsoid,

Br=fo e R (2) 4 () 4+ () = 1}

abbildet, wobei b = \/a? — f2.

32. Sei A eine affine Hyperebene in R™ und F' € R” ein Punkt, der nicht in
A liegt. Zeige, dass

E:={zxeR":d(z,A) =d(z,F)}

eine Quadrik ist. Zeige, dass eine Bewegung R"™ — R" existiert, die £ auf das
Rotationsparaboloid,

E={zeR" i+ - +a2 | =4fz,},

abbildet, wobei 2f := d(A, F'). Wie sieht die Situation aus, wenn F' € A?
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33. Betrachte den Kegel
K:{(”é) €R3:x2+y2—z2:0}

und eine affine Tsometrie p: R? — R3 o (y) = A(y) + b, wobei A € M3,2(R),
A*A = I, und b € R3. Zeige, dass ¢ 1(K) eine Quadrik ist. Welche Quadriken
in R? lassen sich in dieser Form darstellen, fiir eine geeignete affine Isometrie ¢?

34. Betrachte das einschalige Rotationshyperboloid
H={(})eR: P+ - ()7 =1},
wobei a,b > 0. Zeige, dass die Gerade

= {(B) (1))

in H liegt, d.h. g C H. Zeige weiters, dass wir durch Rotation der Geraden g um
die z-Achse, ganz H erhalten, d.h.

cosf@ —sinf 0
H= U po(9), po: R = R3  pg=|sinf cosf® 0
feR 0 0 1

Gibt es noch weitere Geraden, die in H liegen?

35. Bestimme eine Bewegung, die die Quadrik

E={(}) eR*: 2% +y* + 22y + V22 + 3v2y — 2 = 0}

auf Normalform bringt.

36. Bestimme eine Bewegung, die die Quadrik

E={(}) € R*: 522" + 73y 4 T2zxy + 80z + 190y + 25 = 0}

auf Normalform bringt.

37. Sei a > b > 0. Bestimme alle Bewegungen a: R? — R2, die die Ellipse

E={(})eR: (2 + (1)’ =1

bewahren, o(F) = E. Hinweis: Zeige zundichst, dass jede solche Bewegung linear
sein muss.

38. Betrachte folgende drei Punkte in RP?:
P =[0:1:2:3], P,=[0:1:2:4], Py=[1:1:1:1].
Zeige, dass E = (P, Py, P3) 0 €ine projektive Ebene ist und bestimme a;, sodass

E = {[SL’O [ A ) 11’3] c RP?’ S Qoo + a121 + aa%e + a3T3 = O}
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39. Bestimme den Durchschnitt folgender drei projektiver Ebenen in RP?:
E, = {[:)30 L x) g 3] € RP? } To + T1 + T2 + 73 :0}
By ={[zo: a1 : 22 : m3) € RP? | wg — @1 + 22 — 23 =0}
Ey = {[zo: @1 : 2 : 73] € RP? | 2 + 221 + 322 + 423 = 0}
40. Fiir 7 =0,...,n betrachte die affine Hyperebene
Aji=e;j+ (e, ..., €-1,€j11,...,€n)
in K" und die damit assoziierte Einbettung
v;i: K" — KP", Li(Ty, .o ) = r ety r Loy e xy,
wobei e; € K" den j-ten Einheitsvektor bezeichnet. Zeige,
KP" = | J 4;(K™),
=0
d.h. die Bilder der Einbettungen ¢; iiberdecken ganz KP".

41. Auf der Sphire S := {z € R"™! : ||| = 1} betrachte die Relation
T~y & x = +y. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation bildet, und dass
die Inklusion S™ — R"™*! eine wohldefinierte Bijektion S™/~ = RP" induziert.
Insbesonder erhalten wir so eine Identifikation RP? = S?/~, d.h. die Punkte der
projektiven Ebene RP? kénnen mit Paaren von Antipodalpunkten auf S? identifi-
ziert werden. Wie lassen sich die projektiven Geraden in diesem Bild beschreiben?

42. Zeige, dass jede Projektivitat w: CP™ — CP" wenigstens einen Fixpunkt
besitzt, d.h. es existiert P € CP" mit n(P) = P. Gib auch eine Projektivitat
7: RP' — RP! an, die keinen einzigen Fixpunkt hat.

ar+b
cx+d’

43. Bestimme die sechs Projektivititen KP' — KP' in der Form z
die die Punkte 0, 1, co permutieren.

44. Bestimme das Doppelverhéltnis folgender Punkte in KP*:
Po=[1:2], P =[3:4], P,=1[5:6], P3y=[7:8|].
45. Zeige, dass die Punkte
Pob=[1:1:0], P=[0:1:1], P=[1:2:1], Py=[1:0:—1]
auf einer projektiven Gerade in KP? liegen, und bestimme ihr Doppelverhiltnis.

46. Fiir vier Punkte Py, P, P>, P3 auf einer projektiven Gerade zeige:

1
DV(Pl,P(),PQ,Pg):DV(PO P1 P2 Pg) :DV(PO,Pl,Pg,PQ)

sowie

DV(P27P17P07P3> :1_DV(P07P17P27P3):DV(P07P37P27P1>
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47. Sei o: CP" — CP" eine Projektivitit mit o o ¢ = idcp» und bezeichne
die Menge der Fixpunkte mit Fix(o) := {p € CP" : o(p) = p}. Zeige,

Fix(o) = PUQ,

wobei P und @ zwei projektive Teilrdume in CP" bezeichnen, fiir die PN Q = ()
und dim(P) 4 dim(Q) = dim(CP") — 1 gilt. Zeige weiters, dass eine invarian-
te Hyperebene H C CP" existiert, d.h. o(H) = H, sodass die Einschrinkung
ola: A — A auf den affinen Teil, A := CP" \ H, eine affine Spiegelung ist.

48. Sei E C P(V) eine projektive Quadrik und P C P(V') ein projektiver
Teilraum. Zeige, dass E'N P eine projektive Quadrik in P ist.

49. Fiir jede der folgenden projektiven Quadriken bestimme eine Projekti-
vitéit, die diese auf Normalform wie in Satz VIII.4.7 bringt:
(a) E = {[x:y:z] € RP? } x2—|—5y2—|—422—|—4xy—2:vz:0}
(b) E={[z:y: 2] € RP* |2y =0}
(c) E={lz:y:z:w] € RP® | 2 + 2y? + 22% + 2zy + 2yz + 22w = 0}

50. Fiir jede der folgenden affinen Quadriken £, C R? bestimme eine projek-
tive Quadrik in £ C RP? mit affinem Teil Ey, d.h. so, dass .1 (E) = E, gilt,
wobei ¢: R® — RP3, ¢ (szc) =[1:z:y: 2], die Standardeinbettung bezeichnet:

ER’ |2 +y?+ 22 =1}
eR? |22 +y*— 22 =1}
ER3 | 2% +y? =z}

N NeR ek ver
A A N g

€ R? | 22 = 0}. (In diesem Fall ist £ nicht eindeutig bestimmt)

—
o
5
I
—
(=R VY VN

Bestimme in jedem Beispiel auch die Menge (Quadrik) aller Fernpunkte von E.

51. Fiir endlich dimensionale Vektorraume V7, ...,V zeige
dim(Vy x --- x V,) =dim(V}) + - - - + dim(V},).

52. Beweise Lemma IX.1.3, d.h. zeige, dass die direkte Summe €p,_, V; zu-

sammen mit den kanonischen Inklusionen ¢;: V; — @ jer Vj durch die universelle

Eigenschaft, bis auf kanonischen Isomorphismus, eindeutig bestimmt ist.

53. Sei b;, i € I, eine Basis von V. Zeige, dass die linearen Abbildungen
K — V', ¢;(\) := Ab;, einen Isomorphismus

Pr=v

induzieren.



54. Seien V; Vektorrdume, ¢ € I. Weiters bezeichnen ;: Hje ; Vi =V die
kanonischen Projektionen und ¢;: V; — @ jer die kanonischen Inklusionen. Zeige,
dass eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

o: Pvi—1Iv
iel iel
existiert, sodass m o ¢ o1; = 0;;, fir alle 7,5 € I. Zeige, dass ¢ fiir endliche
Indexmengen I ein Isomorphismus ist. Zeige weiters, dass ¢ fiir unendliche In-
dexmengen zwar injektiv, aber i.A. nicht surjektiv ist.

55. Beweise Proposition [X.2.7, genauer: Fiir o, @1, 0o € L(V, V'), 1,11, 19 €
LW, W), ¢ e LV, V"), ¢ € LW, W") und X € K gilt:
(a) ldv & ldW = idV®W
(b) (¢ o) @ (¢ ov) = (¢ ®Y) o (p@1h)
€ (Prt+e2) @Y =01 @Y+ 2 @Y
(d) @ (Y1 +1P2) = 0 @1 + 9 @ty
(€) (M) @Y =Me®v) =¢® (M)
Dabei bezeichnet p @ ¥: V@ W — V' ®@ W’ das Tensorprodukt linearer Abbil-
dungen.

56. Seien V und W zwei Vektorraume. Zeige, dass i.A. nicht jedes Element in
V @ W elementar, d.h. von der Form v ® w, ist. Hinweis: Fiir einen endlich di-
mensionalen Vektorraum V' gilt V* @V = end(V), und die elementaren Tensoren
aw e V*QV, wober v € V* und w € V', entsprechen den linearen Abbildungen
der Form' V. — V, v — a(v)w. Zeige, dass die identische Abbildung nicht von
dieser Form ist, falls dim(V') > 2.

57. Seip: V — Vund ¢p: W — W zwei lineare Abbildungen zwischen endlich
dimensionalen K-Vektorrdumen. Zeige

a(Vow 5 v ew) = t(p) tr(y)

und
det(V @ W V@ W) = det ()™ det(y) ).

Hinweis: Betrachte Basen von V und W, und berechne die Darstellung von ¢ @
beziiglich der induzierten Basis von V & W.

58. Seien ¢: V. — W und ¢¥: W — U zwei lineare Abbildungen zwischen
endlich dimensionalen Vekotrrdumen iiber K. Fassen wir ¢ € V* @ W und ¢ €
W*®U auf, dann ist p@¢ € V*QW @ W*®U. Bezeichnet tr: W@ W* — K die
kanonische Kontraktion, dann ist (idy+ ® tr @ idy ) (p®v) € VKU = V*QU.
Zeige, dass dieses Element genau der Komposition 1 o ¢: V' — U entspricht.

59. Sei K C L ein Teilkorper, ¢: V. — W eine lineare Abbildung zwischen
endlich dimensionalen K-Vektorraumen, B = (by,...,b,) eine geordnete Basis

von V und C' = (cq,...,¢n) eine geordnete Basis von W. Weiters bezeichnen
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Bp=bi®1,...,0,®1)und C, = (4, ®1,...,¢,®1) die entsprechenden Basen
der L-Vektorraume V ®k L und W @ L. Fiir die Matrixdarstellung der IL-linearen
Abbildung ¢ ®id: V ®@x L — W ®k L zeige:

[(p ® id]L]C]LBIL = [SO]CB'
Schliefle daraus:
tr(p @ide) = tre(p)  und  detr(p ®idy) = detx ().

60. Sei V' ein komplexer Vektorraum, bezeichne Vi den zugrundeliegenden
reellen Vektorraum und betrachte dessen Komplexifizierung, Vg ®g C. Konstruiere
einen kanonischen C-linearen Isomorphismus

Ve@rC=V @V,

wobei V' den komplexen Vektorraum bezeichnet, den wir aus V erhalten indem
wir die Skalarmultiplikation umdefinieren.

61. Sei K C L ein Teilkoérper und V', W zwei Vektorrdume iiber K. Konstruiere
kanonische Isomorphismen von IL-Vektorrdumen:

VeW)egL=(VeglL)d (WekL)

und
VeoW)egL=(Vegl) o, (WekL).

62. Es bezeichne
D:={A€ My(K) |Vi>j: A;=0}
die Menge aller oberen Dreiecksmatrizen und
DY :={A€ Myn(K) |Vi#j—q:A;=0}

die Teilmenge aller Matrizen, deren mcht triviale Eintrége in der ¢g-ten Nebendia-
gonale liegen. Zeige, dass D = @q _ D7 beziiglich Matrizenmultiplikation eine
graduierte Algebra bildet.

63. Zeige V@V = A2V @ S?V, fiir jeden Vektorraum V.
64. Sei p: V — V linear und dim(V') = n. Zeige:
A" = det(yp) idpn .
Hinweis: in Beispiel 1X.5.6 haben wir dies bereits fir diagonalisierbare ¢ gezeigt.

65. Sei p: V' — V linear und dim (V') = n. Zeige:

det(p + zidy) = Ztr Aq

Hinweis: in Beispiel 1X.5.7 haben wir dzes bereits fiir diagonalisierbare ¢ gezeigt.
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66. Sei v € V. Zeige, dass i,: AIV* — ANI71V*
(i) (Vay . .., vg) 1= (v, V2, ... ,0U,),
eine graduierte Derivation ist, d.h. es gilt
in(a A B) = (tya) N+ (=1)"a Ai,f,
fiir alle « € APV* und g € AIV*,
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