Name Matrikelnummer | Studienkennzahl

Priifung zu
Lineare Algebra und Geometrie 2
Wintersemester 2012/13, LVN 250021
am 15. Mérz 2013, 2-stiindig

1 (5 Punkte). Zeige, dass die Matrix

10 6 0 0
6 10 0 0
A=109 0 54
0 0 45

positiv ist, und bestimme v/A.

2 (4 Punkte). Seien A, B € M,,«,,(C) zwei kommutierende semipositive Matrizen,
dh.A>0,B>0und AB = BA. Zeige, AB > 0und vAB = VAVB = v/BVA.

3 (3 Punkte). Bestimme die Polarzerlegung der Matrix

4 0 3
0 10
-3 0 4

4 (5 Punkte). Bestimme eine Bewegung o: R? — R3, die die Quadrik
E= {(5) e R? ( 522 — 3y2 + 322 —8yz+10m:O}
auf Normalform bringt. Um welchen Typ handelt es sich?

5 (5 Punkte). Seien F,...,P,11 und Fy,..., P/, projektive Bezugssysteme
zweier projektiver Raiume P(V') und P(V"). Zeige, dass eine eindeutige projektive
Abbildung 7: P(V) — P(V’) existiert, sodass 7(P;) = P/ furallei =0,...,n+1.

6 (2 Punkte). Seien Py, Py, P, P; vier verschiedene Punkte einer projektiven Ge-

raden. Zeige, dass fiir die Doppelverhéltnisse folgende Relation gilt:
DV(PO7P17P27P3) =1- DV(P27P17P07P3)-

7 (3 Punkte). Was verstehen wir unter dem Tensorprodukt zweier Vektorrdume?

8 (5 Punkte). Seien V und W zwei K-Vektorrdume, by, ..., b, eine Basis von V
und cy, ..., ¢y, eine Basis von W. Zeige, dass b; ® ¢j, 1 <17 <n,1 < j <m, eine
Basis von V ® W bildet.
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9 (5 Punkte). Sei K C L ein Teilkorper und V ein K-Vektorraum. Erklare
wie V ®k L zu einem L-Vektorraum gemacht wird. Die Vektorraumaxiome sind
nicht zu verifizieren, gehe aber darauf ein, wie die Multiplikation mit Skalaren
in L erklart ist und warum dies wohldefiniert ist. Fiir jede K-lineare Abbildung
p: V. — W zeige, dass ¢ ®idp: V ®x L — W ®k L eine L-lineare Abbildung ist.

10 (3 Punkte). Sei K C L ein Teilkorper, V' ein endlich dimensionaler Vektorraum
iiber K, und ¢: V — V linear. Zeige try.(p @ idp) = trg(¢p).

Punkte: | 0-20 | 20125 | 25130 | 30135 | 351 40
Note:| 5 | 4 | 3 [ 2 | 1 |

Punkte: Beurteilung:
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Losungen

1. Da A symmetrisch ist, und weil alle Hauptminoren positiv sind, ist A eine
positive Matrix. Es gilt A = UDU~! = UDU"® wobei

16 000 1 1.0 0
0 40 1 (1 -10 o0
DP=1o o09of mU="510 0 1 1
0 00 1 0 0 1 -1
Somit
1 1.0 0\ /4000\/1 1 00
1t -1 0 offlo2o0o0|l|1-10 0
_ -1_ 1
VA=UVDU =515 o 1 1]{oo3o]lo o 1 1
00 1 -1/\ooo1/\0o 0 1 -1
3100
1300
“loo0 21
00 1 2

2. Da AB = BA gilt VAB = BVA und VAVB = \/E\/Z, siehe Satz VIL.5.6(1)
im Skriptum. Wir erhalten (v/AvB)? = VAV BVAVB = vVAVAVBVB = AB
aber auch AB = VAVAB = VABVA = VABYA > 0, also VAB = VAVB.

3. Es gilt

4 0 =3 4 0 3 25 0 0
A*A=(10 1 O 0 1 0l=10 1 0
3 0 4 -3 0 4 0 0 25
Die Polarzerlegung von A ist daher A = U R, wobei
5 00 4/5 0 3/5
R=vVA*A=[0 1 0] >0 und U:=AR'= 0 1 0 | eUs.
00 5 -3/5 0 4/5
4. Wir diagonalisieren zunéchst den quadratischen Teil,
5 0 0 5 1 0 0
0 -3 —4|=U 5 U, U=10 1/v/5 2/V5],
0 —4 3 -5 0 —2/v5 1/V/5

wobel

1 0 0
Ul=vut=10 1/V/5 —-2/V5
0 2/v5 1/V5
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Es gilt daher:
5% — 3y* + 32 — 8yz = b + 5(y/\/_ - 22/\/5)2 — 5(2y/\/5+ z/\/g)2
also
52% — 3y* + 322 — 8yz + 10z
= 5(x 4+ 1)> +5(y/V5 — 22/v5)” = 5(2y/V5 + 2/V/5)* =5
_ 5{(@)2 + (y/V5 — 22/V5)" — (2y/V5 + 2/V5)* — 1}

z 0]

Die Bewegung

T T r+1
R SR, aly|={9]=wvE-2:/v5],
z z 20/V5 + 2/V/5

bildet daher E auf das einschalige Rotationshyperboloid

a(E):{<>€R3 P4+t - 22:1}
ab.
5. Siehe Proposition VIII.3.27(b) im Skriptum.

6. Bezeichne G die projektive Gerade, die die Punkte Fp,..., P3 enthélt. Sei
7: KP' — G die eindeutig bestimmte projektive Abbildung, sodass 7(0) = P,
m(00) = Py, w(1) = Ps. Setzen wir x := DV (Fy, Py, P, P5) dann gilt nach Defini-
tion des Doppelverhiltnisses, 7(x) = Ps. Betrachte die Projektivitit \: KP' —
KP', A¢) =1 —¢und 7@ := 7o X\: KP' = G. Es gilt dann 7(0) = 7(1) = P,
7(o0) = m(o0) = Pp, 7(1) = m(0) = Py und 7(1 — ) = 7(x) = Ps, woraus wir
DV(PQ,Pl,P(),Pg,) =l—-xz=1- DV(PO,Pl,PQ,Pg) schlieflen.

7. Siehe Definition 1X.2.3 im Skriptum.

8. Siehe Proposition IX.2.5 im Skriptum.

9. Siehe Abschnitt IX.3 im Skriptum.

10. Sei B = (b,...,b,) eine Basis des K-Vektorraums V und A := [¢]pp die
Matrix von ¢ beziiglich B. Dann ist B := (by ® 1,...,b, ® 1) eine Basis des
L-Vektorraums V ®g L und es gilt

(p@idL)(b; ® 1) = p(b;) @ 1 = (Z Az’jbj) ®1= ZAij(bj ®1).

Dies zeigt
[90 K id]L]BB = A= [SO]BB € Mnxn(K) - Mnxn(ﬂ‘)a
und wir erhalten try, (¢ @k idy) = trp(A) = trx(A) = trx(p).
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