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1 Wiederholung

1. Untersuchen Sie das Verhalten der folgenden Folgen

an =n*cosh(1/n), b, =In(In(n))/n, c,=(2"—n?)/n!,

2. Stellen Sie Beispiele von f : R — R vor, sodass

a) f ist strict monoton und hat kritische Punkte,

(
(b

)

) f hat kritische Punkte, die keine lokalen Maximumstellen bzw. Minimumstellen sind,
c¢) f hat lokale Maximumstellen bzw. Minimumstellen, die keine kritische Punkte sind,
)

)

(
(d
(e

f ist monoton und periodish,
f

ist ungerade, nicht konstant und 0 ist eine lokale Maximumstelle oder eine lokale Mini-
mumstelle,

(f) f ist gerade und 0 ist keine lokalen Maximumstelle bzw. Minimumstelle.

3. Richtig oder falsch? Geben Sie einen Beweis oder stellen Sie ein Gegenbeispiel vor:

4. Sei f : R — R periodisch und differenzierbar. Beweisen Sie, dass f unendliche viele kritische
Punkte hat.

5. Berechnen Sie die folgenden Limes

(arctan(sin(z?)))?
(cosx)2—1

(a) limz_>0+



6.

10.

11.

tSh (1/t%)
1/t
sin?y + In(1 — y?)
1 —cos(2y)
() limy,, %

x—T

(b) limt_H_oo

Seien f(z) = 5—8x—2¢°, g(x) = e @) —arctan(8(z+1))—=, fiir + € R, und seien f~! und ¢!
die entsprenchenden Umkehrfunktionen (untersuchen Sie die Existenz solcher Umkehrfunktionen
nicht). Berechnen Sie

Zeichnen Sie den Graph von

P —Ar+ X se |zl <1

fail0,400) = R, falz) = { %arctan()\x) se [z|>1

fiir verschiedene Werte von A > 0. Fiir welchen \ hat man fy € C°(R) bzw. f, € CY(R)?

Unbestimmte Integration

Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integralen

/xQ arctan(xg’)dx’ / dx | /eew”dx
1+ ab zlnz

Sei f € C'(R) und beschrinkt. Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integralen

/(f(ﬂf))2+1d’ /ﬂ)f() ((f(2))")dz, /f(f())f()d-

Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integralen
/xChx dx, /Sinxth dx.

Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integralen

/xQSinxdx, /x”sinxdx (n € N).



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Riemannsche (oder bestimmte) Integration

Zur Erinnerung:

Cla,b] :={f : [a,b] = R : f ist stetig},
Rla,b] :=={f : [a,b] - R : f ist riemannintegrierbar}.

Seien f, g, h: [0,1] — [0, 1], sodass f € R[0,1], g € C[0,1], und h streng monoton wachsend ist.
Richtig oder falsch?

(a) gog—hoh € R|0,1].
(b) fof¢ R[0,1].

(¢) f—fT+supf e R[0,1].
(d) tanoh € R0, 1].

Stellen Sie Beispiele vor:

(a) f:[0,1] = R: f¢ R[0,1] und f € R[0,b] Vb € (0,1).
(b) g & R[0,1], sodass g™ + 2¢g~ € R[0,1].

(c¢) h € R[0,1] mit endliche viele Unstetigkeitsstellen.

(d) ¢ € R0, 1] mit unendliche viele Unstetigkeitsstellen.

Beweisen Sie den folgenden Satz:
fa g: [&,b] _>R7 ZTo € [avb]a f € R[aab]a f =g n [aab]\{xO}
b b
— ¢ € Ra,b] und / f(z)dx —/ g(x)dx.
Beweisen Sie den folgenden Satz:
f:la,b] = R konvex = f € Rla,bl.
Beweisen Sie den folgenden Satz:

f € R[—a,a] und ungerade =— / f(z)dzx = 0.

Berechnen Sie die folgenden Integrale

™ s 4
(a) / sin x dz, / coszsinzdr, / sin(z/2) dz,
0 0

—T

1 1 In2
(b) / xsinxdx,/ xexdx,/ Ch x dx,
0 -1 —In2
2 “ “ @ dt
© @>0) [ h/ade [ Vads, | 5( / _) ar.
a —a 0

2
L



18. Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(a) /02(x+3x+)dx, / 20 d, /ngx—m dz,

-1

(b) /_1(7r—|x|)2dx, /_11\/1——|35|dx, /02min{93,1}d$,
(0) /_22 (VA2 — (1-fa])*) d, /_T;L(cosxmdx, /02 (/Oxtht) dz.

19. Beweisen Sie den folgenden Satz: Seien f € C(a,b), g,h € C'(a,b), und zy € (a,b). Dann ist die

Funktion
g(z)

in C'(a,b) und
() = fg(x))g'(x) — f(h(z))W'(z) Yz € (a,b).

4 Uneigentliche Integration

20. Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale:

400 400 dz 0
e o -
/ re “dzx, / — / e’ sinx dz.
0 —o T +x —00

21. Betrachten Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale konvergent, uneigentlich konvergent,
oder nicht konvergent sind:

/ " arctan(—¢") | / ERRTIR
1 Sln(l/x) 1

22. Betrachten Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale konvergent, uneigentlich konvergent,
oder nicht konvergent sind:

oo . “+oo
/ x \/de7 / cos(mx) d.
1 1

x? x
(Hinweis: Integralkriterium fiir Reihen und Cauchykriterium).
23. Stellen Sie die folgenden Beispiele vor:

a % f(x)dx € R, sodass lim,_, 1 f(z) nicht existiert,

(a)

(b) [7%° f(z)dz € R, f nicht beschriinkt,

(c) f ¢ R|[0,1], sodass f € R[0, ] fur alle a € (0, 1),

(d) f€Cl0,400), [ f(z)dz € R, und f nicht beschrinkt.



24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.

32.

33.

Beweisen Sie den folgenden Satz:
feCa,b), 29 € (a,b) = Vx € (a,b): f(z) = f(x) / f(t

Beweisen Sie den folgenden Satz:

+oo
f(z)dz € R, lim f(z)=¢€R = ¢£=0.
0 T—r+00

Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Stellen Sie Beispiele vor:

a) f, . R=>R: f, 50

(a) f

(b)) fo:R—=R: f, 5 0aber f, 5 0.

(©) fasgn : R—=R: f, 50, g, 20, aber fog, 2 0.
(d) fargn :R—=R: fo, go =0, fogn = 0.

Berechnen Sie den Limes der Funktionenfolge f,,(z) = (sinx)™+32™. Konvergiert sie punktweise
oder gleichméfig in A =[0,1], B =0,2], C = (—1.5,0]7

Berechnen Sie den Limes der folgenden Funktionenfolgen f, : R — R
fo(z) = arctan(nz), f,(z) = arctan(z/n), f,(x) = narctan(z/n).
Konvergieren sie punktweise oder gleichmafig?

Beweisen Sie die folgenden Sétze, oder stellen Sie ein Gegenbeispiel vor.

(@) fo, f €R[0,+00), fu B [ = [ fu— [ F
(b) fu, [ € RI0,400), fu > f = [ fu— [y F
Berechnen Sie die Summe der Potenzreihe Y25 2% /(k+1)!

Berechnen Sie die Summe der Potenzreihe Y %5 (1/2)% /k.

Taylorpolynome, Taylorreihen und Fourierreihen
Berechnen Sie die McLaurinpolynome mit Grad 7 der folgenden
a:x+2cosw, b:xrcos(z?), c:x (cosw)?, d:x+> cos(mtsina).

Seien f € C*(R), o € R und p das Taylorpolynom von f mit Grad 6 und Entwicklungspunkt
xo. Richtig oder falsch? Beweisen Sie oder stellen Sie Gegenbeispiele vor.

a) p(S)(I()) _ f(5) (o), b) p(5)(0) — f(5)(())’ c) p(7) (z0) = 0.



34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Seien f : z + Tz? cos(2?) + 2 sin(72%) und p ihr MacLaurinpolynom mit Grad 11. Welchen Wert
hat p'(1)?

Seien f : x + ¢ %° 4 6sin(2?) und p ihr MacLaurinpolynom mit Grad 8. Welchen Wert hat
p'(=1)?
Sei f : x — x/(14+2%). Schreiben Sie die entsprechende McLaurinreihe und betrachten ihre

Konvergenz.

Sei f : & — xIn(1+x). Schreiben Sie die entsprechende McLaurinreihe und betrachten ihre
Konvergenz.

Bestimmen Sie die Fourier-Reihe der 27-periodischen Funktion f : R — R mit f(z) = 0 fiir
x € [-m,0) und f(z) =1 fir z € [0, 7).

Bestimmen Sie die Fourier-Reihe der 27-periodischen Funktion f : R — R mit f(z) = |z| fiir
x € [—m, 7).

Sei @ € R/Z. Bestimmen Sie die komplexe Fourier-Reihe der 2m-periodischen Funktion f : R —
C mit f(z) = exp(iax) fir z € [—m, 7).

Topologische Grundbegriffe

Welche von diesen sind metrische Raume?

(a) X =R, d(z,y) = (z —y)*,

(b) [O 27T) (.T, y) ‘ o eiy|’

(c) X =R, d(x,y) =z —y,

(d) X =R d(v,w) = (v1 —wy)* + (v2 — w2)?,

(e) X =R2 d(v,w) = |2v1 — wy| + 205 — wy|,

(f) X = R27 d(v,w) = Hlln{|’l}1 wl’a ‘02 - UJ2|}
Welche von diesen sind metrische Raume?

(a) X = {a.b.c},d(a,b) = d(b.a) = d(a.¢) = d(c,a) = Ld(b.c) = d(e.b) = 1/3, d(a,a) =
d(b,b) = d(c,c) =0,

(b) X = {alle endliche Submenge von N}, d(A, B) = |AAB| (zur Erinnerung: AAB = (AU
B)\ (AN B)),

(c) X = NU{oo},d(n,m) = |n~'—m™ fiir n, m € N, d(c0,0) = 0, d(n,00) = d(co,n) = n~!
fiir n, € N.

Welche von diesen sind metrische Raume?

(a) X ={f:[0,1] = [0,1] stetig}, d(f,g) = sup,efoq /() — g(z)],
(b) X ={f:10,1] = [0,1] stetig}, d(f,g) = |f(1/2) —g(1/2)],



44.

45.

46.

47.

48. 1

49.

50.

ol.

52.

() X =C0,1], d(f,9) = Jy |f(x) - g(x)|da.

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Beweisen Sie, dass die Abbildung D : (z,y) € X x X

min{1, d(z,y)} eine Metrik definiert.
Sei (X, d) ein metrischer Raum und seien A, B C X. Richtig oder falsch?

(a) AC B= 0A C 0B,

(b) ANB=0=0ANJB =10,
)
)

(c) 0BCACB=0BCOJ0A
(d) A#0, inf{d(a,B) la€ A} =0=ANB#0
In (R?%,|| - ||2) betrachten wir die Submenge

A={ay=1}, B={?+y* <1, z<1}, CO={lz| <yl <|2]/2}, D={layl <1}.
Welche sind offen, abgeschlossen, beschrankt?
Stellen Sie Beispiele in (R?,]| - ||2) vor:

(a) A C R? offen, nicht abgeschlossen, nicht beschréinkt.
(b) B C R, sodass B x B C R? nicht offen und nicht abgeschlossen ist.
(c) C C R? offen, abgeschlossen und beschrinkt.

n (

C10,1], || - ||c) betrachten wir die Submenge

A={f e X| f konstant},
B ={f € X | f beschrinkt},
C ={f € X | f differenzierbar in (0,1) und f" = f}.

Welche sind offen, abgeschlossen, beschrankt?
Seien p, q € [1,00] und O C R". Beweisen Sie den folgenden Satz:

O is offen in (R™, || - [|,) <= O is offen in (R, || - [|)-

Sei Q = {(z,y) € R? : max{|z|,|y|} < 1}. Beweisen Sie den folgenden Satz:

Ve >03a; eR%i=1,...,n.: QC UBg(ai).

Stellen Sie Beispiele vor:

(a) (X,d) beschréinkt, nicht vollstédndig.
(b) (X, d) nicht beschriankt, vollstindig.
(¢) (X,d) nicht beschrénkt, nicht vollstédndig.

Sei der metrische Raum (X, d) = (C[0, 1], - |l1) gegeben. Stellen Sie Beispiele vor:



53.

54.

55.

56.

o7.

58.

59.

(a) A C X offen, beschrinkt.
(b) B C X nicht beschrankt, vollstédndig.
(c) C C X abgeschlossen, beschrankt.

Beweisen Sie den Satz vom abgeschlossenen Graphen.

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume mit Y kompakt. Dann:
f: X =Y stetig <= G(f)={(z,y) e X xY : y= f(x)} abgeschlossen

Gilt den Satz vom abgeschlossenen Graphen ohne die Kompaktheit Voraussetzung?
Stellen Sie Beispiele in (R?, ]| - ||2) (falls sie existieren) vor:

(a) A kompakt mit 0A = A.

(b) B absgeschlossen und nicht beschrinkt mit B N {|z| < k} kompakt fiir alle k£ > 0.

(c) C # 0 und offen mit C'N {|z| < k} kompakt fiir alle & > 0.
)

(d) D # D mit D kompakt.
Zeigen Sie durch die Definition die Stetigkeit der folgenden funktionen
(a) f:R* = R? f(z,y) = (y,—z) (Rotation).

(b) g:R* =R, g(z,y) =y — .

(c) h:R* =R, h(z,y) = minf{|z|, [y|}.

Zeigen Sie, dass 2z, = e™ € C konvergente Teilfolgen hat. Sei z € C mit |z| = 1 beliebig. Existiert
eine Teilfolge z,, mit z,, — z (heuristich)?

Sei K C R kompakt und nicht leer. Beweisen Sie, dass

(a) K x K € R? kompakt ist,

(b) K x (R\ K) € R? nicht kompakt ist,

(c) 2K ={2z € R : z € K} kompakt ist,

(d) K—K={z—-y€R: z,y€ K} kompakt ist.

Bestimmen sie die Operatornorm der Lineare Abbildung L : R? — R? definiert durch L(v) = Aw,

wobel A die Matrix
e 10
—\0 2

ist. Zeigen Sie, dass v € R? mit ||v||; = 1 existiert, sodass ||L(v)]|2 = ||L]|op ist.



60.

61.

62.

63.

64.
65.

66.

67.
68.

69.

Funktionen mehrerer Variabeln
Berechnen Sie alle partiellen Ableitungen (aller Ordnungen) der Funktion f(x,y, 2) = #?sinye™
fiir alle (x,y,z) € R%.

Berechnen Sie die ersten partiellen Ableitungen der Funktion f(z,y,z) = 2% + log(z*+y?) fiir
alle (z,y,2) € R*\ {(0,0,2) : z € R}. Sind diese stetig?

Sei p € [1, 00]. Ist die Funktion f : R" — R, f(v) = ||v||, partiell differenzierbar? Ist g : R" — R,
g(v) = [[v]|§ fiir ¢ € [1, 00) partiell differenzierbar?

Berechnen Sie die ersten und die zweiten partiellen Ableitungen der Funktion

xy’ )
[RESR, fay) = g w @y #00

0 fir (z,y) = (0,0)

Ist 92,£(0,0) = 9;,f(0,0)? Wieso?
Sei r(x) = ||z||2 fir alle z € R™. Berechnen Sie Vr(x) und Ar(z).

Fiir alle f : R* — R und v : R* — R? partiell differenzierbar definieren wir V) f = (9..f, 9, f) :
R? — R? und V(, )0 = 0,01 + 92 : R - Rund A,y f = Vi) - (Vi f) :RP = R

Sei O =R? x (0,00) € R® und u : (x,y,t) € O — R definiert durch
u(w,y,t) =t~ exp(—(a*+y*) /4t).

Zeigen Sie, dass
V(z,y)u(xv Y, t) = —(a:u(x, Y, t)? yu(x, Y, t))/(Qt)

und dass u die Warmeleitungsgleichung
Ou = A yu
fiir alle (z,y,t) € R? x (0,00) erfiillt.
Geben Sie Beispiele von Funktionen f, g, h : R® — R, sodass

V-f(z,y,2) = 14z, Vyg(z,y,z),= (Qxye227x2ez2, 2x2yze22), Ah(z,y,z) = V(Vh)(z,y,z) = 1.

Existiert g € C*(R?), sodass Vy(z,y,2) = (z,yz,2)?

Berechnen Sie den Differential von f : (z,y,2) € R® = (222, cos z + €¥). Sei L,, der Differential
von f in zg = (1,0, 7). Welchen Wert hat L., (1,2, 3m)?

Fiir alle £ € N finden Sie Beispiele von Funktionen

(a) f:R"™ — R, die C* sind aber nicht k + 1-mal partiell differenzierbar sind,
(b) g:R"® = R, die C* aber nicht C**! sind,
(c) h:R™ — R, die k + 1-mal partiell differenzierbar aber nicht C**! sind,



70.
71.
72.

73.

74.

75.

76.

e

78.

79.

80.

81.

10

Fiir allen € N, n >3 sei u: 2 € R\ {0} — ||z|37". Beweisen Sie, dass Au = 0.
Sei u: R?*\ {0} — In ||z||o. Beweisen Sie, dass Au = 0.
Sei w € C3(R™) mit Aw = 0. Beweisen Sie, dass

w konstant < A(w?) = 0.

Sei ¢ : R? — R durch ¢(z,y) = x cosy gegeben. Berechnen Sie die folgenden Integrale

Loe ™ 0¢
@ [ endas [ S0

"0 g
o) [ Sromdns [ e

Berechnen Sie die Richtungsableitung von f : R? — R gegeben durch f(z,y) := 2% + 6xy + 3
im Punkt (1,1) in Richtung zum Punkt (2,4).

Berechnen Sie die Richtungsableitung von f : R*\ {(0,0)} — R, f(x,y) := In(2? + y?) in einem
Punkt (z9,v0) # (0,0) in Richtung zum Ursprung.

Ermittlen Sie die Gleichung z = g(z,y), die die Tangentialhyperebene an den Graphen von
[ R? >R, f(x,y) = 32° + siny im Punkt (1,7).

Man berechne die Gleichung der Tangentialhyperebene an der Graphen der Funktion f : R? —
R, f(x) = y/1 — ||z||?, in einem beliebigen Punkt zy € RY, wo f differenzierbar ist.

Wie lautet das Taylorpolynom zweiter Ordnung der Funktion f : R?* — R, f(z,y) := 2ye® + y?
im Punkt (0,2)7

Finden Sie die kritischen Punkte von f : R? — R mit f(x,y) = (y—=2?)(y—22%). Welche von
diesen sind lokale Extrema?

Finden und klassifizieren Sie die kritischen Punkte von
(a) f(z,y) =a*+y° — 3uy,

(b) f(z,y) = 3we¥ —a® — &%,

(c) flz,y) =2 —4y® + 32° — y*.
Man untersuche folgende Funktionen auf Extrema:

(a) f:(z,y) €R® =2’ +y° + 3ay,
b) g:(x,y,2) € R® — 22+ 9% + 22 — 22y2.
g Y Y Y



