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Wiederholung

. Seien p, ¢ und r Aussagen. Zeigen Sie, dass dei Aussagen

(a) pV(—pVq),
(b) (-pAq)= (—pAa),

(©) [(@An A=) v (@v - An)| = (A V) = )
Tautologien sind.

. Sei x eine Operation, die durch die folgende Wahrheittafel definiert ist:

blq|P*q
1]1 0
110 1
011 0
010 1

Driicken Sie p x ¢ mit Hilfe der Negation (=) und der Konjunktion (A) aus.
. Sei p # 1 eine Primzahl. Zeigen Sie, dass \/p € Q.
. Seien A, B, C, D, F und F' die Mengen:
A={1/n|neNn>0}, B={sinn|neN}, C={27"|neN},
D={n*-n|neN}, E={reR|1<r<3}, F={¢€Q]| ¢ ¢Q}.
Berechnen Sie:

(a) (inf C')(inf D) + (sup E)(inf ),
(b) (sup A + inf A)(sup B — inf B),
(c) sup F.



10.

11.

Seien A and B nichtleere Mengen reeller Zahlen und

A+B:={a+b:a€cA beB}, AB:={ab : a€ A, be B}.
Man zeige sup(A + B) = sup A + sup B. Gilt auch sup(AB) = sup A sup B?
Seien z, w € C beliebig mit 0 < |z| < 1 < |w|. Man zeichne:

Z, w, ZQ, U)2, {yE(C : y3:Z}, {ye(c : y4:w}

Losen Sie die folgende in C:

Funktionen

Sei A = {1,2,3}. Wie viele verschiedene Funktionen f : A — A gibt? Wie viele Funktionen
fiAXA— AxAxAgibt?

Finden Sie ein Beispiel von f : N — N und A C N so dass
(a) fTHAA)#A (b)) fUfA))CA (o) AC(f(A), (@) [f(A)=[f"(4)
Seien f: A— A, 0#B C Aundsei F: Ax A— Ax A so definiert
F(a,d) = (d, f(a)) Y(a,d) € Ax A
Sei B = f~(B'). Berechnen Sie

(a) F(F(AxB)), (b) FYAxB), (c) FYFB x B)).

Folgen

Entscheiden Sie jeweils welche der Eigenschaften nach oben beschrdinkt, nach unten beschrinkt
beschrinkt, konvergent, uneigentlich konvergent fiir die gegebenen reellen Folgen vorliegen.

1) 4+1 n
an = ( )7”& : , by = (_1>(_1) y Cp = (_1)n - (_1)371—5—17 d, = Sin(l/n),

en =mnsin(n), f,=n®>—64n* g, =Inn-n, h,=-—.
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14.

15.

16.

17.

18.

Fiir alle « € (0,2), berechne man:
(a) lim, 40 n®(n+1)"1

(b) lim,, oo (vVn+1 —y/n)n==.

(¢) lim, oo (1424 ... 4n)*/n.

Seien (a,) und (b,) reelle Folgen, (a,) beschrinkt, b, — b, ¢, := 2%’ und d,, = 10'°(a,(b,—b)).

Richtig oder falsch? (Beweis oder Gegenbeispiel)

) ist beschrénkt.
¢,) ist konvergent.
) ist konvergent.

nCn) ist konvergent.

Seien (a,) und (b,) reelle Folgen, a,, — a und b, — +o00. Richtig oder falsch? (Beweis oder

Gegenbeispiel)

a) a >0 = a,b, — +o0.

Berechnen Sie: ' )
(a) nl_l)rfoo et (b) nl_l)rfoo L (¢) lim —.

Sei (a,) eine reelle Folge. Richtig oder falsch? (Beweis oder Gegenbeispiel)

(a) a, > a <= au41 —a, — 0.
(b) 0 <a? <a, < a,—0.

(¢) an = a <= agpi1 — a.

Richtig oder falsch? (Beweis oder Gegenbeispiel)

(e) (ag,) monoton und (ag,s1) konvergent —> (as,) konvergent.

Welche von diesen Folgen konvergiert? Warum?

1 1 2 t +
o=t (—m (L)), b, = oe2) o larctann)T )
n 1+ logyn In(n+1)



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Reihen

Berechnen Sie

+&)(—{Dn +oo 1 +oo 1

(a) qn (b) 2m7 (c) Zl—4n2'

n=0 n= n=1

Beweisen Sie die Konvergenz der Reihen

R | X 3m X 10%1nn
W S 0 Lot @ S
Sei die Menge A C R so definiert

+oo 2 g
A= {a: eR : Z ZQ+1 konvergiert} )

n=1

Berechnen Sie sup A — 2inf A.

Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der foldenden Reihen

2

0 LG 0 S0 N(F) @ pee

n=1 n=1 n=1

Beweisen Sie, dass die Reihe
+oo (_1)n+1ﬂ_2n

Z (2n)!

n=0

konvergiert und mit der Hilfe des Taschenrechners berechnen Sie ihre Summe mit Toleranz 1073,

Beweisen Sie, dass die Reihe "7 27" cos(7n/2) konvergiert und dass ihre Summe s zum In-
terval (3/4,13/16) gehort.

Welche von diesen Reihen sind absolut bwz. bedingt konvergent?

400 _1)» +o0 _1)n +o0 _1)m +o00o _1)»
@ X om X e XL @ 58

n=2 n=1 n=1 n=1

Welche von diesen Eigenshaften (A) Nichtnegative Termen, (B) konvergent, (C) uneigentlich-
konvergent, (D) absolut konvergent, haben die folgende Reihen?

(a) f% (b) f(_n?n, (©) f(u%)%, () fm(”‘;l).

n=1 n=1 n=1




5 Elementire Funktionen

27. Seien die Funktionen f:[0,1] = R, g : R — R und h: (—o0, 3] = R so definiert

fla)=2* g(x)=|z]z, h(z)=]-a|

und sei C' = [0, 1]. Finden Sie die folgenden Mengen
F(C), 9(C), MC), f7HC), g7H(C), hTHC), f(R(C)), g(h(C)), K (F(C)). fg(R(C))).
28. Sei f: R — R eine Funktion. Beweisen Sie den folgenden Satz

f konstant <= f monoton wachsend und monoton fallend.

29. Seien f, g : R — [0,00) Funktionen. Beweisen Sie die folgenden Sétze

(a) f und g monoton wachsend = fg monoton wachsend,

(b) fg monoton % f monoton und g monoton.

30. Sei f:R — R, g:R — R monoton, h: R — R periodisch. Zeigen Sie das Folgendes
(a) die Funktion f o h ist periodisch,
(b) die Funktionen g o g und ¢ sind monoton,

(c) die Funktionen g o h, h o g und g* kénnen nicht monoton sein.

31. Sei f: R — R beliebig. Zeichnen Sie den Graph der folgenden Funktionen

giam 2@ hiro W+ [f@D), oo [f(2)), meze [(f().
32. Sei f: R — R Lipschitz mit Konstante L > 0 und ¢g : C — C a-Ho6lder mit Konstante M > 0.

Zeigen Sie, dass

(a) fo f Lipschitz mit Konstante L? ist,
(b) gog (2a)-Hélder mit Konstante M1+ ist,
(¢) go f a-Holder mit Konstante L*M ist.

6 Stetigkeit

33. Beweisen Sie, dass die folgenden Funktionen f; : R — R stetig in ¢ = 0 sind:

filz) = Vat, fo(z) = |z|arctan(z), f3(x) = elzl=1

_Jx xeQ _ f zsin(l/z) x#0
f4_{0 s g Q" f5(’”)_{0 z=0"
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Beweisen Sie, dass die folgenden Funktionen g; : C — C stetig sind:

91(2) =2, ga(2) =¥z, g3(2) = |2 — 2%,
a' , ab? ‘
ga(a+ib) ={ 212 a+ib#0  gslatib) = @ a+ib#0

Beweisen Sie den folgenden Satz: Sei f : [0, 1] — [0, 1] stetig. Dann 3z € [0, 1], so dass f(z) = z.
(Hinweis: betrachten Sie die Funktion g(z) = f(z) — z)

Beweisen Sie den folgenden Satz: Sei f : [0,1] — [0, 1] monoton wachsend. Dann 3z € [0, 1], so
dass f(x) = x. (Hinweis: betrachten Sie den Punkt sup{z € [0,1] : f(x) > z})

Richtig oder falsch? (Beweis oder Gegenbeispiel)

(a) feC[0,1]), f(0)f(1) =20 = Jz€0,1], f(z)=0.

(b) feC®([0,1]), f(0)f(1) <0 = 3z €(0,1), f(x)=0.

() feC0,1)), FO)/(1) <0 = Fre[0,1], flz)=0.

(d) feC(0,0)), f(0)-lim, o f(x) <0 = x>0, f(z)=0

(e) f € C%R) und periodisch = f beschrinkt.

(f) f € C°(R) und periodisch = f hat unendliche viele Maximumstellen.

Sei f: R — R stetig und f = 0 in Q. Beweisen Sie, dass f = 0.
Sei f: R — R so definiert:

) = arctan(z?) + In(e + z) x>0
= sin(z) + asinh(2?) —4a? +2 2z <0.

Sei A:={a€R : fstetigin 0 ist}. Wie viel ist 2sup A — 6inf A.

Grenzwerte von Funktionen

Berechnen Sie die folgende Grenzwerte (falls sie existieren):

3 3 _
(@) fm L () fim S

=1 r— 1" =2 ¢ — 2

Berechnen Sie die folgende Grenzwerte (falls sie existieren):

(@) lim U= gy Tl

z—0 T 13 — 17

Berechnen Sie die folgende Grenzwerte (falls sie existieren):
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Berechnen Sie die folgende Grenzwerte (falls sie existieren):

1 B a1
T (b)  lim ol

z—+oco In x3 — 373 .

I;
<a) xiglJr 1— IL‘7

Berechnen Sie die folgende Grenzwerte (falls sie existieren):

: : z’ : 1\*
(a) xlggo arctan <exp (1— cos (sm (M)))) , (b) wginoo (ZE + 5) :

Differentiarechnung

Berechnen Sie die Ableitung in R der foldenden Funktionen

(a) z — 22sin(z®), (b) z— In(142%), (c) z— ) (d) z — arctan(arctan(z)).

Untersuchen Sie, wo die folgenden Funktionen differentierbar sind, und berechnen die Ableitung

(a) z € R 23 (b) z € R In(1+]z]), (¢) 2z €R~ ztsinz, (d) z — arctan(|z|).

Zeigen Sie, dass die funktion

fiR—R, f(g;):{ gQSin(l/x) zig

differenzierbar ist und berechnen Sie die Ableitung. Ist f’ stetig?

Sei f: R — R differenzierbar. Berechnen Sie die Ableitung von

(a) z+— f(2%), (b) x> flx) = f(=x), (c) z s sin(f(x)), (d)zr fE@),

Sei f: R — R so gegeben: f(z) = z?arctan(l+x) + sin(2?) + (z—1)® und sei y = g(z) die
Gleichung, die die Tangente zum Graf von f im Punkt (0,0) definiert. Berechnen Sie g(2) und
g'(0).



