Ubungen zur ,,Analysis in einer Variable fiir LAK” Wintersemester 2012/13

Blatt 12: Differenzierbarkeit und Ableitung, Teil 3

Differenzieren 1.
Berechne die Ableitungen der Funktionen f; : (0,00) — R mit a > 0, eine fixe Zahl.

(a) fi(z) =a* (b) folz) = a° () falz) ="
(d) fa(z) = :z:(x: (e) f5(x) = (a")" (f) folz) = m(za>
() fr(w) = =" (h) fs(@) = a® (i) fo(x) = a®"

Bessel’sche Differentialgleichung.
Zeige, die Funktion f : (0,00) = R, f(z) = % 16st die Differentialgleichung
1 1
" !/
)+ —f(x —|—(1——> x) = 0.
)+ @)+ (1= ) S@)
Anmerkung: Funktionen f : (0,00) — R, die der Bessel’schen Differentialgleichung f”(z) +
1/z f'(z) + (1 — p?/2%) f(z) = 0 der Ordnung p geniigen, heiflen Zylinderfunktionen der
Ordnung p. Sie spielen beim Losen der Schrodingergleichung in der Quantenmechanik ei-
ne wichtige Rolle. Und wir haben also gezeigt, dass sin(x)/+/x eine Zylinderfunktion der
Ordnung p = 1/2 ist.

Glattes Einmiinden in die Nullfunktion.
Gegeben sei die Funktion o) o { =17 falls > 0

0 falls z < 0.
Skizziere den Graphen von h und zeige, dass h auf ganz R beliebig oft differenzierbar
(also glatt) ist.

Tipp: Der einzig wunde Punkt ist wieder einmal 0. Fiir z # 0 gilt h(*) (z) = py(z)z—ke1/*
(pr ein Polynom (konkrete Gestalt uninteressant), Induktion!) bzw. A(¥) = 0. Damit lisst
sich nun (wieder mit Induktion) zeigen, dass h(¥)(0) existiert und verschwindet, voila!
Anmerkung: Diese Funktion ist ein explizites Beispiel dafiir, dass es fiir eine (nicht triviale)
glatte Funktion moglich ist, beliebig viele Nullstellen zu haben; A miindet bei 0 glatt in die
Nullfunktion.

Leibnizregel.
Seien f,g : I — R reelle, n-mal differenzierbare Funktionen. Beweise die sog. Leib-
nizformel fiir die n-te Ableitung des Produkts

n
C) ™ () = N £ =8 () o) ().
0" =3 (1) 7o
Tipp: Diese Formel hat nicht nur eine frappante Ahnlichkeit zum Binomischen Lehrsatz,
sie lasst sich auch analog durch vollsténdige Induktion nach n beweisen.

Differenzieren 2. Berechne die Ableitungen auf dem jeweiligen Definitionsbereich.
(a) fi(x) = arcsin(x) (b) fo(z) = arcsin(z?) (c) f3(z) = /7 arcsin(y/z)
(d) fa(z) = y/arctan(22) (e) fs(x) = arcsin®(z) (f) fs(x) = log(arccos(x? + 4x))
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@ Stetig differenzierbar?
Gegeben sind die Funktionen

(a) Nach Blatt 11, Aufgabe ist ¢ differenzierbar auf ganz R (sogar mit be-
schriankter Ableitung ¢'). Ist ¢’ auch stetig auf R? Skizziere g und ¢’

(b) Zeige, dass h auf ganz R stetig differenzierbar ist. Ist h auch zweimal differen-
zierbar auf R? Skizziere h und h'.

Hinweis: Natiirlich liegt der Hund wieder in « = 0 begraben...

Insgesamt zeigt diese Aufgabe, dass differenzierbare Funktionen nicht stetig differenzierbar
(also C!), sein miissen (sogar falls die Ableitung beschriinkt ist) und stetig differenzierbare
Funktionen nicht zweimal differenzierbar. Und es ist unschwer zu erkennen, wie man diese
Aussage fiir hohere Ableitungen verallgemeinern kann...

Knicke und Spriinge

0 <0
r x>0.
onsgraphen. In welchen Punkten ist x, stetig, in welchen differenzierbar? Was
kann {iber die einseitigen Ableitungen bei z = 0 gesagt werden?

<
(b) Betrachte die (sog. Heaviside’sche) Sprungfunktion H(z) := (1) i > 8

Skizziere den Funktionsgraphen, dann verifiziere die folgenden Aussagen

i. H ist differenzierbar auf R\ {0} mit H'(x) = 0 und daher dort auch stetig.
ii. H' ist stetig ergédnzbar nach x = 0.

(a) Betrachte die sog. Knick-Funktion x, := Skizziere den Funkti-

iii. Trotzdem ist H in z = 0 nicht differenzierbar, weil dort sogar unstetig.

iv. Die nicht-Differenzierbarkeit von H in x = 0 duflerst sich auch dadurch,
dass der Differenzenquotient dort keinen Limes hat.

v. Allerdings existiert die linksseitige Ableitung von H in z = 0, die rechtssei-
tige aber nicht.

Geglittete Knicke.

Fiir n € N definieren wir die Funktion f(x) := 0 4 zs0
" x> 0.

Zeige, dass f auf ganz R n-mal stetig differenzierbar aber nicht (n + 1)-mal differen-

zierbar ist. Skizziere die Situation fiir n = 4.

Tipp: Der Schliissel ist hier — wie schon in|3|— eine Formel fiir f*)(z) (k=1,2,...n+1,

x> 0): f®)(z) = (n+D)n(n—1)--- (n—k+2)z"+t~* (unmittelbar einsichtig oder leichte In-

duktion). Damit lisst sich zeigen, dass f(*)(0) fiir k = 1,2,...n existiert und verschwindet

und dass "+ (0) nicht existiert.
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