Ubungen zur Schulmathematik Analysis 14

Blatt 10: Differentialrechnung, Teil 2

Differenzierbarkeit & Ableitung 1. Sind die folgenden Funktionen auf R differen-
zierbar? Warum bzw. warum nicht?

Zeichnen Sie (mit Technologie!) den Funktionsgraphen und berechnen Sie gegebenenfalls die
Ableitung (ohne Technologie!).

(a) fi(z)=3a*+52% — 2 + 70 — 11 (c) f3(z) = exp(x) sin(x)
(b) fa(z) = 2" exp(a) (d) falz) = ioj(il

Tangente explizit. Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen der
Funktion f in dem jeweils angegebenen Punkt P. Fertigen Sie eine Skizze an.

(a) fz) =3 P=(11) (b) f(z)=¢", P=(0,1) (c) f(z)=sin(z), P =(0,0)

Niherungsweise Berechnungen mittels Ableitung. Geben Sie unter Verwendung
der Ableitung der Wurzelfunktion eine Niherung fiir 1/8.92 an. Wie gut ist diese Ndherung?

Knicke und Spriinge.
(a) Betrachten Sie die sog. Knick-Funktion

] 0 z<0
R x> 0.

Skizzieren Sie den Funktionsgraphen. In welchen Punkten ist x4 stetig, in welchen
differenzierbar? Begriinden Sie.
(b) Betrachten Sie die (sog. Heaviside’sche) Sprungfunktion

0 <0
H(:p):—{ 1 x«>0.

Skizzieren Sie den Funktionsgraphen, dann verifizieren & begriinden Sie die folgenden
Aussagen:
(i) H ist differenzierbar auf R\ {0} mit H'(z) = 0 und daher dort auch stetig.
(ii) H' ist stetig ergénzbar nach z = 0.
(iii) Trotzdem ist H in = 0 nicht differenzierbar, weil dort sogar unstetig.
(iv) Die nicht-Differenzierbarkeit von H in z = 0 &duferst sich auch dadurch, dass der
Differenzenquotient dort keinen Limes hat.
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Differenzierbarkeit & Ableitung 2. Fiir welche reellen x sind die folgenden Funk-
tionen definiert, wo sind sie differenzierbar? Warum bzw. warum nicht?

Zeichnen Sie (mit Technologie!) den Funktionsgraphen und berechnen Sie gegebenenfalls die
Ableitung (ohne Technologie!).

@ A =at 1 IO AR =) —r (g e - )
_:Jc2_2x—|-1 d) fa(z) = 23 b 1
0) o) =35 O () Jile) = o

Die Tangente als ,,beste” Gerade — warum % — 07 Ziel dieser Aufgabe ist es
(noch einmal und explizit) zu sehen, in welchem prézisen Sinne die Tangente die bestappro-
ximierende Gerade an eine differenzierbare Funktion ist und was das mit der

,verschirften Bedingung“ T(hh) — 0 aus D§2.2 zu tun hat.
Sei f : R — R eine differenzierbare Funktion und sei o € R. Zeigen bzw. bearbeiten Sie
nacheinander die folgenden Punkte:
(a) Jede Gerade g durch (xq, f(z0)) ist von der Form g(x) = f(xo) + k(x — x9).
(b) Geben Sie den Fehler
r(h) = f(zo+h) — g(zo + h)
der Approximation von f durch die Gerade g explizit in Termen von f und k an.
(c) Es gilt r(h) — 0 fur h — 0.
Anmerkung. Der Witz ist hier, dass die Aussagen fiir jede Gerade g durch (zg, f(z¢))
gilt! Auflerdem bleibt die Aussage richtig, falls f nur stetig in xg ist.
(d) Es gilt
r(h)
h
d.h. falls k = f'(z0) ist.
(e) Fertigen Sie eine Skizze an.

— 0 (h — 0) genau dann, wenn g die Tangente an f in z ist,

Ableitungspuzzle 1. Gegeben sind die Graphen der Funktionen f, g und h.

f g . h

— — T

Welche der Funktionen i, j, k& (Graphen siehe unten) ist die Ableitung von f, g bzw. h?
Begriinden Sie Thre Auswahl!
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