Kurven im R"

Definition 2.1.1. Sei I C R ein Intervall. Eine parametrisierte Kurve ist eine unend-
lich oft differenzierbare Abbildung ¢ : I — R"™. Eine parametrisierte Kurve heifst
requldr, falls ihr Geschwindigkeitsvektor nirgends verschwindet, ¢(t) # 0 fiir alle
tel.

Definition 2.1.7. Sei ¢ : I — R" eine parametrisierte Kurve. Eine Parametertransfor-
mation von c ist eine bijektive Abbildung ¢ : J — I, wobei J C R ein weiteres
Intervall ist, so dass sowohl ¢ als auch ¢=! : I — J unendlich oft differenzierbar
sind. Die parametrisierte Kurve ¢ = cop : J — R" heilst Umparametrisierung von
c.

Definition 2.1.8. Eine Parametertransformation ¢ heilst orientierungserhaltend, falls
@(t) > 0 fiir alle ¢ und orientierungsumkehrend, falls p(t) < 0 fiir alle ¢.

Definition 2.1.9. Eine Kurve ist eine Aquivalenzklasse von reguldren parametrisierten
Kurven, wobei diese als dquivalent angesehen werden, wenn sie Umparametrisie-
rungen voneinander sind.

Definition 2.1.10. Eine orientierte Kurve ist eine Aquivalenzklasse von parametrisier-
ten Kurven, wobei diese als dquivalent angesehen werden, wenn sie durch orien-
tierungserhaltende Parametertransformationen auseinander hervorgehen.

Definition 2.1.11. Eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve ist eine regulére para-
metrisierte Kurve ¢ : I — R™ mit ||¢(¢)|| = 1 fiir alle t € 1.

Definition 2.1.15. Sei ¢ : [a,b] — R™ eine parametrisierte Kurve. Dann heifst
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Lange von c.

Definition 2.1.17. Ein Polygon im R™ ist ein Tupel P = (aq,...,ax) von Vektoren
a; € R", so dass a;,1 # a; firallet=0,..., k— 1.



Definition 2.1.19. Eine parametrisierte Kurve ¢ : R — R heilst periodisch mit Periode
L, falls fiir alle ¢t € R gilt ¢(t + L) = ¢(t), L > 0, und es kein 0 < L' < L gibt,
so dass ¢(t + L) = ¢(t) fiir alle t € R. Eine Kurve heifst geschlossen, falls sie eine
periodische reguldre Parametrisierung besitzt.

Definition 2.1.20. Eine geschlossene Kurve heilst einfach geschlossen, falls sie eine pe-
riodische reguldre Parametrisierung ¢ mit Periode L hat, so dass cj, ) injektiv
ist.



Proposition 2.1.13. Zu jeder reguldren parametrisierten Kurve ¢ gibt es eine orientie-
rungserhaltende Parametertransformation ¢, so dass die Umparametrisierung co
nach Bogenlinge parametrisiert ist.

Lemma 2.1.14. Sind ¢; : Iy — R" und ¢y : Iy — R™ Parametrisierungen nach der
Bogenlinge derselben Kurve, so ist die zugehorige Parametertransformation ¢ :
I; — I, mit ¢; = ¢ 0  von der Form

p(t) =t +to

fiir ein g € R, falls ¢; und ¢, gleich orientiert sind. Falls ¢; und ¢, entgegengesetzt
orientiert sind, ist sie von der Form

o(t) = —t + to.

Lemma 2.1.16. Die Léinge parametrisierter Kurven dndert sich nicht bei Umparame-
trisieren.

Proposition 2.1.18. (Léngenapproximation durch Polygone). Sei ¢ : [a,b] — R™ eine
parametrisierte Kurve. Dann gibt es fiir jedes (noch so kleine) € > 0 ein 6 > 0, so
dass fiir jede Unterteilung a =ty < t; < ... < t; = b des Definitionsintervalls mit
Feinheit kleiner als § (d.h. ¢;11 —t; < ¢ fiir alle 7) gilt:

|Lle] = LIP]| <¢,

wobei P = (c(tg), c(ty), ..., c(ty))-



