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Die vorliegende Aufgabensammlung dient als Grundlage fiir die Ubungen zur Funktionalanaly-
sis, die die gleichnamige Vorlesung begeleiten. Die Ubungen und die Vorlesung bilden eine untrenn-
bare Einheit: der behandelte Stoff ist identisch, es laufen bloss die beiden jeweils passenden Teile
des Lernprozesses in der Vorlesung bzw. in den Ubungen ab. Ein Versténdnis der einschliigigen
Begriffe entsteht daher auf der Basis beider Veranstaltungen.

Die Aufgaben sind eng an den Ablauf der Vorlesung angepasst; die Kapitelnummerierung ent-
spricht der der Vorlesung. Die Aufgabensammlung enthélt eine Mischung aus ,, Routinebeispielen”
(kiirzer, weniger anspruchsvoll) und lingeren, aufwendigeren Aufgaben, die zum Teil auch offen
formuliert sind; speziell—aber nicht nur—fiir letztere empfiehlt sich ein Nachschlagen in der ent-
sprechenden Literatur (fiir einen Uberblick siehe die Literaturliste auf der Vorlesungshomepage)
und/oder Gruppenarbeit.

1 Banach- und Hilbertraume: Grundlagen und Beispiele

1.1 Normierte Vektorrdume: Grundbegriffe

1. Wichtige elementare Ungleichungen.
Wiederhole aus der Analysis die folgenden (fiir uns im Folgenden wichtigen) Ungleichungen
(siehe zB. [Forster, Analysis 1, §16, Hilfssatz, Satz 7, Satz 8]).

Die Zahlen p und ¢ seien dabei stets konjugierte Indizes, d.h. 1/p + 1/¢g = 1 mit der Verein-
barung 1/00 = 0. Weiters bezeichne K immer C oder R.

(i) Fiir 1 < p,q und 2,y > 0 gilt 2'/PyY/7 < z/p +y/q.
(ii) (Holder Ungleichung) Fiir 1 < p,q, x = (X1, -+, Zn), ¥ = (Y1,---,Yn) € K" gilt
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(iii) (Minkowski Ungleichung) Fiir 1 <p < 0o, z = (z1,...,Zn), y = (Y1, -, yn) € K" gilt
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Bereite eine Miniprisentation (ca. 5 Minuten) vor, in der du die Ungleichungen priisentierst,
die Cauchy-Schwarz Ungleichung als Spezialfall vorstellst und kurz und biindig die Beweise
skizzierst. Achte insbesondere auf die zuléissigen Bereiche von p und ¢q. Wie kénnen (ii) und
(iii) umformuliert werden um auch p = oo zu erlauben?

2. Die p-Normen auf K™.
Fiir 1 < p < oo ist die p-Norm
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(vgl. Bsp. 1.2A(i)) tatséchlich eine Norm auf K™. Diese Tatsache ist schon aus der Analysis
bekannt. Bereite eine Miniprésentation (ca. 5 Minuten) vor, in der du die Giiltigkeit der
respektiven Eigenschaften (N1)—(N3) fiir die verschiedenen Félle p = 1, p = oo, p = 2, sowie
p allgemein diskutierst. Achte insbesondere darauf Triviales von Nichttrivialem zu trennen!

. Geometrisches zu den p-Normen im R?.

Im R? seien die beiden Geraden g und h gegeben durch die Gleichungen ¢ : z +y = 1 und
h : y = 1. Bestimme jeweils die dem Ursprung am néchsten gelegenen Punkte, wenn die
Absténde mittels der 2-, der 1- bzw. der co-Norm gemessen werden.

- (BX), || floo)-

Zeige, dass die Supremumsnorm

[flloc := sup | f(z)
zeX

(vgl. 1.2A(ii)) auf dem Vektorraum der komplexwertigen, beschrénkten Funktionen auf der
beliebigen Menge X tatséchlich eine Norm ist.

. Die Minkowski und die Hélder Ungleichung fiir Integrale.
Wie schon fiir den Fall der p-Normen am K" wird die Normeigenschaft (N3) fiir die p-Normen
fiir Funktionen (vgl. 1.2(iii))

151 := ( [1r@prar) "

mittels der Minkowski Ungleichung nachgewiesen. Formuliere diese und auch die Holder
Ungleichung fiir Integrale. Welche Funktionen sind dabei zugelassen? Wie werden diese Un-
gleichungen bewiesen? Bereite wiederum eine Miniprisentation (ca. 5 Minuten) vor und
beachte die zulédssigen Bereiche von p und gq.

. Normierte Vektorrdume oder nicht?.

Welche der untenstehenden Paare sind tatséchlich normierte Vektorrdume? Warum, warum
nicht?

(i
(ii

(i

(70, 1], || |l1), mit T[0,1], die Treppenfunktionen auf [0, 1].

(C(2), ] lloo), mit C(€2) der Vektorraum der stetigen Funktionen auf @ C R™ offen.
(Cla bl [[ 1)
(

L{a,bl,]|| |l1), mit Lla,b] die Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf [a, b].

— — — —

(iv
(Falls dir das Lebesgue-Integral (noch) ein wenig unheimlich ist, ersetze L[a,b] durch
den Vektorraum R[a,b] der Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a, b]. An der Ant-
wort #ndert sich dadurch nichts!)

(v) ({f €Cla,b] - [f()] < 1}, [ [loo)

Wie konnten in den negativ ausgegangenen Fillen die Normeigenschaften doch erzwungen
werden? Insbesondere welcher Trick (welche Methode) wird in der Mathematik iiblicherweise
verwendet, um die nicht erfiillte Eigenschaft ||z =0 = z = 0 doch zu erhalten?

. Fingeriibungen zur Konvergenz in normierten Vektorrdumen.
(i) (Stetigkeit der Vektorraumoperationen und der Norm) Beweise 1.4(vii), i.e., dass die
Vektorraumoperationen und die Norm stetig sind.

(ii) (Glieder konvergenter Reihen) Beweise 1.4(viii), i.e., dass die Glieder einer konvergenten
Reihe notwendigerweise eine Nullfolge bilden.

(iii) (Cauchyfolgen und Teilfolgen) Ziel dieser Aufgabe ist es den letzten Schritt im Beweis
von Satz 1.7 explizit zu machen. Zeige also, dass eine Cauchyfolge, die eine konvergente
Teilfolge besitzt schon selbst konvergiert—und zwar gegen den Grenzwert der Teilfolge.



1.2 Vektorridume mit Skalarprodukt

8. Skalarprodukteigenschaften.
Zeige, dass

b
o) = [ 1ot i
ein Skalarprodukt auf dem Raum der stetigen, komplexwertigen Funktionen auf dem Intervall

[a, b] bildet. Wie sieht die von { | ) induzierte Norm aus?

9. Abstandssumme fiir Einheitsvektoren.
Ziel dieser Aufgabe ist es die folgende Aussage zu zeigen: Fiir Einheitsvektoren e; in einem

Préhilbertraum gilt
S fe-el? <0’ ()
1<i<j<n
Zeige zunichst, dass fiir beliebige Vektoren x1, zo, x3 die Gleichung

1 — z2|® + lw2 — 23l” + llws — 21| + [Jo1 + 22 + x3]]* = 3(lz1|* + @2l + [los]?)

gilt. Verallgemeinere diese dann auf n-Tupel und wende die so erhaltene Aussage auf die
Einheitsvektoren an. Wann gilt Gleichheit in (x)?

10. Polarisierungsformeln.

(i) Beweise die Polarisierungsformeln (Satz 1.13), d.h. zeige, dass in jedem Prihilbertraum
fiir die 2-Norm

1
o) = Z(l+wl?—v—wl?) (K=R) baw.
1
o) = (Il +wl? = o —wl? +illo +iwl? = ilo—w|?)  (K=C)
gilt. (Tipp: Die Formel im komplexen Fall ist leichter zu merken, falls ,,—” durch ,,i?”

und ,,—i” durch ,,i3” ersetzt wird.)

(ii) Welche Eigenschaften des Skalarprodukts (im reellen bzw. komplexen Fall) hast du bei
obiger Rechnung tatsdchlich verwendet? Fiir welche Klassen von Sesquilinearformen
gelten daher die Polarisierungsformeln? (vgl. auch Bem. 1.17).

11. Parallelogrammgleichung.

(i) Beweise die Parallelogrammgleichung (Satz 1.14), d.h. zeige, dass im Prihilbertraum
lo +wl* + o — wl|* = 2(|v|* + |w]?)

gilt.

(i) Der Name ,,Parallelogrammgleichung” ist abgeleitet vom Parallelogrammgesetz in R2.
Formuliere und beweise diese elementargeometrische Aussage.

1.3 Beispiele

12. Die IP-Rdume.
Vervollstédndige den Beweis von 1.22(i) indem du zeigst, dass alle [P-Rdume Banachrdume
sind.

Tipp: Fiir den einzigen nichttrivialen Punkt im Beweis der Normeigenschaften ziehe Aufgabe
1(iii) bzw. Bemerkung 1.24 heran. Der Beweis der Vollstindigkeit kann vollig analog zum
Fall des [? aus der Vorlesung gefiihrt werden.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

Der Raum der Nullfolgen.
Vervollstédndige weiter den den Beweis von 1.22(i) indem du zeigst, dass der Raum c¢q der
Nullfolgen ein Banachraum ist.

Tipp: Gehe den Beweis fiir den Raum ¢ der konvergenten Folgen aus der Vorlesung durch
und modifiziere ihn entsprechend. Das ist gar nicht schwer!

Keine Hilbertrdaume.
Mache die Hinweise im Beweis von 1.22(ii) explizit und zeige, dass

(i) keiner der Rdume [, ¢ und ¢ ein Hilbertraum ist und

(ii) P genau dann ein Hilbertraum ist, falls p = 2 gilt.

Normkonvergenz vs. koordinatenweise Konvergenz in 2.

Im folgenden sei e,, der n-te Standardeinheitsvektor, e, = (0,...,0,1,0,...). Bearbeite die
folgenden (einfachen) Punkte und erarbeite dir so einen Uberblick iiber den Zusammenhang
zwischen koordinatenweiser Konvergenz und || ||2-Konvergenz.

(i) Aus der Normkonvergenz in I? folgt die koordinatenweise Konvergenz, d.h. |z(™) —

x| = 0 (mit der aus der Vorlesung bekannten Bezeichnung z() = (xgn),mgn), o)

und z = (z1,z2,...)) impliziert x,in) — 2 (n — oo) fiir alle k¥ € N. (Tipp: Falls du

Inspiration benétigst, schlage den Anfang des Beweises der Vollstéindigkeit von /2 nach!)
(ii) Konvergiert die Folge (e, ), bzgl. || ||2 gegen den Nullvektor?
(iii) Konvergiert (e,), vielleicht gegen einen anderen Vektor aus [?? (Tipp: Beachte (i).)
(iv) Konvergiert (ey), koordinatenweise? Was sagt dir das iiber eine mogliche Umkehrung
von (i)?
(v) Wie verhalten sich Normkonvergenz und koordinatenweise Konvergenz in [?(n), d.h. in
(R™ [ l2)7

Konvergenzfragen in cg, 11 und 1.
Wir bezeichnen weiterhin den n-ten Standardeinheitsvektor mit e,, und betrachten die beiden
Folgen (e,), und (uy), mit u, := > -, ;. Beantworte die folgenden Fragen:

(i) Ist (en)n konvergent in co bzw. I* bzw. [°°? Ist (e,), eine Cauchyfolge in einem dieser
Raume?
(ii) Detto fiir (up)n.
Vollstindigkeit von Rdumen stetiger Funktionen.

Vervollstéindige die Beweisskizze fiir die Vollstédndigkeit der Rdume Cla, b], Cp(R) und Co(R)
(Satz 1.28). Genauer zeige:

(i) Cla,b] und Cp(R) sind vollstandig. (Hinweis: Verwende den passenden Satz aus der
Analysis iiber die gleichméBige Konvergenz von Folgen stetiger Funktionen.)
(ii) Co(R) ist vollstdndig. (Hinweis: Verwende Prop. 1.23(ii) aus der Vorlesung.)
Nichtvollstindigkeit von Rdumen stetiger Funktionen.

Mache die Behauptung iiber die Nichtvollsténdigkeit des Raumes C[—2, 2] mit || ||z aus 1.29
explizit. Genauer zeige fiir die Funktionenfolge

0 x & 10,1]

nT O§m§%
Jul@) = 1 i<z<l-t
nl-z) 1-1<az<1

(i) fn ist Cauchyfolge (bzgl. || ||2). (Tipp: Brutale Gewalt!)



(i)

frn hat in (C[—2,2],] ||2) keinen Grenzwert. (Hinweis: Mache das Argument, dass der
Limes notwendigerweise unstetig ist wasserdicht.)

Weiters beantworte die folgenden Fragen:

(iii)
(iv)

Ist f,, eine Cauchyfolge bzgl. || ||co? Warum, warum nicht?

Ist f, eine Cauchyfolge bzgl. || ||1? Warum, warum nicht? (Tipp: Falls dir fiir einen
dhnlichen Gewaltakt wie in (i) die Geduld fehlt, versuche es mit einem Vorgriff auf
Aufgabe 20(i).)

19. L? ist der einzige Hilbertraum.
Mache folgenden Punkt aus der Beweisskizze von Satz 1.34 exakt: Unter den Rdumen LP
mit p € [1,00] ist L? der einzige Hilbertraum. (Tipp: Beherzige deine Erfahrungen aus
Aufgabe 14.)

20. (Nicht)-Schachtelung der LP-Rdume.

(i)

(i)

Zeige die folgende Behauptung, die in der Beweisskizze von Satz 1.34 aufgetreten ist:
Fiir ein endliches Intervall 7 und 1 < p < ¢ < oo gilt LI(I) C LP(I). (Hinweis: Ein
geschicktes Vlerv;/enden der Holder-Ungleichung liefert sogar die explizite Abschitzung
[ully < m(I)> ™7 ull,-)

Falls I nicht endlich ist, sind die Rdume LP(I) nicht vergleichbar, d.h. es gibt fiir
p # q stets Funktionen u, v mit LP # w € LI(I) und L? > v ¢ L7(I). Beweise
diese Behauptung fiir den Spezialfall I = R, p = 1 und ¢ = 2. (Tipp: Betrachte
Funktionen der Bauart u(z) = 1/z und spiele das Wachstumsverhalten bei 0 gegen
das Abfallverhalten fiir grofie || aus.)

21. Vom beschrinkten Nutzen der Riume KY und coo. (Achtung: schwierig)

(i)

Zeige, dass auf dem Raum aller skalarwertigen Folgen KN keine Norm definiert werden
kann, sodass die Normkonvergenz die koordinatenweise Konvergenz impliziert (also K™
nicht in , verniinftiger” Weise zu einem normierten Vektorraum gemacht werden kann).

Anleitung: Nimm indirekt an, dass fiir jede Folge (2(™), in KN aus ||z — (™| — 0
folgt, dass |z — xfcn)| — 0 in K fiir alle £ € N. Dann sind alle Projektionen

pe: KNox=(z1,20,...) = a1, €K

stetig und damit beschrénkt (das ist ein Vorgriff auf Kapitel 2). Mit der Notation
|pk|| < ax betrachte nun KN o 2 = (a1, 209, 3as, ... ) und px(x/||z))-

Zeige, dass cgp auf keine Weise zu einem Banachraum gemacht werden kann.
Anleitung: Betrachte die Mengen

An={x €coo: |zi| <nfirk=1,2...,nund z =0 fir k > n}.

Es gilt cop = UZOZI A, und die A,, sind beziiglich jeder Norm auf cyg abgeschlossen und
nirgends dicht; cgo is somit (als metrischer Raum) mager und kann daher nach dem
Satz von Baire nicht vollsténdig sein.

Um die Abgeschlossenheit der A, zu zeigen, verwende, dass jede Norm auf cgo den
Teilraum M,, := {& € cpo : zx = 0 fiir £ > n} = K” zum endlichdimensionalen
normierten Vektorraum macht. Auf diesem sind alle Normen #dquivalent (wieder ein
Vorgriff auf Kap. 2, vgl. aber auch [Heuser, Analysis 2, Satz 109.8]) und daher ist M,
vollstédndig mit jeder von cgg ererbten Norm.

Um zu zeigen, dass das Innere der A, leer ist, definiere fiir x € A,, den Vektor z :=
x+¢e/(2|lent1l])ent1, der in B.(x) liegt aber nicht in A,.



