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Blatt 10: Differenzierbarkeit und Ableitung, Teil 2

Schnittstellenaugfgabe: Tangente explizit.
Bestimme die Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion f in dem jeweils
angegebenen Punkt P. Fertige eine Skizze an.

(a) f(z) =5, P=(1,1) (b) f(x)=e", P=(0,1) (c) f(z)=sin(z), P =(0,0)

Die Tangente als ,beste” Gerade—warum ( ) 07
Ziel dieser Aufgabe ist es (noch einmal und exphzlt) zu sehen, in welchem prézisen
Sinne die Tangente die bestapproximierende Gerade an eine differenzierbare Funktion
ist und was das mit der besonderen Figenschaft des ,,Fehlers” T(h) — 0 aus Vo. Thm.
3.1.21 zu tun hat, vgl. auch Bem. 3.1.22.

Sei f : R — R eine differenzierbare Funktion und sei £ € R. Zeige bzw. bearbeite
nacheinander die folgenden Punkte:

(a) Jede Gerade g durch (&, f(£)) ist von der Form g(z) = f(£) + a(z — §).

(b) Gib den Fehler r(h) = f(§£ + h) — g(& + h) der Approximation von f durch die

Gerade g explizit in Termen von f und « an.
(c) Es gilt r(h) — 0 fiir b — 0.
Anmerkung. Der Witz ist hier, dass die Aussagen fiir jede Gerade g durch
(&, f(&)) gilt! AuBerdem bleibt die Aussage richtig, falls f nur stetig in ¢ ist.
(d) Es gilt T(h — 0 (h — 0) genau dann, wenn g die Tangente an f in £ ist (d.h.
falls a = f’(f) ist).

(e) Fertige eine Skizze an.
Verstiandnisaufgabe: Differenzierbarkeit des Betrags, etc.
Welche Argumentation ist korrekt? Begriinde!
(1) Die Funktion z — |z|?, R — R, ist differenzierbar, weil z + |z| diffbar ist.
(2) Sie ist nicht differenzierbar, weil z — |x| nicht differenzierbar ist.
(3) Sie ist differenzierbar, obwohl x +— |z| nicht differenzierbar ist.
(4) Keine der Aussagen ist korrekt.
Differenzierbarkeit 4 — etwas ambitionierter.
Fiir welche z sind die folgenden Funktionen definiert, fiir welche x sind sie differen-

zierbar? Warum bzw. warum nicht? Berechne gegebenenfalls die Ableitung. Skizziere
auch die Funktionsgraphen.

(a) fi(z) = €Sm(z)2 (b) fo(x) = cos(log(x))
(c) f3(x) = sin(e™) (d) fi(x) =log+/1 + sin®(
(e) f5(x) = sin® (2* + cos(2?)) () fo(z) = /a2 + COSQ(\/_)
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Differenzieren.

Berechne die Ableitungen der Funktionen f; : (0,00) — R mit a > 0, eine fixe Zahl.
Skizziere auch die Funktionsgraphen.

(4) file) = a* (b) folz) = 2 (©) folw) ="
(d) falz) =" (¢) f5(x) = (a7 () fo(x) = 2"
(8) fr(z) = ') () fs(w) = a" (i) fo(z) = a'”
@ Stetig differenzierbar?
Gegeben sind die Funktionen, vgl. Vo. 3.1.32(iii), (iv)
B _Jo 2<0 [ 2*sin(l/z) x#0
f(x)—f(:v)—{lg e o) = { § 0

(a) Zeige, dass f auf ganz R stetig differenzierbar ist, d.h. dass f differenzierbar
auf R ist und die Ableitungsfunktion = +— f'(z) auf R stetig. Ist f zweimal
differenzierbar? Skizziere g und ¢'.

(b) Zeige, dass g auf ganz R differenzierbar istﬂ. Ist ¢’ auch stetig auf R? Skizziere
g und ¢’ und, wo moglich f”.

Achtung: Natiirlich liegt der Hund in 2 = 0 begraben. Dort hilft uns nur die Defini-
tion der Differenzierbarkeit!

Knicke und Spriinge.
(a) Betrachte die sog. Knick-Funktion

J 0 2<0
T+ = x x>0.

Skizziere den Funktionsgraphen. In welchen Punkten ist x, stetig, in welchen
differenzierbar? Was kann iiber die einseitigen Ableitungen bei z = 0 gesagt
werden?

(b) Betrachte die (sog. Heaviside’sche) Sprungfunktion

0 <0
H@)::{ 1 x;O.

Skizziere den Funktionsgraphen, dann verifiziere die folgenden Aussagen

(i) H ist differenzierbar auf R\ {0} mit H'(xz) = 0 und daher dort auch stetig.
(ii) H’ ist stetig ergénzbar nach z = 0.
(iii) Trotzdem ist H in = = 0 nicht differenzierbar, weil dort sogar unstetig.
(iv) Die nicht-Differenzierbarkeit von H in z = 0 duBerst sich auch dadurch,
dass der Differenzenquotient dort keinen Limes hat.
(v) Allerdings existiert die linksseitige Ableitung von H in x = 0, die rechtssei-
tige aber nicht.

!Sogar mit beschrinkter Ableitung ¢’.
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Freiwillige Zusatzaufgabe: Gegldttete Knicke.
.. . o : 0 x <0

Fiir n € N definieren wir die Funktion f(z) := { >0,
Zeige, dass f auf ganz R n-mal stetig differenzierbar aber nicht (n + 1)-mal differen-
zierbar ist. Skizziere die Situation fiir n = 4.
Tipp: Der Schliissel ist hier eine Formel fiir f*(z) (k = 1,2,...n + 1, 2 > 0):
f®(2) = (n+ Dnn —1)---(n — k + 2)z"~* (unmittelbar einsichtig oder leich-
te Induktion). Damit lisst sich zeigen, dass f*)(0) fiir k£ = 1,2,...n existiert und
verschwindet und dass f™*+1(0) nicht existiert.
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