Zentrale Begriffe und Definitionen

. (Zur Grenzwertdefinition.) Welche Aussagen sind korrekt? Fiir eine reelle
Folge (a,) und a € R gilt: Der Punkt a ist ein Haufungswert von (a,),
falls

(a) [true]Ve>0 VYN eN In>N: la,—a|l<e.
(b) [true] Ve >0 INeN VYn>N: |a,—al<e.
(c) [false] Ve >0 INeN In>N: |a,—al<e.
(d) [true] in jeder e-Umgebung von a alle Folgenglieder a,, liegen.

. (Stetigkeit.) Welche Aussagen sind korrekt? Eine Funktion f: R — R ist
nicht stetig in a € R, falls

(a) [true] es eine reelle Folge (x,,) gibt mit x, — a aber f(z,) 4 f(a).
(b) [false] fiir jede reelle Folge (z,) mit z,, — a auch f(x,) — f(a) gilt.
(c) [true] f in a einen Sprung hat.
(d) [true] lim, o £(x) # £(a) gt

. (Absolute Konvergenz.) Welche Aussagen sind korrekt? Eine Reihe
P
n=0

konvergiert absolut, falls

(a) [false] | D=7 an| < oco.

(b) [

(c) [true] sie konvergiert und nur endlich viele negative Glieder a,, hat.
(d) [

d

false] sie konvergiert und unendlich viele positive Glieder a,, hat.

false] sie nicht alternierend ist.

. (Logarithmus.) Welche Aussagen sind korrekt? Fiir die Logartihmusfunkti-
on

log : (0,00) = R
gilt:

(a) [false] log(z) > O fiir alle z € (0, 00).

(b) [true] log ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion exp : R —
R,



(c) [true] log ist bijektiv.
(d) [false] z = exp(y) <= =z = log(y).

5. (Differenzierbarkeit.) Welche Aussagen sind korrekt? Eine Funktion f :
I — R ist differenzierbar in einem Punkt & im Intervall I, falls

(a) [true] lim JE) = Jw) existiert und endlich ist.
Etr—E x—£
(b) [true] lim JE) = Jiw) existiert und endlich ist.
ta—t -
(c) [false] es eine Zahl & € R und eine Funktion r : I — R gibt sodass,
h
f(&+h)—f(&) =a+r(h)und o;léi;fgolh) =0.
SO - fle)
(CI) [true] gilgg ? = 0.

6. (Stammfunktion.) Welche Aussagen sind korrekt? Sei f : (a,b) — R eine
Funktion. Eine Funktion F' : (a,b) — R ist eine Stammfunktion von f,
falls

(a) [false] F'(x) = f(z) + C gilt.

(b) [false] F(z) = [" f(t)dt gilt.

(c) [true] es eine Stammfunktion G : (a,b) — R von f gibt und FF—G =
c fiir eine Konstante ¢ gilt.

(d) [true] (F(x) + C’)l = f(x) gilt.

2 Satze & Resultate

1. (Folgen & Konvergenz, 1.) Welche Aussagen iiber reelle Folgen sind kor-
rekt?

(a) [true] Jede konvergente Folge hat einen Hiufungswert.

(b) [true] Gilt a,, — oo, dann auch 1/a,, — 0.

(c) [false] Unbeschrinkte Folgen sind bestimmt divergent.

(d) [false] Kehrwerte von Nullfolgen divergieren bestimmt nach +occ.

2. (Folgen & Konvergenz, 2.) VJon der reellen Folge a,, ist bekannt, dass sie
unbeschrankt ist. Welche der folgenden Aussagen sind dann korrekt?
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(a) [false] a,, hat keinen Haufungswert.
(b
(

C

)
) [false] a,, hat genau einen Haufungswert.
) [false] a,, hat mehrere Haufungswerte.

(d)

[true] Keine der anderen Aussagen ist korrekt.

. (Nullstellen.) Aus welchen Aussagen kann man korrekter Weise schlieRen,

dass
FIRSR mit f(—1)=-7

eine Nullstelle hat?

(a) [true] f ist stetig und f(—7) = 1.

(b) [false] f ist monoton und f(1) = 1.

(c) [false] f ist stetig und f(1) = —1.

(d) [true] f ist stetig und monoton und f(1) = 10.

. (Extremstellen.) Welche der Aussagen sind korrekt? Die Funktion
f:la,b] > R
hat ein Extremum

(a) [true] in irgend einem Punkt £ € [a, b], falls f stetig ist.

(b) [false] in einem Punkt & € (a,b), falls f differenzierbar ist und f'(§) =
0 gilt.

(c) [true] in irgend einem Punkt £ € [a, 0], falls f differenzierbar ist.

(d) [false] in irgend einem Punkt & € (a,b), falls f stetig ist.

. (Monotoniekiterium.) Welche der Aussagen sind korrekt? Eine stetige Funk-

tion
f:la,b] = R

sei zusatzlich differenzierbar auf (a,b). Dann gilt
(a) [true] f ist streng monoton wachsend auf [a, b], falls f'(z) > 0 fiir
alle z € (a,b) gilt.

(b) [true] f ist streng monoton wachsend auf (a,b), falls f/'(x) > 0 fiir
alle z € (a,b) gilt.

(c) [false] f'(z) > O fir alle x € (a,b), falls f streng monoton wachsend
auf [a, b] ist.



(d) [true] f'(x) > 0 fiir alle z € (a,b), falls f streng wachsend auf [a, b]
ist.

6. (Hauptsatz der Differential und Integralrechnung.) Welche der folgenden
Aussagen sind korrekt?

(a) [true] Jede (auf einem Intervall) stetige Funktion hat eine Stamm-
funktion.

(b) [true] Jede (auf einem Intervall) differenzierbare Funktion hat eine
Stammfunktion.

(c) [false] Jede (auf einem Intervall) integrierbare Funktion hat eine Stamm-
funktion.

(d) [true] Jede (auf einem Intervall) stetig differenzierbare Funktion hat
eine Stammfunktion.

3 Beispiele & Gegenbeispiele

1. (Grenzwerte.) Gegeben ist eine reelle Folge (), die auf Konvergenz un-
tersucht werden soll. Es gelte, dass

lim x,,, = 17.
n—oo

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [false] (z,) ist konvergent mit limx,, = 17 + 1 = 18.
(b) [true] (z,) ist konvergent mit lim z,, = 17.

(c) [false] (z,) kann konvergent oder divergent sein. Das lasst sich auf-
grund der Angabe nicht entscheiden.

(d) [false] (x;,) ist konvergent mit limz,, = 17 — 1 = 16.

2. (Die Vorzeichenmaschine konvergiert doch nicht!) Jemand beweist, dass
die Folge a, = (—1)" konvergiert und zwar mit Grenzwert

lim (—1)" = 0.

n—oo

Dafiir wird folgendes Argument bemiiht:
0= lim 0= lim <(—1)" n (—1)”“)

n—oo n—oo
= lim (—=1)" + lim (=1)"™ = lim (—=1)" + lim (=1)" = 2 lim (—1)"
n—o0 n—o00 n—o00 n—oo n—oo
— lim (-1)" =0
n—oo

Das ist natiirlich falsch! Aber wo liegt/liegen der/die Fehler?
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(a
(b
(

C

[false] Das 2. Gleichheitszeichen ist falsch.
[true] Das 3. Gleichheitszeichen ist falsch.
[false] Das 4. Gleichheitszeichen ist falsch.

~— N Nt

(d) [false] Die Schlussfolgerung bei ,, =" ist falsch.

3. (Stetigkeit aus der Definition.) Welche der folgenden Aussagen sind kor-
rekt? Die Stetigkeit der Funktion

f(z) =3z

in einem beliebigen Punkt xy € R folgt aus dem e-5-Kriterium da wir

(a) [false] zu § > O beliebig gegeben, ¢ = /3 wahlen kdnnen.
(b) [false] zu 6 > 0 beliebig gegeben, ¢ = 35 wahlen kdnnen.
(c) [false] zu € > 0 beliebig gegeben, § = 3= wahlen kénnen.
(d) [true] zu € > 0 beliebig gegeben, § = £/3 wahlen kdnnen.

4. (Beschrankte Funktionen.) Welche der Aussagen sind korrekt? Eine Funk-
tion
fila, 0] = R

ist beschrankt, falls

(a) [true] f(a) = 0 gilt und sie monoton fallend ist.

(b) [true] sie stetig ist.

(c) [false] falls sie stetig auf (a,b) ist.

(d) [false] sie differenzierbar auf (a,b) ist und f(a) = f(b) = 0 gilt.

5. (Funktionsgrenzwerte.) Gegeben sind zwei Funktionen f, ¢ : (0,00) — R
und es gelte
lim f(z) =0.

x—0

Welche Aussagen sind korrekt?

[false] Es gilt lim, o f(z) g(z) = 0, denn f(z) g(z) =0g(x) = 0.
[false] Es gilt lim, o ( (@) g(x)) = lim, o f(2) limy_o g(z) = 0.
[false] Es gilt lim, .o f(x) g(x) # 0.

[true] Keine der anderen Aussagen ist korrekt.

a
b

C

d

~— ~—r N N

(
(
(
(



6. (Funktionseigenschaften.) Welche der folgenden Implikationen gelten fiir

eine Funktion
fila,b) =R 7

a) [false] f stetig = f beschrankt = f integrierbar
b

C

d

true] f stetig = f integrierbar =—> f beschrankt
false] f integrierbar = f stetig = f beschrankt

(@) [
(b) [
(©) [
(d) [

false] f integrierbar = f beschrankt = f stetig

4 Konkrete Beispiele

1. (Reihenkonvergenz, 1.) Welche der folgenden Argumente begriindet kor-
rekt die Konvergenz der Reihe

|

S
nn
n=0
(a) [true] Der Quotiententest zeigt die Konvergenz dieser Reihe.
(b) [false] 2 — 0 und daher konvergiert die Reihe.
(c) [false] 25 < L und daher konvergiert die Reihe.
(d) [true] & < L und daher konvergiert die Reihe.
2. (Komplexe Reihen.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? Die kom-
plexe Reihe
53y
— 4 4
(a) [false] ist konvergent, denn || < 1.
(b) [false] ist konvergent, denn |2 + 3i| < 1.
(c) [false] ist divergent, denn |2| > 1.
(d) [true] ist divergent, denn |2 + 21| > 1.

3. (Reihenkonvergenz, 2.) Ist die folgende Gleichung korrrekt

TR P S I U SN I R
479716 25 36 T4 169 3 25

und welche der Argumente treffen zu?



(a) [false] Auf beiden Seiten stehen dieselben Summanden, nur in anderer
Reihenfolge. Daher gilt die Gleichung.

(b) [false] Auf beiden Seiten handelt es sich um konvergente Reihen, daher
stimmt die Gleichung.

(c) [true] Die Reihe auf der linken Seite ist absolut konvergent und daher
gilt die Gleichheit.

(d) [false] Die Reihe auf der rechten Seite divergiert und daher ist die
Gleichung falsch.

4. (Differenzierbarkeit.) Wir betrachten die Funktion

f:R—R, f(x):{ \_/ﬁ i;g

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [false] f ist in & = O differenzierbar und die Tangente in £ = 0 ist die
Gerade y = —x.

(b) [false] f ist in & = 0 differenzierbar und es gilt limg, ¢ f'(z) = —1

(c) [false] f istin & = O nicht differenzierbar, weil der Limes limg_.,_, f'()
nicht existiert.

(d) [true] fistin & = O nicht differenzierbar und es gilt limg, o f'(z) =
—00.
5. (Kurvendiskussion.) Die Funktion
f:R=R, f(x)=2"

ist ein Beispiel dafiir, dass eine zweimal differenzierbare Funktion an der
Stelle £ =0

(a) [false] ein lokales Extremum haben muss, wenn f/(0) = O und f”(x) =
0 gilt.

(b) [false] kein lokales Extremum haben muss, wenn f’(0) = 0 und
f"(x) =0 gilt.

(c) [true] ein lokales Extremum haben kann, wenn f’(0) = 0 und f"(x) =
0 gilt.

(d) [false] ein lokales Extremum haben kann, wenn f/(0) = 0 und f"(z) #
0 gilt.



6. (Uneigentliches Integral.) Welche der Aussagen iiber das uneigentliche In-

tegral
/ cos(x) dx
0

(a) [false] Das Integral hat den Wert 0, denn cos ist periodich und es gilt

sind korrekt?

/ cos(z) dx = sin(z) |§= 0.
0

(b) [false] Das Integral hat den Wert 0, denn cos ist periodich und es gilt

2T
/ cos(z) dx = sin(z) [7= 0.
0
(c) [false] Das Integral hat den Wert 0, denn es gilt

o) n2m
/ cos(z) dr = lim cos(xz)dr =0.
0

n—oo 0

(d) [true] Das Integral existiert nicht, weil

() b
/ cos(z)dr = lim [ cos(z)dx.
0

b—oo 0

nicht existiert.
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