Analysis in einer Variable fiir das Lehramt

Sommersemester 2022, 1. Termin, 4.7.2022, Roland Steinbauer
Priifungsausarbeitung

Teil 1: Multiple Choice Aufgaben

Zentrale Begriffe und fundamentale Ideen

1. (Zur Grenzwertdefinition.) Welche Aussagen sind korrekt?
Fiir eine reelle Folge (an)n und ein a € R gilt lim, o0 an = a, falls

(a) [true] in jeder e-Umgebung von a fast alle Folgenglieder a,, liegen.
(b) [true] Ve >0 3INeN: Jan—al]<e VneNlN.
(c) [false] fast alle Folgenglieder a,, liegen in einer e-Umgebung von a.
(d) [false] IJe >0 3INe€N: Jap—a|<e Vn>N.

2. (Zum Begriff des Hiufungswerts.) Welche Aussagen sind korrekt?
Sei (an)n eine reelle Folge. Ein a € R ist Haufungswert von (ay,)n, falls

(a) [true] auRerhalb jeder e-Umgebung von a nur endlich viele a,, liegen.
(b) [true] innerhalb jeder e-Umgebung von a unendlich viele a,, liegen.
(c) [true] es eine Teilfolge (an, )x von (an) gibt mit limg_ o0 an, = a.

(d) [false] 3e >0 VN €N In>N: |a—an|<e.

3. (Cauchy-Folge.) Welche Aussagen sind korrekt?
Eine reelle Folge (a») ist eine Cauchyfolge, falls

(a) [true] Ve >0 INeN Vmn>N: |an—am| <e.
(b) [false] Ve >0 IN €N Vn>N: |ant1 —an| <e.

(c) [true] jede Teilfoge (an, )i von (an)n konvergiert

(d) [true]VE>0 3INeN Vnm>N: |am—an| <1/k.

4. (Stetigkeit.) Welche Aussagen sind korrekt?
Eine Funktion f : R O D — R ist stetig in a € D, falls

(a) [false] Ve > 036 >0Vz e Rmit [z —a|] <& = |f(z)— f(a)| <e.
(b) [false] es eine reelle Folge (z,) mit z,, — a gibt, fiir die schon f(z,) — f(a) gilt.
(c) [false] V6 >03e>0Vz e Dmit |z —a| <0 = |f(z)— fla)] <e.

(d) [true] es zu jeder (noch so kleinen) , Toleranz" e ein ,Sicherheitsintervall” Us(a) gibt, sodass alle
x € Us(a) nach U.(f(a)) abgebildet werden (d.h. f(z) in U-(f(a)) liegt).

5. (Stetige Funktionen.) Welche Aussagen sind korrekt?

(a) [false] Die Funktion f(z) = 1/z ist in = 0 unstetig.
(b) [true] Die Funktion f(z) = +/|z| ist auf ganz R stetig.
(c) [false] Die Funktion f:[—2,—-1]U[1,2] = R

ist unstetig.

(d) [false] Die Funktion f(x) = 1/z? ist stetig in x = 0, weil limz— 0+ 1/2% = 0o = limz—o— 1/22

6. (Differenzierbarkeit.) Welche Aussagen sind korrekt?
Eine Funktion f : I — R ist im Punkt £ im Intervall I differenzierbar, falls

(a) [true] der Differenzenquotient von f bei & einen endlichen Limes fiir x — £ besitzt.



(b) [true] €;1112 O = f@) existiert und endlich ist.

13 r—£
(c) [true] 071'&1}{50 w existiert und endlich ist.

(d) [false] f auf I'\ {¢} differenzierbar ist und lim,~ ¢ f'(x) = lim, ~¢ f'(z) gilt.
7. (Differenzierbarkeit, strukturell.) Welche Aussagen sind korrekt?

(a) [true] Potenzfunktionen der Form f(z) = z* fiir K € N sind (iiberall) nach der Produktregel
differenzierbar, weil sie ein k—faches Produkt der differenzierbaren Funktion z — z sind.

(b) [false] Potenzfunktionen der Form f(z) = z® fir z > 0 und a € R sind (iberall) nach der
Produktregel differenzierbar, weil sie ein iteriertes Produkt der differenzierbaren Funktion z — x
sind.

(c) [true] Potenzfunktionen der Form f(z) = z* fiir > 0 und o € R sind wegen z® = *'°8(®)
(tberall) nach Ketten- und Produktregel differenzierbar weil exp und log differenzierbar sind.

(d) [true] Die Ableitung der Wurzelfunktion f(x) = v/x kann fiir alle z > 0 wie folgt mit der Produkt-
regel berechnet werden

1=a' = (Vava) =2Va(Va) = (Va) = o=

8. (Stammfunktion.) Welche Aussagen sind korrekt?
Eine Funktion F': I — R (mit I einem Intervall) ist Stammfunktion einer Funktion f : I — R, falls

(a) [false] F differenzierbar und f’ = F auf ganz I gilt.

(b) [false] F gegeben ist durch F(x) = [T f(t)dt mit a € I beliebig.
(c) [false] F' = f + c gilt, fiir ein c € R.

(d) [true] G = F + 7 auch eine Stammfunktion von f ist.

Satze & Resultate

1. (Folgen & Konvergenz.) Welche Aussagen iiber reelle Folgen sind korrekt?

(a) [true] Jede monotone und beschrankte Folge konvergiert.
(b) [true] Jede streng monotone und beschrénkte Folge konvergiert.
(c) [true] Es gibt beschrankte nicht monotone Folgen, die konvergieren.

(d) [false] Es gibt unbeschrinkte, nicht monotone Folgen, die konvergieren.

oo

oo Gn sind korrekt?

2. (Zur Reihenkonvergenz.) Welche der folgenden Aussagen iiber reelle Reihen >

(a) [true] Konvergiert > >° | a, absolut, dann konvergiert auch >°>°  a,.
(b) [true] Konvergiert >->°  an, dann ist a, eine Nullfolge.
(c) [false] >>° , an konvergiert, falls die Folge der Partialsummen s, = 3" an beschrénkt ist.

m

(d) [true] >°° ,an konvergiert, falls die Folge der Partialsummen s,, = > a, beschrankt und
monoton ist.

3. (Zur Volistindigkeit.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [false] Das Intervallschachtelungsprinzip funktioniert wortwortlich auch fiir Folgen offener, be-
schrankter Intervalle.

(b) [true] Jede reelle Zahl der Form \/a fiir a > 0 ist Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen.

(c) [true] Jede Cauchy-Folge in R konvergiert.

(d) [true] Jede Cauchy-Folge in Q konvergiert (als Folge in R) aber ihr Limes muss nicht in Q liegen.
4. (Eigenschaften stetiger Funktionen.) Welche Aussagen sind korrekt?

(a) [true] Stetige Funktionen auf abgeschlossenen und beschrankten Intervallen sind beschrankt



(b) [false] Jede stetige Funktion f : [a,b] — R hat einen Fixpunkt.
(c) [true] Ist f stetig auf [a,d], so ist f([a,b]) wieder ein Intervall oder besteht nur aus einem Punkt.
(d) [false] Ist f : R — R stetig mit f(0) > 0 so gibt es ein § > 0, sodass f(z) > 1/2 fiir alle € Us(0).

5. (Winkelfunktionen.) Welche Aussagen sind korrekt?

A

(a) [true] sin(z) =z — 3 + ST +.

(b) [true] || = 1 und daher sin®(x) + cos®(z) = 1.

(c) [false] cos(z) = %.
. sin(z)
(d) [true] 071é1mlfgo = 1.

6. (Mittelwertsatz.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
Sei f : [a,b] — R stetig.

(a) [false] Es gibt ein ¢ € (a,b) sodass f in ¢ differenzierbar ist und f(b) — f(a) = f'(£)(b — a) gilt.
(b) [true] Ist f zusatzlich auf [a, b] differenzierbar, so gibt es ein £ € [a,b] mit f'(¢) = f(bz c{( )
(c) [true] Ist f zusitzlich auf (a,b) differenzierbar, so gibt es ein & € (a,b) mit f/(¢) = %ﬁ(a).

(d) [false] Gilt zusatzlich f(a) = f(b), so gibt es einen Punkt in (a,b), in dem die Ableitung von f
verschwindet.

7. (Extrema.) Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Welche der folgenden Aussagen ist korrekt?

(a) [false] f hat ein globales Maximum und ein globales Minimum.
(b) [true] Hat f im Punkt £ ein lokales Minimum, dann gilt schon f'(¢) = 0.

(c) [false] Gibt es einen Punkt & mit f(£) = 0 und ist f in ¢ zweimal differenzierbar mit f”(£) > 0
dann hat f in £ ein lokales Minimum.

(d) [true] Falls f im Punkt ¢ ein striktes lokales Minimum hat, dann gibt es ein § > 0 sodass f streng
monoton fallend auf (£ — §, &) und streng monoton steigend auf (£,& + §) ist.

8. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.) Welche Aussagen sind korrekt?
Die erste Aussage des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung kann geschrieben werden als

(2) [false] / " floyde = (2.
(b) [true] L / f(@)de = £(2).
(<) [true] - / f(t)dt = ().
(d) [false] / f@)dz = f(x).

3 Beispiele, Gegenbeispiele, Rechenaufgaben
1. (Konvergenz von Folgen.) Welche der folgenden Aussagen iiber Folgen sind korrekt?

(a) [false] (%) ist unbeschrankt.
1/ n>1

(b) [false] w hat zwei verschiedene Hiufungswerte.
n

ist eine Cauchy-Folge.

2n% +n

(c) [true] T

(d) [false] Falls fiir reelle Folgen (an)n und (bn)» gilt, dass a, < by, fir alle n und b, — 0 (n — 0),
dann ist auch (a,) eine Nullfolge.



2. (Konvergenz & absolute Konvergenz von Reihen.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [false] Z % konvergiert absolut.

(b) [false] Absolut konvergente Reihen haben nur positive Glieder.
(c) [true] Eine konvergente Reihe >°°°  a, mit a, > 0 fiir alle n > 10° konvergiert absolut.

(d) [true] Konvergiert Zan, dann ist |a,| eine Nullfolge.

n=1
3. (Stetigkeit & Differenzierbarkeit). Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
(a) [true] f(z) = |x]| ist stetig aber nicht differenzierbar in z =0
(b) [true] Hat der Graph einer Funktion f : R — R einen Knick, so ist f nicht differenzierbar.
(c) [true] Ist eine Funktion f: R — R differenzierbar, so hat ihr Graph keinen Sprung.

(d) [true] Ist eine Funktion f : R — R in einem Punkt { € R unstetig, so ist sie dort auch nicht
differenzierbar.

4. (Monotonie.) Wir betrachten die Funktion
fR=>R, f(x)= 22
Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [true] f ist Uberall monoton steigend.

(b) [false] f ist auf (—o0,0) und auf (0,00) streng monoton steigend, nicht aber auf ganz R.

(c) [false] f'(z) ist iiberall positiv.

(d) [true] f ist Giberall streng monoton steigend.
5. (Folgengrenzwerte konkret.) Welche der folgenden Rechnungen sind korrekt und korrekt aufgeschrieben?

(a) [false] lim B lilnyen 0.
n— o0

n2 lim,, — 00 n2

(b) [false] lim % = lim ~ —o0.

—o0 N n—oo M
1 1 1
@ froel Jim s = (i 1) - (i) <00
(d) [true] 0 < - < L 50 (n = 00), also - — 0 (n = o)
nZ ~n ' n2 '

6. (Reihenkonvergenz.) Welche der folgenden Argumente begriindet korrekt die absolute Konvergenz der
Reihe

(a) [false] Der Quotien
Quotiententest absolut

(b) [false] Es gilt fiir die Glieder der Reihe 2" /n! — 0 und daher konvergiert die Reihe.

(c) [true] Es gilt

— 0 und daher konvergiert die Reihe nach dem Quotiententest absolut.

(d) [false] Es g||t 2 (g) und die Reihe 3" (2)" konvergiert absolut nach dem Wurzeltest.
n

- nn

n+1

7. (Funktionsgrenzwerte konkret.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [true] hm e" =0.
(b) [true] il{‘% log(z) = —o0.

(c) [true] ilg% sin(z) = 0.



.1
(d) [false] il_l’)% o=
8. (Differenzieren, konkret.) Wir betrachten die Funktionen
f(z) =log(sin(z?)) (x € R) und glx) =2"" (x>0, a €R).
Welche der folgenden Berechnungen von f’ bzw. ¢’ sind korrekt?

(a) [true] f'(z)) = ﬁ cos(z”) 2¢ = taj(a;g)'

sin(z?)

(b) [false] f'(z)) = log’(z) sin(z®) + log(z) cos(z?)2x = + 2z log(x) cos(z?).

(c) [false] ¢/ (z) = az®""".

«
/ /
(d) [false] ¢'(x) = (e‘” log(z)) = (e[mc elog(z)) = ez + ™" elog(z)l =e""(az +1).
x
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