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Priifung zu

Analysis in einer Variable fiir das Lehramt

Sommersemester 2022, 3. Termin, 19.12.2022

Roland Steinbauer

Erlauterungen zum Multiple Choice Teil: Fiir jede der 24 Fragen sind
4 Antwortmoglichkeiten angegeben, von denen 1, 2 oder 3 korrekt sind.

Die ,,Bepunktung* ist wie folgt: Fiir das Kreuzen einer korrekten Antwort erhalten Sie
1/(Anzahl der korrekten Antwortmoglichkeiten bei dieser Frage) Punkte (also z.B. bei
2 richtigen Antwortmoglichkeiten 1/2 Pkt pro gekreuzter richtiger Antwort, etc). Beim
Ankreuzen einer falschen Antwort wird 1/(Anzahl der korrekten Antwortmoglichkeiten
bei dieser Frage) Punkte abgezogen. Nichtankreuzen einer richtigen oder einer falschen
Antwort ergibt keine Punkte. Pro Frage gibt es keine negativen Punkte, d.h. Sie kénnen
jeweils zwischen 0 und 1 Punkte pro Frage erreichen, insgesamt also hochstens 24 Punkte.

Die MC-Fragen miissen Sie auf dem gesonderten Antwortbogen ankreuzen.
Dort miissen Sie Ihren Namen angeben und ihre Matrikelnummer eintragen und vertikal
als Ziffern ankreuzen.

Beim offenen Teil der Priifung kénnen Sie ebenfalls maximal 24 Punkte erreichen. Die
Punkte sind bei den jeweiligen Teilaufgaben angegeben.

Viel Erfolg!

Bitte nicht ausfiillen!

MC 1 2 3 oT > Note

(24) (9) (6) (9) (24) (48)




Teil 1: Multiple Choice Aufgaben

Zentrale Begriffe und Definitionen

. (Zum Begriff des Haufungswerts.) \Welche Aussagen sind korrekt?
Sei (ay,)n eine reelle Folge. Ein a € R ist Haufungswert von (a,),en, falls
(a) a Grenzwert einer Teilfolge (a,, )i von (a,), ist.

(b) innerhalb einer e-Umgebung von a unendlich viele a,, liegen.

(c) innerhalb jeder e-Umgebung von a jedes zweite a,, liegt (also z.B. alle
(0573 fur k € N)

(d)Ve>0 INeN In>N: |a—a, <e.
. (Grenzwert vs. Hiufungswert.) Welche Aussagen sind korrekt?
Sei (ay)n eine reelle Folge und sei a € R.
(a) Wenn a Grenzwert von (a,) ist, dann auch Haufungswert.
(b) Hat (a,) zwei verschiedene Hiufunsgwerte dann divergiert sie.
C at (a,) genau einen Hauftungswert, dann konvergiert sie.
(c) Hat (an) g inen Haufung dann konvergiert si
(d) Ist @ Haufungswert und (a,,) beschrankt, dann ist a auch Grenzwert.
: solute Konvergenz von Reihen.) Sei Y., aj eine reelle Reihe. Welche
Absolute K Reihen.) Sei > 7~ ay ei lle Reihe. Welch
Aussagen sind korrekt?
a alls _q |ak| < 00, dann konvergiert _ 4 ap absolut.
(a) Falls 322 ax] dann konvergiert 3 ;"  ay, absol
alls (ag| — n — 00), dann Konverglert _ ap absolut.
b) Fall 0 dann k gi o bsol

(c) Falls a > 0 fiir alle k& und >~ ax < oo, dann konvergiert Y77 ay
absolut.

(d) Falls unendlich viele a;, negativ sind, dann kann 37 | a; nicht absolut
konvergieren.

. (b-adische Entwicklung.) Welche Aussagen sind korrekt? Bei einer b-adischen
Entwicklung a = £> 7 \ a,,b™" einer beliebigen reellen Zahl a gilt:

a) Die Ziffern a,, kdnnen alle Werte 0,1,...,b — 1 annehmen.

Als Basis kommen nur ganze Zahlen b > 2 in Frage.

(a)
(b) Die Summe beginnt immer bei einem N € N zu laufen.
(c)
(d)

d) Bei der Dezimaldarstellung (d.h. b = 10) einer Zahl a mit |a| > 10

muss N negativ sein.



5. ((Un-)Stetigkeit.) Welche Aussagen sind korrekt? Eine Funktion f: R —
R ist nicht stetig in a € R, falls
(@) Ie>0 Yo>0 VeeR: |z—a<d = |f(z)— fla)] >e.
(b) es eine reelle Folge a,, — a gibt mit f(a,) 4 f(a).
(c) falls f bei a eine Sprungstelle hat.
(d) Ie>0 ¥6>0 dzeR: |x—a| <dmit]|f(z)— fla)| >e.

6. (GleichmaBige Stetigkeit.) Welche Aussagen sind korrekt? Eine Funktion
f R — R ist gleichmaBig stetig auf R, falls

(a) in der e-9-Definition 0 nicht von den betrachteten Punkten z, 2’ € R

abhangt.
(b) fiir jedes x € R und fiir jede reeelle Folge x,, — x gilt, dass f(z,) —
().
(c) fir jede Cauchyfolge x,, in R gilt, dass f(z,) ebenfalls Cauchyfolge
ist.
(d)Ve>0 36>0: Ve, €Rmit|z—2| <§gil, dass |f(z) —
[ <e.
7. (Elementar transzendente Funktionen.) Welche Aussagen sind korrekt?
<k
(a) Fiir die Exponentialfunktion gilt exp(z) = Z ) (x € R).
k=0

(b) Die Logarithmusfunktion ist fiir alle z € R definiert als die Umkehr-
funktion von exp.

(c) Fiir die Cosinusfunktion gilt (z € R)
cos(z)=1——+———+...
(d) Die allgemeine Exponentialfunktion ist definiert als (a > 0 = € R)
exp,(z) = a® = exp(alog(z)).

8. (Stammfunktionen.) Welche Aussagen sind korrekt? Eine Funktion F' :
I — R (I ein Intervall) ist Stammfunktion von f : I — R, falls

a) F differenzierbar ist und F'(z) = f(z) fir alle x € I gilt.

(
(b) f stetig ist und F(x) = / £(t) dt (mit a € I beliebig).

(c) G Stammfunktion von f ist und F' = G - ¢ fiir eine Konstante c gilt.
(d) gilt, dass [” f(t)dt = F(b) — F(a).
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10.

11.

12.

Satze & Resultate

(Beschranktheit & Konvergenz von Folgen). Welche Aussagen tber reelle
Folgen sind korrekt?

(a) Es gibt beschrankte Folgen die nicht konvergieren.

(b) Jede beschrinkte Folge hat genau einen Haufungswert.

(c) Es gibt monoton wachsende nach oben beschrankte Folgen, die nicht
beschrankt sind.

(d) Jede nach unten beschrankte, monoton fallende Folge konvergiert

gegen ihr Infimum.

(Grenzwertsitze strukturell). Welche der folgenden Aussagen iiber reelle
Folgen und deren Konvergenz sind korrekt?
(a) Der Grenzwert konvergenter Folgen respektiert die <-Beziehung.

(b) Eine Linearkombination konvergenter Folgen konvergiert gegen die
Linearkombination der Grenzwerte.

(c) Der Quotient zweier konvergenter Folgen konvergiert nur dann gegen
den Quotienten der Grenzwerte, falls die Folge (b,,) im Nenner niemals
Null wird (d.h. b, #0 Vn € N).

(d) Der Grenzwert konvergenter Folgen respektiert die <-Beziehung.
(Zur Vollstandigkeit.) Welche der folgenden Aussagen beruhen auf der Ord-
nungsvollstandigkeit von R (in dem Sinn, dass sie in ihren Beweis eingeht)?

(a) Jede konvergente (reelle) Folge ist eine Cauchyfolge.

(b) Jede absolut konvergente (reelle) Reihe konvergiert.

(c) Jede stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall, die am lin-
ken Randpunkt negativ und am rechten positiv ist, hat eine Nullstelle.

(d) Jede beschrankte (reelle) Folge konvergiert.

(Eigenschaften stetiger Funktionen.) Welche der folgenden Aussagen iiber
Funktionen sind korrekt?

(a) Ist f: [a,b) — R stetig, dann ist f auch gleichmiRig stetig.

(b) Ist f:[a,b] — R stetig, dann ist f auch beschrankt.

(c) Jede stetige Funktion f : R — R hat einen Fixpunkt.
(d)

d) Ist f stetig und es gilt f(0) < 0, dann gibt es eine Umgebung U =

(—0,0) (mit einem 6 > 0) sodass f(z) < O fir alle z € U.
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13. (Differenzierbarkeit.) Welche der folgenden Aussagen iiber Funktionen f, g :
R — R sind korrekt?

(a) Falls f und g in £ € R differenzierbar sind, dann auch f+g und f-g.

(b) f ist differenzierbar in einem Punkt £ € R, falls es eine Zahl a gibt
und eine Funktion r : R — R, sodass

f(E+h)— f(&) =ah+r(h) undoiing@ =0.

(c) Falls f stetig differenzierbar in £ € R ist, dann ist f dort auch diffe-
renzierbar.

(d) Falls f differenzierbar auf R\ {0} ist mit auf R\ {0} stetiger Ableitung
f’, dann ist f schon auf ganz R differenzierbar.

14. (Extremwerte.) Welche Aussagen fiir eine 2-mal differenzierbare Funktion
f : (a,b) = R und einen Punkt £ € (a, b) sind korrekt?
(a) Falls f(¢) =0, dann hat f in £ eine Extremstelle.
)

(b) Falls f an der Stelle ¢ einen Hochpunkt hat, dann gilt f/(£) = 0 und
f//(f‘)
(c) Falls f an der Stelle £ ein Extremum hat, dann gilt f'(£) = 0.

(d) Falls f/(§) =0 und f"(£) # 0, dann hat f in £ eine Extremstelle.

15. (Zur Integralrechnung.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? (Mit
integrierbar ist immer Riemann-integrierbar gemeint.)

(a) Der MWS der Integralrechnung besagt, dass fiir integrierbares f :
la,b] — R ein £ € [a,b] existiert, sodass die Flache unter dem Gra-
phen von f zwischen a und b gleich der Rechtecksflache f(&) (b —a)
ist.

(b) Ist f:[a,b] — R stetig, dann ist f auch integrierbar.
(c) Ist f: (a,b) — R differenzierbar, dann ist f auch integrierbar.

(d) Fiir integrierbare f : [a,b] — R gilt, dass das Integral von a nach b
iber den Betrag | f| von f durch den Betrag des Integrals nach oben
beschrankt ist.



16. (Zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.) Sei f : [a,b] — R
stetig. Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) Die Differenz zweier beliebiger Stammfunktionen von f ist konstant.

(b) Fir F(x) = /x f(t)dt gilt F'(x) = f(z) fur alle x € [a, b].
b
(c) Fiir jede Stammfunktion F' von f gilt /b F(z)dx = f(b) — f(a).

(d) Es gil / Cp@dt = @) - fla),

3 Beispiele & Gegenbeispiele
17. (Konvergenz.) Welche der Aussagen liber reelle Folgen sind korrekt?

a) Es gibt unbeschrankte Folgen mit genau einem Haufungswert.

b

C

Es gibt monotone beschrinkte Folgen, die nicht konvergieren.

(a)
(b)
(c) Jede Folge mit genau einem Haufungswert ist schon konvergent.
(d) Es gibt konvergente Reihen Y2/ a; mit a; < O fiir alle k.

18. (Konvergenz, 2) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) (1+%)n—>1 (n — 00).

(b) Z (=1 konvergiert absolut
n

1
E — ki iert absolut.
(c) 25 onvergiert absolu
(d) (1/n),so ist nach dem Archimedischen Axiom eine Nullfolge.

19. (Exponential- und Logarithmusfunktion). Welche der folgenden Aussagen
sind korrekt?



20. (Polynomfunktion.) Welche der Aussagen trifft auf die Funktion
f:R=R, f(z)=—2* zu?

a) [ ist auf dem Intervall [—5, 5] beschrankt.

b) f hatin x =0 ein Minumum.

c) f hatin 2z =0 ein Maximum, weil f/(0) =0 und f”(0) > 0 gilt.

d) f hatin z = 0 einen Wendepunkt, weil f”(0) = 0 gilt.

(
(
(
(
21. (Wurzelfunktion.) Welche der Aussagen trifft auf die Wurzelfunktion

f:]0,00) =R, f(z)=+x zu?

(a) f ist dberall stetig.

(b) f auf [0,1] gleichm&Rig stetig.
(c) fist auf [0, 00) differenzierbar
(d)

d ;ltlir(l]f(O):oo.

22. (Funktionsgrenzwerte.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) lim arctan(z) = /2.

T—00
(b) Tim &)
x—0 €x
(c) il{‘I(l] log(z) = —o0.
. e -1 7
@i % =2

23. (Monotonie und Ableitung.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) f:R =R, f(z) = 2” ist streng monoton steigend, obwohl f/(0) = 0
gilt.

(b) f:R — R, f(x) = |x| ist auf [—-10, 0] streng monoton fallend, weil
f'(x) =—=1 <0 fir alle =10 < 2 < 0 gilt.

(c) f:R =R, f(x) = |z| ist auf [—10, 0] streng monoton fallend und
daher gilt f'(z) = —1 < 0 fir alle =10 < x < 0.

(d) Fiir die Funktion f(x) = 1/x gilt auf ihrem ganzen (maximal mégli-
chen) Definitionsbereich R\ {0}, dass f'(x) = —1/z* < 0 ist. Daher
ist sie auf ganz R\ {0} monoton fallend.



24. (Integrierbare Funktionen.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) sin und cos sind stetig und daher auf jedem abgeschlossenen Intervall
Riemann-integrierbar

(b) sin ist auf [0, 7] monoton wachsend und daher dort auch Riemann-
integrierbar

(c) Die Funktion f(z) = \/LE ist auf [0, 1] Riemann-integrierbar.

(d) Es gilt /01% < 0.



Teil 2: Offene Aufgaben

1. Folgen, Reihen & Konvergenz

(a) (Reihen und -konvergenz.) Sei (a,)nen eine (relle) Folge. Definieren Sie (exakt)
den Begriff der (unendlichen) Reihe mit Gliedern a,, sowie der Konvergenz von
Reihen. (3 Pkte)

(b) (Konvergente Folgen sind Cauchyfolgen.) Beweisen Sie (exakt), dass jede kon-
vergente (reelle) Folge eine Cauchyfolge ist. (3 Pkte)

(¢) (Findeutigkeit des Grenzwerts.) Argumentieren Sie in eigenen Worten, warum
jede konvergente (reelle) Folge genau einen Grenzwert hat. Fertigen Sie eine
Skizze an. (3 Pkte)

2. Stetige und differenzierbare Funktionen

(a) (Springe machen unstetig.) Argumentieren Sie, dass die Sprungfunktion

0 <0
H(z) = - 1
(@) {1 T (1)
unstetig im Punkt zy = 0 ist. Verwenden Sie dabei entweder die e-0-Definition
der Stetigkeit (Umgebungsstetigkeit) oder ihrer dquivalente Umformulierung
mittels konvergenter Folgen (Folgenstetigkeit). Fertigen Sie eine Skizze an.
(3 Pkte)

(b) (Ableitung der Umkehrfunktion.) Sei f : I — J eine bijektive und differenzier-
bare Funktion von einem Intervall I in ein Intervall J. Unter der Annahme, dass
die Umkehrfunktion f~' : J — I (ebenfalls) differenzierbar ist, berechnen Sie
die Ableitung (f~!)" . (3 Pkte)

3. Differenzieren & Integrieren

(a) (Mittelwertsatz der Differentialrechung) Formulieren Sie exakt den Mittelwert-
satz der Differentialrechung und erldutern Sie seine Aussage in eigenen Worten.
Fertigen Sie dazu eine Skizze an. (3 Pkte)

(b) (Monotonie via Ableitung) Verwenden Sie den Mittelwertsatz der Differentialre-
chung, um zu zeigen, dass fiir Funktionen f : [a,b] — R, die die Voraussetzungen
des Mittelwertsatzes erfiillen, folgendes gilt: (3 Pkte)

f'(z) > 0 auf (a,b) = [ streng monoton wachsend auf [a, 0]

(c¢) (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung — zweiter Teil.) Formulieren
Sie (exakt) den zweiten Teil des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung und erkldren Sie, was dieses Resultat mit dem konkreten Berechnen von
Integralen zu tun hat. (3 Pkte)



