Analysis in einer Variable fiir das Lehramt

Sommersemester 2022, 4. Termin, 28.2.2023, Roland Steinbauer
Priifungsausarbeitung

Teil 1: Multiple Choice Aufgaben

Zentrale Begriffe und Definitionen

. (Zur Grenzwertdefinition.) Welche Aussagen sind korrekt? Fiir eine reelle Folge (a,) und a € R gilt
limy— o0 @n = a, falls

(a) [true] Ye>0 3NeN: J|an—al<e Vn>N.

(b) [true] in jeder e-Umgebung von a fast alle Folgenglieder a,, liegen.
(c) [false] Je >0 3INeN: |an—al<e Vn>N.

(d) [true] in jeder e-Umgebung von a alle Folgenglieder a,, liegen.

. (Beschrinkte Folgen.) Welche Aussagen sind korrekt?
Eine reelle Folge (b)) ist beschrinkt, falls

(a) [true] 3C >0 INeN: —C<b,<C Vn>N.

(b) [false] (bn) einen Hiufungswert hat.

(c) [true] 3C >0: |bs| <C VneN.

(d) [false] Yn e N 3C > 0: |bn| < C.

. (Zum Begriff der Reihe.) Welche Aussagen sind korrekt? Sei (a.)n eine reelle Folge. Mit dem Ausdruck

g an, bezeichnet man

n=0

k
(a) [true] die Folge (sk)r mit sx = Zan.

n=0

(c) [false] lim a,, falls er endlich ist.
n—o0

(b) [true] klim sk, falls er endlich ist. (d) [true] nli_)H;OkZOak, falls er endlich ist.
—00 =

. (Stetigkeit.) Welche Aussagen sind korrekt? Eine Funktion f : R — R ist nicht stetig in a € R, falls
(a) [false] Ve >0 36>0 VreRmit|lz—al]<d = |f(x)— fla)| <e.

(b) [true] e >0 V6 >0 Iz &R mit|z—a| <§aber |f(z)— f(a)] > e.

(c) [truel Je >0 V6 >0 VzeR\{a} mit|z—a|<§gil, dass |f(z) — f(a)|] > e.

(d)

[true] es ein (Versager-) ¢ > 0 gibt, sodass es in jedem noch so kleinen ,Sicherheitsintervall”
(a — 6,a + ) (mindestens) ein = gibt mit |f(z) — f(a)| > e.

. (Lokale und globale Maxima.) Welche Aussagen sind korrekt? Die Funktion f: R — R hat an der Stelle
aeR

(a) [true] ein lokales Maximum, wenn es eine Umgebung U von a gibt, sodass f(z) < f(a) fiir alle
x €U gilt.

(b) [false] ein globales Maximum, wenn es eine Umgebung U von a gibt, sodass f(z) < f(a) fiir alle
x €U gilt.

(c) [true] ein lokales Maximum, wenn f(z) < f(a) fir alle z € R gilt.

(d) [false] ein striktes lokales Maximum, wenn es eine Umgebung U von a gibt, sodass f(z) < f(a)
fir alle x € U gilt.

. (Potenzen.) Sei R 5 & > 0. Welche Aussagen sind korrekt?

(a) [true] 2% = Vo (¢ = % € Q). (c) [true] z® = exp(alog(z)) (o € R).
(b) [false] z* =z -z-----z (a€Q).

(d) [false] log(z*) = zlog(a) (a € R).

a mal



7.

8.

10.

11.
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(Differenzierbarkeit.) Welche Aussagen sind korrekt? Eine Funktion f : I — R ist differenzierbar in
einem Punkt £ im Intervall I, falls

(a) [true] g?lglzm Lfg(m)

—¢ T —

existiert und endlich ist.
(b) [false] es eine Zahl o € R und eine Funktion r : I — R gibt sodass,

fE+h)—f€) =ah+r(h)und lim r(h)=0.

0#£h—0

f(&) = f(x)

(c) [false] lim =—=————* existiert (mdglicherweise als uneigentlicher Grenzwert).
3 A

(d) [false] der Graph von f in & keinen Knick hat.

(Integrierbarkeit.) Welche Aussagen sind korrekt? Eine beschrankte Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-
integrierbar, falls
(%[a, b] bezeichnet den Raum der Treppenfunktionen auf [a, b])

(a) [false] Ober- und Unterintegral existieren.

(b) [true] f eine Treppenfunktion ist.

() [true] inf { /abso(t)dt el f < w} — sup { /abw(t)dt‘ b eTlab), b < f}

(d) [alse] inf{/:w)dt\ petlotl f<p}> sup{/:w)dt‘ vesivss)

Satze & Resultate

(Folgen & Konvergenz.) Welche Aussagen iiber reelle Folgen sind korrekt?

(a) [false] Es gibt monotone und beschrinkte Folgen, die nicht konvergieren.

(b) [false] Jede beschrinkte Folge konvergiert.
(c) [true] Jede konvergente Folge hat einen Hiufungswert.
(d) [true] Jede beschrinkte Folge hat einen Hiufungswert.
(Reihenkonvergenz.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? Eine reelle Reihe Z an konvergiert,
n=0
falls
(a) [true] Jan| < 1/n% (c) [false] tim 1%l — ¢
n— 00 n
. an+1| _
(b) [false] an < 1/n°. (d) [true] lim | ===} = 0.

(Eigenschaften stetiger Funktionen.) Welche Aussagen sind korrekt?
(a) [false] Stetige Funktionen auf beliebigen Intervallen sind beschrénkt.
(b) [true] Jede stetige Funktion f : [a,b] — [a, b] hat einen Fixpunkt.
(c) [false] Ist f stetig auf (a,b), so hat f dort ein Supremum und ein Infimum.
(d) [true] Ist f: R — R stetig mit f(0) > 0 so gibt es ein § > 0, sodass f(x) > 0 fiir alle z € (-9, 9).

(Lokale vs. globale Maxima) Welche Aussagen sind korrekt? Eine differenzierbare Funktion f : [a,b] — R
hat

(a) [true] auf jeden Fall ein globales Maximum.

(b) [true] auf jeden Fall ein lokales Maximum.

(c) [false] in jedem lokalen Maximum eine verschwindende Ableitung.
(d) [false] in jedem globalen Maximum eine verschwindende Ableitung.



13. (Exponentialfunktion und Logarithmus.) Welche Aussagen sind korrekt?

(a) [false] exp ist streng monoton wachsend und daher ist log als Umkehrfunktion von exp streng
monoton fallend.

(b) [true] exp erfiillt die Funktionalgleichung exp(z) exp(y) = exp(z + y).
(c) [true] limgz o0 € = 00 = — limy~ o log(x).
(d) [true] log(1+2) =2 — % +2 — 2 4 (“1<z<1).
14. (Eigenschaften differenzierbarer Funktionen.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [true] Jede differenzierbare Funktion ist auch stetig.
(b) [false] Jede differenzierbare Funktion ist auch gleichmiBig stetig.
(c) [false] Jede differenzierbare Funktion ist beschrankt.

(d) [false] Jede differenzierbare Funktion ist monoton.

15. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Welche Aussagen sind korrekt? Die erste Aussage des
HsDI kann geschrieben werden als

) [false] L / by dt = f(a). (€) lfalse] - / " (@) de = f(a).
[true] %/ f)dt = f(x). ) [true] — / f(z)dz = f(t).

16. (Zur Integralrechnung.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? (Mit integrierbar ist immer Riemann-
integrierbar gemeint.)

(a) [true] Ist f : [a,b] — R differenzierbar, dann ist f auch integrierbar.
(b) [false] Ist f: (a,b) — R stetig, dann ist f auch integrierbar.

c) gﬁ?ﬂr integrierbare f : [a,b] — R gilt ’/bf(t)dt‘ < /b |f(t)] dt.

(d) [true] Fiir jedes stetige f : [a,b] — R gibt es ein & € [a, b] mit /b F@)dt = f(&)(b— a).

Beispiele & Gegenbeispiele
17. (Konvergenz von Folgen.) Welche der folgenden Aussagen iiber Folgen sind korrekt?
2

n . .

(a) [true] (%)n21 ist divergent.
n® 4+ 4n?

(b) ferue] 5= s

(c) [true] Falls (an) und (by,) konvergieren und a, < by, fiir alle n gilt, dann gilt lim a,, < lim b,,.
(_l)n

fal
(@) [false] =)

18. (Konvergenz von Reihen.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

— 1 (n— o0).

hat zwei verschiedene Haufungswerte.

(a) [true] Z % konvergiert. (c) [true] an = 13

n=1 n=1

fiir |q| < 1.
q

(b) [false] Z n konvergiert.
n

n=1
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24.

(Sinus und Cosinus). Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [true] cos(z) =1— %2 + Z—? — %"’ + %T — . (c) [false] cos(0) = 0.
(b) [false] lim <@ =1 4
220 x (d) [true] cos(—z) = cos(z).

(Stetige Funktionen.) Welche der folgenden Funktionen sind stetig?
(3) [trve] f: R R, f(x) = exp(a).

(b) [orue] /: RA{O} 5B, f(2) = .

() [false] f: R~ &, f(x) =sin(1/z) (z £0), f(0)=0.
(d) [true] f: R 5B, f() = wsin(1/2) (e £0),  f(0)=0.

(Differenzierbare Funktionen.) Welche der folgenden Funktionen sind differenzierbar?

(a) [false] f: R—=R, f(z)=|z—1] (c) [false] f: R—=R, f(z)=xsin(1/x)
. (fir z #0), f(0)=0.
(b) [true] f: RA{0} =R, [f(z)=_. (d) [false] f: [0,00] = R, f(z) =z

(Funktionsgrenzwerte.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [false] lim arctan(z) = 0. (c) [false] lim log(z) = —o0.
(b) [true] limg—osin(1/x) existiert nicht. (d) [true] Ilggo exp(—z) = 0.

(Funktionen, vermischtes.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [false] f: R — R, f(x) = z* ist streng monoton steigend, weil f'(z) > 0 fiir alle z gilt.

(b) [true] f: R — R, f(z) = |z| hatin z = 0 ein (lokales und globales) Minimum, obwohl die Funktion

dort nicht differenzierbar ist.
(c) [false] f:R — R, f(x) =2 hat in = 0 ein Minimum, weil f'(0) = 0 gilt.
(d) [true] f:R\ {0} = R, f(x) =1/x ist unbeschrankt.
(Integrierbare Funktionen.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [true] Jede Treppenfunktion ist integrierbar.
1
(b) [true] sin ist auf [—1, 1] stetig und daher integrierbar mit /sin(x)d:v =0.
21

(c) [false] /1; dr < oo, d) /% dr < oo,

1



Teil 2: Offene Aufgaben

1. Folgen, Reihen & Konvergenz

(a) (Haufungswerte vs. Konvergenz.) Sei (a,)nen eine (relle) Folge mit genau zwei verschiede-
nen Haufungswerten. Argumentieren Sie in eigenen Worten, warum (a,,) divergiert. Fertigen
Sie eine Skizze an. (4 Pkte)

(b) (Konvergenz und Vorzeichen.) Beweisen Sie (exakt), die folgende Aussage: Sei (¢p,)nen eine
konvergente reelle Folge. Falls ¢, > 0 fiir alle n gilt, dann ist auch ¢ := lim,, o, ¢, > 0.
(3 Pkte)

(c) (Konvergenzprinzip fiir beschrdnkte, monotone Folgen.) Es ist eine Konsequenz der Vollstan-
digkeit von R, dass jede monotone und beschrankte reelle Folge konvergiert. Argumentieren
sie in eigenen Worten, warum diese Aussage stimmt und fertigen Sie eine Skizze an. (3 Pkte)

2. Differenzierbare Funktionen

(a) (Knicke zerstoren die Differenzierbarkeit.) Zeigen Sie, dass die Betragsfunktion f : R — R,
f(z) = |z| im Punkt & = 0 nicht differenzierbar ist. (2 Pkte)

(b) (Satz von Rolle.) Formulieren Sie (exakt) den Satz von Rolle und erkliren Sie seine Aussage
anschaulich. Fertigen Sie dazu eine Skizze an. Schlieflich erkldren Sie anschaulich und in
eigenen Worten, warum diese Aussage stimmt.

(4 Pkte)

3. Differenzieren & Integrieren

(a) (Kurvendiskussion.) Formulieren Sie (genau!) die notwendige und die hinreichende Bedin-
gung fiir lokale Extrema und geben Sie explizite Beispiele an, die zeigen, dass die notwendige
Bedingung nicht hinreichend ist und die hinreichende nicht notwendig. (4 Pkte)

(b) (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.) Der Hauptsatz besagt, dass Differen-
zieren und Integrieren ,im Wesentlichen” Umkehroperationen sind. Erkldren Sie, was es mit
diesem ,im Wesentlichen” auf sich hat. (4 Pkte)



D23-07-2A

—

@ ﬂr’ 7ENE /%/4;&/

—_—

@ /&) ﬁ?“ a?,é c/{' é"’/” % Vo /@,) ﬂﬂn ’9/0;/!0”‘/,”,4 Lo a//i'n//é
& Dopebogor lero, thit) wshle (720 5"25) Do lipn sasolt
{//{/(0) M{{é) / &4/0) 04 ezkb 1, 4(/5/5/,,-
) A , \
H; 71 / lodlid wtl Lo @ . Tohe b

/L/7 A
ond by ele O OOAo[J 0 o, P e
Uw-, :20&.:/ inbiinem [/{ /gr/o//é. - “ [/[[ ) und o C /A
] 0060&0(‘ vo- L/c‘/!) pock ob 4

l/fté cé, a~ -effo edy 1 [{//a) nolf ¢~ é///é/ /é///g% 2. DO}?’I//A-"'/
wele @ B8 b pniuel . Dhiilbohizon f/l/ & tenew i wad lode oo
Lee- Co, uel a, 474 ol i >/

Z7.
(5) Cw=C (20 = c2 0

4’/ < = E=-c 290
ConC = JNCe) ﬁ?NG’); f>/a,-c/=/(,,+g/= CH+§ /‘E

Zo 7O

:) 05 Cp, Ma/’rrffo«Q, /j
(() Je/é MO0 léne J(fc/fd'h//( ?;/? /4‘0”00‘/0/’0/,

///kwé ahe//hd Z(J‘ Z’;”/é 725‘( A/") ,/a 4’40/{/4 .
c// a/( Zﬂé{ré&&/

L Lener /, Lol b0 lrge

L/{flh Cé//%nopéﬂ/( f/// C%{ 0/.4 . é@ €4, < -.
W&V[.V\ /#/y/ s = Fo docn izl A /f‘;?( éaédén/an//@&‘j/(o‘,w/l_/ )

[,/{/A C&J z()aba;h[/&tlff/‘//& 4/;-%2/(»')’10#4(& /64 /2’?’( /6‘0,,/'6 /(\/‘/
o F l—-/é'@cé) U (,é'c SLotye 40*//7&' 4-/2'/(3 \@//p/na»—-
jcioue/safvl. a — /Lf,(géaq((

- A
- 7 / L"{/&ﬁ /70,»0/0“.'(
=




