Schulmathematik Analysis

Vorlesungsskriptum
Wintersemester 2022/23

Roland Steinbauer

roland.steinbauer@univie.ac.at
http://www.mat.univie.ac.at/~stein
Universitdat Wien, Fakultat fiir Mathematik
Oskar-Morgenstern-Platz 1
A-1090 Wien

Sonja Kramer
sonja.kramer@kphvie.ac.at
KPH Wien/Krems
Dr. Gschmeidlerstrafie 28
A-3500 Krems

unter Mitarbeit von

Evelyn Siiss-Stepancik
PH Wien

Grenzackerstrafie 18

A-1100 Wien

18. Januar 2023


mailto:roland.steinbauer@univie.ac.at
http://www.mat.univie.ac.at/~stein
mailto:sonja.kramer@kphvie.ac.at

ii

Vorwort

Das vorliegende Skriptum begleitet die Vorlesung
Schulmathematik Analysis

vom Wintersemester 2022/23 an der Fakultit fiir Mathematik der Universitdt Wien. Es ist
eine leichte Weiterentwicklung des gleichnamigen Skriptums vom Wintersemester 2020/21
und beruht auf dem Skriptum und der Vorlesungsausarbeitung zur selben Vorlesung vom
Wintersemester 2018/19 von Evelyn Siiss-Stepancik und Roland Steinbauer.

Die Hauptquellen auf die wir uns stiitzen sind einerseits die didaktisch ausgezeichneten Biicher
zur (Schul-)Analysis (Danckwerts und Vogel, ) und (Danckwerts und Vogel, ), sowie
das Standardwerk zur Didaktik der Analysis (Greefrath et al., ). Wenn immer es uns
sinnvoll erscheint, beziehen wir auch aktuelle Beitréige aus der fachdidaktischen Literatur mit
ein.

Bei allen fachmathematischen Inhalten zur Analysis beziehen wir uns (fast) ausschlielich auf
das Skriptum (Steinbauer, ) und fiir zugrundeliegende mathematische Inhalte auf das
Buch zur Einfiihrung in das mathematische Arbeiten (Schichl und Steinbauer, ).

Viel Inspiration verdanken wir den Skripten und Uberlegungen zur Schulmathematik von
Stefan Go6tz und jenen zur Analysis von Giinther Hérmann. Mit ihnen und mit Christoph
Ableitinger und Kata Sebok tauschen wir uns immer wieder gerne zu (aktuellen) Fragen der
Fachdidaktik und der Lehramtsausbildung aus.

Neben ihnen danken wir den vielen Student*innen, die iiber die Jahre Fehler und Unge-
reimtheiten in Vorlesung und Skriptum aufgedeckt und uns mit ihren Fragen herausgefordert
haben, noch mehr nach Klarheit zu streben. Diesbeziiglich haben wir natiirlich auch viel von
der Zusammenarbeit mit “unseren” Ubungsleiter*innen profitiert, fiir sie seien stellvertretend
Monika Dorfler und Christian Spreitzer erwahnt.

Klarerweise liegt die Verantwortung fiir alle verbliebenen Fehler und Schwéchen des Texts bei
uns alleine und wir freuen uns iiber einschléigige Hinweise.

Wien im September 2022
Sonja Kramer & Roland Steinbauer
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Kapitel 1

Einleitung

Am Anfang dieser Vorlesung nehmen wir eine Begriffsbestimmung vor: Was ist die Analysis
als mathematische Disziplin? Was ist ihr Wesen und was sind ihre zentralen Begriffe und
Methoden? Warum ist das so (und nicht anders)? Dabei blicken wir in strukturierter Weise
auf die Fachvorlesung ,,Analysis” aus dem vergangenen Semester zuriick.

Darauf aufbauend nehmen wir eine weitere Begriffsbestimmung vor: Was ist die ,,Schulanaly-
sis”? Welchen Platz hat die Analysis im Mathematikunterricht in der Sekundarstufe? Warum
ist das so (und nicht anders)? Dabei geben wir einen Ausblick auf die kommende Vorlesung.

1.1 Analysis zwischen Schule und Universitét

1.1.A Was soll und was will die Analysis!

1.1.1. Analysis - Eine erste Begriffsbestimmung. Ein Enzyklop#dieeintrag fiir (mathe-
matische) Analysis konnte in etwa wie folgt lauten?:

Die Analysis ist jenes Teilgebiet der Mathematik, in dem Funktionen (und ihre
Verallgemeinerungen) mit den Methoden des Grenzwertbegriffs studiert werden.

Ihre Grundlagen wurden von Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) und Isaac
Newton (1643-1726) als Infinitesimalrechnung unabhéngig voneinander entwi-
ckelt. Als eigenstéindiges Teilgebiet der Mathematik neben den klassischen Teilge-
bieten der Geometrie und der Algebra existiert die Analysis seit Leonhard Euler

(1707-83).

Grundlegend fiir die gesamte Analysis ist der Kérper R der reellen Zahlen (und
auch der Korper C der komplexen Zahlen) mitsamt seinen geometrischen, arith-
metischen, algebraischen und topologischen Eigenschaften. Die Untersuchung von
reellen und komplexen Funktionen hinsichtlich Stetigkeit, Differenzierbarkeit und
Integrierbarkeit zéhlt zu den Hauptgegenstdnden der Analysis. Die hierzu entwi-
ckelten Methoden sind in allen Natur- und Ingenieurwissenschaften von grofler
Bedeutung.

ygl. den gleichnamigen Text in (Steinbauer, ), Abschnitt 0.0.
2vgl. z.B. https://de.wikipedia.org/wiki/Analysis
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Wir wollen im Folgenden aber etwas mehr in die Breite und Tiefe gehen.

1.1.2. Analysis - Eine Inhaltsbestimmung. Inhaltlich beschéftigt sich die Analysis vor
allem mit Funktionen, und zwar zun#chst mit solchen von R nach R. Ganz allgemein die-
nen Funktionen dazu, den Zusammenhang zwischen verschiedenen Gréflen zu beschreiben.
Hier meint ,,beschreiben” nicht ,,erkldren” - das Wort Zusammenhang ist also nicht kausal zu
verstehen, sondern es geht darum, welche Werte einer Grofle zusammen mit welchen Werten
einer anderen Grofle auftreten. Alltégliche Beispiele sind etwa Verzinsung (Hohe eines Gutha-
bens oder auch eines Schuldenstands zu einem bestimmten Zeitpunkt), Bremsweg (Lénge des
Bremswegs eines Fahrzeugs in Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit), radioaktiver Zerfall
(Anzahl strahlender Isotope zu einem bestimmten Zeitpunkt) etc, siche Abbildungl.1.
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Abb. 1.1: Bremsweg eines PKW in Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit

Ein wichtiger Kunstgriff der Mathematik ist die Abstraktion: Es wird von der konkreten Si-
tuation bewusst abgesehen und statt mit Bremsweg, Zeit, Energieverbrauch, etc. beschéftigen
wir uns mit ,,anonymen”, universell verwendbaren Groflen, den Variablen. Alles was wir iiber
Funktionen herausfinden, ist also universell (in jedem Beispiel) giiltig, wobei natiirlich eine
exakte mathematische Erkldrung (sprich Definition), was eine Funktion sein soll, zugrunde
gelegt werden muss.
Darauf und auf der Definition der reellen Zahlen aufbauend ist es der rote Faden der Analysis,
das Anderungsverhalten von Funktionen zu verstehen, zu beschreiben und zu beherrschen.
Etwas technischer formuliert sind die zentralen Fragestellungen beim Studium des Anderungs-
verhalten von Funktionen:
e Welche Begriffe eignen sich am besten dazu das Verhalten von Funktionen ,,im Kleinen”
zu erfassen?
e Wie kann man aus dieser Kenntnis einer Funktion ,im Kleinen” Aussagen iiber die
Funktion im Ganzen gewinnen?

1.1.3. Beispiel (Radfahren). Wie kann aus der Kenntnis der Momentangeschwindigkeit
(der Anderung ,,im Kleinen”) zu jedem Zeitpunkt der Gesamtverlauf der Fahrt (zuriickgelegte
Strecke, die Funktion ,,im Grofien”) rekonstruiert werden?

Bei einem Fahrrad werden diese Grofien auf dem Fahrradcomputer (Tachometer bzw. Ta-
geskilometerzéihler) angezeigt, aber was bedeuten diese Begriffe wirklich und wie kann obige
Frage systematisch beantwortet werden. Solche Frage zu beantworten, bendtigen wir einen
geeigneten Begriffsapparat.
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1.1.4. Der analytische Begriffsapparat. Jede ernsthafte Untersuchung obiger Fragen fiihrt
notwendigerweise auf den Begriff des Grenzwerts (Limes). Dieser Grenzwertbegriff in seinen
zahlreichen Erscheinungsformen ist das Herzstiick der Analysis und liegt gleichermaflen der
Differential- und der Integralrechnung zugrunde.

Die Analysis ist jedoch weit mehr als ein Lehrsystem indem diese abstrakten Begriffe zu
abstrakten Resultaten verwoben werden. Sie bringt in schier unglaublicher Methodenvielfalt
eine Fiille konkreter mathematischer Resultate hervor. Dabei steht oft der Gedanke der Ap-
proximation im Zentrum, es ergeben sich eine Unzahl ,;schéner” Formeln und Identitdten und
immer wieder konnen iiberraschende Beziehungen zwischen Begriffen hergestellt werden, die
zunéichst (scheinbar) nichts miteinander zu tun haben.

1.1.5. Und wozu das Ganze?

Was hat diese zunéchst vielleicht etwas trocken erscheinende Materie mit der echten Welt zu
tun? Sehr viel!

Das Studium von funktionellem Anderungsverhalten ist, wie schon oben angedeutet, keines-
wegs ein rein ,,akademisches Vergniigen”, sondern ist eng verbunden mit dem Bestreben der
Menschen, die uns umgebende Welt zu verstehen und zu gestalten. Das zeigt insbesondere
die Geschichte der Analysis, deren Entstehen und Meilensteine Hand in Hand gehen mit der
Entwicklung der neuzeitlichen Physik durch Newton (1643-1726), Euler (1707-83), Lagrange
(1736-1813) und Laplace (1749-1827), um nur die groflen Denker des Anfangs zu nennen.
Damit steht die Analysis im Zentrum der naturwissenschaftlich-technischen Revolution, die
unsere Welt und Gesellschaft in den letzten vier Jahrhunderten so tiefgreifend und beispiellos
veréndert hat. Insofern ist die Differential- und Integralrechnung eine elementare Kulturtech-
nik, so wie die Schrift, und nimmt folgerichtig einen prominenten Platz in der Schulmathe-
matik ein.

1.1.6. Ja schén, aber wie? Methodik & Axiomatik.

Sie hatten in der Fachausbildung das Gliick, die Grundbegriffe der Analysis in einer ver-
gleichsweise verstdndlichen Form kennen lernen zu kénnen. Das war nicht immer so, denn
bis weit ins 19. Jahrhundert waren die Mathematiker/innen auf eine mehr oder weniger gut
funktionierende Intuition beim Umgang mit ,,unendlich kleinen Grélen“ angewiesen. Die his-
torische Entwicklung hat jedoch gezeigt, dass es unbedingt notwendig ist - und es ist in der
Mathematik als Wissenschaft selbstverstédndlich - dass die Analysis wie jedes andere mathe-
matische Gebiet nach der aziomatische Methode (Vorgehen nach dem Definition-Satz-Beweis
Schema) gelehrt wird. Das trifft weitgehend auch fiir die Fachausbildung im Lehramt zu.
Die ganze Theorie und alle ihre Aussagen werden in streng logischem Aufbau aus den Grund-
eigenschaften der reellen Zahlen aufgebaut. Jede mathematische Disziplin verdankt ihre Si-
cherheit aber oft auch ihre Schonheit dieser Methode. Konkret fiir die Analysis bedeutet die
axiomatische Methode:

Die gesamte Welt der Analysis muss deduktiv aus den Grundeigenschaften der
reellen Zahlen hergeleitet werden.

Warum ist das so?

(1) Nur so erreicht die Mathematik eine Sicherheit, die von ihr erwartet wird.
(2) Diese Methode macht das systematische Erlernen eines Gebietes leichter!

Punkt (2) ist kein Witz! Statt in ,,druidischer” Weise von einem Meister im geheimnisvollen
Handwerk des intuitiv richtigen Hantieren mit ,,unendlich kleinen Gréflen” unterwiesen zu
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werden, weist die axiomatische Methode einen klaren Weg. Alle Begriffe werden durch wenige
grundlegende Eigenschaften exakt definiert, allgemeine Aussagen iiber diese Begriffe werden in
mathematischen Sétzen formuliert, diese werden durch logische Schlussfolgerungen bewiesen.
Ja, aber natiirlich bereitet diese Herangehensweise grofie Schwierigkeiten! Es ist v.a. fiir Stu-
dienanfinger /innen eine Herausforderung den deduktiven Aufbau mit dem eigenen Vorwissen
der Fantasie und Intuition und der Kreativitédt in Einklang zu bringen. Von den damit ver-
bundenen Schwierigkeiten beim Lernen und Lehren der Analysis in der Schule wird in dieser

Vorlesung noch ausfiihrlich die Rede sein®.

1.1.7. Eine personliche Bemerkung.

Zu sehen, wie aus den wenigen Axiome der reellen Zahlen die gesamte Welt der Analysis auf-
gebaut wird, ist eine geistige und &sthetische Erfahrung: das Ineinandergreifen der verschie-
denen Begriffe zu verstehen und die vielen iiberraschenden Querverbindungen zu entdecken
kann viel Freude machen und wird nicht ganz ohne Folgen fiir das eigene Denken bleiben
(konnen). Ahnliches gilt fiir die Kraft der Anwendungen: Durch reines Denken gewonnene
Erkenntnisse der Analysis haben weitreichende Anwendungen in der Physik, anderen Natur-
wissenschaften, der Okonomie etc. sind also héchst relevant fiir unser Versténdnis von Natur
und Gesellschaft.

1.1.B  Was soll und was will die Schulanalysis?

Um eine Antwort auf diese — zugegebenermaflen nicht ganz einfache — Frage zu geben, lohnt
es sich, einen (intensiven) Blick in die verschiedenen Bereiche zu tun, die regeln und erldutern,
was die Schulmathematik an sich soll und will. Das wéren zum einen der Lehrplan mitsamt
dem Konzept der Reifepriifung und zum anderen die fachdidaktische Literatur mit ihren
aktuellen Forschungsergebnissen.

1.1.8. (Schul-) Analysis im Lehrplan und im Konzept der standardisierten schrift-
lichen Reifepriifung. Es mag erstaunen, aber es ist eine Tatsache, dass im Gsterreichischen
Mathematiklehrplan der AHS-Oberstufe das Wort ,, Analysis“ selbst nicht zu finden ist. Den-
noch sind typische Themenbereiche der Analysis fest im Lehrplan verankert.

Nach dem Lehrplantext der 7. Klasse (AHS) werden im ersten Semester die Grundlagen der
Differentialrechnung anhand von Polynomfunktionen erarbeitet (Differenzen-, Differentialquo-
tient, mittlere/momentane Anderungsrate, Sekanten-/Tangentensteigung, Ableitungsfunkti-
on, Ableitungsregeln fiir Potenz- und Polynomfunktion, Monotonie, Kriimmung, ... Unter-
suchung von Polynomfunktionen in inner-/auflermathematischen Bereichen) und im zweiten
Semester eine Erweiterung und Exaktifizierung der Differentialrechnung vorgenommen (Ab-
leitungsregeln fiir Exponential- und Winkelfunktionen, Kettenregel, weitere Anwendungen,
Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Zusammenhang zwischen Differenzierbarkeit und Stetigkeit).
In der 8. Klasse (AHS) wird ebenso zweischrittig vorgegangen, zuerst werden die Grundlagen
der Integralrechnung erarbeitet (Ober-, Untersumme, bestimmtes Integral, Stammfunktion,
elementare Integrationsregeln), spiter dann die Anwendungen und Exaktifizierungen der In-
tegralrechnung vorgenommen (das bestimmte Integral in verschiedenen Kontexten, Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung, das unbestimmte Integral).

3Tatséchlich gibt es in der fachdidaktischen Literatur eine breit angelegte Diskussion iiber die Diskrepanz
zwischen einer rein logischen Prasentation mathematischer Inhalte und der kognitiven Entwicklung Lernender,
siehe z.B. (Tall, ).
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Das allein gibt aber noch keine Antwort auf die eingangs gestellt Frage, was die Schulanalysis
soll und will.

Nun hélt der Lehrplan neben der Auflistung der Inhalte auch einen allgemeineren Teil bereit
und spricht dort die Bildungs- und Lehraufgaben des gesamten Faches Mathematik an. Diese
sind zwar nicht explizit fiir die Analysis ausformuliert, geben aber einen Hinweis darauf, was
die Schulmathematik an sich will. So sollen die Schiilerinnen und Schiiler zum Beispiel erfah-
ren, dass die Mathematik eine spezifische Art ist, die Erscheinungen der Welt wahrzunehmen
und durch Abstraktion zu verstehen. Im Zusammenhang mit der Schulanalysis werden wir in
dieser Lehrveranstaltung diskutieren, ob und wie diese Bildungsaufgabe erfiillt werden kann.

Nachdem der allgemeine Teil des Lernplans und die Auflistung der Lehrplaninhalte bisher
keine befriedigende Antwort auf die oben gestellte Frage geben, kann die Handreichung zum
Lehrplan herangezogen werden. Endlich — dort findet sich erstmals der Terminus Analysis. In
Teil B: Erweiterter Grundkompetenzkatalog, der die Grundkompetenzen der standardisierten
schriftlichen Reifepriifung (SRP) und jene Grundkompetenzen, die im Rahmen des Lehrplans
neben den Reifepriifungskompetenzen wesentlich sind , zusammenfasst, ist dann nédmlich vom
Inhaltsbereich Analysis die Rede. Dort wird auch die sogenannte ,,Bildungstheoretische Ori-
entierung“ aus dem SRP-Konzept angefiihrt. Diese hilt fest, dass die Analysis Begriffe und
Konzepte zur Beschreibung von diskreten und stetigen Anderungsverhalten bereitstellt, die
sowohl in der Mathematik als auch in vielen Anwendungen sehr bedeutend sind. Fiir die
Schulanalysis bedeutet dies: Dass die Schiilerinnen und Schiiler

e diese mathematischen Begriffe erwerben miissen,
e sie in diversen Anwendungsfillen nutzen und deuten sollen, sowie
e die Zusammenhinge der Fachbegriffe erkennen sollen.

Zusétzlich zu den damit verbundenen Kompetenzen werden in der bildungstheoretischen Ori-
entierung noch die unterschiedlichen mathematischen Darstellungsarten sowie die symboli-
schen Schreibweisen und Formalismen der Analysis erwihnt — auch diese sollen von den
Schiilerinnen und Schiilern eigenstéindig genutzt werden kénnen. Dem ,,Rechnen“ an sich wird
in der bildungstheoretischen Orientierung weniger Bedeutung beigemessen, es geniigt, sich im
Rahmen der SRP auf die einfachsten Regeln (z. B. des Differenzierens) zu beschrinken.

Da die SRP aber nur eine Teilmenge des gesamten Lehrplans abpriift, sind im Lehrplan
gelegentlich weitere Kompetenzen (z. B. die Kettenregel kennen und anwenden kénnen) auf-
gelistet.

Der Zusammenhang zwischen Lehrplan und SRP-Konzept wird im dritten Teil der Handrei-
chung zum Lehrplan explizit gemacht. In diesem Teil C: Lehrplan mit Hinweisen auf Grund-
kompetenzen werden die Lehrplanformulierungen dann mit den Grundkompetenzen der SRP
vernetzt, konkretisiert und durch Hinweise ergéinzt, siehe Tabelle 1.1. Auch dort findet sich
der Terminus Analysis wieder.

1.1.9. Schulanalysis im fachdidaktischen Diskurs. Eine Diskussion der Frage, was soll
und will die Schulanalysis aus Sicht der Mathematikdidaktik, kann hier in der ihr gebiihrenden
Breite nicht erfolgen. Daher beschrinken wir uns im Folgenden auf zentrale Grundpositionen
dieses Diskurses und rdumen gleich zu Beginn ein, dass es keine einfache Aufgabe ist, die
Schulanalysis befriedigend zu unterrichten. In der fachdidaktischen Diskussion zur Schulana-
lysis kristallisieren sich im Wesentlich zwei unterschiedliche Positionen und Ansétze heraus.

Vertreterinnen und Vertreter des einen Ansatzes pliadieren dafiir, die Anwendungen der Ana-
lysis im Unterricht in den Vordergrund zu stellen und auf einen kanonischen Aufbau der



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG
Kompetenzbereich Lehrplanformulierung Konkretisierung und Hinweise
auf Grundkompetenzen
] Funktionale Abhéingigkeiten, Analysis ‘
Folgen Zahlenfolgen als auf N bzw. | O Zahlenfolgen (insbesondere

N* definierte reelle Funk-
tionen kennen (insbesondere
arithmetische Folgen als linea-
re Funktionen und geometri-
sche Folgen als Exponential-

arithmetische und geometri-
durch

und rekursive Bildungsgesetze

sche Folgen) explizite

beschreiben  und  graphisch
darstellen kénnen (FA-L 7.1)

funktionen); sie durch expli- | O Zahlenfolgen als Funktio-
zite und rekursive Bildungs- | nen iiber N bzw. N* auffassen
gesetze darstellen und in au- | kénnen, insbesondere  arith-
Bermathematischen Bereichen | metische Folgen als lineare
anwenden kénnen Funktionen wund geometrische

Folgen als Exponentialfunktio-
nen (FA-L 7.2)
O Folgen zur Beschreibung von
Prozessen in anwendungsori-
einsetzen
(z. B.
durch

geometrische Folgen darstellen

entierten Bereichen
(FA-L  8.4);
Kapitalentwicklungen

konnen

kénnen)
O Diskrete und kontinuierliche
Modelle vergleichen konnen (z.
B. anhand von Wachstumsmo-
dellen)

Tabelle 1.1: Ausschnitt aus dem Lehrplan, Teil C, S. 32

Analysis zu verzichten. Dabei stehen echte Anwendungsbeispiele im Zentrum des Unterrichts
und es werden nur die dafiir notigen Begriffe entwickelt.

Dem gegeniiber steht die Position, dass die Begriffe, Zusammenhdinge und Beweise den Kern
eines verstandnisvollen Umgangs mit Mathematik ausmachen und daher natiirlich auch in
der Schulanalysis verankert sein sollen und nicht als lidstiges und gegebenenfalls zu ver-
nachlissigendes Ubel zu betrachten sind.

Zum Einsatz des Computers meinen die jeweiligen Vertreterinnen und Vertreter:
e Gut, dass es ihn gibt! Er erleichtert einen anwendungsbezogenen Unterricht.
e Der Computer vermag zwar gedankliche Prozesse sichtbar zu machen, damit werden
sie moglicherweise leichter verstehbar. Hiiten wir uns aber davor, die Gedanken dabei
selbst zu vergessen!

Fiir den Unterricht im Bereich der Schulanalysis steht man also vor dem Dilemma ,An-
schaulichkeit versus Strenge“ D.h. ein Mehr an Anschaulichkeit kann oft auf Kosten der
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Exaktheit gehen und umgekehrt. Zusétzlich zu diesem Dilemma zeigt sich in der schulischen
Praxis, die dem deduktiven Aufbau der Analysis gerecht werden will, ein enormer Mangel
an heuristischen Denk- und Arbeitsweisen. D.h. den Schiilerinnen und Schiilern wird selten
Gelegenheit gegeben Losungen, Begriffe o. A. in der Schulanalysis selbst zu entdecken bzw.
selbst zu entwickeln. Zu guter Letzt ist die Schulanalysis oft auch von einer sehr einseitigen
Kalkiilorientierung gepriagt und vernachléssigt dabei eine Verstdndnisorientierung. Und gera-
de diese Kalkiilorientierung in der Analysis ldsst Schiilerinnen und Schiiler straucheln, wenn
ihre algebraischen Fertigkeiten in fritheren Jahren nicht entsprechend ausgebildet wurden.

1.1.10. Nun — was also soll und will die Schulanalysis wirklich?

(1) Sie soll und will die fiir Analysis fundamentalen Ideen und deren Bedeutung versténd-
nisorientiert vermitteln. Dazu zéhlen die reellen Zahlen, der Ableitungs- und Integral-
begriff, der funktionale Zusammenhang, die Idee der Anderungsrate, die Idee des Ap-
proximierens und die Idee des Optimierens.

(2) Sie soll und will inhaltliche Vernetzungen anbieten. Dafiir bietet sich besonders die
Idee der Anderung an. Sie ist den Schiilerinnen und Schiilern als absolute und relative
Anderung seit der Bruch- und Prozentrechnung vertraut, setzt sich iiber die mittlere
und momentane Anderungsrate bis zum Ableitungsbegriff fort. Dariiberhinaus bietet
sich aber auch die Vernetzung zu anderen Teilgebieten der Mathematik an. FKin Beispiel
dafiir ergibt sich in der Stochastik bei der Behandlung der Normalverteilung.

(3) Sie soll und will anwendungsorientiert sein. D.h. sie soll Problemstellungen aus unter-
schiedlichsten Kontexten (Wirtschaft, Physik, Kinematik, ...) aufgreifen und bei der
Modellbildung besonders sorgfiltig mit der Interpretation und Validierung der Ergeb-
nisse umgehen.

1.2 Ausblick auf die Vorlesung

In diesem Abschnitt geben wir nun einen Ausblick auf die Inhalte und die Methodik der
Vorlesung. Zuerst definieren wir aber die Ziele der Schulmathematik-Lehrveranstaltungen
Analysis.

1.2.1. Ziele der Schulmathematik-Lehrveranstaltungen Analysis. Als Ziel der Vor-
lesung und der zugehorigen Ubungen formuliert das Curriculum (Universitit Wien, E

Die Studierenden erkennen die Relevanz der fachmathematischen Konzepte fiir
den Schulunterricht und koénnen diese dort angemessen verwenden. Sie kennen
verschiedene Moglichkeiten flir Zugénge zu grundlegenden Themen des Analysis-
Schulunterrichts (und ihrer Anwendungen) und koénnen diese bewerten. Die Stu-
dierenden konnen in diesem Gebiet fachdidaktische Konzepte anwenden und Com-
puter in angemessener Weise einsetzen, sie kennen typische Fehlvorstellungen und
passende Interventionsmoglichkeiten.

1.2.2. Schulanalysis vom héheren Standpunkt. Um diese Ziele zu erreichen, werden wir
in der Vorlesung die Schulanalysis von einem hoheren Standpunkt aus betrachten. Das bedeu-
tet, dass der Hauptstrang der Vorlesung die zentralen Inhalte der Schulanalysis behandelt,
aus verschiedenen Perspektiven beleuchtet und ein umfassendes Verstéindnis der analytischen
Kernbegriffe und ihrer Zusammenhénge herstellt.
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Diese Kerninhalte sind wenig iiberraschend ident mit dem Kanon sowohl der Fachvorlesung
»Analysis“ als auch der Schulanalysis:

Funktionsbegriff

Folgen, Grenzwert und Vollstédndigkeit der reellen Zahlen

Differentialrechnung & Integralrechnung plus Anwendungen

Spezielle Funktionen

1.2.3. Drei Ankniipfungs- und Bezugspunkte.
Der Hauptstrang der Vorlesung also ,unsere* Schulanalysis von einem hoheren Standpunkt
hat drei Ankniipfungs- bzw. Bezugspunkte.
(1) Die Inhalte und (mathematischen) Methoden der Fachvorlesung ,,Analysis in einer Va-
riable fiir das Lehramt” an die wir direkt ankniipfen.
(2) Den fachdidaktischen Diskurs zum Lehren und Lernen der Analysis, dessen Diskussionen
und Ergebnisse wir an Ort und Stelle einbringen.
(3) Ausfiithrlich Beziige zur Unterrichtspraxis, die wir iiber die ganze Lehrveranstaltung
hinweg herstellen.
Um die Punkte (2) und (3) angemessen darstellen zu konnen, stellen wir in Kapitel 2 einen
fachdidaktischen Begriffsrahmen zur Verfiigung, der es erlaubt, mathematisches Fachwissen
zu reflektieren und mathematikdidaktisches Professionswissen aufzubauen. Damit sollen die
Hoérer /innen befihigt werden, einen qualitidtsvollen Analysis-Unterricht zu gestalten, der fach-
lich und fachdidaktisch fundiert ist und sich durch eine reflektierte Unterrichtspraxis auszeich-
net.

Um diese Bezugspunkte auch fest in diesem Skriptum zu verankern, wird der Haupttext von
zwei Sorten von Boxen unterbrochen: mathematische Faktenboren und Boxen zum fachdidak-
tischen Professionswissen (FD-Boxen), die sowohl wichtige fachdidaktische Begriffsbildungen
und Inhalte erklédren, wie auch unterrichtspraktische Hinweise geben.

1.2.4. Hochschuldidaktischer Hintergrund. Es gibt eine umfangreiche Literatur zum
sog. Lehrerprofessionswissen (siehe etwa (Baumert und Kunter, ; Krauss et al., ))-
Durch grofie empirische Studien ist belegt, dass sich das mathematik-bezogene Lehrer /innen-
wissen valide in die beiden Teilbereiche mathematical content knowledge (MCK) und paedago-
gical context knowledge (PCK) unterteilen lasst. Letzteres konnte man auch kurz ,fachdidak-
tisches Handlungswissen” nennen und es ist in folgendem Sinn entscheidend: Das PCK der
Lehrperson ist Hauptpréidiktor fiir den Lernerfolg ihrer Schiiler/innen. MCK der Lehrkraft
hat zwar auch einen positiven Einfluss auf die Unterrichtsqualitéit, reicht aber alleine nicht
aus. Allerdings beruht PCK immer auf einer soliden Basis von MCK.

Dartiber hinaus sind typische unterrichtliche Handlungsanforderungen an Lehrkréifte ebenfalls
gut empirisch erforscht, siehe etwa (Bass und Ball, ; Prediger, ). Es ergeben sich
z.B. folgende mathematische Kernaufgaben, die Lehrer/innen in ihrer téglichen Praxis zu
bewéltigen haben:

o Anforderungen an Schiiler/innen (aus Schulbiichern, Tafelbildern oder Tests) selbst
bewiltigen und auf verschiedenen Niveaus bearbeiten kénnen;
Lernziele setzen und ausschérfen;
Zuginge (in Schulbiichern, Tafelbildern o.4.) analysieren und bewerten;
Aufgaben und Lernanlisse auswéhlen, verdndern oder konstruieren;
Tests entwickeln und re-skalieren;
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geeignete Darstellungen und Exaktheitsstufen auswéihlen und nutzen sowie zwischen
ihnen vermitteln;

AuBerungen von Lernenden analysieren, bewerten und darauf lernférderlich reagieren:
Fehler von Lernenden analysieren und darauf lernférderlich reagieren;

fachlich substantielle, produktive Diskussionen moderieren;

zwischen verschiedenen Sprachebenen (Alltagssprache, Fachsprache,Symbolsprache) fle-
xibel hin-und herwechseln;

Lernstidnde, Lernprozesse und Lernerfolge erfassen;

Begriffe und Konzepte erkliren und Beziige herstellen.

Ebenso wird in der Literatur darauf hingewiesen, dass fachliche Inhalte im Bewusstsein der
Lehrkrifte geeignet reprisentiert sein miissen, damit diese fahig sind, Aufgaben des obigen
Anforderungskatalogs effektiv zu bewéltigen.

Die Orientierung an obigen Punkten liefert uns ein leitendes Prinzip, um die Inhalte und ihre
konkrete Ausgestaltung, die Methoden und den Geist der Vorlesung praxisnahe zu gestalten.
In der Vorlesung, aber vor allem in den Ubungen werden wir diese Kernaufgaben trainieren
und ein Bewusstsein fiir die mathematischen Tétigkeiten schaffen, die die Unterrichtspraxis
bestimmen.
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Kapitel 2

Fachdidaktischer Bezugsrahmen

In diesem Kapitel stellen wir einige fachdidaktische Konzepte vor, um einen Uberbau und
einen Bezugsrahmen zu schaffen, in dem eine differenzierte Diskussion der Inhalte der Schul-
analysis erfolgen kann.

Wir beginnen mit den Konzepten der Grundvorstellungen und Aspekte mathematischer Be-
griffe, die uns im Weiteren als Analysewerkzeuge wichtige Dienste leisten werden.

Danach wenden wir uns den Grunderfahrungen im Mathematikunterricht zu. Wir beginnen
mit einer Analyse der Schwierigkeiten, denen der Analysisunterricht in der Schule begegnet.
Diese liegen in der inhaltlichen Komplexitdt des Gegenstandes begriindet und wir skizzieren
den fachdidaktischen Diskurs, der sich mit Strategien zur Uberwindung dieser Schwierig-
keiten befasst. So werden wir zu den drei Winter’schen Grunderfahrungen gefiihrt, die den
allgemeinbildenden Charakter des Mathematikunterricht prignant zusammenfassen. Wir spe-
zialisieren sie fiir das Gebiet der Analysis, wobei wir insbesondere auf das Ineinandergreifen
der Grunderfahrungen eingehen.

2.1 Grundvorstellungen

Im Mathematikunterricht sollen Schiiler/innen neue Inhalte tiefgreifend verstehen und inter-
nalisieren und diese nicht nur auf einer oberflichlichen und unverstandenen symbolischen oder
verbalen Ebene wiedergeben kénnen. Verstéindnisorientierter Unterricht zielt daher darauf ab,
dass die Schiiler/innen

o tragfihige Vorstellungen zu neuen Begriffen aufbauen und

e diesen eine inhaltliche Bedeutung geben, um

e mit den Inhalten wverstindnisvoll umgehen zu kénnen.
In der deutschsprachigen! Mathematikdidaktik wird diese Problematik oft mit Hilfe des so-
genannten Grundvorstellungskonzepts theoretisch beleuchtet. Das Konzept der Grundvorstel-
lungen hat seinen Ursprung in der deutschen Rechendidaktik des 19. Jahrhunderts und wurde
in seiner modernen Fassung vor allem von Rudolf vom Hofe in seiner Dissertation (Hofe, )
in die fachdidaktische Diskussion eingebracht. Der Kern dieser Betrachtungsweise ist es, Be-
ziehungen zwischen mathematischen Inhalten und der individuellen Begriffsbildung Lernender

Wor allem im eglischsprachigen Diskurs wird alternativ oft die Konzeption ,,concept image” und ,,concept
definition” nach (Tall und Vinner, ) verwendet. Diese Begrifflichkeit wurde stédrker aus der Lernpraxis
entwickelt, wihrend das Grundvorstellungskonzept seinen Ursprung in der Stoffdidaktik hat, vgl. (Vom Hofe
und Werner Blum, ).

11
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herzustellen.

2.1.A Aspekte und Grundvorstellungen

Allgemein liefert das Grundvorstellungskonzept ein didaktisches Modell, das mathematisches
Versténdnis an inhaltlichen Vorstellungen festmacht. Wir wollen das zunéchst an einem ein-
fachen Beispiel erldutern, das auch zeigt, wie verschiedene Grundvorstellungen zu einem ma-
thematischen Begriff dessen Verstéindnis beférdern, vgl. (Weber, 2013).

2.1.1. Beispiel (Dividieren). In der Grundschule kommen beim (ganzzahligen) Dividieren
(ohne Rest) unter anderem die folgenden beiden Grundvorstellungen zum Tragen:
(1) Vorstellung des Verteilens
(Z.B. das gerechte(!) Aufteilen von 21 Gummibérchen auf 7 Kinder);
(2) Vorstellung des Enthaltenseins
(Z.B., wie oft kénnen 7 Gummibérchen aus einer Packung mit 21 Stiick herausgenommen
werden?).
Die Aufgabenstellung 21 : 7 kann mittels beider Grundvorstellungen problemlos gel6st werden.
Aber schon an diesem einfachen Beispiel kann man sehen, dass verschiedene Grundvorstel-
lungen verschieden weit tragen und, dass fiir eine Erweiterung von Begriffen ein Wechsel von
Grundvorstellungen hilfreich sein kann. Z. B. kann man die Aufgabe 20 : 1 schlecht mit (1)
lsen. Mit (2) hingegen funktioniert es ganz einfach: % ist in 20 klarerweise 40-mal enthalten.
Dartiber hinaus kann man auch begriinden, weshalb diese Division nicht — wie von den
natiirlichen Zahlen her gewohnt — verkleinert, sondern vergréfiert: Das Ergebnis 40 bezeichnet
nicht vierzig Ganze, sondern vierzig Halbe.

In Bezug auf komplexerer mathematischer Inhalte lohnt es sich neben dem Grundvorstel-
lungsbegriff auch noch die Terminologie der Aspekte eines mathematischen Begriffs in die
Reflexion mit einzubeziehen, siehe Greefrath et al., 2016, Abschn. 1.1.5. Diese Terminologie
entspricht durchaus der alltagssprachlichen Bedeutung, genauer?:

FD-Box 1: Aspekte mathematischer Begriffe

Ein Aspekt eines mathematischen Begriffs ist eine Facette dieses Begriffs, mit dem dieser
fachlich beschrieben werden kann.

Wir erldutern die Terminologie von ,,Aspekten” und ,, Grundvorstellungen” am Beispiel der
Ableitung einer Funktion f : R — R in einem Punkt £ € R. Die Ableitung f/(£) ldsst sich
fachlich sowohl als Grenzwert des Differenzenquotienten (vgl. (Steinbauer, 2022), 3.1.8(ii))
oder als lineare Bestapproximation® an die Funktion nahe ¢ (vgl. (Steinbauer, 2022), 3.1.22))
beschreiben. Dies sind somit zwei Aspekte des Ableitungsbegriffs und stellen wiederum die
Basis fiir unterschiedliche Grundvorstellungen dar, wie zum Beispiel die Grundvorstellungen
,Tangentensteigung”, ,,lokale Anderungsrate” und , Ableitung als Verstirkungsfaktor kleiner
Anderungen”, die wir in Abschnitt 5.4 ausfithrlich diskutieren werden.

2Die Terminologie in Greefrath et al., 2016, p. 17 erscheint uns etwas ungliicklich. Das Wesen eines Aspek-
tes ist es, dass er nicht notwendigerweise den Begriff in seiner Gesamtheit erfasst. Genau das wird aber durch
Verwenden des Wortes ,,charakterisiert“ suggeriert, weil in der mathematischen Fachsprache unter einer Cha-
rakterisierung eine dquivalente Umformulierung verstanden wird, die ja dann den Begriff in seiner Gesamtheit
erfasst.

3In der fachdidaktischen Literatur wird oft vom Aspekt der lokalen lineare Approximation gesprochen.
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Wichtig ist jedenfalls, dass ein Aspekt sich immer auf fachmathematische Inhalte bezieht.
Die Aspekte eines Begriffs sind durch mathematische Fakten gegeben — sie bilden den Kern
seiner fachlichen Definition, Beschreibung oder Charakterisierung.

Im Gegensatz dazu sind Grundvorstellungen ein Konzept das sich auf fachdidaktische Uber-
legungen bezieht.

FD-Box 2: Grundvorstellung

Eine Grundvorstellung zu einem mathematischen Begriff ist eine inhaltliche Deutung des
Begriffs, die diesem Sinn gibt.

Die Beziehung zwischen Grundvorstellungen und Aspekten ist die folgende: Grundvorstel-
lungen erlauben es, Aspekte eines mathematischen Begriffs mit einer Bedeutung zu versehen
und so in einen sinnhaltigen Kontext zu setzen. Das wiederum ist eine Voraussetzung fiir ein
verstdndnisvolles Hantieren mit dem Begriff.

Grundvorstellungen entwickeln sich, wenn Lernende sich mit Phénomenen befassen, durch
die Aspekte des Begriffs erfahrbar werden. Dabei kénnen verschiedene Grundvorstellungen
zu einem Aspekt entwickelt werden, aber auch eine Grundvorstellung verschiedene Aspekte
des Begriffs beriihren.

Wir werden in den folgenden Kapiteln die Terminologie der Aspekte und Grundvorstellungen
verwenden, um einen entsprechend differenzierten Blick auf die Kernbegriffe der Schulanalysis
werfen zu kénnen.

Unmittelbar werden wir aber noch einige notwendige Details dieser Terminologie diskutieren.
Eine umfassende Darstellung, die insbesondere den Nutzen dieser Begriffsbildungen betont,
findet sich z.B. in Greefrath et al., 2016, Abschn. 1.5, eine fachdidaktische Beleuchtung des
Begriffs findet sich z.B. in (Vom Hofe und Werner Blum, 2016).

2.1.B Verfeinerung des Grundvorstellungskonzepts

Der Begriff der Grundvorstellung kann sowohl in einem normativen Kontext, wie auch in
einem individuellen Kontext verwendet werden. Genauer unterscheiden wir zwischen univer-
sellen und individuellen Grundvorstellungen.

2.1.2. Universelle Grundvorstellungen haben normativen Charakter. Sie sind das Ergeb-
nis einer fachdidaktischen Reflexion und geben Antwort auf die Frage, was sich Lernende gene-
rell bzw. idealerweise unter einem mathematischen Begriff vorstellen soll(t)en. Das Ausbilden
bestimmter universeller Grundvorstellungen ist also ein Ziel des Mathematikunterrichts, das
Lehrer/innen Orientierungshilfen zu Gestaltung des Unterrichts bietet.

2.1.3. Individuelle Grundvorstellungen sind Grundvorstellungen, die Lernende zu ei-
nem bestimmten Begriff tatséchlich entwickelt haben. Sie sind ebenfalls Ergebnis einer fach-
didaktischen Reflexion und/oder Beobachtungen und beschreiben, was sich Lernende unter
einem bestimmten Begriff vorstellen. Sie haben einen deskriptiven Charakter und geben so-
mit ebenfalls Orientierung fiir den Mathematikunterricht, indem sie Ausgangspunkt fiir eine
Unterrichtsplanung bzw. Foérdermafinahme sein kénnen, die zum Ziel hat die Lernenden in
Richtung universeller Grundvorstellungen zu fithren.

Im Folgenden werden wir meist (und falls nicht anders angegeben) Grundvorstellungen in
ihrer normativen Form verwenden, also immer von den universellen Grundvorstellungen im
Zusammenhang mit (Aspekten) analytischer Begriffe sprechen. Zusammengefasst haben wir:
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FD-Box 3: Universelle vs. Individuelle Grundvorstellungen

Universelle Grundvorstellungen haben einen normativen Charakter und ihre Ausbil-
dung ist Ziel des Unterrichts.

Individuelle Grundvorstellungen sind tatséchlich ausgebildete Vorstellungen Lernen-
der und haben daher einen deskriptiven Charakter. Sie konnen Ausgangspunkt des Un-
terrichts bzw. der Unterrichtsplanung sein.

Eine weitere Ausdifferenzierung des Grundvorstellungsbegriffs ist vor allem im Kontext der
Schulanalysis hilfreich. Grundvorstellungen wurden urspriinglich vor allem in der Didaktik der
Primar- und Sekundarstufe 1 verwendet und meinten wirklich sehr konkrete Vorstellungen,
die sich auf alltdgliche und anschauliche Dinge bezogen, z. B. im Kontext von Beispiel 2.1.1(1)
das Aufteilen von Gummibéarchen unter einer bestimmten Anzahl von Kindern.

Im Kontext der Schulanalysis sind aufgrund des hoheren Abstraktionsgrades oft keine adé-
quaten an das Alltagsdenken ankniipfende Grundvorstellungen mdglich oder sinnvoll. Daher
wurde der Begriff der sekunddren Grundvorstellungen kreiert, die sich nicht auf Alltagliches
beziehen (diese werden in diesem Kontext dann primdre Grundvorstellungen genannt), son-
dern solche, die sich auf andere, einfachere mathematische Begriffe beziehen. Zusammengefasst
ergibt sich also:

FD-Box 4: Primire vs. sekundire Grundvorst.

Primire Grundvorstellungen verbinden (Aspekte) mathematische(r) Begriffe mit
konkreten Alltagserfahrungen an realen Gegensténden.

Sekundire Grundvorstellungen verbinden (Aspekte) mathematische(r) Begriffe mit
bestehenden Vorstellungen einfacherer mathematischer Begriffe.

2.2 Grunderfahrungen

In diesem Abschnitt erweitern wir unseren fachdidaktischen Referenzrahmen und diskutieren
die sogenannten Winter’schen Grunderfahrungen des Mathematikunterrichts, vegl. (Winter,
1996). Damit steht uns ein weiteres didaktisches Analyse- und Konstruktionsinstrument zur
Verfiigung.

Dabei nehmen wir zunéchst die Diskussion aus Abschnitt 1.1.B wieder auf und diskutieren
die Schwierigkeiten, die beim Unterrichten analytischer Inhalte in der Schule auftreten.

2.2.A  Warum Analysis schwierig zu unterrichten ist

Der fachdidaktische Diskurs zur Schulanalysis kommt im Wesentlichen zu dem Schluss, dass
die Schwierigkeiten beim Unterrichten von Analysis inhdrent mit der inhaltlichen Schwierig-
keit des Gebiets verbunden ist, vgl. (Danckwerts und Vogel, 2006, Abschn. 1.1). Es wird auch
von der Sonderrolle der Analysis innerhalb der Schulmathematik gesprochen. Diese duferst
sich in den folgenden drei Spannungsfeldern, vgl. (Gotz, 2013).

2.2.1. Anschauung vs. Strenge. Die Analysis als mathematische Teildisziplin verfiigt iiber
einen kanonischen, strengen und deduktiven Aufbau, vgl. 1.§1.1.6, der zum Wissensstand der
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Lehrer/innen gehort. Andererseits muss der Unterricht viel mehr auf Anschaulichkeit beruhen,
der dann auf Kosten der Strenge geht/gehen muss. Der Kern des Problem ist dabei:

Das Alltagsdenken findet keine bruchlose Fortsetzung in der Analysis.

Zum Beispiel garantiert erst die Vollstdndigkeit 0
der reellen Zahlen die Giiltigkeit des Nullstellen-
satzes (Zwischenwertsatzes), vgl. (Steinbauer, ,

2.2.21f): Die Funktion 1

F:Q=Q fl)=22-2, (21 \ / :

1

hat auf dem Intervall I = {z € Q : 0 <z < 2} \\z
keine Nullstelle, obwohl f(0) = =2 < 0 und f(2) =

2 > 0 gilt. In nebenstehendem Graph sieht man das
nicht unmittelbar. Abb. 2.1: Der Graph von f(x) = 2% 2.

2.2.2. Normative Stoffbilder vs. individuelle Sinnkonstruktionen der Lernenden.
Die obige Problematik tritt auch klar in den Differenzen zwischen den normativen Stoffbil-
dern zu zentralen analytischen Begriffsbildungen und den individuellen Sinnkonstruktionen
der Lernenden zu Tage. Mit unserer Terminologie aus Abschnitt 2.1.B kénnen wir das so
ausdriicken:

Es besteht oft eine grofie Differenz zwischen den universellen und den individuellen
Grundvorstellungen zu zentralen (Aspekten) analytischer Begriffe.

Ein Beispiel dafiir wére etwa im Kontext des Stetigkeitsbegriffs fiir reelle Funktionen das
Spannungsverhéltnis zwischen der e-d-Definition und der Vorstellung, dass der Graph einer
stetigen Funktion keine Spriinge hat.

2.2.3. Systematik vs. Heuristik. Die hochentwickelte Systematik des Analysisunterrichts
weist eine grofle Kalkiillastigkeit auf. Diese geht naturgeméfl zu Lasten der Heuristik, was oft
eine Sinnstiftung erschwert oder verhindert. Kurz formuliert:

Kalkiil ist nicht sinnstiftend.

Insbesondere ist der analytische Kalkiil sehr Algebra-intensiv. Schiiler/innen scheitern oft
schon vor der eigentlichen analytischen Begriffsbildung. Wird z. B. die Differenzierbarkeit ei-
ner Funktion mittels Differenzialkoeffizienten erkléirt, muss sichergestellt sein, dass die Schiiler /-
innen ausreichende Fahigkeiten aus der Sekundarstufe 1 mitbringen, um zunéchst den Diffe-
renzenquotienten in seiner Bedeutung als Bruch erfassen kénnen.

In diesem Kontext kénnen dann auch Fragen wie die folgende auftreten.

2.2.4. Beispiel (Was ist hier passiert?). Betrachten Sie die folgenden beiden Wege eine
Stammfunktion fiir sin(2z) zu berechnen®:

1 1
a) /sin(Qx)d:U = /sin(z) 5 dz = —5 cos(2x), wobei z = 2x substituiert wurde.

b) /sin(2x)daz = /2sin(az) cos(z)dxr = /22 cos(z) d(z ] = sin?(z), wobei der Doppel-
cos(x

winkelsatz und die Substitution z = sin(x) verwendet wurde.

4Wir verwenden hier die Konvention (Steinbauer, ,4.2.11) fiir das sogenannte ,,unbestimmte Integral”.
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Was ist hier passiert? Stehen diese beiden Rechnungen im Widerspruch zueinander? Sind
beide richtig? Wie miissen diese Ergebnisse richtig interpretiert werden?

2.2.5. Die normative Kraft des Faktischen. Schliefilich geht mit dem traditionellen
Unterricht eine hoch entwickelte und oft unhinterfragte Aufgaben- und Prifungskultur einher,
der sich die einzelne Lehrkraft schwer entziehen kann. Auch diese Kultur ist von einer hohen
Kalkiillastigkeit geprigt und verkiirzt oft echte Anwendungen.

2.2.6. Fazit: Tendenzen des Analysisunterrichts sind es
(1) heuristisches Arbeiten und echte Anwendungen zugunsten der entwickelten Theorie zu
vernachléssigen und
(2) die Theorie sehr auf den Kalkiilaspekt zu verkiirzen.
Diese Defizite sind in erster Linie nicht den Umsténden, den Lehrer/innen oder Schiiler/innen
anzulasten, sondern liegen in der Schwierigkeit des mathematischen Gebiets Analysis be-
griindet.

2.2.B Grunderfahrungen

Um die oben beschriebene Problematik besser einordnen zu kénnen, betten wir sie in einen
breiteren Rahmen ein: den allgemeinbildenden Auftrag des Mathematikunterrichts insgesamt.
Ein entsprechender Bezugsrahmen geht auf Winter (1996) zuriick und wird seither im fach-
didaktischen Diskurs breit verwendet.

2.2.7. Die drei Winterschen Grunderfahrungen. Der Mathematikunterricht ist nach
Winter dadurch allgemeinbildend, dass er drei Grunderfahrungen ermdoglicht:

FD-Box 5: Grunderfahrungen

(G1) (Mathematischer Blick®) Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen
oder angehen sollten, aus Natur, Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art
wahrzunehmen und zu verstehen;

(G2) (Mathematische Welt) mathematische Gegensténde und Sachverhalte, représentiert
in Sprache, Symbolen, Bildern und Formeln, als geistige Schopfungen, als eine de-
duktiv geordnete Welt eigener Art kennen zu lernen und zu begreifen;

(G3) (Heuristische Fihigkeiten) in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Pro-
blemlosefihigkeiten, die iiber die Mathematik hinaus gehen, zu erwerben.

Die Position der Mathematikdidaktik zum Bildungsauftrag der gymnasialen Oberstufe, der
nach breitem Konsens darin besteht, einer vertiefte Allgemeinbildung mit Wissenschaftspro-
padeutik und Studierfahigkeit zu verbinden ist nach Danckwerts und Vogel (2006, p. 7):

Erst in der wechselseitigen Integration aller drei Grunderfahrungen kann der Ma-
thematikunterricht in der Sekundarstufe 2 seine spezifische bildende Kraft entfal-
ten.

2.2.8. Die Grunderfahrungen im Bereich der Analysis. Im Kontext dieser Vorlesung
sind wir primér an der Ausgestaltung der Grunderfahrungen in der Analysis interessiert, die
wir hier vornehmen, vgl. (Danckwerts und Vogel, 2006, Kap. 1).

®Die Titel von (G1)~(G3) haben wir hinzugefiigt, um die Terminologie prignanter zu machen.
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(G1)

(G3)

Der mathematische Blick wird ermoglicht durch einen Blick auf auflermathematische
Probleme, die sich mit analytischen Begriffen fassen lassen, z. B. Modellierungen mit
Hilfe des Ableitungsbegriffs (lokale Anderungsrate) und des Integralbegriffs (als Rekon-
struieren), wie wir in den entsprechenden Kapiteln 5 und 6 sehen werden.

Die Analysis als eigene mathematische Welt kann durch zwei Aspekte erfahrbar ge-
macht werden. Erstens im Blick auf Begriffsentwicklungen, an deren Ende analytische
Begriffe stehen, z. B. Grenzwert, Ableitungs- und Integralbegriff (vgl. Kapitel 4, 5 und
6 respektive), aber auch die Vollstéindigkeit von R (vgl. Abschnitt 4.3). Zweitens durch
die Entwicklung analytischer Kalkiile, etwa der Ableitungsregeln (vgl. 5.2.13) oder der
Grenzwertsétze (vgl. Abschnitt 4.2.B).

Heuristische Fihigkeiten konnen in der Analysis z. B. durch intuitives Argumentieren
mit Grenzwerten erlernt werden. Statt zum Grenzwert iiberzugehen, kann mit hinrei-
chend kleinen Gréflen operiert werden (vgl. Kapitel 5).

2.2.9. Integration der drei Grunderfahrungen: Aber wie? Um das in 2.2.7 geforderte
Ineinandergreifen der drei Grunderfahrungen fiir Schiiler/innen erlebbar zu machen, werden
in der fachdidaktischen Diskussion folgende Punkte vorgeschlagen und diskutiert, die wir hier
bereits fiir den Inhaltbereich Analysis konkretisieren.

(1)

(3)

Mathematik als Prozess und als Produkt: Es sollte moglichst eine Balance zwischen den
beiden gleichermafien wichtigen Gesichtspunkten zur Mathematik gewahrt werden, der

Mathematik als Prozess (G1) und (G3) und der Mathematik als Produkt (G2).

Ein analytisches Beispiel wire hier etwa die Idee der Ableitung als Ubergang von der
mittleren zur lokale Anderungsrate vs. dem Berechnen von Ableitungsfunktionen nach
syntaktischen Regeln, oder die Idee des Integrals als Rekonstruktion einer Funktion aus
ihren Anderungsraten vs. dem Berechnen von Stammfunktionen nach syntaktischen
Regeln.
Orientierung an fundamentalen Ideen: Dabei handelt es sich um ist ein immer wie-
der betontes fachdidaktisches Prinzip. Fundamentale Ideen haben die drei folgenden
charakteristischen Merkmale, vgl. (Schweiger, )E
o Weite: Sie durchziehen den Schulstoff wie ein roter Faden und bieten sich im Sinne
des Spiralprinzips auf verschiedenen Schwierigkeitsniveaus zur Konkretisierung an.
e Tiefe: Sie geben zumindest teilweise Aufschluss iiber das Wesen der Mathematik.
e Sinn: Sie sind im Alltagsdenken verankert oder lassen eine solche Verankerung
zumindest erkennen.
Fundamentale Ideen der Analysis sind etwa
o die Idee des funktionalen Zusammenhangs, der die gesamte Analysis durchzieht,
e die Idee des Messens, der vom Begriff der reellen Zahl bis zum Differential- und
Integralbegriff tragt,
e die Idee des Approximierens, die mit dem Grenzwertbegriff einhergeht,
o die Idee der Anderungsrate, die sowohl die Differential- als auch die Integralrech-
nung dominiert, und
o die Idee des Optimierens, die im Rahmen des Extremwertkalkiils einen zentralen
Stellenwert hat.
Tragfihige Grundvorstellungen: Wie in Abschnitt 2.1 erklart, ist der Aufbau von be-
lastbaren Grundvorstellungen der Kern eines verstdndnisorientierten Mathematikun-
terrichts. Dariiberhinaus ist es ebenso wichtig, zwischen Grundvorstellungen also den
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inhaltlichen Deutungen eines mathematischen Begriffs und seiner kalkiilhaften Umset-
zung zu unterscheiden und zwischen diesen beiden Polen zu vermitteln. Wir werden
im Verlauf der Vorlesung Grundvorstellungen zu den zentralen analytischen Begriffen
ausfiithrlich diskutieren, hier nennen wir nur exemplarisch die Idee der Ableitung als
lokale Anderungsrate.

Inhaltliche Vernetzung: In einem kumulativen Lerngeschehen wie in der Mathematik ist
die Vernetzung von neuen Inhalten mit schon Bekanntem essentiell. Dabei unterschei-
det man zwischen vertikaler Vernetzung im Sinne des Spiralprinzips und fundamenta-
ler Ideen innerhalb eines mathematischen Teilgebiets und horizontaler Vernetzung, die
Briicken zwischen verschiedenen Teilgebieten meint.

Ein analytisches Beispiel fiir eine vertikale Vernetzung ist etwa die Idee der Anderung,
die von absoluten und relativen Anderungen iiber die Prozentrechnung bis zum Ablei-
tungsbegriff tragt. Ein Beispiel fiir eine horizontale Vernetzung zur Stochastik ist etwa
die Behandlung der Normalverteilung.

Anwendungsorientierung ist zentral fiir (G1) und (G3). Um aber eine gute Verbindung
mit (G2) zu erreichen, ist ein Behandeln ,echter* Anwendungen und das Durchlaufen
des gesamten Modellierungskreislaufs (Problembeschreibung, Modellierung, Modellbe-
rechnung, Interpretation und Validierung) essentiell.

Im Bereich der Analysis bieten sich Modellierungen im kinematischen oder geometri-
schen Kontext an. Schwieriger wird es, wenn diskrete Probleme in ein kontinuierliches
Setting tibertragen werden miissen, um sie tiberhaupt erst den Werkzeugen der Analysis
zugénglich zu machen.



Kapitel 3

Der Funktionsbegrift

In diesem Abschnitt behandeln wir den Funktionsbegriff. Im Kanon der Schulmathematik
Vorlesungen und im Curriculum (Studienplan) ist das Thema ,funktionale Abhéngigkeiten*
der Schulmathematik Arithmetik und Algebra (Modul: UF MA 08) zugeordnet. Da aber der
Funktionsbegriff allen Themen der Schulanalysis zugrunde liegt und daher in der Vorlesung
eine tragende Rolle spielt, gehen wir hier in gebotener Kiirze auf ihn ein, wobei wir seine
analytischen Aspekte betonen.

Nach einer kurzen Einleitung besprechen wir zuerst in einem didaktischen Abschnitt das
Lehren und Lernen von sog. , funktionalen Abhéngigkeiten”, erst danach besprechen wir die
Mathematik des Funktionsbegriffs. Im abschlieBenden Paragraphen §4 fassen wir unsere Er-
kenntnisse in der mathematikdidaktischen Terminologie der Aspekte und Grundvorstellungen
aus Kapitel 2 zusammen. Mit diesem Vorgehen wollen wir den Blick auf diese Terminologie
als fachdidaktischem Analysewerkzeug richten, das eine fundierte(re) Diskussion fachlicher
und didaktischer Inhalte erméglicht.

3.1 Einleitung

Der Begriff der Funktion bzw. der Abbildung' ist zentral fiir die gesamte Mathematik. Er ist
ein sehr allgemeiner Begriff und gerade, weil er so allgemein ist, ist es schwierig, seine Substanz
zu verstehen und zu vermitteln. Darauf werden wir in unserer Darstellung fokussieren.

Wir beginnen aber mit der Definition einer reellen Funktion, also jenem Typ von Funktionen,
die in der Schulanalysis die Hauptrolle spielen. Die Definition allgemeiner Funktionen zwischen
Mengen folgt in 3.3.3. Eine reelle Funktion f ordnet jedem Element x € R genau ein Element
y € R zu und wir schreiben

f:R - R _— f:R — R
T o=y flx) = v

Fiir das dem Element € R zugeordnete Element y € R schreiben wir also f(x). Ein einfaches
Beispiel ist etwa die Funktion, die jeder reellen Zahl ihr Quadrat zuordnet, also f : R —
R, f(x) = 22. Reelle Funktionen konnen sehr anschaulich durch ihre Graphen dargestellt
werden. Dazu werden die Wertepaare (z, f()) in der Ebene R? ,/in kartesischen Koordinaten
dargestellt*, siche auch Abbildung 3.10, unten.

'Die beiden Bezeichnungen werden in der Fachmathematik meist synonym verwendet, wir werden aber,
weil das in der Schulmathematik weiter verbreitet ist, meist von Funktionen sprechen.

19
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3.1.A Zur Entstehung des Funktionsbegriffs

Obwohl der Begriff der Abbildung einer der wichtigsten Begriffe der modernen Mathema-
tik ist, wurde er erst sehr spét, ndmlich im zwanzigsten Jahrhundert formalisiert. Natiirlich
wussten die Mathematiker/innen schon lange davor, was eine Funktion ist. Der Begriff wurde
allerdings in verschiednen Gebieten in verschiedenen speziellen Ausformungen verwendet und
seine abstrakte Definition hat sich erst sehr spét herausgebildet.

Diese Tatsache spiegelt sich auch in der Vielzahl von Bezeichnungne wider, mit der (Spezi-
alfiille von) Funktionen in den verschiedenen Teilgebieten der Mathematik verwendet werden,
vgl. etwa Schichl und Steinbauer, , p- 165, graue Box.

3.1.1. Zur Geschichte des Funktionsbegriffs. Es gibt aufgrund der oben angedeute-
ten langen Geschichte der Begriffsentwicklung auch eine Fiille von mathematisch-historischer
Literatur zum Funktionsbegriff, seiner Entstehungsgeschichte, seinen Vorformen und seiner
Verwendung in den Werken einflussreicher Mathematiker. Einen ersten Uberblick bietet etwa
Greefrath et al., , Aschn. 2.1 und wir belassen es hier mit diesem Hinweis.

3.1.2. Didaktische Phinomenologie. Die Entwicklung des Funktionsbegriffs in der Ma-
thematik eignet sich aufgrund ihrer Geschichte besonders gut fiir einen speziellen didak-
tischen Zugang, der didaktischen Phdnomenologie mathematischer Strukturen genannt wird
und auf (Freudenthal, ) zuriickgeht. Aufbauend auf fachwissenschaftlichen und historisch-
genetischen Uberlegungen sowie der Beziehung der Mathematik zur realen Welt besteht dieses
Konzept darin, den historischen Weg im Unterricht gewissermafien und zumindest teilweise
nachzuvollziehen:

Phenomenology of a mathematical concept, structure, or idea means describing
it in its relation to the phenomena for which it was created, and to which it has
been extended in the learning process of mankind. (Freudenthal, , S, IX)

Dieser Zugang kann insbesondere gut verwendet werden, um tragfihige Grundvorstellungen
zu entwickeln.

3.2 Zum Lehren und Lernen des Funktionsbegriffs

3.2.A Funktionales Denken

In der fachdidaktischen Literatur wird im Allgemeinen® unter dem Begriff ,, Funktionales Den-
ken“ der gedankliche Umgang mit Funktionen verstanden. Ziel des Mathematikunterrichts
dabei ist es, dass die Schiilerinnen und Schiiler die drei nachstehenden Grundvorstellungen
zum Funktionsbegriff entwickeln kénnen. An vielen Stellen des Unterrichts konnen im The-
menbereich der Funktionen die sekundiren Grundvorstellungen aus den priméren Grundvor-
stellungen entwickelt werden.

3.2.1. Grundvorstellung 1: Die Zuordnungsvorstellung. In der Literatur finden sich
dazu die folgenden Beschreibungen:

’In der mathematikdidaktischen Genderforschung erhilt das ,Funktionale Denken® ei-
ne weitere Bedeutung. Dort steht es im Gegensatz zum ,Prédikativen Denken“. Siehe z.B.
http://subs.emis.de/journals/ZDM/zdm033a2.pdf
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Durch Funktionen beschreibt oder stiftet man Zusammenhdnge zwischen Groflen:
einer Grifle ist dann eine andere zugeordnet, so dass die eine Grifie als abhdngig
gesehen wird von der anderen. (Vollrath und Weigand, )

Eine Funktion ordnet jedem Wert einer Grifle genau einen Wert einer zweiten
Grife zu. Mit dem Mengenbegriff formuliert bedeutet dies: Eine Funktion ordnet
jedem FElement einer Definitionsmenge genau ein Element einer Zielmenge zu.
(Greefrath et al., , Abschn. 2.4.2)

Im Unterricht kénnen Experimente, bei denen Schiilerinnen und Schiiler selbststéindig Mes-
sungen vornehmen und diese aufzeichnen, zur Ausbildung dieser Grundvorstellung beitragen.
Dazu besprechen wir eine mogliche Aufgabenstellung.

3.2.2. Beispiel (Abkiihlvorgang von Tee). Miss im Minutentakt die Temperatur eines
frisch gekochten Tees und halte in einer Tabelle die Messzeitpunkte und die Temperatur fest.
Stelle anschlieflend die Wertepaare (¢| °C') im Koordinatensystem dar.

Tee ist trinkbar, wenn er auf etwa 60° abgekiihlt ist. Nach welcher Zeit ist der frisch gekochte
Tee soweit abgekiihlt, dass er trinkbar ist?

Eine exemplarische Lésung dazu kann wie folgt aussehen:

Zeit in min 0| 1|2 |3 |4|5 |6 |7 |8
Temperaturin®C [ 86 | 79 | 73| 67 |62 | 58 | 54 | 51 | 48

Abb. 3.1: Messwerte zum Abkiihlvorgang

Nach 5 Minuten ist der Tee trinkbar, da die Temperatur zwischen der vierten und fiinften
Minute auf unter 60° absinkt.

100

40

Zeit in Minuten

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Abb. 3.2: Grafische Darstellung des Abkiihlvorgangs
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In diesem Fall erfahren die Schiilerinnen N e

und Schiiler, dass jedem Messzeitpunkt N

(genau) eine Temperatur zugeordnet wird. j:

Das Protokollieren der Temperaturmes- 40

sung in Form einer Tabelle stiitzt die *
Zuordnungs-Grundvorstellung bzw. den :Z by U S : ! k.
»,Zuordnungscharakter®. 2 : *
Dynamische Darstellung. Um den Zu- O

ordnungscharakter an der grafischen Dar- : e s Zhitin

05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

stellung deutlich zu machen, eignen sich

dynamische Lernobjekte, die den Zusam-
menhang am Graphen der Funktion sicht- Abb. 3.3: Zuordnungscharakter — Quelle: ht

bar machen (siehe Abbildung 3.3). tps://realmath.de/Neues/Klasse6/propor
tion/fahrrad.php

Entscheidend ist, dass mit der Zuordnungsvorstellung

Zeit Temp in°C
0 86 ein funktionaler Zusammenhang punktuell betrach-
1 9 tet wird. Dabei werden Wertepaare der Wertetabelle
2 73 . . . . .

- T (Wenn sie senkrecht angeschrieben ist) in horizontaler
yy - Richtung gelesen.
5 58 Von Interesse sind z.B. bei der Aufgabenstellung zum
? :4 Abkiihlvorgang von Tee die einzelnen Wertepaare —

]

also einzelne Zeitpunkte und die ihnen zugeordnete

Temperatur (siehe Abbildung 3.4).
Abb. 3.4: Zuordnungsvorstellung

und Wertetabelle.

3.2.3. Grundvorstellung 2: Die Kovariationsvorstellung. Diese Grundvorstellung wird
in der Literatur wie folgt beschrieben:

Mit Funktionen wird erfasst, wie sich Anderungen einer Grife auf eine zwei-
te Grifie auswirken bzw. wie die zweite Grifle durch die erste beeinflusst wird.
(Greefrath et al., , Abschn. 2.4.2)

Als Fortsetzung der Aufgabenstellung ,, Abkiihlvorgang von Tee* bieten sich im Sinne der
zweiten Grundvorstellung folgende Fragen an:

3.2.4. Beispiel (Abkiihlvorgang von Tee — Fortsetzung).

(1) Wie verlduft die absolute Anderung der Temperatur des Tees in gleichen Zeitschritten?

(2) Andert sich die Temperatur gleichmiBig oder nimmt sie zunichst stéirker ab und dann
immer weniger stark?

(3) Belege deine Aussagen zur Temperaturidnderung mit Werten aus der Tabelle bzw. Ab-
schnitten des Graphen.

Eine exemplarische Losung dazu kann wie folgt aussehen:

(1) Die absolute Anderung der Temperatur ist in gleichen Zeitschritten unterschiedlich grof.


https://realmath.de/Neues/Klasse6/proportion/fahrrad.php
https://realmath.de/Neues/Klasse6/proportion/fahrrad.php
https://realmath.de/Neues/Klasse6/proportion/fahrrad.php
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Im Zeitintervall [0;1] sinkt die Temperatur um 7°C
In [1;2] sinkt die Temperatur um 7°C
In [2;3] sinkt die Temperatur um 6 °C
In [3;4] sinkt die Temperatur um 5°C
In [4;5] sinkt die Temperatur um 4 °C
In [5;6] sinkt die Temperatur um 4°C
In [6;7] sinkt die Temperatur um 3 °C
In [7;8] sinkt die Temperatur um 3°C

(2) Die Temperatur nimmt mit der Zeit immer weniger stark ab. Zu Beginn sinkt sie rasch,
danach langsamer.

(3) Am Graphen zeigt sich das bei der unterschiedlichen Abnahme der Funktionswerte in
gleichen Zeitintervallen.

% 6 8 10 T 1%

Abb. 3.5: Graphische Darstellung — Abkiihlvorgang von Tee

Sowohl in der Wertetabelle (Abbildung 3.6) als auch am Graphen (Abbildung 3.7) kann die
Kovariationsvorstellung sichtbar gemacht werden.

- 4
Kovariation fso

Zeit Tempin°C
0 86
79
73
67
62
58
54
51

50

40
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20

S 0O =0 —= 0 < 0 X

N | s [Ww N[

L e ek e bl

Variation

!

Abb. 3.6: Kovariationsvorstellung an der
Wertetabelle Abb. 3.7: Kovariationsvorstellung am

Graphen
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100

80

60

40

20

Zeit in Minuten

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Abb. 3.8: Vergleich zweier Abkiihlvorgéinge

Das Entscheidende beim Kovariationsaspekt ist, dass es nicht mehr geniigt, einzelne Werte-
paare zu betrachten. Viel mehr miissen jeweils mehrere benachbarte Werte bzw. Wertepaare
zueinander in Beziehung gesetzt werden. Bei der Kovariationsvorstellung wird also der Blick
darauf gerichtet, wie die Anderung der ,abhingigen Variablen” (hier die Temperatur, meist
der ,y-Wert”) mit der Anderung der ,,unabhiingigen Variablen” (hier die Zeit, meist der , -
Wert”) zusammenhéngt. Hierbei wird also die Wertetabelle (wenn sie senkrecht angeschrieben
ist) in vertikaler Richtung betrachtet, sieche nochmal Abbildung 3.6.

3.2.5. Grundvorstellung 3: Die Objektvorstellung. Diese dritte Grundvorstellung, die
man als die Sicht auf die Funktion als Ganzes bezeichnen kann, wird wie folgt beschrieben:

Mit Funktionen betrachtet man einen gegebenen oder gestifteten Zusammenhang
als Ganzes. (Vollrath & Weigand, 2007)

Eine Funktion ist ein einziges Objekt, das einen Zusammenhang als Ganzes be-
schreibt. (Greefrath et al., , Abschn. 2.4.2)

Hier wird ein wesentlicher Abstraktionsschritt durchgefiihrt: Nicht mehr die Zuordnung von
einzelnen Werten zueinander steht im Zentrum der Betrachtung, sondern diese Zuordnung als
Ganzes. Eine Funktion wird nicht langer als Prozess der Zuordnungen verstanden, sondern der
gesamte Prozess wird als eine Einheit, als ein (eigensténdiges) Objekt verstanden. Betrachtet
man Funktionen von diesem Standpunkt, also als eigenstéindige Objekte, dann fallt es leicht
Aussagen iiber Funktionen bzw. ihre Eigenschaften wie etwa Monotonie zu treffen. Auch der
Graph wird als Ganzes betrachtet und somit sind Aussagen iiber seinen gesamten Verlauf
moglich.

Als weitere Fortsetzung der Aufgabenstellung ,, Abkiihlvorgang von Tee* bietet sich im Sinne
der dritten Grundvorstellung ein Vergleich von verschiedenen Abkiihlvorgdngen an, siehe
Abbildung 3.8.
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3.2.B Zum Technologieeinsatz bei Funktionen

Moderne Softwarepaket — wie zum Beispiel GeoGebra® — bieten die Moglichkeit, die drei zen-
tralen Darstellungsformen einer Funktion (Funktionsgleichung, Tabelle, Graph) gleichzeitig
zu verwenden (s. Abbildung 3.9). Damit lassen sich einerseits die unterschiedlichen Darstel-
lungsformen auf Knopfdruck erzeugen, andererseits konnen damit aber auch Eigenschaften
von Funktionen, die Auswirkungen von Parametervariationen, etc. in allen drei Darstellungs-
formen studiert und erfasst werden.

~ Grafik & X| ~ Tabelle X
- FlFIK[EEE[E~][E~
h AN B [ c [ b |
140 1 0 86
2 1 78.98... 7.012...
\f il = 2 72.75... 6.231...
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5 4 62.29... 4.921...
Lo 6 5 57.92... 4.373...
7 6 54.03... 3.887...
8 7 50.58... 3.454...

60

40 9 8 47.51... 3.0699
10 | 9 44.78.. 2.728...
29 11 | 10 42.35... 2.424...
Zeit in Minuten 12 2 2
0 5 10 15 20 25 30 35 EE)
» CAS %

f()

~ 63 e st 23

f'
2 3117 =,

- - a7 =m

500

Abb. 3.9: GeoGebra mit Grafik-, Tabellen- und CAS-Fenster

Des Weiteren kann der Einsatz von Technologie — vor allem durch Nutzung von Compu-
teralgebrasystemen — den Aufwand bei schematischen Abldufen wie z.B. dem Ermitteln von
Nullstellen erheblich reduzieren. In solchen Féllen muss der Interpretation der Losung dann
grofere Bedeutung zukommen.

Dariiberhinaus erleichtert der Computer das Entdecken mathematischer Zusammenhénge so-
wie das Bearbeiten von Modellierungsaufgaben. Zu guter Letzt macht es der Computer auch
moglich, erhaltene Losungen zu iiberpriifen oder zu kontrollieren.

3 Andere auch wissenschaftlich genutzte Systeme sind z. B. Mathematica und Maple.
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3.3 Die Mathematik des Funktionsbegriffs

Hier wollen wir nun die wichtigsten fachmathematischen Facetten des Funktionsbegriffs dis-
kutieren.

3.3.A Der Kern des Funktionsbegriffs

3.3.1. Erste Begriffsbestimmung. Kolloquial formuliert ist eine Funktion eine Beziehung
zwischen zwei Mengen, die jedem Element der einen Menge (Argument, unabhéngige Variable)
genau ein Element der anderen Menge (Funktionswert, abhéingige Variable) zuordnet. In der
Literatur finden sich unterschiedlich abstrakte Definitionen des Funktionsbegriffs, die aber
alle dquivalent sind. Der Kern des Begriffs ist das ,Jedem“ und das , Genau-Fin“ in der
Zuordnung.

3.3.2. Die fundamentale Bedeutung des Funktionsbegriffs in der Mathematik. Ab-
strakt gesprochen, besteht ein grofler Teil der modernen Mathematik aus der Analyse von ab-
strakten Strukturen. Diese Strukturen bestehen aus Objekten und den Beziehungen zwischen
diesen Objekten. Diese Objekte werden meist zu Mengen zusammengefasst, sodass Mengen
fir die allermeisten Strukturen die Basis bilden. Funktionen sind nun die mathematische
Formalisierung fiir die Beziehungen zwischen diesen Objekten. Daher bildet der Begriff einer
Funktion zwischen Mengen das Fundament der gesamten sogenannten Strukturmathematik,
vgl. (Schichl und Steinbauer, 2018, Kap. 5).

Wir geben nun die mathematische Definition, mit der wir im folgenden arbeiten werden, siehe
dazu auch Schichl und Steinbauer, 2018, Abschn. 4.3. Wir werden — als Ergénzung — an
einigen Stellen Verweise (mittels QR-Code bzw. Link) auf die Erklirvideos anbringen, die im
Zusammenhang mit der 3. Auflage von Schichl und Steinbauer, 2018 produziert wurden.

Mathematische Faktenbox 1: Funktion

3.3.3. Definition (Funktion). Seien A und B Mengen. Eine Funktion f von A nach B

ist eine Vorschrift, die jedem a € A genau ein b € B zuordnet.
» Video Z# Funktionen, Teil 1

P o
20 A o

3.3.4. Ubliche Sprech- und Schreibweisen sind:

(1) Die Menge A wird als Definitionsmenge oder Definitionsbereich von f bezeichnet
und B als Zielmenge oder Zielbereich von f.

(2) Das einem a € A zugeordnete Element b bezeichnen wir mit f(a) und nennen es den
Wert der Funktion f an der Stelle a oder das Bild von a unter f; a wird umgekehrt
als ein Urbild von b unter f bezeichnet.

(3) Die Menge von geordneten Paaren

G(f) :=A{(a, f(a))|ac A} C AXxB (3.1)

heifit Graph von f und ist die abstrakte Version der Zusammenstellung der a-Werte
und der zugehorigen Funktionswerte f(a) in einer Wertetabelle, siche Abschnitt
3.2.A.



 http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Funktionen_Teil_1.html
http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Funktionen_Teil_1.html
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Mathematische Faktenbox 1 — Fortsetzung

(4) Das Symbol ,,a — f(a)“ (lies ,,a geht tiber (in) f(a)“) driickt aus, dass die Funktion
f dem Element a des Definitionsbereichs das Bild f(a) im Zielbereich zuordnet. Oft
wird dieses Symbol auch zur Bezeichnung der Funktion selbst verwendet und man
spricht von ,der Funktion a — f(a)“ . Die ausfiihrlichste und genaueste Darstellung
einer Funktion erfolgt durch die Notation

B

4

a ... aw (a)

(5) Funktionen f : R — R aber auch f : D — Z mit D,Z C R werden als reelle
Funktionen bezeichnet.

3.3.5. Beispiel (Funktionen). Einfache Funktionen sind etwa
(1) f: A — Bmit A= {1,2,3} und
B = {a,b} gegeben durch f : 1 — a,
f:2~=bund f: 3+ a. Der Graph s
von f ist dann die Menge G(f) = 8
{(1,&),(2,[)),(3,&)}. 6
(2) Sei A =R = B. Wir betrachten noch-
mals die Funktion f : z + 22. Dann
gilt

A

3 -2 -1 1 2 3
G = x, ZL‘2 T € R g R27 32
(f)=A( )| } (3:2) Abb. 3.10: Graph der Funktion

dh.zB. (0,00 € G, (1,1) €G, (2,4) e [:R=R z— 2%
G, (-1,1) e G.

3.3.6. Funktionen auf R und ihr Graph. Wie bereits zu Beginn dieses Kapitels erwahnt,
ist es iiblich und sehr anschaulich die Graphen reeller Funktionen der Form

f:I—=J (I, J Intervalle oder andere ,,schone“ Teilmengen von R), (3.3)

die ja Teilemengen von R x R = R? sind, ,,in kartesischen Koordinaten darzustellen“, siche
Abbildung 3.10. Bedenken Sie aber, dass fiir allgemeine Definitions- und Zielmengen eine
solche Darstellung nicht moglich ist, vgl. auch Abschnitt 3.3.C, unten.

3.3.7. Der Kern des Funktionsbegriffs. Wie schon oben angedeutet, besteht der inhalt-
liche Kern des Funktionsbegriffs im ,, Jeden“ und im ,, Genau ein*, etwas ausfiihrlicher in der
Tatsache, dass

(F1) jedem Element der Definitionsmenge genau ein Element der Zielmenge zuge-
ordnet wird.

Das ist gewissermaflen das hochverdichtete Konzentrat einer sehr lange andauernden Begriffs-
bildung und so allgemein und abstrakt, dass gerade darin die Schwierigkeit liegt, den Begriff
zu erfassen und zu verstehen.

Wir werden uns dem Begriff zunéichst anhand von sog. Pfeildiagrammen anndhern, mit denen
sich Funktionen zwischen endlichen Mengen sehr bequem darstellen lassen, siehe Abbildung
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-
- ">

A B

Abb. 3.11: Pfeildiagramm einer Funktion f : A — B zwischen endlichen Mengen.

3.11. In diesem Diagramm bezeichnen die Punkte die verschiedenen Elemente der Mengen A
bzw. B, und die Pfeile symbolisieren die Zuordnung durch die Funktion f.

Die Tatsache, dass nach Definition 3.3.3 jedem a € A genau ein b € B zugeordnet wird,
bedeutet, dass von jedem Element von A genau ein Pfeil wegfithrt. Das bedeutet auch, dass

(1) von keinem a € A mehr als ein Pfeil startet und

(2) von keinem a € A kein Pfeil startet.
Andererseits konnen die Elemente von B von mehreren Pfeilen getroffen werden, oder auch
von gar keinem. Ob das der Fall ist oder nicht, hat nichts mit dem Funktionsbegriff zu tun,
sondern mit der Frage, ob die Funktion die Eigenschaften injektiv, surjektiv bzw. bijektiv hat,
die wir unten genauer besprechen werden. An dieser Stelle ist es aber essentiell zu bemerken,
dass beim Funktionsbegriff Definitions- und Zielmenge nicht ,,gleichrangig” behandelt werden
und daher ihre Rollen nicht einfach vertauscht werden kénnen.

3.3.B Wichtige Eigenschaften von Funktionen

Wir diskutieren zunéchst die grundlegenden FEigenschaften injektiv, surjektiv, bijektiv, vor
allem, um sie klar vom Kern des Funktionsbegriffs (F1) abzugrenzen und etwaige Miss-
verstdndnisse aufzukléren.

Mathematische Faktenbox 2: Injektiv, surjektiv, bijektiv

3.3.8. Definition (Injektiv, surjektiv, bijektiv). Eine Funktion f: A — B heif}t
(1) injektiv wenn jedes Element b € B hichstens ein Urbild hat (kolloquial: von f
hochstens einmal getroffen wird),
(2) surjektiv wenn jedes Element b € B (mindestens) ein Urbild hat (kolloquial:
(iitberhaupt) von f getroffen wird),
(3) bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist.

» Video &5i5% Injektiv, surjektiv, bijektiv, I — S##&=%s Injektiv, surjektiv, bijektiv, IT
L Hemgelefie o e

:


 http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Injektiv_Surjektiv_Bijektiv_Teil_1.html
http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Injektiv_Surjektiv_Bijektiv_Teil_1.html


http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Injektiv_Surjektiv_Bijektiv_Teil_2
 http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Injektiv_Surjektiv_Bijektiv_Teil_2
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3.3.9. Bijektive Funktionen haben also die Eigenschaft, dass jedes b in der Zielmenge
genau einmal getroffen wird. Daher sind bijektive Funktionen in gewisser Weise ,,fad“, weil sie
eine Eins-zu-eins Zuordnung der Elemente von A und B sind (beachte (3.1) gilt ja sowieso): Die
Funktion ordnet alle Elemente von A und alle Element von B einander in eindeutiger Weise
zu. Im Falle endlicher Mengen A und B ist eine bijektive Abbildung ,,nur* eine Umbenennung
der Elemente.

C D
Abb. 3.12: Das ,fade* Pfeildiagramm einer bijektiven Funktion.

Schliellich sind bijektive Funktionen f : A — B auch umkehrbar, d.h. es gibt die Umkehr-
funktion f~!: B — A mit

fHf(@) =a und fF(f7H0b) =b (3.4)
fir alle a € A und alle b € B.

3.3.10. Funktionsdefinition: Hiufige Fehler. Folgende Fallgruben im Zusammenhang
mit dem Funktionsbegriff sind besonders ,, beliebt” und daher heben wir sie besonders hervor:
(1) Zur Festlegung einer Funktion muss man ausdriicklich Definitions- und Zielmenge an-
geben. Die Angabe der Zuordnungsvorschrift alleine ist keinesfalls ausreichend, weil die
Eigenschaften der Funktion wesentlich von Definitions- und Zielmenge abhingen!
(2) Es ist wichtig, zwischen der Funktion f und den Werten f(x) einer Funktion zu unter-
scheiden. Falsch ist etwa

,Die Abbildung f () ist injektiv.”
Korrekte Formulierungen sind etwa
,Die Abbildung f ist injektiv”, oder ,Die Abbildung x +— f(z) ist injektiv”.

3.3.C Weiterfithrende Bemerkungen

Obwohl in der Schulmathematik hauptsidchlich Funktionen von (Intervallen in) R nach R
auftreten, ist es wichtig im Blick zu behalten, dass der Funktionsbegriff viel allgemeiner
ist. Wir diskutieren zwei Beispiele, die in der klassischen Analysis wichtig sind und eine
,2Anwendung® des Funktionsbegriffs ,,auf hoherer Ebene®.

3.3.11. Ebene Kurven sind Abbildungen von (Intervallen in) R in den R2. Das Erzbeispiel
ist der Kreis, mathematisch auch S* genannt,
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(cos t: sin )

ko[0,27) > R2, k(t) = < ;Orf((f)) ) . (35) )

Bildquelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Parameterdarstellung#/
media/File:Parametric-representation-of-unit-circle.svg

Von .gs8 (talk) — FEigenes Werk, CC BY-SA 3.0, htt-
ps://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=18961072

Abb. 3.13: Der Kreis

Fiir derartige Funktionen ist es nicht moglich den Graphen im R? darzustellen; er ist ja per
Definition eine Teilmenge des R3. Eine gute Veranschaulichung von Kurven gelingt, indem
man ihr Bild (vgl. Schichl und Steinbauer, , 4.3.11 £.) als Teilmenge des R? darstellt. Im
obigen Beispiel (3.8) erhalten wir fiir das Bild k([0, 27)) den Einheitskreis in der Ebene, siehe
Abbildung 3.13.

Die klassische Theorie der Kurven ist sehr reichhaltig und kennt viele ,,schéne® Beispiele, etwa
die Kardioide (Herzkurve) c: [0,27) — R?

_ ( 2a(1 = cos(p)) cos(¢)
c(p) = ( 2a(1 — cos(p)) sin(yp) ) ’

die durch das Abrollen eines Kreises auf
einem Kreis mit demselben Radius entsteht,
siehe Abbildung 3.14. ;

Bildquelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Kardi-
oide#/media/File:Kardioide.svg von Ag2gach —
Eigenes Werk, CC BY-SA 4.0, https://commons.
wikimedia.org/w /index.php?curid=46189703

Abb. 3.14: Die Kardioide

3.3.12. Flichen, Landschaften. Der Graph von Funktionen f : R? — R kann als eine
Fléche im Raum dargestellt werden, sieche Abbildung 3.15.

Ein praktisches Beispiel einer solchen Funktion wire etwa die Temperaturfunktion, die jedem
Punkt in Wien (das wir der Einfachheit halber als Teil der Ebene R? ansehen) die (vorherge-
sagte) Tiefsttemperatur der kommenden Nacht zuordnet.

Versténdnisfrage: Was wiirde es in diesem Kontext bedeuten, falls Teile des Graphen ,,unter-
halb“ der (z,y)-Ebene liegen?
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Ein weiteres einfaches Beispiel ist die
Funktion

f:R* =R (3.6)
[z, y) = sin(2z) cos(y),

deren Graph links dargestellt ist.

Abb. 3.15: Graph der Funktion (3.6).

3.3.13. Ableitungsoperator. Eine duflerst interessante Begriffsbildung sind auch Funktio-
nen, die Funktionen neue Funktionen zuordnen, d.h. Definitions- und Zielbereich sind selbst
Mengen von Funktionen. Man spricht dann meist von Operatoren. Ein instruktives Beispiel
ist der Ableitungsoperator etwa in der folgenden Form:

D: CYR) — C(R), f~f. (3.7)

Hier bezeichnet C'*(R) die Menge (sogar den Vektorraum) der stetig differenzierbaren Funk-
tionen auf R und C'(R) die Menge (ebenfalls Vektorraum) der stetigen Funktionen auf R. Der
Operator D ordnet dann jeder C'-Funktion ihre (stetige) Ableitungsfunktion zu. Mit dieser
Begriffsbildung kann man nun Tatsachen/S#tze der Analysis in Termen der Eigenschaften des
Operators D kodieren, aber das fithrt uns hier zu weit ...

Es sei aber angemerkt, dass man die aus dem Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung abgeleitetet Aussage, dass Differenzieren und Integrieren zueinander ,,im wesentlichen*
inverse Operationen sind, in Termen des Ableitungs- und des Integraloperators prézise ma-
chen kann, siehe etwa (Steinbauer, 2022, 4.2.9).

Fiir alle diese Uberlegungen ist es essentiell sich der Objektvorstellung von Funktionen be-
dienen zu konnen.
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3.4 Aspekte und Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff

In diesem letzten Abschnitt von Kapitel 3 werfen wir einen informierten Blick zurtick und ver-
wenden verstérkt die Terminologie der Aspekte und Grundvorstellungen (siche Abschnitt 2.1)
um unsere fachmathematische und -didaktische Diskussion des Funktionsbegriffs abzurunden.

3.4.A Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff

Wir haben in Abschnitt 3.2.A bereits die drei Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff

(1) Zuordnungsvorstellung,

(2) Kovariationsvorstellung und

(3) Objektvorstellung
kennengelernt und im schulpraktischen Kontext beschrieben. Wir fassen sie hier im Folgenden
noch einmal kurz zusammen.

3.4.1. Zuordnungsvorstellung zum Funktionsbegriff. Dieser ersten Grundvorstellung
sind wir in 3.2.1 begegenet. Sie kann priagnant wie folgt formuliert werden.

FD-Box 6: Zuordnungsvorstellung zum Funktionsbegriff

Eine Funktion ordnet jedem Wert einer Gréfle genau einen Wert einer zweiten Gréfie zu.

Diese Vorstellung spielt also unmittelbar auf den Kern des Funktionsbegriffs (F1) an.

In dieser Vorstellung kénnen wir den durch eine Funktion f: A — B gegebenen Zusammen-
hang zwischen Groflen in der Definitionsmenge A und der Zielmenge B aus zwei Perspektiven
betrachten. Um das auch konkret zu diskutieren, betrachten wir als Beispiel die Funktion

f:]0,00) = R, f(r)=2mr, (3.8)

die jeder Zahl r den Umfang des Kreises vom Radius r zuordnet.

(1) Perspektive der Definitionsmenge: Gegeben ist ein a € A. Welches b € B wird diesem
A zu geordnet? Im Kontext von Beispiel (3.8) bedeutet das: Welchen Umfang hat ein
Kreis vom Radius 7
Bemerke, dass diese Frage immer genau eine Antwort hat!

(2) Perspektive der Zielmenge: Gegeben ist ein b € B. Welche a in A werden diesem b zuge-
ordnet? Im Kontext von (3.8): Welchen Radius hat ein Kreis bei gegebenem Umfang?
Bemerke, dass im Beispiel die Antwort zwar eindeutig ausfillt; das muss aber nicht so
sein — aufler die Funktion ist injektiv. Ebenfalls muss es iiberhaupt nicht immer eine
Antwort geben — aufler die Funktion ist surjektiv.

3.4.2. Kovariationsvorstellung zum Funktionsbegriff. Etwas weniger prézise bzw. for-
mal ist die zweite Grundvorstellung aus 3.2.3.

FD-Box 7: Kovariationsvorstellung zum Funktionsbegriff

Mit Funktionen wird erfasst, wie sich Anderungen einer GriBe auf eine zweite Grofie
auswirken bzw. wie die zweite Grofle durch die erste beeinflusst wird.
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Hier steht also das ,,Miteinander-Variieren*“ der beiden Gréflen im Zentrum. Beispielsweise
nimmt der Umfang eines Kreises mit wachsendem Radius zu, die Funktion ist also monoton
wachsend. Umgekehrt verhilt es sich etwa beim Abkiihlen des Tees.

Um Fehlvorstellungen zu vermeiden, ist es wichtig drauf hinzuweisen, dass ,,beeinflusst* nicht
im kausalen Sinne zu verstehen ist, sondern lediglich deskriptiv, vgl. auch 1.1.2.

Auch hier konnen wir wieder die beiden Perspektiven aus 3.4.1 einnehmen.

(1) Perspektive der Definitionsmenge: Variiert wird a € A. Wie verhélt sich dann die
»abhéngige Variable“ b = f(a)? Im Kontext von Beispiel (3.8): Wie veréndert sich
der Umfang eins Kreises wenn der Radius variiert, z.B. vergroflert wird?

(2) Perspektive der Zielmenge: Betrachtet wird die die ,,abhéngige Variable“ b = f(a). Wie
muss sich a € A veréndern, dass sich b = f(a) in einer bestimmten Weise verhilt, z. B.
einen bestimmten Wert erreicht, oder einen oder Extremwert annimmt?

3.4.3. Objektivorstellung des Funktionsbegriffs. Die abstrakteste (und auch sekundére)
Grundvorstellung zum Funktionsbegriff ist die Objektvorstellung, die neben dem schulprak-
tischen Kontext vor allem in hoheren Jahrgangsstufen (vgl. Abschnitt 3.2.5) und auch in der
Analysis an sich eine tragende Rolle spielt.

FD-Box 8: Objektvorstellung zum Funktionsbegriff

FEine Funktion ist ein einziges Objekt, das einen Zusammenhang als Ganzes beschreibt.

Betrachtet man Funktionen als Objekte, dann kénnen ihnen in natiirlicher Weise Eigenschaf-
ten zugeschrieben werden, wie z. B. Monotonie, Stetigkeit, Differenzierbarkeit, etc. Auflerdem
erlaubt es die Objektvorstellung in natiirlicher Weise, mit Funktionen als ganzes Operationen
durchzufiihren, etwa eine Funktion f : R — R zu skalieren oder zwei Funktionen f,g: R - R
zu addieren:

(Af)(@) :=Af(z), und (f+g)(x) = f(z)+g(z). (3.9)

Diese Sichtweise erlaubt es auch das mathematische Gebéiude weiter aufzubauen und ,, héhere*
Begriffsbildungen vorzunehmen, wie etwa den Ableitungsoperator 3.3.13. In diesem Fall spie-
len reelle Funktionen dann die Rolle von Punkten in einer Menge (von Funktionen), auf denen
der Operator definiert ist.

3.4.B Aspekte des Funktionsbegriffs

Beim Funktionsbegriff lassen sich zwei fachliche Aspekte unterscheiden. Einen davon haben
wir in der obigen Darstellung besonders hervorgehoben und insbesondere in 3.3.3 verwendet,
um den Funktionsbegriff zu definieren.

3.4.4. Der Zuordnungsaspekt ist genau das, was wir als Kern des Funktionsbegriffs (F1)
identifiziert und schon ausfiihrlich thematisiert haben.

FD-Box 9: Zuordnungsaspekt des Funktionsbegriffs

Eine Funktion ist eine Zuordnung zwischen den Elementen zweier Mengen A und B,
wobei jedem Element von A genau ein Element von B zugeordnet wird.
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3.4.5. Der Paarmengenaspekt. Der zweite Aspekt des Funktionsbegriffs ist ebenfalls oben
bereits angeklungen, wurde aber nicht in der Weise ins Zentrum geriickt wie der Zuordnungs-
aspekt. Der Paarmengenaspekt tritt in der Definition des Graphen einer Funktion 3.3.4(3) zu
Tage: Der Graph G(f) einer Funktion f: A — B ist die Menge von geordneten Paaren

G(f) ={(a, f(a)) : a€ A} (3.10)

und daher Teilmenge des kartesischen Produkts A x B (das ja die Menge aller geordneten
Paare (a,b) mit @ € A und b € B ist, vgl. Schichl und Steinbauer, 2018, 4.1.38f.).

Dieser Aspekt kann und wird im fachmathematischen Kontext auch oft als alternative (aber
aquivalente) Definition herangezogen, was dann etwa die folgende Form annimmt (vgl. Schichl
]

und Steinbauer, 2018, 4.3.4 f. » Video %ﬁﬁ%‘-«? Funktionen, Teil 2 )

3.4.6. Definition (Funktion mengentheoretisch). Eine Funktion ist ein Tripel f =
(A, B, G) bestehend aus einer Menge A, genannt Definitionsbereich, einer Menge B, genannt
Zielbereich und einer Teilmenge G des Produkts A x B mit den Eigenschaften:

(1) Jedes a € A tritt als erste Komponente eines Paares in G auf.
(2) Stimmen die ersten Komponenten eines Paares in G iiberein, dann auch die zweiten.

Die beiden Eigenschaften in dieser Definition kodieren zusammen genau den Kern des Funk-
tionsbegriffs (F1) und G ist natiirlich dieselbe Menge wie (in der Terminologie von Definition
3.3.3) der Graph G(f). Daher sind die beiden Definitionen 3.3.3 und 3.4.6 mathematisch
dquivalent.

AuBlerdem koénnen wir den Paarmengenaspekt des Funktionsbegriffs nun wie folgt herausde-
stillieren:

FD-Box 10: Paarmengenaspekt des Funktionsbegriffs

FEine Funktion ist gegeben durch Teilmenge G des kartesischen Produkts zweier Mengen
A und B mit der Eigenschaft, dass fiir jedes a € A genau ein b € B existiert, sodass
(a,b) € G.

3.4.7. Die Rolle der beiden Aspekte des Funktionsbegriffs. Gemifl unsere Darstellung
in Abschnitt 2.1.A ist ein Aspekt eines mathematischen Begriffs eine seiner Facetten, mit der
er fachlich beschrieben wird. Im Falle des Funktionsbegriffs konnen beide Aspekte sogar
herangezogen werden um den Begriff vollstindig zu charakterisieren, vgl. die Definitionen
3.3.3, und 3.4.6, die jeweils einen Aspekt benutzen, um den Begriff in seiner Gesamtheit zu
erfassen und so zu definieren.

Wie wir in Abschnitt 3.2 gesehen haben steht in der schulischen Praxis, die sich ja bevor-
zugt auf Phdnomenen basierend dem Funktionsbegriff néhert, der Zuordnungsaspekt im Vor-
dergrund. Der Paarmengenaspekt wird aber in den hoheren Jahrgangsstufen an Relevanz
gewinnen.
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3.4. ASPEKTE UND GRUNDVORSTELLUNGEN ZUM FUNKTIONSBEGRIFF 35

3.4.C Die Zusammenschau von Aspekten und Grundvorstellungen zum
Funktionsbegriff

Wie sieht es nun mit den Beziigen zwischen Aspekten und Grundvorstellungen zum Funkti-
onsbegriff aus? Wie in Abschnitt 3.2 dargestellt lernen Schiiler/innen das funktionale Denken
in der Sekundarstufe 1 {iber Phénomene kennen und bauen so die Grundvorstellungen zum
Funktionsbegriff allméhlich auf. Bis etwa zum Ende der Sekundarstufe 1 ist dabei eine formale
Definition des Funktionsbegriffs aus unserer Sicht nicht zwingend nétig. Wird dann eine for-
male Definition gegeben, so baut sie meist auf dem Zuordnungsaspekt auf, der sich wesentlich
unmittelbarer vor allem aus den ersten beiden Grundvorstellungen ergibt und auch weniger
formalen Aufwand erfordert, z. B. kann der Begriff des geordneten Paares vermieden werden.

Allerdings eignen sich beide Aspekte, den gesamten Begriff zu erfassen (vgl. 3.4.7) und insbe-
sondere dazu alle drei Grundvorstellungen weiterzuentwickeln. Schematisch stellt Abbildung
6.11 die Beziige zwischen den beiden Aspekten und den drei Grundvorstellungen dar (vgl.
(Greefrath et al., , Abschnitt 2.4)), wobei hier die Stérke der Verbindungen durch die
Dicke der Verbindungslinien angedeutet wird.

e N
Zuordnungsvorstellung

= J

Zuordnunsaspekt

e N
Kovariationsvorstellung

L J

Paarmengenaspekt
e 2
Objektvorstellung
L J

Abb. 3.16: Aspekte und Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff und ihre wechselweisen
Beziehungen
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Kapitel 4

Folgen, Grenzwert & die
Vollstandigkeit von R

In diesem Kapitel befassen wir uns mit dem ,,Herzstiick“ der Analysis, dem Grenzwertbegriff,
vgl. 11.1.4. Genauer werden wir uns dem Grenzwertbegriff in seiner analytisch am einfachsten
zu fassenden Form nédhern, ndmlich dem Grenzwert reeller Folgen.

Dazu diskutieren wir zunéchst den Folgenbegriff, wobei wir den Schwerpunkt auf den Itera-
tionsaspekt von Folgen legen, d.h. die Rolle von Folgen in der diskreten Modellierung iterativer
Prozesse betonen. Dariiber hinaus stellen wir aber alle Aspekte und Grundvorstellungen zum
Folgenbegriff vor und diskutieren Zugénge zu Folgen im Unterricht.

Danach lassen wir uns in natiirlicher Weise vom Iterationsaspekt zum Konvergenzbegriff
fithren und diskutieren ihn zunéchst aus fachlicher Perspektive, bevor wir Zugénge zum Grenz-
wert im Unterricht inklusive des propiddeutischen Grenzwertbegriffs diskutieren. In einem
historisch-philosophischen Exkurs diskutieren wir dynamische und statische Vorstellungen
zum Grenzwertbegriff und auch die damit zusammenhéngenden Vorstellungen vom ,,Unend-
lichen”. Schliellich diskutieren wir konkret die tiefsinnige Frage: Ist 0.9 = 17 Sie wird uns
auch mit dem Begriff konvergenter Reihen in Beriihrung bringen.

Schliefllich wenden wir uns einem weiteren, eng mit dem Konvergenzbegriff verbundenen
Eckstein der gesamten Analysis zu: Der Vollstéindigkeit der reellen Zahlen, vgl. 22.2.1.

4.1 Folgen

In diesem Abschnitt widmen wir uns dem Begriff der (unendlichen) Folgen. Wir diskutieren
seine fachlichen Grundlagen, seine Aspekte und die damit verbundenen Grundvorstellungen
sowie Zugéinge im Unterricht. Hauptsichlich verwenden wir Folgen aber als Werkzeug, das
uns zum zentralen Begriff des Grenzwerts fiihrt.

37
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4.1.A Fachliche Grundlagen

4.1.1. Was sind Folgen? FEin Enzyklopddieeintrag konnte etwa so aussehen:

Eine Folge ist eine Auflistung von unendlich vielen! fortlaufend nummerierten
Objekten.

Die wesentliche Eigenschaft einer Folge ist, dass die ,,Objekte”, genannt Folgenglieder, fort-
laufend nummeriert sind. Das steht im Gegensatz zu Objekten, die zu einer blolen Menge
zusammengefasst werden: Die Elemente einer Menge sind nicht nummeriert oder sonst ir-
gendwie geordnet. (Das einzige charakteristische am Begriff einer Menge ist, dass es sich
um eine Ansammlung von Objekten handelt, wobei eindeutig feststeht, welche Objekte da-
zugehoren und welche nicht, vgl. (Schichl und Steinbauer, , Abschn. 4.1). Wir kénnen
also salopp sagen, dass eine Menge ein ,, Sauhaufen* von Objekten ist, eine Folge aber aus
durchnummerierten Objekten besteht.

+0%Ce

Abb. 4.1: Eine Menge ist ein ,Sauhaufen® Abb. 4.2: Eine Folge besteht aus einer geord-
von Objekten. neten Liste von Objekten.

Ein weiterer Wesenszug einer Folge ist, dass es sich um eine Auflistung von unendlich vie-
len fortlaufend nummerierten Objekten handelt, was in den Abbildungen durch die Punkte
. angedeutet ist. Das bedeutet mathematisch ausgedriickt, dass es sich um abzdhlbar vie-
le Objekte handelt, also genau um ,,genau so viele” Objekte, wie die natiirlichen Zahlen N
Elemente haben. Fiir Details zur Méchtigkeit von N und dem Begriff abzéhlbar (unendliche)
Menge siehe Schichl und Steinbauer, , Abschn. 4.4.
» Video zzzgsst Michtigkeit, Teil I (Gleichméchtigkeit von Mengen)
fle o

Hier wiederholen wir nur das Wichtigste und insbesondere die mathematische Terminologie,
die namlich nicht selbsterklidrend ist und das Potential hat, Verwirrung zu stiften.

e Endliche Mengen sind Mengen, die n Elemente besitzen, wobei n eine (beliebige) na-

tiirliche Zahl ist.

o Unendliche Mengen sind Mengen, die nicht endlich sind.
Des Weiteren ist es eine wesentliche Tatsache der Mengenlehre, dass es ,,verschieden grofie“
unendliche Mengen gibt. Die kleinste solche ist die Menge N der natiirlichen Zahlen und alle
Mengen, die ,,gleich grof3“ im Sinne der Méchtigkeit sind, heiflen abzdhlbar. Diese Terminologie
ist an die Idee angelehnt, dass man die natiirlichen Zahlen abzihlen kénnte (wenn man nur

'Bs gibt auch endlich Folgen, wir werden uns aber hier nur mit sogenannten unendlichen Folgen beschiiftigen
und nennen sie einfach Folgen.
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geniigend Zeit dafiir héitte). Genauer, jede natiirliche Zahl ist in endlich vielen Abz#hlschritten
erreichbar.

Wir haben also endliche Mengen und die kleinste ,,Klasse“ unendlicher Mengen, die ab-
zéhlbaren Mengen. Leider werden erstere auch oft abzdhlbar endlich genannt und zweitere
abzdhlbar unendlich, sodass man mit der Bezeichnung ,,abzéhlbar“ vorsichtig sein muss. Meis-
tens — und so werden wir das immer halten — bedeutet abzéhlbar ohne Zusatz abzihlbar
unendlich.

Eine mathematische Prézisierung der obigen Beschreibung von Folgen erfolgt am bequemsten
iiber den Funktionsbegriff. Eine Folge ist eine spezielle Funktion, ndmlich eine solche mit
Definitionsmenge N: Die Folgenglieder werden mit den natiirlichen Zahlen durchnummeriert.
Wir wiederholen die formale Definition und auch die iiblichen Schreibweisen fiir Folgen.

Mathematische Faktenbox 3: Folgen

4.1.2. Definition (Folge). Sei M eine Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung
a:N— M. (4.1)
Meist werden wir den Fall M = R betrachten; man sagt dann, a ist eine reelle Folge.

4.1.3. Terminologie (Lé&stiges zur Definition von N). In weiten Teilen der mathe-
matischen Literatur herrscht Uneinigkeit dariiber, ob 0 Element der natiirliche Zahlen ist
oder nicht. Letztlich ist das eine Geschmacksfrage und wir verwenden in diesem Skrip-
tum N :={0,1,2,...}, was auch mit der DIN-Norm 5473 konform geht. Fiir die positiven
natiirlichen Zahlen schreiben wir dann N* oder N*.

4.1.4. Terminologie (Folgen). Zunéchst ist eine Folge eine Funktion mit einem spezi-
ellen Definitionsbereich, ndmlich N. Daher ist alles, was wir iiber Funktionen wissen auch
fiir Folgen giiltig!

Insbesondere wird (vgl. Abschnitt 3.3.A) jeder natiirlichen Zahl genau ein Folgenglied
zugeordnet; also liegt es am ,,Kern“ des Funktionsbegriffs, dass eine Folge wirklich aus
abzdhlbare vielen durchnummerierten Objekten besteht.

Wegen des speziellen Definitionsbereichs haben sich auch spezielle Schreibweisen ein-
gebiirgert:

(1) Statt a(0), a(l), a(2), usw. schreibt man fiir die Funktionswerte von a meist
agp, a1, as, usw. und nennt sie Folgenglieder.

(2) Die gesamte Folge wird in der mathematischen Literatur meist mit (ap)nen oder
(an)22y oder kiirzer (ay), bzw. nur mit (a,) bezeichnet. In der Schulliteratur wer-
den stattdessen meist Spitzklammern verwendet und Folgen meist mit (ag, ag,...)
bezeichnet. AuBlerdem kann man auch (a,)5° ;, (an)n bzw. (a,) schreiben. Wir wer-
den im Folgenden alle diese Schreibweisen synonym verwenden.

(3) Hin und wieder treten Folgen auf, die erst mit n = 1 oder ,noch spiter” beginnen,
siehe (Steinbauer, 2022, 1.2.2). Fiir diese schreiben wir dann z.B. (a,)52; oder
(an)nZr.

4.1.5. Beispiel (Folgen). Ganz einfache Beispiele von reellen Folgen sind etwa

(1) (an)n = (2n), = (0,2,4,6,...), die Folge der geraden natiirlichen Zahlen.

(2) (bp)n = () = (z,z,x,...) fiir ein z in R, die konstante Folge.

(3) (Cn)?zozl = (%)nzl = (1, %7 yeos)

W=~
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4.1.6. Veranschaulichung von Folgen. Eine instruktive Art, Folgen zu veranschaulichen,
ergibt sich direkt aus ihrer Definition 4.1.2. Eine Folge (a,) kann als Spaziergang in einer
Menge M aufgefasst werden. Jedem Schritt entspricht ein Folgenglied: ag bzw. a1 entspricht
dem nullten bzw. ersten Schritt oder auch dem nullten bzw. ersten Fulabdruck usw., siehe
Abbildung 4.3.

L MM

Abb. 4.3: Eine Folge als Spaziergang in einer ~ Abb. 4.4: Eine reelle Folge als Spaziergang
Menge. auf der Zahlengeraden.

Im Falle einer reellen Folge (a,) ergibt sich in diesem Bild also ein Spaziergang auf der
Zahlengeraden, vgl. Abbildung 4.4, den wir veranschaulichen, in dem wir die ,,Schritte” ay,
a1, usw. einzeichnen. Mathematisch gesprochen werden die Werte der Folgenglieder auf der
Zahlengeraden aufgetragen, also das Bild (vgl. Schichl und Steinbauer, , 4.3.11 f. »

T bl Tl
b s

Video %ﬁm‘;ﬂﬁ ) der Folge in R eingezeichnet, siehe Abbildung 4.5. Alternativ kénnen wir
| L1 Pt s |

auch den Graphen der Abbildung a zeichnen. Dabei wird das n-te Folgenglied als Punkt mit
den Koordinaten (n,a,) im R? dargestellt, wie wir das von Funktionen schon gewohnt sind
(vgl. 3.3.4(3)), siehe Abbildung 4.6.

481 .

42 44 46 48 T .

44r

Abb. 4.5: Das Bild einer reellen Folge (ay,). sof

Abb. 4.6: Graph einer reellen Folge (a,).

Offensichtlich hingen die beiden Darstellungen zusammen. Aus dem Graphen in Abbildung
4.6 erhdlt man den Spaziergang in Abbildung 4.5 durch Projektion auf die y-Achse. Genauer,
nimmt man diese Projektion und legt sie auf die z-Achse, so ehilt man den Spaziergang, siche
Abbildung 4.7.

Abb. 4.7: Zusammenhang der Darstellungen reeller Folgen.
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4.1.B Rekursive Prozesse und ihre Modellierung

Wir beginnen nun den Folgenbegriff als analytisches Werkzeug zu nutzen, ndmlich im Kontext
der Modellierung rekursiver Prozesse. Zuvor beantworten wir aber eine Frage zur Schulana-
lysis.

4.1.7. Wo gehoren Folgen hin? In der Schulmathematik gab es lange die Tradition den
Grenzwertbegriff systematisch auf dem Folgenbegriff aufzubauen und so eine solide Basis fiir
die Differential- und Integralrechnung zu legen, in der der Grenzwertbegriff ja die zentrale
Rolle spielt. Das ist sicherlich ein mathematisch fundierter Zugang, der allerdings den Nach-
teil hat, dass ein ,langer Marsch durch das Reich der Folgen”, vgl. Danckwerts und Vogel,
, Abschn. 2.1 angetreten werden muss. In einem solchen Zugang haben Folgen ihren ka-
nonischen Platz im Curriculum. Neben dem offensichtlichen Nachteil, dass ein solcher Zugang
viel Zeit in Anspruch nimmt, haben Blum und Kirsch in fachdidaktischen Arbeiten (W. Blum
und A. Kirsch, ; W. Blum, ) schon frith aufgezeigt, dass die Differential- und Inte-
gralrechnung in , intellektuell ehrlicher Weise” (Danckwerts und Vogel, , Abschn. 2.1) auf
einem intuitiven Grenzwertbegriff aufgebaut werden und zugleich ,,der Weg fiir einen spétere
analytische Prézisierung offen gehalten werden kann” (ebd.).
Damit ist der traditionelle Zugang nicht (mehr) alternativlos und es stellt sich die Frage, ob
und wie sich Folgen als eigensténdiges Thema der Schulanalysis legitimieren lassen. In dieser
Frage propagieren wir im Einklang mit Danckwerts und Vogel, den Standpunkt, dass

Folgen als natiirliches Instrument zur Beschreibung iterativer Prozesse

einen Platz im Unterricht haben konnen und sollen. Damit gelingt n&mlich in natiirlicher
Weise die Modellierung von Wachstumsprozessen (die wir im néchsten Abschnitt konkret
mathematisch behandeln werden) und auch eine ebenso natiirliche Hinfiihrung zum Grenz-
wertbegriff.

Im Folgenden behandeln wir nun die Modellierung iterativer Prozesse anhand eines Beispiels,
danach nehmen wir den Faden der gegenwiirtigen Diskussion im Punkt 4.1.7 in informier-
ter(er) Weise wieder auf.

4.1.8. Aufgabenstellung (Medikamentenspiegel im Korper, vgl. Danckwerts und
Vogel, , Abschn. 2.1.1. Die wirksame Anfangsdosis von einem Schmerzmittels be-
tragt d = 400 mg und wird alle 6 Stunden erneut verabreicht. Innerhalb dieser 6 Stunden
werden 25% des Wirkstoffs vom Korper abgebaut. Wie entwickelt sich im Lauf der Zeit der
Wirkstoffspiegel im Koérper?

Loésungsvorschlag. Wir legen zuniichst die Notation fiir unsere rekursive Beschreibung fest.
Mit m,, bezeichnen wir die nach n Perioden zu 6 Stunden im Korper vorhandene Menge des
Wirkstoffs in mg. Der Anfangswert ist mit

mo = d = 400 (4.2)
festgelegt. Fiir my, also die Wirkstoffmenge nach 6 Stunden gilt

3
my = 7 mo + d = 300 + 400 = 700, (4.3)

Bezeichnen wir mit r = % die Rate des nach 6 Stunden noch im Koérper vorhandenen Wirk-
stoffs, so gilt des weiteren

mo=rmi+d, m3z=rmo+d (4.4)
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und allgemein

’mm_l:rmn—l—d‘ (n=0,1,...). (4.5)

Die rekursiv definierte Folge (my,) = (mo, m1,...) aus (4.5) mit mo = d = 400 stellt also den
gesuchten zeitlichen Verlauf des Medikamentenspiegels im Korper dar. Eine Folge (m,,) heifit
dabei rekursiv oder rekursiv definiert, falls die Folgenglieder m,, mit Hilfe ihres Vorgingers
Mp—1 (oder manchmal auch mit Hilfe mehrere oder aller ihrer Vorgénger my, 0 < k <n —1)
definiert sind.

4.1.9. Darstellung des Prozesses — Langzeitverhalten. In natiirlicher Weise ergibt
sich nun die Frage nach der langfristigen Entwicklung des oben beschrieben Prozesses. Dazu
konnen wir unter Verwendung eines Tabellenkalkulationsprogramms eine Wertetabelle der
Folge (my,) erstellen oder sie durch ihren Graphen illustrieren, siche Abbildungen 4.8 und 4.9.

_ A B

1 0 400,0

2 1 700,0

3 2 925,0

4 3 1093,8 ais
5 4 1220,3 1500 .,.--“""

6 5 1315,2 -

7 6 1386,4 .

8 7 1439,8 .

9 8 1479,9 Ll .

10 9 1509,9

11 10 1532,4 =

12 11 1549,3 sool

13 12 1562,0 *

14 13 1571,5

15 1 1578,6 ) ) )

16 15 1584,0 5 10 15

17 16 1588,0

18 17 1581,0

19 18 15932 Abb. 4.9: Graph der Folge (mn)

20 19 1594,9

Abb. 4.8: Wertetabelle der Folge (m.,,)

Die Darstellung der Folge in einer Wertetabelle stiitzt sich auf die Zuordnungsvorstellung
zum Funktionsbegriff?>. Es lisst sich besonders leichter ablesen, welche Wirkstoffmenge nach
welcher Zeit vorhanden ist. Die Darstellung des Graphen der Folge korreliert mit der Objekt-
vorstellung zum Funktionsbegriff. Damit lassen sich leichter Aussagen iiber den Verlauf der
Entwicklung machen.

4.1.10. Explizite Darstellung. Aus praktischer und aus theoretischer Sicht ist es wiin-
schenswert, neben der rekursiven Darstellung der Folge (m,,) aus Gleichung (4.5) auch eine
explizite Darstellung zur Verfiigung zu haben. Schliefllich erméglicht eine solche das direkte
Ausrechnen des Medikamentenspiegels m,, nach n Perioden zu 6 Stunden, ohne den oben
betriebenen Aufwand.

Um eine solche Darstellung zu gewinnen, starten wir mit der Rekursionsformel (4.5)

Mpt1 =rmy+d (n=0,1,...) (4.6)

2Nachdem Folgen spezielle Funktionen sind (vgl. 4.1.2), kénnen wir nicht nur unser fachliches Wissen
iiber Funktionen verwenden (vgl. 4.1.4), sondern auch das fachdidaktisches und so insbesondere jenes iiber
Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff aus Abschnitt 3.4.A.
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und setzen sukzessive wie folgt ein

my =rmo+d (4.7)
my =rmy +d=r(rmo+d) +d=r’*mg+d(r+1)
mgzrm2+d:r(r2m0+d(r—|—1)) +d=r3mg+dir*+r+1).

Daraus kénnen wir die folgende Darstellung fiir m,, ablesen
My =mor™ +dr" ™ "2 4 1 1), (4.10)

Jetzt konnen wir noch die Summenformel fiir die endliche geometrische Reihe?, siche etwa
(Steinbauer, , 1.1.6)
rn—i—l

> k= 11; (r#1) (4.11)
k=0

—T

verwenden, um die rechte Seite zu vereinfachen. Die Einschrinkung r # 1 spielt fiir unsere
Uberlegungen keine Rolle; das wiirde ja dem Fall entsprechen, dass das Medikament gar
nicht abgebaut wird. Dieser Fall ist im Anwendungszusammenhang sinnlos und im Ubrigen
mathematisch ganz einfach zu 16sen. Es gilt dann gilt ndmlich m,, = my + nd = (n + 1)d.
Da ein negatives r im gegenwiirtigen Anwendungskontext ebenso sinnlos ist, wie ein r > 1,
legen wir im Folgenden fest, dass 0 < r < 1 gilt.

Schliefilich ergibt sich die folgende explizite Darstellung fiir die Folge (m,,)

n—1

1_ n
mn:mo’l"n+d(7"n_1+7"n—2+"‘+1):mOTn+dZTk:m0Tn+d 1 L ) (412)

k=0 -

also
1_ n
my =mor’" +d I T (4.13)
—r

Gehen wir nun zum obigen Beispiel zuriick und setzen entsprechenden ein, d.h. r = 3/4,
mgo = d = 400, so ergibt sich fiir den Wirkstoffspiegel

M = 400 (%)n + 1600 <1 - (i)") = 400 (4 3 (i)n> . (4.14)

4.1.11. Diskussion des Kontexts. Zum Schluss dieses Abschnitts kommen wir zuriick zur
Diskussion von 4.1.7 und greifen sie im Licht der obigen Uberlegungen wieder auf. Zunichst
sehen wir, dass im Kontext der diskreten Modellierung der Folgenbegriff in natiirlicher Weise
auftritt. Weiters sind die folgenden Themen ebenfalls in natiirlicher aufgetreten:

e Vor- und Nachteile der rekursiven und der expliziten Darstellung von Folgen,

e Umschreiben von rekursiver in explizite Darstellung von Folgen,

e die endliche geometrische Reihe im Anwendungskontext.

3Die Summenformel kénnen wir an dieser Stelle im Kontext unserer ,,Schulanalysis vom héheren Stand-
punkt® verwenden; im Schulkontext wire das in geeigneter Form zu behandeln.
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AuBerdem tritt die Frage nach dem Langzeitverhalten bzw. dem Grenzwert von Folgen (und
Reihen!) in prominenter und natiirlicher Weise auf. Wir werden diese aber erst im néchsten
Kapitel aufgreifen und uns im folgenden mit der Unterrichtspraxis zum Folgenbegriff beschéf-
tigen. Auch hier werden wir an mehreren Stellen den Grenzwertbegriff am Horizont auftauchen
sehen.

Schliellich werden wir in 4.1.C.2 sehen, dass die in der Schule prominenten Beispiele der
arithmetischen und der geometrischen Folge sich als Spezialfiille obiger Rekursion ergeben.

4.1.C Folgen in der Schule — Zuginge im Unterricht

Im folgenden Abschnitt gehen wir konkret auf Folgen im Schulunterricht ein. An den Beginn
stellen wir Formalia, d.h. die Vorgaben des Lehrplans und des Katalogs der Grundkompeten-
zen.

4.1.12. Folgen in Lehrplan und Grundkompetenzkatalog. Der Lehrplan AHS 2016*
sieht Folgen in der 6. Klasse vor (1. Semester, Kompetenzmodul 3). Folgende zwei Punkte
werden genannt:

e Zahlenfolgen als auf N bzw. N* definierte reelle Funktionen kennen (insbesondere arith-
metische Folgen als lineare Funktionen und geometrische Folgen als Exponentialfunk-
tionen); sie durch explizite und rekursive Bildungsgesetze darstellen und in auflerma-
thematischen Bereichen anwenden kénnen

e Eigenschaften von Folgen kennen und untersuchen kénnen (Monotonie, Beschréinktheit,
Grenzwert)

Im Gundkompetenzkatalog der Handreichung zum Lehrplan 2016° treten Folgen im Rahmen
der Grundkompetenzen aus dem Inhaltbereich Funktionale Abhdngigkeiten (FA) auf, konkret
als Punkt FA 7 Folgen, mit den Unterpunkten:
e FA-L 7.1 Zahlenfolgen (insbesondere arithmetische und geometrische Folgen) durch ex-
plizite und rekursive Bildungsgesetze beschreiben und graphisch darstellen kénnen
e FA-L 7.2 Zahlenfolgen als Funktionen iiber N bzw. N* auffassen kdnnen, insbesondere
arithmetische Folgen als lineare Funktionen und geometrische Folgen als Exponential-
funktionen
e FA-L 7.3 Definitionen monotoner und beschriankter Folgen kennen und anwenden kénnen
e FA-L 7.4 Grenzwerte von einfachen Folgen ermitteln kénnen

In der Folge diskutieren wir einige konkrete Zugénge zum Folgenbegriff fiir den Unterricht.

4.1.13. Phasenmodell zum Erarbeiten des Folgenbegriffs im Unterricht. Wenn in
der 10. Schulstufe (AHS) Folgen behandelt werden, dann lernen die Schiilerinnen und Schiiler
damit einen neuen mathematischen Begriff kennen, bei dessen Einfithrung das Durchlaufen
von vier Phasen zielfithrend ist. Mathematische Begriffe und die Bedeutung eines Begriffs er-
schlieffen sich den Lernen nicht durch eine blofle Mitteilung oder Definition des Begriffs. Ein
tieferes Versténdnis eines mathematischen Begriffs wird erst durch eine sorgfiltige Erarbei-
tung des Begriffs, bei der gleichzeitig angemessene Vorstellungen aufgebaut werden konnen,
erreicht. Die vier Phasen sind:

(1) Einstieg ~ (2) Erarbeitung ~» (3) Sicherung ~» (4) Vertiefung

‘https://argemathematikooe.files.wordpress.com/2016/11/bgbla_2016_ii_219 mathematik.pdf
"https://argemathematikooe.files.wordpress.com/2016/11/handreichung lehrplan mathematik 201
6_bmb . pdf


 https://argemathematikooe.files.wordpress.com/2016/11/bgbla_2016_ii_219_mathemat ik.pdf
 https://argemathematikooe.files.wordpress.com/2016/11/handreichung_lehrplan_math ematik_2016_bmb.pdf
 https://argemathematikooe.files.wordpress.com/2016/11/handreichung_lehrplan_math ematik_2016_bmb.pdf
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4.1.C.1 Einstieg (Phase 1)

Bei der ersten Phase — dem Einstieg zum Themenfeld Folgen — geht es darum, dass die
Schiilerinnen und Schiiler erste Vorstellungen des Begriffs aufbauen, den Namen und wichtige
Merkmale des neuen Begriffs kennen lernen. Dabei arbeiten die Lernenden mit entsprechen-
den Représentanten (Beispielen) und Darstellungen dieses neuen Begriffs. Die nachfolgenden
Ausfithrungen zeigen mogliche Ausgestaltungen der Einstiegsphase. Charakteristisch ist fiir
alle drei, dass der Folgenbegriff in ganz natiirlicher Weise auftritt und die Frage nach der
Konvergenz in den Aufgabenstellungen bereits angelegt ist.

4.1.14. Einstieg im Kontext — Folgen als diskrete Modellierung rekursiver Pro-
zesse. In Analogie zur Aufgabe Medikamentenspiegel im Korper kann in der Schule zum
Einstieg in die Begriffserarbeitung ebenfalls ein ,praktisches“ (Alltags-)Problem herangezo-
gen werden. Damit wird signalisiert, dass mathematische Modelle aus einem praktischem
Problem erwachsen und Alltagsbezug haben konnen. Gleichzeitig wird damit die Grunder-
fahrung (G1), mathematischer Blick angesprochen.

Aufgabenstellung: Koffeingehalt. Angenommen eine Kaffeeliebhaberin trinkt an einem
langen 12-Stunden-Arbeitstag gleich nach dem Betreten des Arbeitsplatzes eine Tasse Kaffee
und dann jede weitere Stunde wieder eine Tasse Kaffee. Pro Stunde werden etwa 7% des
Koffeingehaltes abgebaut und eine Tasse Kaffee enthélt rund 40mg Koffein. Wie entwickelt
sich der Koffeingehalt im Laufe des Arbeitstages?

Losungserwartung. Dieser Prozess lisst sich rekursiv sehr gut in einer Tabelle beschreiben.

Zu Beginn des Arbeitstages wird eine Tasse Kaffee ge- | Anfangswert: kg = 40
trunken.

Nach einer Stunde sind 7% der 40mg Koffein abgebaut | Wert nach einer Stunde:
also noch 93% vorhanden. Also sind von der ersten

Tasse Kaffee noch 0,93 - 40mg im Korper vorhanden, ki = 0,93 ko+40
aber es werden auch wieder 40mg Koffein zugefiihrt. = 0,93-40+440
= 77,2

Nach einer weiteren Stunde sind nun 7% von 77,2mg | Wert nach zwei Stunden:
abgebaut, also noch 0,93 - 77, 2mg vorhanden. Aufler-
dem werden auch wieder 40mg Koffein zugefiihrt. ko = 0,93k +40

0,93 - 77,2+ 40

= 111,796

Noch eine weitere Stunde spéter sind noch 0,93 - | Wert nach drei Stunden:
111, 796mg vorhanden, und es werden wiederum 40mg
Koffein zugefiihrt. ks = 0,93k +40

= 0,93-111,796 + 40

= 143,97028
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Allgemein ldsst sich die Entwicklung des Koffeingehalt mit

ko =40 und
kp+1=0,93 -k, +40 firn=0,1,2,... (4.15)

angeben. Die Folge (k) = ko, k1, k2, ... beschreibt also die zeitliche Entwicklung des Koffe-
ingehalts.

Mit Hilfe eines Tabellenkalkulations-Programms kann die Entwicklung des Koffeingehalts sehr
rasch dargestellt werden.

] A B G D E
1 Stunde Koffeingehalt vor Zufuhr |nach Abbau| Zufuhr |Koffeingehalt neu - nach Zufuhr
2 0 0 0 40 40
3 1 40 37,2 40 77,2
4 2 77,2 71,796 40 111,796
5 3 111,796 103,97028 40 143,97028
6 4 143,97028| 133,89236 40 173,8923604
7 5 173,8923604 | 161,719885 40 201,7198952
8 6 201,7198952| 187,599503 40 227,5995025
9 7 227,5995025| 211,667537 40 251,6675373
10 8 251,6675373( 234,05081 40 274,0508097
11 9 274,0508097( 254,867253 40 294,867253
12 10 294,867253 | 274,226545 40 314,2265453
13 11 314,2265453| 292,230687 40 332,2306872

Abb. 4.10: Kaffegehalt: tabellarische Darstellung
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Abb. 4.11: Kaffegehalt: Graph der Folge (k)

Sowohl die Tabelle als auch die grafische Darstellung lassen erkennen, dass sich der Koffein-
gehalt bei etwas mehr als 571mg einpendelt.

FD-Box 11: Losungserwartung

Unter einer Losungserwartung verstehen wir eine Musterlosung einer Aufgabe im Sinne
einer Ausarbeitung wie sie im Idealfall von der besten Schiilerin/dem besten Schiiler einer
Klasse erwartet werden konnte. Dementsprechend sollte eine Ausarbeitung der Lehrkraft
im Rahmen der Unterrichstvorbereitung etwa dieselbe Form haben.

Vergleichen Sie diese im vorliegenden Fall mit der knapperen Beschreibung der Rekursion,
die wir im fachmathematischen Kontext in Abschnitt 4.1.B gegeben haben! Dabei wird
deutlich, wie derselbe Inhalt auf verschiedenen Verstdndnisniveaus (hier: Schiilerlnnen
der Schulstufe 10 vs. Lehramtsstudierende im 5. Semester) sinnvoll dargestellt werden
kann.
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4.1.15. Einstieg mit Experimenten. Fiir den Einstieg in den Begriffsbildungsprozess zu
Folgen eignet sich aber auch ein experimenteller Zugang. Dazu kénnen beispielsweise ver-
schiedene Experimente in Form eines Gruppenpuzzles (Expertenmodell https://de.wikip
edia.org/wiki/Gruppenpuzzle) bearbeitet werden.

Aufgabenstellung: Immer kiirzer — und doch kein Ende in Sicht. Beginnend mit
einem Papierstreifen der Linge 100 cm werden Papierstreifen, die jeweils die halbe Lénge des
vorhergehenden Streifens haben, auf ein Plakat geklebt.
(1) Wie lange ldsst sich dieses Experiment theoretisch fortsetzen?
(2) Wie entwickeln sich die Langen der Papierstreifen?
(3) Was lisst sich iiber die Gesamtlénge aller aufgeklebten Papierstreifen sagen, selbst wenn
das Experiment sehr lange fortgesetzt wird?

4.1.16. Einstieg mit Mustern und Strukturen. Das Arbeiten mit Mustern und Struk-
turen ist vielen Schiilerinnen und Schiilern aus der Primarstufe bekannt. Dort werden bereits
erste Gesetzmifigkeiten anhand von Zahlenmustern (siche Abbildung 4.12) untersucht.

Forschen und Finden: Zahlenmuster

< 1 Dreieckszahlen.
281, 2. 3. &,

[®] Ig D) :E

a) Setzt fort. Zeichnet die ndchsten Dreieckszahlen.

b) Rechnet. Wie viele Punkte hat jede Dreieckszahl?

.2 1. [@ 2 3. * 4,

a) Setzt fort. Zeichnet die ndchsten Treppenzahlen.

b) Rechnet. Wie viele Punkte hat jede Treppenzahl? Was fillt euch auf?

c) Vergleicht die Zahlen mit den Dreieckszahlen. Was fillt euch auf?

Abb. 4.12: Zahlenmuster aus Wittmann, Miiller und Rohr, 2004

In den deutschen, englischen und amerikanischen Bildungsstandards wird das auch explizit
deutlich gemacht.


https://de.wikipedia.org/wiki/Gruppenpuzzle
https://de.wikipedia.org/wiki/Gruppenpuzzle
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e Deutschland, PrimarstufeS:
— GesetzmifBigkeiten in geometrischen und arithmetischen Mustern (z. B. in Zahlen-
folgen oder strukturierten Aufgabenfolgen) erkennen, beschreiben und fortsetzen,
— arithmetische und geometrische Muster selbst entwickeln, systematisch verdndern
und beschreiben.
e US, Grade 3-57 :
— describe, extend, and make generalizations about geometric and numeric patterns;
— represent and analyze patterns and functions, using words, tables, and graphs.
e UK, Primary School®:
— Pupils recognise and describe number patterns, and relationships including multi-
ple, factor and square. They begin to use simple formulae expressed in words.

In der Unterstufe haben die Schiilerinnen und Schiiler eventuell Pythagorasbdume und kreis-
formige Muster konstruiert und untersucht — dies kann hier erneut aufgegriffen und fortgesetzt
werden, siche Abbildung 4.13, 4.14 und 4.15.

Abb. 4.13: Pythagorasbaum Abb. 4.14: Kreismuster

Aufgabenstellung: Schlangenlinie. Kon-

struiere mit Zirkel und Lineal oder mit ei- X
nem elektronischen Tool die abgebildete Fi- I
gur. Beginne mit einem Halbkreis oberhalb ; ¥ F
1 1 1 | L
" N

einer Hilfslinie. Hinge daran einen Halbkreis

mit halb so groflem Radius unterhalb der =
Hilfslinie. Setze die Konstruktion so lange

wie moglich fort. Wie viel Platz bendtigst du

fiir die Konstruktion maximal? Abb. 4.15: Schlangenlinien

Shttps://www.kmk.org/fileadmin/veroeffentlichungen beschluesse/2004/2004_10_15-Bildungsstan
dards-Mathe-Primar.pdf

"https://www.nctm.org/Standards-and-Positions/Principles-and-Standards/Algebra/

8http://www.cliftonprimary.bham.sch.uk/pdfs/ageexpectations/maths-145.pdf


 https://www.kmk.org/fileadmin/veroeffentlichungen_beschluesse/2004/2004_10_15-Bi ldungsstandards-Mathe-Primar.pdf
 https://www.kmk.org/fileadmin/veroeffentlichungen_beschluesse/2004/2004_10_15-Bi ldungsstandards-Mathe-Primar.pdf
 https://www.nctm.org/Standards-and-Positions/Principles-and-Standards/Algebra/
http://www.cliftonprimary.bham.sch.uk/pdfs/ageexpectations/maths-l45.pdf
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4.1.C.2 Erarbeitung (Phase 2)

Bei der Erarbeitungsphase werden Umfang und Inhalt des Begriffs herausgearbeitet. Dazu
zéhlen:

e Explizite und rekursive Darstellung von Folgen

e Grafische Darstellung von Folgen auf der Zahlengeraden und im Koordinatensystem

e Arithmetische und geometrische Folge

e Eigenschaften von Folgen (Monotonie und Beschrénktheit)

4.1.17. Explizite und rekursive Darstellung von Folgen.

Beim Erarbeiten der expliziten und rekursiven Darstellung von Folgen kann auf aufwendige
auBermathematische Kontexte verzichtet werden, da das algebraische Beschreiben von Folgen
im Vordergrund steht. Zuerst allerdings miissen die fiir Folgen typischen Schreibweisen und
Begriffe (Glied einer Folge, Bedeutung der Indizes, endliche/unendliche Folge, ...) eingefiihrt
werden.

Aufgabenstellung. Die ersten vier Glieder einer unendliche Folge sind mit (1,4,9,16,...)
gegeben. Wie konnte die Folge weitergehen?
e Beschreibe ein mogliches Bildungsgesetz in Worten.
Losungserwartung: ,,Es handelt sich um Quadratzahlen.” oder ,,Ausgehend vom ersten
Folgenglied mit dem Wert 1 entstehen die weiteren Folgenglieder durch Addition der
ungeraden Zahlen 3,5,7,....”
e Gib das gefundene Bildungsgesetze in formaler Schreibweise an.
Losungserwartung: ,, Explizite Darstellung: a,, = n?” oder ,,Rekursive Darstellung: a; =
1, any1 =an+ (2n+1)”
Im Unterricht schaffen solche Aufgabenstellungen, die keine eindeutige Losung haben, Kom-
munikationsanlésse.

4.1.18. Grafische Darstellung von Folgen. Zur grafischen Darstellung von Folgen bieten
sich (wie in 4.1.6 erklért) die Zahlengerade und das zweidimensionale Koordinatensystem an.

(4| 16)
X
15
val vaz Va3 va4
R 38" 1o 12 14 15 18 10 (319
X
5 x(Z | -4)
Abb. 4.16: Bild einer Folge, Spaziergang ai
X

0 1 2 3 4 H

Abb. 4.17: Graph einer Folge

Beide Formen der Darstellung sind den Schiilerinnen und Schiilern bereits bekannt. Die Zah-
lengerade wird von der Grundstufe bis zur 9. Schulstufe zur Darstellung von Zahlen genfitzt.
Die zweidimensionale Darstellung von Folgen wird Schiilerinnen und Schiilern vom Arbeiten
mit Funktionen her vertraut sein. Insgesamt konnen die rekursive und explizite Darstellung
mit der grafischen Darstellung gemeinsam erarbeitet werden.

4.1.19. Arithmetische und geometrische Folge. Beim Erarbeiten der Begriffe arithme-
tische und geometrische Folge geht es einerseits um das Entdecken gewisser Merkmale von
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Folgen sowie um das Erkunden dieser beiden Folgenarten. Wir kldren zuerst die mathemati-
schen Fakten.

Mathematische Faktenbox 4: Arithmetische und geometrische Folge

4.1.20. Definition (Arithmetische Folge). Eine arithmetische Folge ist eine reel-
le Folge (a,) mit der Eigenschaft, dass die Differenz zweier benachbarter Folgenglieder
konstant ist.

Aus der Definition gewinnt man sofort die rekursive Darstellung (n € N)
Ont+1 = an + d, (4.16)

wobei wir die konstante Differenz zwischen je zwei benachbarten Folgengliedern d genannt
haben. Daraus ergibt sich wiederum miihelos die explizite Darstellung, wobei wir das
Anfangsglied mit ag bezeichnen

an = ag+n-d. (4.17)

FEine arithmetische Folge ist also durch Angabe von zwei Zahlen, des Anfangsglieds ag
und der konstanten Differenz benachbarter Folgenglieder d eindeutig festgelegt.
Beachte, dass die beiden Darstellungen Spezialfélle der rekursiven Darstellung (4.5) bzw.
der expliziten Darstellung (4.13) aus Abschnitt 4.1.B fiir » = 1 sind.

4.1.21. Definition (Geometrische Folge). Eine geometrische Folge ist eine reelle Fol-
ge (a,,) mit der Eigenschaft, dass der Quotient zweier benachbarter Folgenglieder konstant
ist.

Wiederum ergibt sich miihelos die rekursive sowie die explizite Darstellung zu (n € N)
(pi1 = Gn -7, bzw. a, =ag-r" (4.18)

und eine geometrische Folge ist ebenfalls eindeutig bestimmt durch Angabe von zwei
Zahlen, ihres Anfangsglieds ag und des konstanten Quotienten benachbarter Folgenglieder
r.

Wiederum sind die beiden Darstellungen Spezialfille von (4.5) bzw. (4.13), nun mit d = 0.

\.

Zum Erfassen der Merkmale arithmetischer und geometrischer Folgen im Unterricht bietet
sich das sogenannte entdeckende Lernen an, siche Bruner, 1981. Dabei wird den Schiilerinnen
und Schiilern eine Vielfalt von Objekten angeboten, die bestimmte Merkmale gemeinsam
haben bzw. sich in bestimmten Merkmalen unterscheiden. Fragen nach Gemeinsamkeiten
und Unterschieden lenken die Aufmerksamkeit auf die Merkmale. Dabei kann nach folgenden
beiden Prinzipien vorgegangen werden, in Anlehnung an Dienes und Golding, 1970:

FD-Box 12: Prinzip der Variation

Beim Lehren von Begriffen nach dem Prinzip der Variation sind geniigend viele verschie-
dene Objekte vorzulegen, die das charakteristische Merkmal des Begriffs gemeinsam ha-
ben, um das Wesentliche dieses Begriffs herauszuarbeiten. Dabei sollten die Schiilerinnen
und Schiiler zumindest zu zweit zusammenarbeiten, um ihre Entdeckungen auszutau-
schen. Mit Plakaten oder auch im Plenum sind abschlieend die entdeckten Merkmale
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Fachdidaktische Bemerkung 12 — Fortsetzung

zu sammeln und von der Lehrperson gegebenenfalls zu erginzen. (ICH-DU-WIR bzw.
Think-Pair-Share: http://www.sinus-transfer.de/module/modul _8kooperatives_1
ernen/methoden/ich du_wir.html)

Die nachstehende Aufgabenstellung kann z.B. gemifl diesem Prinzip fiir die Erarbeitung
arithmetischer Folgen herangezogen werden. Fiir geometrische Folgen kénnen analoge Auf-
gabenstellungen formuliert oder den Schulbiichern entnommen werden. Entscheidend ist, die
Leitfragen so zu stellen, dass die Lernenden zu den entdeckenden Merkmalen geleitet werden.

Aufgabenstellung. Gegeben sind die drei Zahlenfolgen a,, = (=7,-3,1,5,9,...), b, =
(2;2,5;3;3,5;4;...) und ¢, = 16-2n.
e Stelle die drei Folgen auf der Zahlengeraden und im Koordinatensystem dar.
e Gib sowohl rekursive als auch explizite Darstellungen an.
e Beschreibe, wodurch sich zwei aufeinander folgende Glieder unterscheiden und vergleiche
mit der rekursiven und expliziten Darstellung.

Loésungserwartung.
Ay, ‘ bn Cn
as 34 a3 a. al
+e ° (519
5 ® (41]5) 4
® (5]3.5)
® 3|1 e (413) 20 1116)
s lo 5 10 15 20 ® (3]2.5) ) .(2 | 1(‘31)‘ 12)
*2|-3 ’ *aro o ' @ 10
) 10 ) (571 8)
I (11]1.5) ®
]
al-7
-10 0 2 4 6
0 2 4 6
‘ a1 =—7, apy1=anp+4 ‘ b1=2, bpy1=0b,+0,5 ‘ c1 =12, cpy1 =cp2 ‘
| an =—11+44n | by =1,5+0,5n | cn =16-2n |

Die Differenz zweier aufein-
anderfolgender Glieder ist 4.

Die Differenz zweier aufein-
anderfolgender Glieder ist
0,5.

Die Differenz zweier aufein-
anderfolgender Glieder ist -
2.

Dieser Wert findet sich in
der rekursiven und explizi-
ten Darstellung.

Dieser Wert findet sich in
der rekursiven und explizi-
ten Darstellung.

Dieser Wert findet sich in
der rekursiven und explizi-
ten Darstellung.

Bei der Darstellung dieser Folgen im Koordinatensystem wird fiir die Schiilerinnen und
Schiiler, die ja bereits mit linearen Funktionen vertraut sind, sichtbar, dass die Folgenglieder
»gleichméfBig” wachsen/fallen. Auch die Analogie der expliziten Darstellungen zur linearen


 http://www.sinus-transfer.de/module/modul_8kooperatives_lernen/methoden/ich_du_w ir.html
 http://www.sinus-transfer.de/module/modul_8kooperatives_lernen/methoden/ich_du_w ir.html
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Funktion werden die Lernenden entdecken. Die dort schon kennen gelernten Parameter k und
d, finden sich auch in der expliziten Darstellung wieder und sind nun im Zusammenhang von
Folgen zu interpretieren.

Sobald die Schiilerinnen und Schiiler die charakteristischen Eigenschaften von arithmetischen

Folgen erkennen und formulieren konnen, ist es ihnen auch mdoglich arithmetische Folgen

selbststéindig zu definieren. Dazu benétigen die Lernenden ein wenig Ubung und miissen

wissen, dass sie Oberbegriffe (z.B. Zahlenfolge) zur Definition (hier arithmetische Folge) ver-

wenden sollen. Auch Signalwérter (,...nennt man ...”, ...bezeichnet man als ...”, ...so
”

sagt man ...”, ....wird als ... bezeichnet.”) helfen den Schiilerinnen und Schiilern beim
selbststédndigen Definieren.

In der Erarbeitungsphase von Begriffen bietet sich aber neben dem Prinzip der Variation auch
das Prinzip des Kontrasts an. Es setzt, wie der Name schon sagt, an den kontrastierenden
Merkmalen der Begriffe an.

FD-Box 13: Prinzip des Kontrasts

Beim Lehren von Begriffen geméfl dem Prinzip des Kontrasts sind ebenso ausreichend vie-
le Objekte vorzulegen, bei denen das charakteristische Merkmal nun eben nicht gegeben
ist. Zum Begriff, der erarbeitet werden soll, sind also geeignete Beispiele und Gegen-
beispiele (Kontrastmaterial) vorzulegen. Die Gegenbeispiele sollen sich hierbei vom zu
erarbeitenden Begriff nur in einem wesentlichen Merkmal unterscheiden.

\. J

Fiir die Erarbeitung der Begriffe arithmetische und geometrische Folge gemafi dem Prinzip
des Kontrasts konnten beispielsweise in einer Aufgabenstellung wie oben

e arithmetische und geometrische Folgen oder

e arithmetische/geometrische und alternierende (die Folgenglieder sind abwechselnd po-

sitiv und negativ) Folgen angegeben werden.

Auch hier es wichtig, dass von der Lehrperson Fragestellungen fiir die Schiilerinnen und
Schiiler formuliert werden, die deren Aufmerksam auf die charakteristischen Merkmale (und
deren Unterschiede) lenken.

Nach der Erarbeitung der Definition von arithmetischen und geometrischen Folgen (gemif3
einem der oben ausgefiihrten Prinzipien) ist es wichtig, die arithmetische und geometrische
Folge in unterschiedlichen Aufgabenstellungen (inner- und auflermathematisch) anzuwenden
und somit weitere Grunderfahrungen zu erméglichen.

4.1.22. Eigenschaften von Folgen — Monotonie und Beschrinktheit. Ein weite-
re Aspekt der Erarbeitungsphase (Phase 2) ist das Ausloten (einfacher) Eigenschaften von
Folgen, die natiirlich im Kontext etwa von Beispielen auftreten. Wir wiederholen zuerst die
mathematischen Begriffe und beginnen mit der Monotonie.

Mathematische Faktenbox 5: Monotone Folgen

4.1.23. Definition (Monotonie). Eine reelle Folge (a;,) heifit
(1) (streng) monoton wachsend oder steigend, falls fiir alle n € N

ap < Apy1 (an < apy1) gilt. (4.19)
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Mathematische Faktenbox 5 — Fortsetzung

(2) (streng) monoton fallend, falls fiir alle n € N

ap > Apit (an > ap+1) gilt. (4.20)

(3) Falls es ein N € N gibt, sodass (4.19) oder (4.20) nur fiir alle n > N gilt, so sagen
wir (a,) hat die entsprechende Eigenschaft ab N.

4.1.24. Beispiel (nicht-monotone Folgen).

(1) a, = n ist streng monoton wachsend. Jede konstante Folge, d.h. a,, = ¢ fiir ein
¢ € R ist monoton wachsend und monoton fallend; keine der beiden Eigenschaften
ist aber streng erfiillt.

(2) ap, = % (n > 1) ist streng monoton fallend. Die Folge ay = 17, a; = 27, a, = %
(n > 2) ist streng monoton fallend ab n = 1.

(3) Die ,,Vorzeichenmaschine” a, = (—1)" ist weder monoton wachsend noch monoton
fallend, auch nicht ab irgendeinem N.

Als néchstes erinnern wir an den Begriff einer beschréinkten Folge.

Mathematische Faktenbox 6: Beschrinkte Folgen

4.1.25. Definition (Beschrinkte Folge). Sei (a,) eine reelle Folge.
(1) (ap) heiBit nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt, falls es eine reelle Zahl K gibt,
sodass fiir alle n € N
anp < K (bzw. a, > K ) gilt. (4.21)

Jedes solche K heiit obere (bzw. untere ) Schranke von (ay,).
(2) Ist eine Folge nicht nach oben (bzw. unten) beschrénkt (gibt es also kein solches
K), dann heiit sie nach oben (bzw. unten) unbeschrdinkt.
(3) Ist eine Folge (a,) sowohl nach oben als auch nach unten beschrinkt, so heifit sie
beschrinkt.
Eine beschriinkte Folge (a,,) ist ,eingesperrt”; es gilt ja nach Definition, dass es ein C
gibt, sodass fiir alle n

—C<a,<C, also l|a,| <C gilt. (4.22)

So ein C erhilt man z.B. als C' = max{|K;|, |K2|} wobei K untere und K3 obere Schranke
von (ay) ist.

Abbildung 4.18 zeigt die graphische Darstellung einer beschrénkte Folge in den beiden
Veranschaulichungen von 4.1.6.

4.1.26. Beispiel (un-beschrinkte Folgen).
(1) an = n ist nach unten durch K = 0 beschriankt (aber etwa auch durch —5, nicht
aber durch 1) und nach oben unbeschrankt.
(2) a, = X (n > 0) ist beschriinkt. Nach oben ist sie durch 1 beschriinkt (aber auch

n

durch 7 oder 17), nach unten durch 0.
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Mathematische Faktenbox 6 — Fortsetzung

4.1.27. Bemerkung (Monotonie und Schranken). Eine monoton wachsende Folge
(an), die zusitzlich nach oben beschriankt ist, ist schon beschrinkt. Klar, denn sei K
obere Schranke, dann gilt mit der Monotonie

aogalg---SK. (4.23)

Es ist eine fundamental wichtige Tatsache, dass solche Folgen sogar konvergieren, wie wir
spéter diskutieren werden.

\. J

Der Begriff der Monotonie sowie das Untersuchen von Funktionen hinsichtlich ihres Monoto-
nieverhaltens ist den Schiilerinnen und Schiilern der 10. Schulstufe bereits bekannt. Ein kurzes
Auffrischen der damit verbundenen Vorkenntnisse und Fahigkeiten ist empfehlenswert.
Auch die Monotonie und Beschrénktheit kann mit dem Prinzip der Variation bzw. dem Prinzip
des Kontrasts erarbeitet und eine Definition vorgenommen werden.

a
4
B - einige obhere Schranken kleinste obere Schranke |
© © e
1
¥
1 1 e
............. Y i L Ld ' i '
1
Abb. 4.18: Bild (oben) und Graph A
(rechts) einer beschrénkten Folge 2 I W ANE B
1 enlgeqxnt:reSmra.nk:n groflte untere [Schrahks
[ [

Die Prizisierung der Begriffe , kleinste obere Schranke* und ,,gréfite untere Schranke“ muss
von der Lehrperson angeleitet werden. Tatséchlich handelt es sich dabei um mathematisch
nicht ganz einfache Begriffe!

Mathematische Faktenbox 7: Supremum und Infimum

In natiirlicher Weise stellt sich die Frage nach der ,,besten” oberen bzw. unteren Schranke
einer Folge. Das fithrt auf die Begriffe Supremum und Infimum, die wir praktischer Weise
gleich allgemein fiir Teilmengen von R definieren — statt speziell fiir die Menge der
Folgenglieder {a,, : n € N} einer Folge (a,) sprich ihrem Bild.

4.1.28. Definition (Supremum und Infimum). Sei M C R. Eine Zahl s € R heifit
Supremum oder kleinste obere Schranke von M, falls

(1) s obere Schranke von M ist (d.h. s >z Va € M), und

(2) keine Zahl r < s obere Schranke von M ist.

Wir schreiben dann s = sup M. Der Begriff des Infimums ist analog definiert und wir
schreiben inf M.

Das Supremum einer reellen Folge (ay,) ist definiert als

sup(ay,) := sup{a, : n € N}, (4.24)
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Mathematische Faktenbox 7 — Fortsetzung

also als das Supremum der Menge der Folgenglieder. Das Infimum einer reellen Folge
ist analog definiert. Graphisch kénnen wir Supremum und Infimum einer Menge wie in
Abbildung 4.18 (links) darstellen.

4.1.29. Beispiel (Supremum und Infimum).
(1) inf N =0 und N hat kein sup.
(2) inf((0,1]) = 0 = inf([0, 1]) und sup((0,1]) = 1 = sup(|0, 1])
(3) sup((1/n)n>1) = 1, inf((1/n)n>1) =0

4.1.30. Bemerkung (Supremum und Infimum).

(1) Offensichtlich muss eine Menge M C R nach oben beschréankt sein, um ein Su-
premum besitzen zu kénnen. Die Tatsache, dass jede nichtleere und nach oben
beschriinkte Menge ein Supremum besitzt (also die sogenannte Supremumsei-
genschaft) ist fundamental fiir die ganze Analysis und wir werden noch darauf
zuriickkommen.

(2) Zunéchst einmal halten wir fest, dass Suprema und Infima, falls sie existieren, ein-
deutig bestimmt sind. (Das folgt leicht aus der Definition: Seien s und s’ Suprema
von M, dann folgt aus 4.1.28(1), dass beide obere Schranken sind. Daher kann nach
4.1.28(2) weder s’ < s noch s < s’ gelten, also folgt s = s'.) Daher ist es immer
legitim von dem Supremum oder dem Infimum einer Menge zu sprechen.

(3) Bei allem oben Gesagten ist es véllig egal, ob sup M oder inf M Elemente der Menge
M sind oder nicht! Ist das der Fall, d.h. gilt s =supM € M (s =inf M € M), so
verwendete man eine eigene Terminologie und sagt s ist Maximum (Minimum) von
M und schreibt s = max M (s = min M).

4.1.31. Beispiel (Maximum und Minimum).
(1) minN = 0 und N hat kein max.
(2) max((0,1]) =1 = max([0,1]), min([0,1]) = 0 aber (0, 1] hat kein min.
(3) max((1/n),>1) =1, aber (1/n),>1) hat kein min.

Fiir die algebraischen Umformungen zum Nachweis der Monotonie und Beschréanktheit wird
das Losen von Ungleichungen benétigt. Diese Fertigkeiten sollten die Schiilerinnen und Schiiler
schon vorher (ebenfalls in der 10. Schulstufe) erworben haben.

Fiir die verstehensorientierte Erarbeitung von Verfahren im Allgemeinen bzw. Losungsverfahren
im Konkreten gilt, dass diese mit den Lernenden zu erarbeiten sind. D. h. es braucht im
Unterricht an solchen Stellen mehr als das blofle Vorzeigen einzelner Bearbeitungsschritte.
Losungsverfahren kénnen gem#fl der nachstehenden Schrittfolge erarbeitet werden.

FD-Box 14: Erarbeitung von Losungsverfahren

Beim Erarbeiten von Losungsverfahren gilt es,
e die Schrittfolgen, die abzuarbeiten sind, zu begriinden und deutlich zu machen,
e die Beitrdge der einzelnen Losungsschritte auf das Ziel hin deutlich zu machen,
e mit zunehmendem Alter die Losungsschritte so zu notieren, dass sie als Algorithmen
durch einen Computer ausgefithrt werden kénnen,
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Fachdidaktische Bemerkung 14 — Fortsetzung

e die Lernenden anzuhalten, iiber alternative Verfahren/Wege nachzudenken.
Zu guter Letzt miissen die so einsichtig gemachten Verfahren von den Schiilerinnen und
Schiilern angewendet und gelernt werden.

Das folgende Beispiel 4.19 zeigt, wie im Schulbuch (Bleier et al., 2018) versucht wird, das
Losungsverfahren zumindest ein stiickweit fiir Schiilerinnen und Schiiler einsichtig zu machen.

Beispiel:

Untersuche die Folge {a,} mit a, =2nn_1,fi.'|r nel* 2 |
a) hinsichtlich der Art der Monotonie, ? 9
b) hinsichtlich maglicher Schranken. 1

—

|
toch

— 1

Lésung: i | -
Bestimme einige Folgenglieder.
199

3 7
8121, a2:il 8325, anE, rey a'lﬂﬂzm

a) Betrachte die Folgenglieder und stelle eine Vermutung zur Monoctonie auf.
a1 <ap<aj<ag<..<ag
Vermutung: Die Folge ist streng monoton steigend.
Beweis': Es muss furalle neM* gelten:

ap <ap+1 Driicke a, und a, ;1 durch die entsprechenden Terme aus.

2“,1—“.:% [-n-(n+1) Esgiltn - (n + 1) > Ofiir alle neN*.
2Zn-1)-n+1) <(2n+1)-n
2n24n-1<2nl+n |-2n2

n—1=<n

Dies ist fiir alle n eine wahre Aussage, weil die linke Seite um 1 kleiner ist als die rechte Seite.
= Die Vermutung ist richtig. Die Folge ist streng monoton steigend.
b) Betrachte die Folgenglieder und stelle eine Vermutung zu moglichen Schranken auf.
Vermutung: Eine obere Schranke ist: 5g =2
Beweis: Es muss a, < 5g fur alle neN™ gelten.

ap=<2 Driicke an durch den entsprechenden Term aus.
L) |-n Es gilt n > O fiir alle neN™.
2n-1<2n Dies ist fiir alle n eine wahre Aussage.

= Die Vermutung ist richtig. 2 ist daher eine obere Schranke.

Der Nachweis, dass 2 auch die kleinste obere Schranke ist, ist schwieriger und wird erst im
nachsten Abschnitt behandelt.
1 ist die grofte untere Schranke, da die Folge streng monoton steigend ist.

1 Der Beweis wird eigentlich in die falsche Richtung gefiihrt, weil er mit der zu beweisenden Eigenschaft beginnt und dar-
aus eine richtige Tatsache abgeleitet wird. Da aber nur Aquivalenzumformungen verwendet werden, konnte der Beweis
umgekehrt (von unten nach oben) gelesen werden, wodurch aus einer bekannten richtigen Tatsache die zu beweisende
Eigenschaft hergeleitet wird.

Abb. 4.19: Losungsverfahren - Dimensionen Mathematik 6, 2018
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Auch hier - also nach der Erarbeitung des Verfahrens - empfiehlt es sich auch diese Begriffe
wiederum in inner- und auflermathematischen Aufgabenstellungen anzuwenden.

4.1.32. Bemerkung (Umformungen — Stil und Fallen). Formulierungen wie im Beweis
in Abbildung 4.19 sind in der Schul(buch)literatur iiblich, aber schlechter mathematischer Stil.
Fiihrt man den Beweis geméfl der obigen Fufinote aus, ergibt sich etwa folgende Darstellung,
die viel klarer ist:

Um die vermutetet Monotonie, also a, < any1 fiir alle n € N* zu zeigen, miissen

wir
2n —1 2 -1
n-l et fiir alle n € N* (4.25)
n n+1
nachweisen. Wir schreiben also
n—1 72 2 1)—-1
n ) n+1
2n—1)(n+1) < (2n+1)n | ausmultiplizieren
?
2n2+n—-1 < 2n2+n | —2n?
?
n—1 < n.

Die letzte Aussage ist offensichtlich korrekt und weil alle Umformungen in unse-
rer Rechnung Aquivalenzumformungen sind, kénnen wir aus der korrekten letzten
Zeile auf die Giiltigkeit der ersten Zeile schlieflen. Damit ist die behauptete Mo-
notonie nachgewiesen.

Der mathematische Hintergrund ist hier der folgende: Nach den Regeln der Logik, implizieren
falsche Aussagen durchaus wahre Aussagen (natiirlich auch falsche, aber um das geht es uns
hier nicht). Man sagt ,, Ex falso [sequitur| quodlibet* — Lateinisch fiir: ,,aus Falschem [folgt]
Beliebiges“, siehe etwa Schichl und Steinbauer, , Abschn. 3.2.2.1. Daher koénnen wir im
obigen Beispiel die Monotonie nicht dadurch nachweisen, dass wir aus der vermuteten und
zu zeigenden Ungleichung eine wahre Aussage herleiten: Das wiire ja auch moglich, falls die
vermutetet Aussagen falsch ist!

Im obigen Beispiel geht alles gut, da tatséichlich nur Aquivalenzumformungen verwendet wer-
den und daher aus der offensichtlich korrekten Aussage in der letzten Zeile die zu beweisende
Ungleichung in der ersten Zeile folgt und diese damit ebenfalls korrekt ist.

Es muss aber nicht immer alles gut ausgehen! Beispiele von Fallgruben finden sich etwa in
den folgenden Ubungsaufgaben oder in Schichl und Steinbauer, , Abschn. 2.4, siehe auch
EEEE

¢ Gleichungsumformungen: Stil und Fallen .

4.1.C.3 Sicherung (Phase 3)

Auch wenn bereits wie oben ausgefiihrt die unterschiedlichen Begriffe nach ihrer Einfithrung
angewendet wurden, gilt es, eine explizite Phase der Sicherung im Unterricht zu implemen-
tieren. Diese Phase der Sicherung beginnt mit dem Sammeln, Ordnen und Strukturieren der
neu erworbenen Begriffe z. B. in Form einer Mindmap, Conceptmap (siehe beispielsweise:
http://www.ahs-vwa.at/pluginfile.php/2981/mod_page/content/106/Concept’%20
Map_NEU.pdf) oder Begriffslandkarte (siche beispielsweise: http://www.pfm.ehb-schweizl


 http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Gleichungsumformungen_Stil_und_Fallen_Teil_II.html
http://www.mat.univie.ac.at/~einfbuch/video/Gleichungsumformungen_Stil_und_Fallen_Teil_II.html
http://www.ahs-vwa.at/pluginfile.php/2981/mod_page/content/106/Co ncept%20Map_NEU.pdf
http://www.ahs-vwa.at/pluginfile.php/2981/mod_page/content/106/Co ncept%20Map_NEU.pdf
 http://www.pfm.ehb-schweiz1.ch/fileadmin/Schienen/CAS_PFM_3_BL/Concept_Map-2 _ 0 1.pdf
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.ch/fileadmin/Schienen/CAS _PFM 3 BL/Concept Map-2_01.pdf). Nach dem Sammeln,
Ordnen und Strukturieren werden Beispiele und Gegenbeispiele behandelt, so dass der Begriff
(auch) gegen andere Begriffe abgegrenzt wird.

4.1.C.4 Vertiefung (Phase 4)

In der Vertiefungsphase werden Querverbindungen zu anderen Begriffen hergestellt und es
konnen auch Spezialfille betrachtet werden.

4.1.33. Querverbindung — Folgen als Funktionen iiber N bzw. N*. Im Sinne der Quer-
verbindung zu anderen Begriffen kénnen nun Folgen als Funktionen iiber N bzw. N* behan-
delt werden. Geméfl dem oben beschriebenen Unterrichtsgang ergibt sich der Zusammenhang
zwischen arithmetischen Folgen und linearen Funktionen sowie der zwischen geometrischen
Folgen und Exponentialfunktionen ganz natiirlich.

4.1.34. Spezialfall — Die Fakultit n!. Als Spezialfall kann die Folge ag = 1, an41 =
ap(n+1) firn = 0,1,2,... betrachtet und mit der expliziten Darstellung a,, = 1-2-3...-(n—1)-n
von n! erarbeitet werden.

4.1.D Aspekte und Grundvorstellungen zum Folgenbegriff

In diesem letzten Abschnitt werfen wir einen informierten Blick zuriick und verwenden die
Terminologie der Aspekte und Grundvorstellungen (siche Abschnitt B), um unsere fachdi-
daktische Diskussion des Folgenbegriffs abzurunden.

4.1.D.1 Aspekte des Folgenbegriffs

Beim Folgenbegriff lassen sich drei verschiedene Aspekte unterscheiden. Es sind dies der
Iterationsaspekt, der Aufzihlungsaspekt und der Zuordnungsaspekt.

4.1.35. Der Iterationsaspekt bzw. Rekursionsaspekt. Wie bereits in 4.1.8 erklért,
spricht man von einer rekursiven Darstellung einer Folge (a,), wenn die einzelnen Folgen-
glieder mit Hilfe ihres Vorgingers (oder auch mehrerer Vorgéinger) angegeben werden. Der
Einfachheit halber besprechen wir hier nur ersteren Fall und formulieren genauer: Gegeben
ist ein Startwert ag und eine Vorschrift, wie aus a, sein Nachfolger a,; konstruiert werden
kann. Diese ,, Vorschrift* kénnen wir mit Hilfe einer Funktion f : R — R weiter formalisie-
ren. Dann sind fiir alle n > 1 die Folgenglieder mittels a,+1 = f(a,) gegeben und die ganze
Iterationsfolge nimmt die Form

ag, a1 = f(ag), a2 = f(a1), a3 = f(az), ...

an.
Weniger formal halten wir fest:

FD-Box 15: Iterationsaspekt bzw. Rekursionsaspekt des Folgenbegriffs

Jedes Folgenglied (aufler dem ersten) wird sukzessive aus seinem Vorgéinger (seinen
Vorgéngern) konstruiert.

Mit digitalen Werkzeugen lésst sich die Idee der Iteration besonders gut im Mathematikun-
terricht zeigen, da aus dem Anfangsglied und der Iterationsvorschrift die rekursiv definierte
Folge erzeugt werden kann.
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Der Iterationsaspekt kann den Schiilerinnen und Schiilern durchaus vertraut sein, z.B. aus der
Zinseszinsberechnung und der Bearbeitung von Dreieckszahlen. Besonders wichtig ist beim
Iterationsaspekt, dass die Schiilerinnen und Schiiler die funktionale Beziehung zwischen zwei
Folgengliedern erkennen.

4.1.36. Der Aufzidhlungsaspekt.
FD-Box 16: Aufzihlungsaspekt des Folgenbegriffs

Eine Folge wird als sukzessive Auflistung, Aneinanderreihung, Reihenfolge oder
Aufzéhlung von Zahlen oder Objekten betrachtet.

Beim Aufzéhlungsaspekt handelt sich um einen Aspekt des Folgenbegriffs, der Schiilerinnen
und Schiilern aus vielfiltigen (Alltags-)Erfahrungen bereits seit langem vertraut ist. Wichtig
ist im Zusammenhang mit dem Aufzéhlungsaspekt, dass die Objekte nicht in einer beliebigen
Reihenfolge aufgezihlt werden, sondern dass das Ordnen und Auflisten in Form einer Rei-
henfolge erfolgt. So kdénnen Spielkarten beispielsweise nach ihrer Wertigkeit geordnet werden:
Herz-Bube, Herz-Dame, Herz-Konig, Herz-As. Wiahrend geometrische Figuren beispielsweise
nach ihrer Eckenanzahl geordnet werden kénnen: Dreieck, Viereck, Fiinfeck, Sechseck, ...

4.1.37. Der Zuordnungsaspekt.

FD-Box 17: Zuordnungsaspekt des Folgenbegriffs

Eine Folge ist eine Funktion, die jeder natiirlichen Zahl einen Funktionswert zuordnet.

Dieser Aspekt wird in Anbetracht der mathematischen Faktenbox 3: Folgen wenig iiberraschen,
Folgen lassen sich ja als (spezielle) Funktionen interpretieren, ja wir haben sie sogar als solche
definiert: Jeder natiirlichen Zahl k& wird ein Wert a; Element aus R zugeordnet. Der Zuord-
nungsaspekt ldsst sich wie schon bei Funktionen an Tabellen und Graphen veranschaulichen.

Mathematisch gesprochen ist der Zuordnungsaspekt charaktersisierend und wird in der Ana-
lysis verwendet, um den Folgenbegriff zu definieren. Der Aufzéhlungsaspekt ist eine etwas
weniger formale Beschreibung desselben Inhalts. Der Rekursionsaspekt hingegen ist nicht cha-
raktersisierend — nicht jede Folge kann rekursiv angegeben werden, z.B. die Folge der Prim-
zahlen. Nichtsdestotrotz sind rekursive Folgen fundamental wichtige mathematische Objekte
und die Formulierung von (diskreten) Iterationsprozessen mittels des Folgenbegriffs dringt
sich in natiirlicher Weise auf und ist eine zentrale Motivation fiir den Folgenbegriff, vgl. 4.1.7.

4.1.D.2 Grundvorstellungen zum Folgenbegriff

Wir haben bereits in Abschnitt C.§4.1 Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff erldutert.
Alle drei (Zuordnungs-, Kovariations- und Objektvorstellung) kénnen auf den Folgenbegriff
iibertragen werden und eine weitere — vierte — Grundvorstellung kommt hinzu.

4.1.38. Reihenfolgenvorstellung zum Folgenbegriff. Dieser ersten Grundvorstellung
begegnen wir bereits in der Aufgabenstellung Koffeingehalt, dort wird die Entwicklung des
Koffeingehalts durch eine Aneinanderreihung der zunehmenden Koffeingehalte beschrieben.
Aus der anfinglich zugenommen Koffeinmenge ergeben sich sukzessive die nachfolgenden. Und
jeder vollen Stunde wird genau ein bestimmter Koffeingehalt zugeordnet. Damit wird deutlich,
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dass diese Grundvorstellung auf dem Iterations-, Aufzéhlungs- und Zuordnungsaspekt beruht.
Sie wird wie folgt formuliert.

FD-Box 18: Reihenfolgenvorstellung zum Folgenbegriff

Eine Folge wird als Aneinanderreihung von Objekten in einer bestimmten Reihenfolge
angesehen.

4.1.39. Kovariationsvorstellung zum Folgenbegriff. Die Kovariationsvorstellung zum
Folgenbegriff baut hauptséchlich auf dem Iterationsaspekt auf und verwendet die Kovariati-
onsvorstellung zum Funktionsbegriff, allerdings indirekt. Sie wird ins Spiel gebracht, um die
Zuordnung(svorstellung) von einem von einem Folgenglied zum n#chsten zu erfassen.

FD-Box 19: Kovariationsvorstellung zum Folgenbegriff

FEine Folge erfasst, wie sich Werte von einem Folgenglied zum n#chsten &ndern.

Besonders gut sichtbar wird diese Vorstellung im Unterricht bei der rekursiven Darstellung von
arithmetischen und geometrischen Folgen, durch die Formeln a,41 = a,+d bzw. by11 = by, - q.
Damit wird deutlich, dass die Kovariationsvorstellung eng auf den Iterationsaspekt bezogen
ist.

Die Kovariationsvorstellung zeigt sich aber auch schon bei der Aufzéihlung von Folgengliedern.
Z.B.(1,2,4,8,16,32,...). D. h. die Kovariationsvorstellung steht auch in Zusammenhang mit
dem Aufzéhlungsaspekt.

4.1.40. Zuordnungsvorstellung zum Folgenbegriff. Die Zuordnungsvorstellung baut
unmittelbar auf dem Zuordnungsaspekt auf. Wie schon bei Funktionen wird sie besonders
gut an grafischen Darstellungen und Wertetabellen sichtbar. Sie wird wie folgt formuliert.

FD-Box 20: Zuordnungsvorstellung zum Folgenbegriff

Eine Folge ordnet jeder natiirlichen Zahl ein Folgenglied zu.

4.1.41. Objektvorstellung zum Folgenbegriff. Auch diese Grundvorstellung wurde be-
reits fiir Funktionen erldutert und dort schon als die abstrakteste Grundvorstellung bezeich-
net. Analoges gilt fiir die Objektvorstellung des Folgenbegriffs. Sie wird wie folgt formuliert.

FD-Box 21: Objektvorstellung zum Folgenbegriff

Eine Folge wird als Ganzes betrachtet.

Diese Vorstellung ist insbesondere dann niitzlich, wenn mit Folgen als Ganzes operiert wird,
etwa im Kontext der Grenzwertsétze, vgl. 4.2.15(3) unten.
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4.1.42. Aspekte und Grundvorstellungen zum Folgenbegriff. Insgesamt also kann
der Zusammenhang zwischen den Aspekten und Grundvorstellungen zum Folgenbegriffs wie
folgt dargestellt werden.

Reihenfolgenvorstellung

Iterationsaspekt

<

Kovariationsvorstellung
Aufzahlungsaspekt 7
<

Zuordnungsvorstellung
Zuordnunsaspekt 7
<

Objektvorstellung

= J

Abb. 4.20: Aspekte und Grundvorstellungen zum Folgenbegriff und ihre wechselweisen Bezie-
hungen
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4.2 Der Grenzwertbegriff

In diesem Abschnitt besprechen wir den zentralen Begriff der Analysis, den Grenzwertbegriff.
Wie angekiindigt ndhern wir uns dem Grenzwertbegriff iiber den Begriff der Iteration, den
wir im vorigen Abschnitt ausfiihrlich diskutiert haben.

4.2.A  Von der Iteration zum Grenzwertbegriff

Wie versprochen, werden wir in diesem Abschnitt iiber das Betrachten eines Iterationsprozes-
ses, genauer der ndherungsweisen Berechnung von Quadratwurzeln, in ganz natiirlicher Weise
auf den Grenzwertbegriff gefiihrt. Tatséchlich ist im Abschnitt 4.1 der Grenzwertbegriff schon
mehrmals am Horizont aufgetaucht. Hier machen wir das explizit; aber nicht nur das! Wir
werden sogar in ganz natiirlicher Weise auf die formale Definition des Grenzwerts mit ihrer
,Epsilontik* gefiihrt.

4.2.1. Babylonisches Wurzelziehen konkret, vgl. Danckwerts und Vogel, , Ab-
schn. 2.1.2. Das folgende Verfahren zum ndherungsweisen Berechnen von Quadratwurzeln
geht historisch auf die Babylonier zuriick und ist damit ca. 3000 Jahre alt!

Stellen wir uns die Aufgabe v/30 zu berechnen. In der Nihe der gesuchten Zahl liegt sicherlich
(als erste Nidherung) die Zahl 21 = 5, denn 5 -5 = 25. Es bleibt aber noch ein Rest r und wir
konnen schreiben

V30 =5+ (4.26)

Jetzt wollen wir natiirlich 7 ndher bestimmen. Dazu quadrieren wir (4.26) und erhalten
30 = 25 + 107 + 2. (4.27)

Das ist eine quadratische Gleichung fiir r, die aber nicht dazu taugt, r zu berechnen. Taséchlich
ergibt sich durch Umformung

24+ 10r —5=0 also r=>5=+/30, (4.28)

was uns also nicht weiterbringt — um r aus (4.28) zu bestimmen, miissten wir v/30 bereits
kennen!

Wir miissen daher einen anderen Weg einschlagen, um r zumindest ndherungsweise zu be-
rechnen. Der Schliissel ist es, den quadratischen Term in (4.27) los zu werden. Dazu iiberlegen
wir: Es gilt sicherlich » < 1, denn wire der Rest 1 dann hitten wir 547 = 6 und 6% = 36
ist bereits groBer als 30. Wenn aber r < 1 gilt, dann ist 72 noch kleiner und wir lassen den
quadratischen Term einfach unter den Tisch fallen. Die ultimative und a-posteriori Rechtfer-
tigung fiir diesen Schritt ist natiirlich, dass das Verfahren (trotzdem) gut funktioniert, wie
wir gleich sehen werden.

Unsere Uberlegung fithrt also auf folgende ungefihre Gleichung

30 ~ 25+ 107 (4.29)

als ,Ersatz“ fiir (4.27). Um den Rest r ndherungsweise durch ein Iterationsschema zu bestim-
men, machen wir den folgenden Ansatz fiir die erste Naherung rq fiir r.

30 =25+ 107y, woraus sich ohne Mithe r; = % =0.5 (4.30)
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ergibt. Damit haben wir aber nach xy; = 5 einen neuen, besseren Ndherungswert
To=x1+1r1=5+05=5.5 (4.31)

gefunden. Nun gilt aber 23 = 5.5 = 30.25 und wir haben offensichtlich iiber das Ziel hin-
ausgeschossen. Um noch besser an /30 heranzukommen, wiederholen wir unsere obige Vor-
gehensweise mit zo = 5.5 statt 21 = 5 und nennen den ,neuen Rest“ /. Wir erhalten

V30 =29 +7/, also 30 = a3+ 2xr’ + () = a3 + 2207, (4.32)

wobei wir den quadratischen Term (')? wieder weggelassen haben. Analog zu (4.30) ergibt
sich fiir die 2. Ndherung r9 fiir den Rest r

30 — 23
30 = 23 + 2x9r9, also 1o = 72 (4.33)
2332
Damit erhalten wir fiir den néichsten Naherungswert x3 an /30
222 +30 — 22 30+ 22
Ty = ay 47y = 2 Yy AT (4.34)

21‘2 21’2

Setzen wir x9 = 5.5 ein, so ergibt sich numerisch ro = —0.125/5.5 ~ —0,022 727273 (also wie
erwartet ein negativer Wert) und

x3~ 5.5 —0,022727273 ~ 5,477 272727. (4.35)
Im néchsten Schritt erhalten wir, vgl. (4.34), in vélliger Analogie

30+ 3

5 mit dem numerischen Wert x4 ~ 5,47722557525. (4.36)
x3

L4
Die babylonische Methode erweist sich als sehr effektiv, denn das Quadrat von x4 hat den
numerischen Wert 2% ~ 30,000 000 002 2, ist also schon auf 8 Nachkommastellen nahe am Wert
30. Auflerdem ist der néchste Naherungswert x5 = 5,47722557505 und also die N&herung
bereits in der 9. Nachkommastelle stabil.

4.2.2. Babylonisches Wurzelziehen abstrakt — Das Heron Verfahren. Nun wollen
wir obiges Verfahren etwas genauer analysieren. Zunéchst ldsst sich aus (4.36) die allgemeine

Formel fiir die Iteration zu
30 + 2

22,

LTn+1 = (437)
ablesen. Wenn wir uns nun noch vom konkreten Wert /30 16sen und allgemein die Quadrat-
wurzel /a einer beliebigen positiven Zahl a anndhern wollen, so erhalten wir offensichtlich
die folgende Naherungsfolge (z,) in rekursiver Darstellung

a+ x%
2xp,

Tni1 = (n € N\ {0}). (4.38)

Wenn wir diese Darstellung geringfiigig umformen zu

1
tai = (a: + “) , (4.30)

In
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erkennen wir iibrigens einen alten Bekannten: das Heron- Verfahren, siehe z.B. (Steinbauer,

, 1.3.24), Forster, , 86.
Mit der Formel (4.39) ist auch eine klare und einprigsame geometrische Veranschaulichung

verbunden: Wir interpretieren die Zahl a, deren Wurzel wir ja suchen, als die Flédche eines
Rechtecks R; mit den Seitenléingen

x1 (also dem Startwert) und y; = 2. (4.40)
1
Die Aufgabe ist es nun das zu Ry flichengleiche Quadrat @ zu finden, das dann natiirlich die
Seitenldnge /a haben muss. Die Iteration funktioniert nun so (siehe auch Abbildung 4.21),
dass die neue Seitenlénge zo als Mittelwert zwischen x; und y; angesetzt wird, also als

1 1 a
- S - . 4.41
$2—2($1+y1) B <901+$1> ( )

Das liefert uns ein zu R; flichengleiches Rechteck R mit den Seitenlédngen

xg und yy = g, (4.42)
x

2

dessen Seitenléingen bereits ndher beieinander liegen, d.h. das niher an einem Quadrat ist.
Weitere Iteration fithrt dann auf Rechtecke R,, mit den iterativ gegebenen Seitenléingen

1 1 a a
Tpt1 =5 (Tn+yn) =5 (Tn+ — und  yp41 = ) (4.43)
2 2 In Tn+1
also genau auf die Iteration (4.39).
=
2 5 — > =
7 cm <] 7 cm? by
7 cm
4 cm
kg ) o
7 cm? = 7 cm? e ————* 7 cm?® N
2,875 em 2.6548... cm 2,6457... cm

Abb. 4.21: Geometrische Veranschaulichung des Heron Verfahrens zur Berechnung von V.

4.2.3. Eine natiirliche Fragestellung. Nun stellt sich mit einiger Dringlichkeit die Frage:
Funktioniert das Verfahren immer? Priziser formuliert: Kommt die Naherungsfolge (x,,) der

Zahl \/a mit wachsendem n immer niher und was heifit das genau?

4.2.4. Fehlerabschéitzung. Um eine erste Antwort zu finden untersuchen wir das Verhalten
des Fehlers z, in jedem Schritt der Iteration, also von

Zn = Va— (n>1). (4.44)
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Aus (4.38) ergibt sich sofort

2 2_2 _ 2 2
N Y R O Y)

Diese Gleichung besagt zunéchst, dass alle Fehler z, (fiir n > 2) negativ sind, weil ja alle
Néherungen z,, positiv sind; letztere sind also (fiir n > 2) immer grofler als y/a, genauer

T, >+a fir n>2. (4.46)

Nun werden wir mit Hilfe der Gleichung (4.45) zeigen, dass sich der Fehler in jedem Schritt
mindestens halbiert. Tatséchlich folgt aus (4.45) zunéchst

n n - 1
Zntl = _Zn Zn = M Zn = < — ﬁ) Zn.- (4.47)

2%, 2z, 2 2z,
Nun gilt, wie in (4.46) bemerkt, dass z, > /a fiir n > 2, also 0 < v/a/(2z,) < 1/2 und daher

1 a
ol = |3 - 32

1
— 4.48
B 2, |Zn| < B |zn|a ( )

also ist der ,neue” Fehler z,,; hochstens halb so grofi wie der ,alte” Fehler z,. Wenn wir
diese Ungleichung iterieren, dann erhalten wir die Abschétzung

1 11 1
|Zn+1| < 5 |Zn| < 5 5 |Zn71‘ <. < 27 |Z1’7 (449)
und somit
|2n| < on—1 |21] (n>2). (4.50)

Diese Formel besagt auch, dass sich in jedem Schritt der Approximation die Anzahl der
giiltigen Dezimalstellen (n&herungsweise) verdoppelt — eine Tatsache, die empirisch erfahr-
bar ist, wenn man das Verfahern explizit durchfiihrt und die uns im Folgenden zur Grenz-
wertdefinition fithren wird.

4.2.5. Approximationsgiite. Angenommen wir wollen mit dem Heron-Verfahren die Qua-
dratwurzel y/a bis auf 7 Dezimalstellen genau berechnen. Das bedeutet, das wir eine Fehler-
schranke von 10~7 unterschreiten miissen in dem Sinn, dass wir ein x,,, finden, fiir das

IVa —xp,| <1077 (4.51)

gilt. Die Fehlerabschétzung (4.50) hilft uns dabei, denn es gilt

1
Va—za| = |za] < |21] 55 (4.52)

und wir miissen also nur einen Index ng finden, sodass

|21 =T < 1077 also 2071 > 107 |z| gilt. (4.53)
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Das kénnen wir leicht erreichen, indem wir z.B. ng > 2 - 107 |z;| wihlen, denn wegen 2F > k
(k € N)Y gilt dann

1 1 1
gno—1 — 520 = gm0 > 52 107 |21 = 107 |zy]. (4.54)

Wegen der Urspriinglichen Fehlerabschétzung (4.50) ist dann im iibrigen auch sichergestellt,
dass fiir alle ng nachfolgenden Indizes, also fiir alle n > ngy die gewiinschte Fehlerschranke
(4.51) gilt.

Mehr noch, auf diese Weise konnen wir

zu jeder beliebig vorgegebene Fehlerschranke einen (von ihr abhéngigen) Index ng
angeben, ab dem die Niherungsfolge (z,,) die Fehlerschranke unterschreitet, d.h.
im geforderten ,, Toleranzintervall” um +/a liegt.

Genau diese Vorstellung liegt aber der Grenzwertdefinition zugrunde, die wir im Lichte der
obigen Diskussion wie folgt formulieren:

Eine relle Folge (z,,) konvergiert gegen x € R, wenn es zu jeder (noch so kleinen)
Toleranz € > 0 einen (i.a. von € abhéngigen) Index ng gibt, sodass alle Folgenglie-
der x,, mit Index n > ng im entsprechenden Toleranzintervall (x — e, x + ) liegen,
also

|z, — x| < e (4.55)

gilt.

Bevor wir im néchsten Abschnitt genauer auf den Grenzwertbegriff eingehen machen wir eine

4.2.6. Mathematische Zwischenbemerkung.

(1) Dass die Wahl ng > 2-107 |z;| (unter Gleichung (4.53)) tatsichlich moglich ist, folgt im

deduktiven Aufbau der Analysis aus dem Archimedischen Axiom, siehe z.B. (Steinbauer,

, 0.1.11). Dieses besagt ja gerade, dass es zu jeder (beliebig grofien) reellen Zahl eine

natiirlich Zahl gibt, die diese iibertrifft. Daraus folgt im Ubrigen auch, dass 1/n eine

Nullfolge ist, vgl. (Steinbauer, , 1.1.3). Dass dieser fundamentalste alle Grenzwerte

im deduktiven Aufbau der Analysis im Archimedischen Axiom kodiert ist, ist natiirlich

kein Thema fiir den Unterricht; zu wissen lohnt es sich fiir Lehrer/innen aber allemal.

(2) Tatséchlich ist fiir die Konvergenz des Heron-Verfahrens der Startwert irrelevant. Ge-

nauer, die Approximationsfolge (z,) konvergiert fiir jeden positiven Startwert x; gegen

v/a. Das sieht man aus der Fehlerabschétzung (4.50), denn der Fehler z,, wird beliebig
klein, egal, wie grofl der ,Start-Fehler“ |z;| = |/a — x1] ist.

9Wenn nicht offensichtlich, ldsst sich das mit Induktion in einer Zeile zeigen:
2°=1>0,2"'=2>L k> k+1: 2871 =228 > 2k >k +1 fiir k> 1.
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4.2.B Der Grenzwertbegriff: Fachliche Grundlagen und Formulierungen

Wir beginnen mit einer mathematischen Prézisierung und der komprimierten Form der Defi-
nition des Grenzwerts von Folgen.

Mathematische Faktenbox 8: Grenzwert von Folgen

.

4.2.7. Definition (Limes). Eine relle Folge (x,) konvergiert gegen ein z € R, falls
Ve>0 dngeN: Vn>ng: |z—uz, <e. (4.56)

In diesem Fall heisst x Grenzwert oder Limes der Folge (z,,) und wir sagen (z,,) konveriert
gegen x. Hat eine Folge (x,) einen Grenzwert, so nennen wir sie konvergent, andernfalls
heiflt sie divergent.

4.2.8. Schreib- und Sprechweisen. Die folgenden Schreib- und Sprechweisen sind
iiblich:
Tpn = (n— o0) oder kiirzer x, — x
»(zn) geht/konvergiert gegen x (fiir n gegen unendlich)”,

lim z, = x oder kiirzer limx, =z
,Limes von x, ist ” oder ,x ist Limes von (z,)”.

Falsch hingegen ist : lim z,, — x, ,Limes (z,) geht gegen z”.

4.2.9. Beispiel (Konvergente und divergente Folgen).

(1) Konstante Folgen konvergieren trivialerweise, z,, = a — a; dafiir hétte man den
Grenzwertbegriff aber nicht erfinden miissen!

(2) Das Erzbeispiel einer (nicht-trivial) konvergenten Folge ist (2),>1. Sie ist eine Null-
folge, d.h. sie konvergiert gegen 0, % — 0, was wie oben gesagt aus dem Archimedi-
schen Axiom folgt.

(3) Weitere prominente Nullfolgen sind % und {’/Lﬁ fiir jedes (fixe) p € N und ¢" fur
jedes feste ¢ € R mit |¢| < 1.

(4) Weitere prominente konvergente Folgen sind: {/a fiir jedes feste a € R und sogar
{/n gehen gegen 1, (1+ %)n e l+q+¢+ - +q¢"— 117(1 fiir jedes feste ¢ € R
mit [g| < 1.

(5) Folgen kénnen aus zwei Griinden divergieren: entweder sind sie unbeschréinkt wie
x, = n oder sie haben (mindestens) zwei Hiufungswerte wie die ,, Vorzeichenma-

schine* x, = (—=1)".

J

4.2.10. Grenzwert und Hiufungswert.

FEin gutes Verstdndnis des Grenzwertbegriffs

ergibt sich auch in seiner Abgrenzung zum Begriff Hiufungswert (manchmal auch Haufungs-
punkt'®) einer Folge. Dabei ist ein Hiaufungswert intuitiv ein Punkt, dem die Folge immer
wieder beliebig nahe kommt, aber sich dazwischen wieder von ihm entfernen kann. Die Folge
muss also nicht ab einem bestimmten Index immer nahe dem Haufungswert sein, sondern es

2

10Fs gibt einen mathematischen Grund, der gegen diese Bezeichnung spricht: Ein Haufungswert einer Folge
ist nicht immer auch Hiufungspunkt der Menge der Folgenglieder, z.B. fiir konstante Folgen, vgl. (Steinbauer,

122, 1.3.29).
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sind ,,Ausreifler” erlaubt. Wir geben unten eine mathematische Prazisierung dieser Beschrei-
bung. Alternativ werden Hiufungswerte einer Folge auch oft als Grenzwerte von Teilfolgen
definiert, vgl. etwa (Steinbauer, 2022, 1.3.6).

Mathematische Faktenbox 9: Hiufungswert

4.2.11. Definition(H#&ufungswert). Ein Punkt = € R heiit Hiufungswert der reellen
Folge (z,,), falls
Ve>0 VnpeN In'>ng: |z—azy|<e (4.57)

4.2.12. Beispiele & Bemerkung (H&iufungswert). Neben dem obigen einfachen
Beispiel der ,,Vorzeichenmaschine” hat etwa auch die Folge x,, = (—1)" + % die beiden
H&aufungswerte +1. Uberdies ist natiirlich der Grenzwert einer Folge immer auch ein
Haufungswert. Die Umkehrung ist offensichtlich falsch. (Es gilt sogar: Eine Folge ist genau
dann konvergent, wenn sie beschréinkt ist und genau einen Hiufungswert hat. Dieser ist
dann auch der Grenzwert, vgl. Heuser, 2003, Satz 28.5.)

4.2.13. Grenzwert: Formulierungen, Sprechweisen & Veranschaulichungen. Es ha-
ben sich noch viele weitere Sprechweisen eingebiirgert, die besonders griffige bzw. anschauliche
Formulierungen der Grenzwertbedingung 4.2.7 erméglichen. Wir besprechen die wichtigsten
davon und beginnen mit den folgenden Redeweisen:
(1) Fiir z € R und jedes € > 0 bezeichnen wir das offene Intervall U.(z) = (x — e,z +¢) als
e-Umgebung von x, siche Abbildung 4.22.

a€ a ate
4 | N
\ | /

Abb. 4.22: Eine e-Umgebung der Zahl a am Zahlenstrahl.

(2) Wir sagen, dass fast alle Glieder der Folge () in einer Menge M liegen, wenn x,, € M
fiir alle Indizes n mit hochstens endlich vielen Ausnahmen gilt, d.h. wenn x,, ¢ M fiir
hochstens endlich viele n gilt.

Wenn es aber nur endlich viele solcher ,, Ausnahme-Folgenglieder“ gibt, die nicht in M

liegen, dann gibt es auch ein ,spétestes® (d.h. mit hochstem Index) unter ihnen, sagen

wir ap,. Alle ,spateren® Folgenglieder, d.h. alle x,, mit n > ng liegen dann in M.
Wenn wir diese beiden Sprechweisen kombinieren, kénnen wir die Konvergenzbedingung 4.2.7
wie folgt umformulieren:

(F2) Eine Folge (z,) konvergiert gegen z € R, falls in jeder (noch so kleinen)
e-Umgebung von z fast alle Folgenglieder von (z,,) liegen.

Mit dieser Formulierung ist das Bild des ,,Hineinzoomens“ verbunden: Egal wir stark man in
die Nédhe von z (etwa mit einem Mikroskop) hineinzoomt, man sieht immer fast alle Folgen-
glieder (d.h. nur endlich viele liegen jeweils aufierhalb des Bildausschnitts des Mikroskops).

Warnung: Fast alle Folgenglieder sind ,,mehr” als nur unendlich viele. Liegen blofl unendlich
viele Folgenglieder einer Folge () in jeder e-Umgebung eines Punktes = € R, dann ist x zwar
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Haufungswert von (z,) (vgl. 4.2.11), aber nicht notwendiger Weise Grenzwert. Ein Beispiel
ist wieder die ,,Vorzeichenmaschine” z,, = (—1)" mit ihren beiden Héufungswerten 1 und —1.
In jeder e-Umgebung von 1 liegen unendlich viele Folgenglieder, ndmlich alle mit geradem
Index, da xg, = (—1)?® = 1 fiir alle n € N. Ebenso liegen unendlich viele Glieder in jeder
e-Umgebung von —1, niamlich alle mit ungeradem Index, denn xo,,1 = (—1)2"*! = —1 fiir
alle n € N. Richtig ist die folgende Formulierung

(F3) Ein z € R ist Hdufungswert einer Folge (zy,), falls in jeder (noch so kleinen)
e-Umgebung von z unendlich viele Folgenglieder von (x,,) liegen.

Eine weitere gute und anschauliche Formulierung der Grenzwertbedingung macht sich die
Sprechweise des ,,Schliellich* zu Nutze. Sie erlaubt eine Umformulierung des ,fast alle“ von
oben.
(3) Wir sagen eine Folge (z,,) bleibt schlieflich in einer Menge M, wenn alle Folgenglieder
ab einem bestimmten Index, sagen wir ng, in M liegen, also wiederum z,, € M fiir alle
n > ng gilt.
Damit ergibt sich nun klarerweise die Formulierung:

(F4) Eine Folge (x,) konvergiert gegen = € R, falls sie schlielich in jeder e-
Umgebung von z bleibt.

Zu den Formulierung (F2) und (F4) passen die folgenden unmittelbaren Veranschaulichungen
im Bilde der Folge als ,Spaziergang” in R (Abbildung 4.23) und am Graphen der Folge
(Abbildung 4.24).

-—-—0—-—0—0—(~—0+= oo ° ®
I
-+

a-«& a ate

Abb. 4.23: Eine e-Umgebung um den Grenzwert: Darstellung am Zahlenstrahl

Grenzwert

s—Umgeburig

Abb. 4.24: Eine e-Umgebung um den Grenzwert: Darstellung im Koordinatensystem

Dabei ist zu beachten, dass ein wesentlicher Aspekt der Definition in den Veranschaulichungen
nicht unmittelbar ersichtlich ist. Es muss ja fiir alle (noch so kleinen) ¢ > 0 ein entsprechender
Folgenindex ng existieren, sodass alle spiteren Folgenglieder (also alle x,, mit n > ng) in der
e-Umgebung liegen.
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Dieser wichtige Punkt kann besonders anschaulich in Form eines Spiels ausgedriickt werden:
Die erste Spielerin gibt beliebig ein € bzw. eine e-Umgebung um den vermuteten Grenzwert x
vor. Beliebig, also beliebig klein, kann in diesem Kontext als ,,moglichst gemein“ verstanden
werden, um es der zweiten Spielerin moglichst schwer zu machen. Diese soll ndmlich die
Konvergenz von (z,,) gegen x zeigen, d.h. sie/er muss zu jeder noch so ,,gemeinen* e-Vorgabe
immer noch ein ng finden, sodass alle spéteren Folgenglieder e-nahe am Grenzwert liegen.
Natiirlich kann ein solches Spiel nicht in alle Ewigkeit durchgefiihrt werden, um wirklich fiir
alle € ein geeignetes ng zu finden — hier ist dann im ,, wirklichen Leben* ein mathematischer
Beweis von Noten!

Uber die hier vorgestellten Formulierungen hinaus gibt es natiirlich auf verschiedenen Ex-
aktheitsstufen gute und weniger gute (Um-)Formulierungen der Grenzwertdefinition. Dabei
ist eine Formulierung dann gut, wenn sie den Sachverhalt préizise wiedergibt und in ihrer
verbalen Formulierung klar und anschaulich ist, ohne Fehlvorstellungen zu provozieren.

4.2.14. Grenzwertberechnungen — praktische Aspekte.

Der Grenzwertbegriff ist in gewisser Weise das Herzstiick der gesamten Analysis. Daher
kommt dem Berechnen von Grenzwerten eine grofie Bedeutung zu. Wie Sie aus Ihrer Analysis-
Ausbildung sicher mitgenommen haben, kann das aber ganz schén unangenehm sein!

Genauer: Es kann oft ganz trickreich werden, wenn man nachweisen soll, dass eine gegebene
Folge konvergiert und dann auch noch der Grenzwert bestimmt werden soll. Nur in den
allerseltensten Féllen, wird man damit erfolgreich sein, direkt die Definition des Grenzwerts
zu verwenden. Daher vermeidet man es maglichst Grenzwerte in diesem Sinne ,direkt” zu
berechnen und nimmt stattdessen zwei Hilfsmittel zur Hand

(1) Wissen iiber die Eigenschaften konvergenter bzw. divergenter Folgen

(2) Grenzwertsiitze, die es erlauben aus der Konvergenz einfacher Folgen auf die Konvergenz
komplizierterer Folgen zu schlielen und ganz konkret ihren Limes aus den Limiten der
einfacheren ,,Bausteine“ zu berechnen.

Diese Werkzeuge werden in der Analysis zu einem wirkungsvollen Kalkiil ausgebaut, dessen
Anfangsgriinde im schulsichen Kontext besonders geeignet sind die zweite der Winterschen
Grunderfahrungen (mathematische Welt, vgl. 2.2.7) zu vermitteln. Dartiberhinaus lassen diese
beiden Werkzeuge eine gute Intuition entstehen, wie konvergente/divergente Folgen , ausse-
hen*. Wir prézisieren diese Hilfsmittel wie folgt.

Mathematische Faktenbox 10: Konvergente Folgen

4.2.15. Faktensammlung: konvergente Folgen. Folgende Tatsachen zu Grenzwerten
sind fundamental:
(1) Eine konvergente Folge hat genau einen Grenzwert. Somit hat jede Folge hdchstens
einen Grenzwert, vgl. etwa (Steinbauer, 2022, 1.2.21)%
(2) Konvergente Folgen sind beschriankt, die Umkehrung ist falsch, siehe etwa (Stein-
bauer, 2022, 1.2.17 ff)°.
(3) (Grenzwertsitze) Konvergieren die Folgen (x,) und (y,), dann konvergieren auch
die Folgen (z,, £ yn), (2 - yn) und, falls y,, # 0 auch (z,/y,) und es gilt (vel. z.B.
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Mathematische Faktenbox 10 — Fortsetzung

(Steinbauer, 2022, 1.2.23 f))

lim(z, £ y,) = limz,, £ limy,,

lim(zy, - yp) = limzy, -limy, und lim (a:_n)
Un

I
= (4.58)
lim y,,
(4) (Sandwichlemma) Gilt fiir die drei Folgen (x,), (y,,) und (zy,), dass z,, < y, < z, fiir
alle n und z,, — z, sowie z, — x, dann konvergiert auch (y,,) und es gilt limy,, = x,
vgl. etwa (Steinbauer, 2022, 1.2.29).

“Der Beweis dieser fundamentalen Tatsache ist einfach und beruht auf folgender Idee: Gébe es zwei
verschiedene Limiten, dann wéren fast alle Folgenglieder in jeder e-Umgebung beider Grenzwerte und
damit jeder der beiden in jeder e-Umgebung des anderen. Daher sind sie aber gleich.

b Auch hier ist die Beweisidee sehr einfach: Konvergiert eine Folge, so sind alle spiiten Glieder, sagen
wir ¢ = l-nahe am Grenzwert, also beschrinkt. Die endlich vielen Ausnahmen sind klarerweise auch
beschrinkt. Die Umkehrung ist falsch, wie z.B. die ,, Vorzeichenmaschine zeigt.

4.2.16. Technologieeinsatz. Natiirlich ist die Berechnung von Folgengrenzwerten mittels
Technologie moglich. Sowohl Geogebra als auch alle anderen verbreiteten CAS (Computer-
algebra-Systeme) wie Mathematica und Maple verfiigen iiber méchtige Funktionen, die es
erlauben, Grenzwerte einfach zu berechnen.

Trotzdem ist ein gewisses Mafl an Grundwissen iiber Grenzwerte einfacher Folgen fiir Leh-
rer/innen unerlésslich. Daraus ergibt sich vor allem ein Gefiihl fiir verschieden starkes Wachs-
tum, wie es auch die folgenden Ubungsaufgaben vermitteln.

4.2.17. Die Notwendigkeit der Prizisierung. Zum Abschluss streichen wir heraus, dass
die in der Definition des Grenzwerts vorgenommene und in unserer Diskussion dargestellte
Prézisierung des Grenzwertbegriffs unerlésslich ist, um den Begriff genau zu erfassen. Es gibt
ndmlich zahlreiche Beispiele, die schmerzlich aufzeigen, wie eng die Grenzen eines intuiti-
ven Verstdndnis des Grenzwertbegriffs tatséchlich sind. Eine sehr frithe Sammlung solcher
Beispiele enthélt z.B. (Bolzano, 1851). Wir erwéhnen hier kurz zwei der am verbreitetsten.

(1) Treppenstufen: Die ,, Treppenfolge* in Abbildung 4.25 nihert sich optisch der Diagonale
des Einheits-Quadrats beliebig an: Die ,,spiaten“ Treppen bleiben sogar als ganzes belie-
big nahe an der Diagonalen. Trotzdem ist die Gesamtlange jeder Treppe immer 2, aber
die Lénge der Diagonale gleich /2. D.h. genauer, obwohl die Treppen optisch (und in
einem geeigneten mathematischen Sinn als Kurven) gegen die Diagonale konvergieren,
konvergieren die Lingen der , Treppenkurven” nicht gegen die Linge der Diagonalen!!.

(2) Halbkreisbigen: Analog gilt fiir die in den Einheitskreis eingeschriebenen Halbkreisbogen
in Abbildung 4.26, dass sie sich graphisch immer mehr der Sehne mit Lénge 2 annéhern.
Aber die Summe der Umfinge der Halbkreisbogen mit gleichem Radius bleibt immer
konstant gleich 7 ist.

"'Mit diesem Beispiel steht im Zusammenhang, dass in der Theorie der Léngenrdume (Eine mathematische
Theorie, die das Konzept der Liange von Kurven moglichst abstrakt fasst und viele Anwendungen in der
(metrischen) Geometrie hat.) Lingen unterhalbstetig sind: Kurven kénnen nur von einer Folge lingerer Kurven
gleichméfBig approximiert werden.
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Abb. 4.26: Die Summe der Langen der Halb-

Abb. 4.25: Die Linge der Treppen ist kon- kreisbogen ist m, aber die Lénge der Sehne
stant 2, die Liénge der Diagonale aber v/2. ist 2.

4.2.C Aspekte und Grundvorstellungen zum Grenzwertbegriff

Nachdem uns die Betrachtungen zur ndherungsweisen Berechnung von Quadratwurzeln in Ab-
schnitt 4.2.A zum Grenzwertbegriff gefithrt haben und wir in Abschnitt 4.2.B die fachlichen
Grundlagen sowie entscheidende Hinweise zur verbalen Ausformulierung der Grenzwertdefini-
tion diskutiert haben, sollen hier nun systematisch die Aspekte und Grundvorstellungen zum
Grenzwertbegriffs betrachtet werden.

4.2.C.1 Aspekte des Grenzwertbegriffs

Beim Grenzwertbegriff lassen sich zwei entscheidende Aspekte ausmachen, die in den vor-
gehenden Ausfithrungen in Abschnitt 4.2.A und 4.2.B stellenweise bereits durchgeschimmert
sind. Es sind dies der dynamische und der statische Aspekt des Grenzwertbegriffs. Die beiden
Aspekte sind, obwohl in ihrem Ansatz gegensétzlich, natiirlich eng miteinander verkniipft und
werden am besten als die zwei Seiten ein und derselben Medaille aufgefasst.

4.2.18. Der dynamische Aspekt. Dem dynamischen Aspekt des Grenzwertbegriffs liegt
die intuitive Vorstellung eines unendlich wiederholbaren Vorgangs zugrunde. Solche potenziell
unendlichen Vorgénge sind uns in der Vorlesung schon an manchen Stellen begegnet. Zum
Beispiel:

e Medikamentenspiegel, 4.1.8: Nach einer Anfangsdosis von 400mg hat sich der Medika-
mentenspiegel nach sukzessiver Verabreichung und entsprechendem Abbau bei 1600mg
eingependelt.

e Koffeingehalt, 4.1.14: Ebenso verhélt es sich bei der Entwicklung des Koffeingehalts,
wenn der Vorgang des Kaffeetrinkens Stunde fiir Stunde sukzessive unter den in der
Aufgabenstellung gegebenen Bedingungen fortgesetzt wird. Der Koffeingehalt pendelt
sich dann bei etwas mehr als 571mg ein.

e Schlangenlinie, 4.1.16: Auch die Schlangenlinie, bei der der Radius der Halbkreise suk-
zessive halbiert wird, lisst sich theoretisch bzw. gedanklich als unendlicher Vorgang
ausfithren. Wird fiir den ersten Radius beispielsweise 1lcm gewéhlt, dann sind die fol-
genden Radien 0.5cm, 0.25cm, 0.125cm, 0.0625cm, 0.03125¢m, 0.015625cm, 0.078125cm
... lang. Bei zunehmend fortschreitender Halbierung kommen die Radien einer Lénge
von Ocm beliebig nahe.
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Bei allen drei Beispielen ldsst sich ein Wert angeben, dem sich die Folgenglieder mit wach-
sendem n beliebig ndhern und in dessen Néahe fast alle Folgenglieder liegen. Alle drei Folgen
erfiillen aber besondere Eigenschaften: Sie sind streng monoton wachsend/fallend und nach
oben/unten beschriankt und daher konvergieren sie gegen ihr Supremum/Infimum.

Ein anderes Beispiel wire die Folge a, = (—1)"/2". Sie ist zwar nicht monoton, aber trotzdem
ldsst sich auch ein Wert angeben, dem sich die Folgenglieder mit wachsendem n beliebig néhern
und in dessen Nihe fast alle Folgenglieder liegen.

Historisch betrachtet, hat der dynamische Aspekt des Grenzwertbegriffs lange Tradition —
er war schon in der griechischen Antike bekannt und geht (mindestens) auf Aristoteles und
seine Vorstellung des Unendlichen zuriick (siehe Abschnitt 4.2.E).

4.2.19. Der statische Aspekt. Im statischen Aspekt des Grenzwertbegriffs wird die (dy-
namische) Sichtweise, dass eine Folge dem Grenzwert mit wachsendem n beliebig nahe kommt
gewissermaflen umgekehrt. Es wird nun nicht mehr der Wert, um den sich die Folgengliedern
»einpendeln” gesucht, sondern ein fester Wert wird vorgegeben und auf seine Eigenschaften
beziiglich der Folge untersucht. D.h. Ausgangspunkt der statischen Sichtweise ist ein fester
Wert und es wird jenes Folgenglied gesucht, ab dem alle weiteren Folgenglieder in einer vor-
gegebenen Umgebung dieses Wertes liegen. Hier kommt also ganz offensichtlich eine enge
Beziehung zur formale Definition des Grenzwerts zum Vorschein.

Der statische Aspekt ist historisch gesehen wesentlich jiinger als der dynamische und wurde
erst von Karl Weierstrafl (1815 — 1897) formalisiert, siehe auch Abschnitt 4.2.E.

4.2.20. Aspekte des Grenzwerts im Mathematikunterricht. Die fachdidaktische Lite-
ratur ist sich weitgehend darin einig (vgl. etwa Bender, ), dass eine tragfihige Vorstellung
iiber das ,,Unendliche” und den Grenzwert

(1) mithilfe des dynamischen Aspekts aufzubauen ist,
dass der Aufbau eines tiefen Verstéindnisses der Grenzwertdefinition aber

(2) einen bewussten Perspektivenwechsel hin zum statischen Aspekt
des Begriffs verlangt. Des weiteren wird in der Literatur auf die Schwierigkeit hingewiesen,
den dynamischen Aspekt in den entscheidenden Phasen der Begriffsbildung auszuschalten
und sie dann wieder zuzulassen.

In unserem Zugang haben wir den Perspektivenwechsel vom dynamischen zum statischen
Aspekt in Abschnitt 4.2.A bei den Betrachtungen zur Approximationsgiite vollzogen. Davor
wird im Sinne des dynamischen Aspekts jener Wert gesucht, dem sich Wurzel /30 annihert.
In 4.2.5 (Approximationsgiite) hingegen wird dann im Sinne des statischen Aspekts fiir den
(vermuteten) Grenzwert eine Fehlerschranke vorgegeben und ein x,,, gesucht, ab dem die Folge
diese Fehlerschranke unterschreitet.

4.2.C.2 Grundvorstellungen zum Grenzwertbegriff

Hier besprechen wir die Grundvorstellungen zum Grenzwertbegriff, die diesem — wie in Ka-
pitel 2 im allgemeinen besprochen — eine inhaltliche Deutung geben und damit fiir den
Unterricht eine Leitlinie darstellen.

4.2.21. Anndherungsvorstellung zum Grenzwertbegriff. Die Anndherungsvorstellung
steht besonders deutlich mit dem dynamischen Aspekt des Grenzwertbegriffs in Verbindung
und wird wie folgt formuliert:
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FD-Box 22: Annidherungsvorstellung

Das Zustreben oder Annéhern der Werte der Folgenglieder an einen festen Wert oder ein
Objekt liefert die Anndherungsvorstellung als intuitive Vorstellung vom Grenzwert.

Aufgrund der Betonung des Grenzwerts als ,,festen Wert” bestehen aber auch (schwichere)
Beziige zwischen der Annéherungsvorstellung und dem statischen Aspekt.

Ein erstes Arbeiten in Richtung dieser Grundvorstellung kann bereits in der 8. Schulstufe
beim néherungsweisen Berechnen von Quadratwurzeln erfolgen. Erneut aufgegriffen wird diese
Grundvorstellung beim numerischen Losen von Gleichungen (z.B. Newton-Verfahren).
Wichtig ist im Zusammenhang mit der Anderungsvorstellung, dass die Schiilerinnen und
Schiiler erkennen, dass unendliche Prozesse einem Grenzobjekt beliebig nahe kommen kénnen.
Dabei sollten sowohl grafische als auch numerische Vorstellungen miteinander verbunden wer-
den.

4.2.22. Umgebungsvorstellung zum Grenzwertbegriff. Die Umgebungsvorstellung
baut auf dem statischen Aspekt des Grenzwertbegriffs auf und wird wie folgt formuliert:

FD-Box 23: Umgebungsvorstellung

Zu jeder noch so kleinen Umgebung um den Grenzwert liegen ab einem bestimmten
Folgenglied alle weiteren Glieder in dieser Umgebung.

Die Umgebungsvorstellung zielt also darauf ab, dass bei einer vorgegebenen Umgebung ein
Folgenglied gesucht wird, ab dem alle weiteren Folgenglieder in dieser Umgebung liegen. Bei
dieser Grundvorstellung ist es entscheidend, dass die Schiilerinnen und Schiiler einmal mehr
grafische und numerische Vorstellungen mit der Umgebung eines Zahlenwertes verbinden und
diese auch noch mit den Folgengliedern in Beziehung setzen kénnen. Nach Greefrath et al.,
20106, S. 3.5 ist die Umgebungsvorstellung auch damit verbunden, dass die Schiilerinnen und
Schiiler das Grenzwertverhalten einer Folge verbal und formal beschreiben kénnen.

4.2.23. Objektvorstellung zum Grenzwertbegriff. Zu guter Letzt ldsst sich auch zum
Grenzwertbegriff eine Objektvorstellung formulieren:

FD-Box 24: Objektvorstellung

Grenzwerte werden als mathematische Objekte — etwa (feste) Werte, Matrizen oder geo-
metrische Objekte — angesehen, die durch Folgen — etwa eine Zahlenfolge, eine Folge von
Matrizen oder geometrischen Objekten — konstruiert oder definiert werden.

Die Objektvorstellung soll es Schiilerinnen und Schiilern unter anderem erméglichen,
Nullfolgen als Prototypen fiir konvergente Folgen zu sehen,

Folgen anhand der Folgenterme bzgl. ihres Grenzwertverhaltens zu klassifizieren,
das Grenzwertverhalten mithilfe der , Limes-Schreibweise” anzugeben und
Grenzwerte berechnen zu konnen.

Die Objektvorstellung zum Grenzwertbegriff ist also im schulischen Mathematikunterricht
duBert relevant. Sie baut auf dem statischen Aspekt des Grenzwertbegriffs auf und umgekehrt
steht der statische Aspekt in direkter Beziehung zur Objektvorstellung des Grenzwertbegriffs.
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Summa Summarum ergibt sich fiir die Wechselbeziehungen der Aspekte und Grundvorstellung

zum Grenzwertbegriff die Darstellung 4.27.

Dynamischer Aspekt

Statischer Aspekt

Ann#herungsvorstellung

Umgebungsvorstellung

-

Objektvorstellung

J

Abb. 4.27: Aspekte und Grundvorstellungen zum Grenzwertbegriff und ihre wechselweisen

Beziehungen
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4.2.D Der Grenzwert in der Schule - Zugéinge im Unterricht

Im Lehrplan der AHS Oberstufe wird der Grenzwert an nur zwei Stellen erwdhnt. Einmal
im Kompetenzmodul 3 (6. Klasse) Figenschaften von Folgen kennen und untersuchen kinnen
(Monotonie, Beschranktheit, Grenzwert), das andere Mal im Grundkompetenzkatalog der
Handreichung zum Lehrplan mit FA-L 7.4 Grenzwerte von einfachen Folgen ermitteln kinnen.
Es stellt sich also die Frage, wie kann dem ,,Herzstiick“ der Analysis im Mathematikunterricht
gebiihrend Rechnung getragen werden? D.h.: Wie lésst sich also nun unter Bertiicksichtigung
des Lehrplans und der in (siehe Abschnitt 4.2.C) ausgefiithrten Aspekte und Grundvorstel-
lungen der Grenzwertbegriff im schulischen Mathematikunterricht er- und bearbeiten, sodass
die Schiilerinnen und Schiiler zum einen die entsprechenden (Grund-)Vorstellungen aufbauen,
sich das notwendige (Grund-)Wissen zum Grenzwertbegriff aneignen und die zweckméfBigen
Grundfihigkeiten zum Arbeiten mit dem Grenzwerts erwerben?

4.2.D.1 Zur Ausbildung der Grundvorstellungen zum Grenzwertbegriff in der
Schule

Allgemein sieht Rudolf vom Hofe, Rudolf, 2003 drei Ziele beim Ausbilden von Grundvorstel-
lungen. Diese sind

FD-Box 25: Ziele beim Ausbilden von Grundvorstellungen

e Erfassen der Bedeutung des Begriffs — Ankniipfen an bekannte Sachzusammenhénge
oder Handlungsvorstellungen

e Aufbau von mentalen Représentationen — ermdoglichen operatives Handeln auf der
Vorstellungsebene

e Anwenden in neuen Situationen — erkennen der Struktur in Sachzusammenhéngen
und Modellieren des Phanomens mithilfe der mathematischen Struktur

\. J

Im Folgenden werden wir diese drei Punkte fiir den Fall des Grenzwertbegriffs spezifizieren.

4.2.24. Erfassen der Bedeutung des Grenzwertbegriffs. Zum FErfassen der Bedeu-
tung des Grenzwertbegriffs ist — wie oben schon angedeutet — das Ankniipfen an bekannten
Sachzusammenhénge oder Handlungsvorstellungen unabdingbar. Bei diesem Ankniipfen an
Bekanntes muss aber gleichzeitig der Wechsel vom dynamischen zum statischen Aspekt des
Grenzwertbegriffs erfolgen. Es gilt also zu iiberlegen, wie ein Vermittlungsprozess zwischen
dem dynamischen und statischen Aspekt unterrichtspraktisch gestaltet werden kann. Exem-
plarisch soll hier ein solcher Vermittlungsprozess gezeigt werden.

4.2.25. Hinfithrung zum Grenzwertbegriff auf numerischer und grafischer Ebene
mit Wechsel zur Umgebungsbetrachtung. Bei der Hinfithrung zum Grenzwertbegriff auf
numerischer und grafischer Ebene kénnen Vorgénge, die wir bereits in den Aufgabenstellungen
zum Medikamentenspiegel, zum Koffeingehalt und den geometrischen Mustern bearbeitet
haben, erneut — aber mit Fragestellungen, die auf den statischen Aspekt des Grenzwerts
abzielen — aufgegriffen werden.

Aufgabenstellung: Cholesterinspiegel. Der Zielwert fiir einen gesunden Gesamtcholes-
terinspiegel liegt bei maximal 190 mg/dl. Bei einem Patienten wurde ein erhéhter Choleste-
rinspiegel von 500 mg/dl festgestellt. Darauthin werden dem Patienten eine strikte Di&t und
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ein entsprechendes Medikament verordnet. Der Patient hélt {iber einen ldngeren Zeitraum
die vorgeschriebene Diét ein und nimmt auch das Medikament téglich ein. Die Entwicklung
seines Cholesterinspiegels lésst sich aufgrund dieses Verhaltens mit

1-0.8"

= 0.8"-5004+38 — O
¢ T8 T8

(4.59)

beschreiben, wobei n die Anzahl der Tage nach Therapiebeginn ist

e Stelle die Entwicklung des Cholesterinspiegels als Folge, in Form einer Tabelle sowie
grafisch auf der Zahlengeraden und im Koordinatensystem dar.
e Wann erreicht der Patient den Zielwert fiir einen gesunden Cholesterinspiegel?

Loésungserwartung:

A B 25 04 191.45393 50 49 190.00553
1 [n cin} 26 25 191.17115 51 50 180.00442
2 1 438 27 26 180.93692 52 51 150.00354
3 2 388.4 28 27 190.74953 53 52 190.00283
4 3 348.72 29 28 180.59963 54 53 180.00227
5 4 316.976 30 29 190.4797 55 54 180.00181
5 5 281.5808 31 30 180.38376 56 55 180.00145
7 B 271.26454 32 31 180.30701 57 56 190.00116
8 7 255.01171 33 32 190.24561 58 57 180.00083
9 8 242.00837 34 33 180.19649 59 58 190.00074
10 9 231.6075 35 34 190.15719 50 59 180.00059
11 10 223.286 3B 35 190.12575 61 50 180.00048
12 11 216.6288 37 35 190.1006 52 51 180.00038
13 12 211.30304 38 37 180.08048 63 52 190.0003
14 13 207.04243 39 38 190.06438 64 53 180.00024
15 14 20363394 40 39 180.05151 65 54 190.00019
16 15 200.80716 41 40 190.04121 66 65 180.00016
17 16 19872572 42 41 190.03296 87 86 190.00012
18 17 196.98058 43 42 190.02637 68 57 190.0001
19 18 195.58448 44 43 190.0211 69 58 190.00008
20 19 194.46757 45 44 190.01688 70 59 180.00006
21 20 193.57406 46 45 190.0135 71 70 180.00005
22 21 192.85825 47 46 190.0108 72 71 180.00004
23 22 182.2874 48 47 190.00864 73 72 180.00003
24 23 191.82892 49 48 190.00691 74 73 180.00003

Abb. 4.28: Entwicklung des Cholesterinspiegels - Tabelle

Abb. 4.29: Entwicklung des Cholesterinspiegels - Zahlengerade
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Abb. 4.30: Entwicklung des Cholesterinspiegels - Koordinatensystem

Wann der Patient den Zielwert fiir einen gesunden Cholesterinspiegel erreicht, héngt von der
Genauigkeit bzw. Toleranz der Messung des Cholesterinspiegels ab. Wenn auf eine Nachkom-
mastelle gemessen und gerundet wird, dann erreicht der Patient am 29. Tag einen Choleste-
rinspiegel von 190,4797 mg/dl und gerundet von 190 mg/dl. Wenn auf drei Nachkommastellen
genau gemessen wird, dann hat der Patient am 59. Tag einen Cholesterinspiegel von 190,001
mg/dl und am 60. Tag 190 mg/dl. Bei grofiziigigerer Betrachtung kénnte man auch den 36.
Tag wihlen, dort hat der Patient einen Cholesterinspiegel von 190,1006 mg/dl oder den 26.
Tag, dort hat der Patient einen Cholesterinspiegel von 190,93692 mg/dl.

Im Anschluss an eine solche Aufgabenstellung ist von der Lehrperson eine Riickschau auf
die Aufgabenstellung und ihre Lésung vorzunehmen, um den Schiilerinnen und Schiilern den
Aufbau mentaler Repréisentationen zu erméglichen. Dabei kann thematisiert werden:

e Werden die Folgenglieder mittels Tabelle dargestellt, dann wird auf der numerischen
Ebene gut sichtbar, dass sich die Folgenglieder mit wachsendem n dem Wert 190 beliebig
nihern und das fast alle Glieder der Folge in der Néhe von 190 liegen.

e Werden die Folgenglieder im Koordinatensystem dargestellt, dann wird einerseits die
Monotonie und Beschrinktheit der Folge gut sichtbar. Andererseits wird auch deutlich,
dass die meisten Punkte in einer Umgebung der Geraden y = 190 liegen.

e Werden die Folgenglieder auf der Zahlengerade dargestellt, dann wird deutlich, dass
die Folgenglieder mit fortschreitendem n immer niher zusammenriicken, sich um einen
Wert zusammenziehen bzw. an einer Stelle der Zahlengeraden konzentrieren. Auflerdem
liegen die meisten Folgenglieder bzw. Punkte in einer Umgebung von 190.

Das Anwenden der so herausgearbeiteten Sichtweise auf neue Situationen — z.B. die Folge
an = 2"7:1 — rundet das Ausbilden der Annéherungsvorstellung und Umgebungsvorstellung
ab.

4.2.D.2 Grundwissen zum Grenzwert aneignen

Im Anschluss an die Ausbildung der obigen beiden Grundvorstellungen (Anndherung- und
Umgebungsvorstellung) zum Grenzwertbegriff miissen sich die Schiiler*innen Grundwissen
zum Grenzwertbegriff aneignen. Zu diesem Grundwissen zéhlt:

e Begriff der Epsilon-Umgebung
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e Definition des Grenzwerts einer Folge; konvergent, divergent
e Zusammenhang zwischen Monotonie, Beschrinktheit und Konvergenz

Das Behalten dieses Grundwissens wird vor allem dann gefordert, wenn es immer wieder
verwendet wird (Vergessenskurve).

4.2.26. Epsilon-Umgebung. Im Kontext des Begriffs der Epsilon-Umgebung gilt es Sprech-
weisen wie fast alle Glieder der Folge liegen in einer Umgebung von ... mathematisch genauer
zu fassen. Dazu kann das Wissen aus der 9. Schulstufe herangezogen werden. Denn dort
werden beim Arbeiten mit Mengen, Zahlen und Rechengesetzen Zahlen, Betréige von Zahlen
und Intervalle auf einer Zahlengeraden dargestellt. Fiir die Epsilon-Umgebung werden also
ausgehend von Intervalldarstellungen auf der Zahlengeraden sowie den bisherigen Folgendar-
stellungen auf der Zahlengeraden und im Koordinatensystem Schreib- und Sprechweisen sowie
Darstellungen der Epsilon-Umgebung auf der Zahlengeraden und im Koordinatensystem er-
arbeitet. Wir geben dazu Beispiele aus einem aktuellen Schulbuch.

Grenzwert einer Folge auf der Zahlengeraden

Mithilfe der Schieberegler kannst du den Wert fiir € und den Index n verdndern.

Wert und Text zur e-Umgebung verandern sich dynamisch und geben an, ob sich das eingestellte Folgenglied innerhalb oder

aulerhalb der e-Umgebung befindet.

a) Stelle die folgenden Werte fiir £ ein und notiere, ab welchem Index n die Folgenglieder innerhalb der e-Umgebung liegen.

£=05¢=04,=03,e=0,2,e=0,1,£=0,05; £=0,01

b) Uberpriife fiir € = 0,01 den entsprechenden Index n rechnerisch.

Folgea, = (3n-1)/(2n +1)

—
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Abb. 4.31: Epsilon-Umgebung auf der Zahlengeraden
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Grenzwert einer Folge

Autor: Andreas Lindner

Das Applet zeigt eine Folge und ihren Grenzwert a.

Aufgabe
Verdndere den Wert von € und beobachte, ab welchem Index n die Folge in einer e-Umgebung des Grenzwerts liegt.
Gib eine andere Folge ein und wiederhole deine Beobachtungen.
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Abb. 4.32: Quelle: Dimensionen Mathematik 7 - Seite 195

Der (mathematisch korrrekte) Nachweis, dass ein Folgenglied und alle weiteren innerhalb einer
vorgegebenen Epsilon-Umgebung einer Zahl a liegt, kann dann mittels Lésen von Betragsun-
gleichungen erbracht werden.

4.2.27. Definition des Grenzwerts einer Folge; konvergent, divergent. Die Defini-
tion des Grenzwerts ergibt sich durch die hier vorgestellte Standpunktverlagerung und das
Herausarbeiten des Begriffs der Epsilon-Umgebung im Unterricht dann fast von selbst. Ver-
langt die Definition des Grenzwerts einer Folge ja nichts anders als, dass stets nur endliche
viele Folgenglieder auflerhalb jeder Epsilon-Umgebung liegen.

Wie schon in der Mathematischen Faktenbox 8 (Grenzwert von Folgen) dargestellt, konnen
also im Unterricht die Definition vorgenommen und damit auch die Begriffe konvergent und
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divergent sowie die Schreib- und Sprechweisen eingefiihrt werden. An ausgewihlten Beispielen
wird danach iiberpriift, ob ein bestimmter Wert der Grenzwert einer Folge ist und mithilfe
charakteristischer Darstellungen wird das neue Grundwissen verinnerlicht.
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Abb. 4.33: Konvergente und divergente Folgen

4.2.28. Zusammenhang zwischen Monotonie, Beschréinktheit und Konvergenz. Zu
guter Letzt umfasst das Grundwissen zum Grenzwertbegriff auch das Wissen iiber den Zu-
sammenhang zwischen Monotonie, Beschrinktheit und Konvergenz. Nach dem Prinzip der
Variation oder nach dem Prinzip des Kontrasts kénnen Schiilerinnen und Schiiler erarbeiten,
dass
e eine monoton wachsende und nach oben beschrinkte Folge konvergent ist, wobei der
Grenzwert ihr Supremum ist;
e eine monoton fallende und nach unten beschrinkte Folge konvergent ist, wobei der
Grenzwert ihr Infimum ist.

4.2.D.3 Grundfihigkeiten zum routinehaften Anwenden des Grenzwertbegriffs

Nachdem im Unterricht Grundvorstellungen und Grundwissen zum Grenzwert aufgebaut bzw.
angeeignet wurden, bleiben abschlielend einige wenige Grundfiahigkeiten auszubilden, die das
routinehaften Verwenden des Grenzwertbegriffs erlauben. Solche routinehaften Tatigkeiten
sind uns schon bei den Betrachtungen des Monotonieverhaltens von Folgen begegnet, aber
gerade zuvor auch bei der Uberpriifung, ob eine bestimmte Zahl a Grenzwert einer Folge a,
ist. Letzterem steht nun die Berechnung von Grenzwerten gegeniiber. Dieser erneute Perspek-
tivenwechsel (iiberpriifen versus berechnen) muss im Unterricht deutlich gemacht werden. Ein
zielfithrender Unterrichtsgang zum Erwerb der intendierten Grundfihigkeiten zum routine-
haften Verwenden des Grenzwertbegriffs erstreckt sich zumindest iiber folgende Stationen:
e Erarbeitung des Begriffs Nullfolge und prominenter Beispiele (siche Mathematische Fak-
tenbox 8)
e Berechnung von Grenzwerten einfacher Folgen beginnend mit Nullfolgen; Zusammen-
hang zwischen Grenzwert und expliziter Darstellung von einfachen Folgen erkennen
e Grenzwertsitze — mit konvergenten Folgen als mathematischen Objekten rechnen (siehe
Mathematische Faktenbox 10: Konvergente Folgen)
e Grenzwert der Folge (14 1)"
Mit der Erarbeitung Grundfihigkeiten zum routinehaften Anwenden des Grenzwertbegriffs
kann das Kapitel beschlossen werden, zudem sind wir nun auch bei der dritten Grundvorstel-
lung zum Grenzwertbegriff — ndmlich der Objektvorstellung — gelandet.
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4.2.E Historisch-philosophischer Exkurs: Uber das Unendliche

Das Unendliche ist weit, vor allem gegen FEnde.
(Alphonse Allais, Franzosischer Literat und Humorist, 1854-1905)

Die Idee des ,,Unendlichen beschéftigt die Menschen schon seit sehr langer Zeit und hat ihre
Phantasie immer wieder befliigelt. Demzufolge gibt es eine Unzahl von Betrachtungen zum
,»Unendlichen“ aus den unterschiedlichsten Blickwinkeln: von der Theologie iiber die Philoso-
phie zur Kunst und Literatur, den Naturwissenschaften und schliefSlich zur Mathematik.

Das Unendliche hat wie keine andere Frage von jeher so tief das Gemiit des Men-
schen bewegt; das Unendliche hat wie kaum eine andere Idee auf den Verstand
so anregend und fruchtbar gewirkt; das Unendliche ist aber auch wie kein anderer
Begriff so der Aufklarung bediirftig. Hilbert, , p- 163

Eine umfassende Darstellung ist an dieser Stelle klarerweise weder moglich noch sinnvoll.
Wir diskutieren hier einige grundlegende Ideen und Vorstellungen zum Unendlichkeitsbe-
griff in der Mathematik. Dafiir haben wir vor allem zwei Griinde: Einerseits gehort unserer
Ansicht nach ein Basiswissen zum Unendlichkeitsbegriff zur Allgemeinbildung (angehender)
Lehrer*innen. Andererseits (und noch wichtiger) spielen beim Lehren und Lernen des Folgen-
und des Grenzwertbegriffs im Rahmen der Schulanalysis die schon vorhandenen (individuellen
Grund-)Vorstellungen der Schiiler*innen zum ,,Unendlichen* eine grofie Rolle. Die in diesem
Zusammenhang auftretenden Vorstellungen und Sichtweisen mit ihren Problemen spiegeln
vielfach die Probleme der tatsichlichen historischen Entwicklungen in der Mathematik wie-
der. Insofern liegt hier auch ein Betétigungsfeld fiir die didaktische Phénomenologie, vgl.
3.1.2.

Tatséchlich nehmen die Wechselbeziehungen zwischen dem Folgen- und Limesbegriff und dem
Unendlichkeitsbegriff sowie ihr Wandel eine wichtige Rolle in der Geschichte der Mathematik
ein — genauso wie die damit verbundenen Fehlvorstellungen. So formulierte der wahrschein-
lich bedeutendste Mathematiker seiner Zeit, David Hilbert (1862-1943) noch im Jahre 1925:

Die mathematische Literatur findet sich, wenn man darauf acht gibt, stark durch-
flutet von Ungereimtheiten und Gedankenlosigkeiten, die meist durch das Unend-
liche verschuldet sind. Hilbert, , p- 162

4.2.E.1 Sichtweisen auf das ,,Unendliche*

Wie bereits angedeutet, durchzieht die Frage nach dem ,,Wesen der Unendlichkeit“ wie ein
roter Faden die Geschichte der Mathematik und insbesondere der Analysis. Der Entwicklung
der mathematischen Begriffe Unendlich, Folge und Grenzwert, die in enger Wechselbeziehung
zueinander stehen, kommt in der Geschichte der Analysis eine tragende Rolle zu wie wir im
néichsten Abschnitt etwas genauer diskutieren werden. Hier diskutieren wir — in gebotener
Kiirze — Vorstellungen zum ,,Unendlichen“.

4.2.29. Das potentiell und das aktual Unendliche. Schon in der Griechischen Antike
war die Auseinandersetzung mit dem Unendlichkeitsbegriff ein zentrales Element der Philo-
sopie und der Mathematik. Spétestens Aristoteles (384-322 v. u. Z.) unterscheidet in seiner
Ontologie folgende zwei Vorstellungen vom ,,Unendlichen®:
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(1) Das potentiell Unendliche ist die in der Vorstellung vorhandene Moglichkeit einer fort-
wahrenden, nicht endenden Wiederholung einer Handlung oder eines Prozesses, z.B.
beim fortlaufenden Zéahlen, beim Verstreichen der Zeit, beim fortlaufenden Halbieren
einer Strecke.

In der Sprache von Mengen kénnen wir auch sagen:

Eine Menge, zu der prinzipiell unendlich viele Objekte hinzufiighar sind, heisst
potentiell unendlich.

Da so eine unendliche Gesamtheit niemals ,,wirklich durchlaufen“ werden kann, ist das
Unendliche in diesem Sinn zwar ,vorstellbar” aber nicht , wirklich vorhanden“; anders
das

(2) Aktual Unendliche, bei dem bereits das Ergebnis eines unendlichen Prozesses vorliegt,
z.B. in Form einer Fliche, die durch das Zusammenfiigen unendlich vieler Fliachenstiicke
entstanden ist.
In der Sprache der Mengenlehre

heisst eine Menge aktual unendlich, falls sie bereits ,,wirklich unendlich viele*
Objekte enthélt.

Aristoteles lehnt allerdings die Idee vom aktual Unendlichen ab:

Uberhaupt existiert das Unendliche nur in dem Sinne, dass immer ein Anderes
und wiederum ein Anderes genommen wird, das eben Genommene aber immer
ein Endliches, jedoch ein immer Verschiedenes und wieder ein Verschiedenes ist.
(Aristoteles, Metaphysik)

»,Unendlich® bezieht sich Aristoteles zufolge nur auf , dasjenige, auflerhalb dessen immer noch
etwas ist“'? Fiir Aristoteles ist die Vorstellung der Moglichkeit des potenziell unendlichen
Prozesses die zentrale Vorstellung zum Unendlichkeitsbegriff, denn ,das Unendliche gibt es
(nur) im Modus der Moglichkeit“.

In moderner Sprache steckt in der Aristotelischen Vorstellung des Unendlichen die Idee des
sukzessiven Erzeugens einer Folge. Es handelt sich hier um eine sogenannte dynamische Vor-
stellung einer Folge bzw. des Unendlichen, die als im fortwahrenden Aufbau begriffene Objekte
gesehen werden. Genau das gilt als eine oder die zentrale Grundvorstellung vom Unendlich-
keitsbegriff.

Diese Vorstellung hat allerdings ohne die ergénzende Vorstellung bzw. die Akzeptanz des
aktual Unendlichen ihre Probleme, wie z.B. durch die Bewegungsparadoxien des Zenon von
Elea (490430 v. u. Z.) offensichtlich wird. Eine Analyse von unendlich oft wiederholten
Handlungen fiihrt schnell zu Widerspriichlichkeiten, falls sie nur mit dem Begriff des potentiell,
nicht aber mit dem des aktual Unendlichen operiert.

12Der Ausschluss des aktual Unendlichen wird in der antiken und mittelalterlichen Theologie (z.B. bei Tho-
mas von Aquin) zentraler Bestandteil von Gottesbeweisen: Ein Fortschreiten, das sich prinzipiell ins Unendliche
fortsetzt, kann niemals abgeschlossen sein. Daher ist eine Erkldrung der (als unendlich angenommenen) Welt,
die bei einem bestimmten Objekt beginnt und seine Ursachen anfiithrt und sich so ins Unendliche fortsetzt
nicht moéglich. Daher muss als Erstursache ,,Gott“ angenommen werden.
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4.2.30. Platonismus, Realismus, Formalismus. Im Gegensatz zu Aristoteles lidsst Platon
(428/7-348/7 v. u. Z.) im Rahmen seiner Ideenlenhre das aktual Unendliche zu'3. In ihrem
Rahmen kommt Ideen eine eigenstédndige Existenz zu, die der Existenz der sinnlich wahrnehm-
baren Objekte ontologisch iibergeordnet ist. Solche Platonische Ideen sind beispielsweise ,,das
Gerechte an sich'*“ oder auch mathematische Begriffe wie ,der Kreis an sich®. Tatsiichlich
ldsst sich ein perfekter Kreis weder in der Natur finden noch herstellen; selbst bei genauestem
Arbeiten mit einem Zirkel wird ein gezeichneter Kreis immer ungenau bleiben. Der , Kreis
an sich“ ist die dahinterliegende ideale Idee des Kreises — allerdings geht laut Platon diese
Idee iiber die blofle Vorstellungen im menschlichen Geist hinaus; ihr kommt eine objektive
metaphysische Realitét zu.

Platons Ideenkonzeption steht somit im Gegensatz zu Auffassungen, Allgemeinbegriffe als
reine Konstrukte menschlicher Abstraktion zu sehen, die haupséchlich zur Klassifizierung
und Ordnung von Objekten dienen.

Die auf Platons Ideenlehre zuriickgehende Denkschule wird im Kontext der Philosophie der
Mathematik als Platonismus bezeichnet. Vereinfacht kann die platonische Sichtweise auf die
Mathenmatik etwa so ausgedriickt werden: Mathematische Theoreme oder Begriffe werden
entdeckt, nicht etwa erfunden oder konstruiert. Sie sind unabhéngig davon einfach da, egal
ob die Mathematiker*innen sie entdecken oder nicht.

Eine Gegenposition im Rahmen der Philosophie der Mathematik ist der Formalismus, der
davon ausgeht, dass es gar keine mathematischen Objekte gibt. Die gesamte Mathematik ist
formal und besteht lediglich aus Axiomen, Definitionen und Theoremen — also aus Formeln
und formalen Regeln, die besagen, wie man eine Aussage aus einer anderen ableitet. Diese
Formeln geben aber keine Auskunft iiber irgendetwas, sie sind einfach nur Zeichenketten.
Erst iiber die Interpretation einer Formel etwa in einem physikalischen Kontext erhilt sie
einen Inhalt, der je nach Kontext wahr oder falsch sein kann. Die Mathematik an sich ist eine
einzige gigantische Tautologie.

In gewisser Weise eine moderne Spielart des Platonismus ist der Realismus: Mathematischen
Objekten wird zwar keine ontologische oder metaphysische Existenz zugesprochen, aber im-
merhin eine objektive und interpersonelle. Diese Position geht beispielweise davon aus, dass
eine etwaige auflerirdische Intelligenz dieselbe Mathematik ,,entdecken® wiirde, wie wir Men-
schen.

4.2.31. Konstruktivismus.

Ein anderer und extremer Standpunkt, was vor allem seinen Bezug zum ,,Unendlichen® be-
trifftt — und uns damit zum eigentlichen Thema unseres Exkurses zuriickbringt — ist der
Konstruktivismus, der allerdings verschiedene Spielarten bzw. Abstufungen kennt. Allgemein
ist die Position des Konstruktivismus, dass die Existenz mathematischer Objekte durch ihre
Konstruktion begriindet werden muss.

Um die Abstufungen des Konstruktivismus und seine Haltungen zum ,, Unendlichen* zu disku-
tieren, betrachten wir die gewissermaflen einfachste unendliche Menge N: Zu jeder natiirlichen
Zahl kann man einen Nachfolger angeben und so ldsst sich jede (noch so grofie) natiirliche

13 Auch hier finden sich Beziige zur Theologie: Augustinus identifiziert Gott mit dem aktualen Unendlichen.
Uberhaupt fiihrt eine ideengeschichtliche Spur von den Pythagoriern iiber Platon zur antiken und mittelal-
terlichen Theologie, die den sikularen und rationalen Stromungen der griechischen Antike zugegenliduft, vgl.
etwa Russel, , L. und II. Teil

MVergleiche etwa auch die sprichwértliche ,, Platonische Liebe“.
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Zahl in endlich vielen Schritten angeben. Das gilt aber nicht fiir die gesamten Menge N mit
allen ihren Elementen. Die verschiedenen Standpunkte sind nun:

(1)
(2)

Der Finitismus besagt: Mathematik ist nur das, was sich durch eine endliche Konstruk-
tion erzeugen lédsst. Die Menge N ist daher nur als potentiell unendliche Menge zuléssig.
Noch extremer ist der Ultrafinitismus: Schon Mengen der Form {1,2,...,n} kénnen
nicht vollstéindig aufgeschrieben werden, denn fiir grosse n reichen dazu weder die Le-
benszeit eines oder auch alle Mathematiker*innen noch die Zahl der Elementarteilchen
im Universum, die mit 10%° abgeschitzt werden kann. Hier werden also alle Formen des
Unendlichen abgelehnt.

Der gemdfigte Konstruktivismus akzeptiert ein mathematisches Objekt, wenn es ein
Verfahren gibt, mit dem es in endlich vielen Schritten konstruiert werden kann. In diesem
Sinne ist die Menge N aktual unendlich, weil sie in Form eines Algorithmus existiert,
mit dem man jede natiirliche Zahl in endlich vielen Schritten erzeugen kann. , Fertig
vorliegend® ist hier allerdings nicht die Menge als Zusammenfassung ihrer Elemente,
sondern nur der erzeugende Algorithmus.

Oft vermeidet diese Position daher im aktuellen Zusammenhang den Begriff ,,aktual
unendlich,, und bezeichnet Mengen wie die der natiirlichen Zahlen lieber als ,operativ
abgeschlossen®, was bedeutet, dass mittels des zugehorigen Algorithmus jedes Element
der Menge frither oder spéter erzeugt werden kann.

Die Menge R der reellen Zahlen ist dann der klassische Fall einer nicht operativ ab-
geschlossenen Menge. Ein Algorithmus kann ndmlich nur Zahlen produzieren, die mit
endlich vielen Zeichen darstellbar sind, und damit endliche oder abzédhlbare Mengen. Die
Menge R ist aber iiberabzihlbar und daher nicht mit Hilfe eines Algorithmus angebbar.
Im Rahmen des Kontruktivismus kann R daher nicht als , fertig vorliegend“ aufgefasst
werden und gilt somit (nur) als potentiell unendliche Menge.

WEeil die Menge der reellen Zahlen von iiberaus grofler Bedeutung fiir die gesamte Ma-
thematik ist, sollte es nicht verwundern, dass es auch eine philosophische Position gibt,
die bei einer allgemein kritsichen Haltung gegeniiber dem aktual Unendlichen, dennoch
R als aktual unendliche Menge akzeptiert. Hier wird meist mit dem Vorliegen einer spe-
ziellen Intuition beziiglich des ,, Kontinuums® der reellen Zahlen argumentiert, weshalb
diese Position als Intuitionismus bezeichnet wird.

4.2.32. Fazit ist, dass es somit in der Philosophie der Mathematik neben der Ablehnung
aller Unendlichkeitsbegriffe (Ultrafinitismus) folgende Positionen gibt: Die ausschlielliche Ak-
zeptanz des potentiell Unendlichen (Finitismus), dariiber hinausgehend die Akzeptanz des
aktual Unendlichen nur fiir operativ abgeschlossene Mengen wie die der natiirlichen Zah-
len (Konstruktivismus), sowie die Akzeptanz des aktual Unendlichen nur fiir das Kontinuum
(Intuitionismus), wihrend der Platonismus das aktual Unendliche durchgehend akzeptiert.
Dariiberhinaus kénnen wir wie folgt zusammenfassen:

Die ,Mainstream-Mathematik“ und gleichzeitig die iiberwiegende Mehrheit der
heutigen Mathematiker*innen akzeptiert das aktual Unendliche fiir alle Mengen,
die sich im Rahmen der axiomatischen Mengenlehre nach Zermelo-Fraenkel (siehe
etwa Schichl und Steinbauer, , Abschn. 4.5) definieren lassen.

Die Existenz der Menge der natiirliche Zahlen ist dabei axiomatisch im Unendlichkeitsaxi-
om aufgehoben und die der reellen Zahlen im Potenzmengenaxiom. Auf dieser axiomatischen



86 KAPITEL 4. FOLGEN, GRENZWERT & DIE VOLLSTANDIGKEIT VON R

Grundlage ergibt sich dariiber hinaus eine ,Hierachie“ aktual unendlicher Mengen, deren
,GroBe* durch die unterschiedlichen Kardinalzahlen ausgedriickt wird. Die Frage ob die ,,Ge-
samtheit“ aller dieser Kardinalzahlen als aktuale Unendlichkeit aufgefasst werden kann, fiihrt
allerdings in die (Untiefen der) mathematische(n) Logik: Die Menge der Kardinalzahlen im
Sinne der axiomatischen Mengenlehre aufzufassen, fithrt ndmlich auf einen logischen Wider-
spruch (erste Cantorsche Antinomie).

Insgesamt ist es eine grofle Stérke der Mathematik (wie auch der Naturwissenschaften all-
gemein), dass sie ,funktioniert“, egal welche philosophische Position man zu ihr einnimmt.
Genauer, die Qualitdt mathematischer Resultate und Theorien ist unabhéngig davon, wel-
che philosophische Positionen die Mathematiker*innen, die sie hervorbringen diesbeziiglich
einnehmen.

Tatséchlich nehmen vermutlich die meisten Mathematiker*innen bewusst oder unbewusst ei-
ne Position ein, die irgendwo im Kontinuum zwischen Platonismus und Formalismus liegen —
manchmal sind sie auch unentschieden, wie ein Bonmot, das dem amerikanischen Mathemati-
ker Philip J. Davis zugeschrieben wird, belegt: ,, Der typische Mathematiker ist an Werktagen
Platonist und an Sonntagen Formalist®.

4.2.E.2 Eine (ganz) kurze Geschichte des Grenzwertbegrifs

Ausgestattet mit einem Grundwissen iiber die verschiedenen Vorstellungen zum Unendlich-
keitsbegriff unternehmen wir nun einen sehr kurzen Abstecher in die Geschichte des Grenz-
wertbegriffs im Rahmen der Analysis. Natiirlich existiert zu diesem Thema eine uniiberschau-
bare Fiille an Literatur; ein Startpunkt ist etwa Greefrath et al., , Abschn. 3.1 und die
dort zitierte Literatur.

In dieser Geschichte traten in wechselnder Abfolge und auch ineinander verschrinkt dynami-
sche und statische, sowie intuitive und formale Sichtweisen und Vorstellungen des Grenzwerts
und des ,,Unendlichen* auf. Wir besprechen nur die wesentlichsten Schritte dieser Entwick-
lungen.

Die in Abschnitt 4.2.E.1 herausgearbeitete weitgehende Akzeptanz des aktual Unendlichen
steht in ihrer historischen Entwicklung im Zusammenhang mit der Bemiihung, die dynamische
Sichtweise des potentiell Unendlichen durch statische Betrachtungsweisen zu ersetzen.

4.2.33. Friihe Vorstellungen.

Die Entstehung, Entwicklung und Abgrenzung des Grenzwertsbegriffs in der Mathematik
der Neuzeit ist eng mit der Entwicklung der Begriffe von Folgen und Reihen verbunden.
Dariiberhinaus spielten konkrete Vorstellungen vom Aufzédhlen und Anneinanderreihen von
Folgen- oder Reihengliedern eine grofie Rolle, ebenso wie Bewegungsvorstellungen.

Etwa schon zu Beginn der Neuzeit im 16. und 17. Jahrhundert wird die (unendliche) Sum-
mation der geometrischen Reihe

1+1+1—|—1+1 (4.60)
2 4 8 16 ’
wie in Abbildung 4.34 dargestellt. Aus dieser auch heute noch im Unterricht verwendeten
Darstellung ist unmittelbar einsichtig, dass die Summe durch 2 beschriankt ist, also endlich
bleibt.
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Abb. 4.34: Summation der geometrischen Reihe

Isaac Newton (1643-1727), einer der Ko-erfinder der Differentialrechnung und auch Jean-
Baptiste le Rond d’Alembert (1717-1783)' bedienten sich hauptsichlich dynamischer oder
kinematischer Vorstellungen. Hingegen verwendete der zweite Ko-Erfinder der Differential-
rechnung Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) ebenso wie Leonhard Euler (1707-1783)
,unendlich kleine Gréflen“ bei der Berechnung des Differenzialquotienten und verbinden da-
mit eine eher statische Vorstellung. Letzteres kann mit der Terminologie von Abschnitt 4.2.F.1
so formuliert werden, dass mit aktual unendlichen Groflen als ,,realen Objekten“ hantiert wird.

Mit Augustin-Louis Cauchys (1789-1857) Lehrbuch ,,Cours d’Analyse® von 1821 wird der
Grenzwertbegriff auch formal zu einem Grundbegriff der Analysis. In einer vielzitierten Stelle
definiert Cauchy den Grenzwert (er spricht von der ,Grenze“) einer Folge mit den Worten:

Wenn die einer variablen Zahlengréfle successive beigelegten Werthe sich einem
bestimmten Werthe besténdig nidhern, so daf} sie endlich von diesem Werthe so
wenig verschieden sind, als man irgend will, so heiflt die letztere die Grenze aller
iibrigen. (Cauchy 1828, S. 3)

Diese Formulierung ist der der modernen Definition schon recht nahe, verwendet allerdings
eindeutig die dynamische Vorstellung des sich schrittweise Anniherns an den Grenzwert.
Allerdings klingt auch schon die Umgebungsvorstellung im ,so wenig verschieden [...] als
man irgend will” an und mit ihr der statische Aspekt. Man konnte an dieser Stelle also von
der Verbindung des dynamischen mit dem statischen Aspekt sprechen bzw. historsich vom
Ubergang von der dynamischen zur statischen Sichtweise.

4.2.34. Exaktifizierung. Gegen Ende des 19. Jahrhunderts setzt sich in der Mathematik
und auch in Lehrbiichern immer stérker eine strenge und formale Sichtweise durch. Vor allem
unter dem Einfluss von Karl Weierstrafl (1815-1897) werden die naiven und intuitiv geprégten
Vorstellungen von ,;unendlich kleinen* und ,,unendlich groflen Groflen“ aus der Mathematik
verbannt'%. Diese werden durch ein Operieren im Endlichen ersetzt, vgl. auch 1 1.1.6.

Klar kommt dieser Zugang (fast Auftrag) in folgendem Hilbert-Zitat zum Ausdruck:

15D’ Alembert war nicht nur Mathematiker und Physiker, sondern auch ein bedeutender Philosoph der
Aufkldrung. Gemeinsam mit Denis Diderot (1713-1784) war er Herausgeber der monumentalen Encyclopédie
ou Dictionnaire raisonné des sciences, des arts et des métiers.

Diese erlebten ab Mitte des 20. Jahrhunderts im Rahmen der (allerdings axiomatisch fundierten)
Nichtstandard-Analysis eine Wiederbelebung. Die Nichtstandard-Analysis ist heute ein kleines aber nach wie
vor aktives Forschungsgebiet der Mathematik.
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Das Unendliche findet sich nirgends realisiert; es ist weder in der Natur vorhanden,
noch als Grundlage in unserem verstandesméfigen Denken zuléssig |. . .]. Das Ope-
rieren mit dem Unendlichen kann nur durch das Endliche gesichert werden [...].
(Hilbert 1926, S. 190)

In diesem Sinne formuliert auch Weierstrafl zur Summation der geometrischen Reihe:

Wir haben frither gesehen, dass es stets moglich ist, aus der unendlichen Reihe
eine endliche Anzahl Glieder so herauszunehmen, dass ihre Summe der ganzen
Reihe beliebig nahe kommt, dass der Unterschied kleiner als eine beliebig kleine
Groe gemacht werden kann. (Weierstrafl 1874, S. 60 f.)

Konsequenter Weise fiihrt dieser Zugang auf die e- N-Definition des Folgen-Grenzwerts (vgl.
4.2.7)

an ~>a (n—00) <= Ve>0:3IN:Vn>N: |a, —a|<e (4.61)
und spéter auch zur analogen Definition des Grenzwerts fiir Funktionen.

Damit sind intuitive Vorstellungen vom ,,Unendlichen* z.B. jene von der unbegrenzten Fort-
setzbarkeit eines Prozesses nicht mehr nétig um den Grenzwertbegriff zu fassen bzw. zu de-
finieren. Der Grenzwert tritt in der Definition von Anfang an als ,real existierendes“ Objekt
(genauer eine Zahl) auf, dem eine bestimmte Eigenschaft zukommt. Namlich die, dass ihr die
Folge schliefflich beliebig nahe kommt. Man kénnte im Zusammenhang mit dieser Definition
etwas pathetisch von der ,, Verbannung® oder der , Abschaffung des Unendlichen“ sprechen.
Tatséchlich ist es eher eine ,, Entzauberung® des Grenzwertbegriffs, denn die Definition umgeht
gerade alle Probleme beim Verstehen des ,,Unendlichen* indem es eine Operationalisierung
bereitstellt und den Grenzwertbegriff handhabbar macht. Und diese Tatsache, also dass der
Grenzwertbegriff formal klar und korrekt und ohne die Zuhilfenahme intuitiver Vorstellun-
gen vom ,,Unendlichen“ formuliert werden kann, ist der Eckstein der Stérke der modernen
Analysis (und Mathematik). Siehe dazu auch (Steinbauer, ).

So unverzichtbar, unumstritten und erfolgreich der eben beschriebene Ansatz bzw. Zugang
fiir die moderne Mathematik ist, so sehr ergeben sich beim Lehren und Lernen des Grenzwert-
begriffs gerade daraus in natiirlicher Weise Schwierigkeiten. Die Definition (4.61) stellt den
Endpunkt einer langen historischen Entwicklung dar und enthélt in hochkomprimierter Form
nur das minimal logisch notwendige Skelett des Begriffs. Die fiir den Lernprozess entschei-
dende Frage, wie diese hochformale Begrifflichkeit, bei gegebenen konkreten Vorkenntnissen
und Vorerfahrungen, am besten verstanden werden kann, und welche Rolle intuitive Vorstel-
lungen bzw. Grundvorstellungen dabei spielen kénnen und miissen, haben wir in Abschnitt
4.2.C diskutiert. Dazu passt auch unser abschlieBendes Hilbert-Zitat:

Die Rolle, die dem Unendlichen bleibt, ist vielmehr lediglich die einer Idee [...],
[die] alle Erfahrung iibersteigt. (Hilbert 1926, S. 190)
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4.2.F Riickblick, Reihen und eine tiefsinnige Frage

In diesem Abschnitt schauen wir zuriick und diskutieren mit geschérftem Blick noch einmal
vor allem fachliche Facetten des Grenzwerbegriffs. Wir fithren das im Kontext einer Diskussion
der tiefsinnigen und auch im Unterricht relevanten Frage

,Ist 0.9 wirklich gleich 17¢

durch. Dabei werden wir ganz natiirlich auch auf den Reihenbegriff gefiihrt, dessen fachliche
Aspekte wir wiederholen und beleuchten.

4.2.35. Gilt wirklich 0.9 = 1? Diese Frage tritt tatsichlich hiufig unter Lernenden auf und
soll uns hier dazu dienen, Verstdndnisschwierigkeiten beim Erfassen der Grenzwertdefinition
zu diskutieren und aufzulosen. Fiir konkrete Auflerungen von Lehramtsstudierenden siehe
Danckwerts und Vogel, , Abschn. 22, auf den wir auch fiir weitere Details verweisen.
Folgende Aussagen sind verschiedenen Online Mathematik-Foren entnommen:

A: Ich habe mal ne kleine und bescheidene frage:

also in einem anderen forum wurde behauptet das 0,9(periode) das selbe wie 1
ist und das ein wert unendlich stark angenéhrt an 0 auch null sei. Da ist meine
frage, stimmt das und wenn ja warum, weil mir der gedanke doch ein bisschen
befremdend vorkommt, da man periodische zahlen ja auch als bruch schreiben
kann.

B: Also ich hab genau das Gleiche mal hier im Forum gelesen und da wurde sogar
behauptet, dass es nen mathematischen Beweis dafiir gibt. |...]

C: 0,9 ist identisch zu 1.
Beweis: 1 =1/3+1/3+1/3=0,3+0,3+0,3=0,9.

Aus den ersten beiden Zitaten spricht eine gewisse Skepsis, ob der vermuteten bzw. behaup-
teten Gleichheit, wenn nicht sogar eine gewisse Skepsis gegeniiber der Mathematik insgesamt.
Tatsiichlich scheint sich bei Lernenden hier oft etwas zu strduben: 0.9 = 0.99999 ... und das
kann doch nie und nimmer gleich 1 sein; da fehlt doch immer noch ein zumindest kleines
Stiickchen, egal wieviele 9-er ich da anhénge!

4.2.36. Mathematische Klirung. Bevor wir die Thematik weiter diskutieren, nehmen wir
eine mathematische Kldrung vor. Tatséchlich ist eine solche im Rahmen der Analysis sehr
simpel: Die Dezimaldarstellung der periodischen Dezimalzahl 0.9 fithrt unmittelbar auf die
geometrische Reihe und es gilt mit der entsprechenden Summenformel (4.11)

0.9 = 0.9 4+ 0.09 + 0.009 + 0.0009 . ...

1 1 1 9 /1\" 9 1
—09(14+—4+—4+— 4. |== — ) =2 - 1. 4.62
<+10+100+1000+ ) 10%(10) 10 1— 4% (4.62)

Hier tritt in natiirlicher Weise der Reihenbegriff auf und wir nehmen das zum Anlass, ihn in
einem kleinen Exkurs als einen zentralen Begriff der Analysis ein wenig unter die Lupe zu
nehmen. Zur gegenwirtigen Diskussion kehren wir danach in Abschnitt 4.2.F.2 zuriick.
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4.2.F.1 Exkurs: Reihen und Konvergenz

Traditionell gilt der Reihenbegriff im Rahmen der Fachanalysis als eher schwierig. Wir stellen
hier seine wesentlichen Facetten kurz und biindig zusammen und beginnen mit eine Auswahl
an Beispielen, die auch relevant fiir unsere spétere Diskussion sind (Steinbauer, , 1.4.26).

4.2.37. Beispiel (Reihen). Viele der in der Praxis auftretenden Folgen haben die spezielle
Gestalt einer Summe. Wir betrachten drei davon genauer
(1) Die geometrische Reihe: Schon in (4.11) ist uns die endliche geometrische Reihe und
ihre Summenformel

1— qn+1

n
l+q+P+¢++q" = > ¢ = (n € N) (4.63)
k=0

1—g¢q

begegnet. Um zur Summenformel fiir die (unendliche) geometrische Reihe fiir ¢ mit
lg] < 1 zu gelangen betrachtet man zunéchst die Folge der Partialsummen

n
sn=l4q+@+¢@++q¢" =Y ¢ (neN). (4.64)
k=0

Fiir ¢ mit |g| < 1 gelangt man nun iiber den den Grenzwert der Folge (sy)

. . - k . 1-— qn+1 1
e =l )t = Jim T = (4.65)
zur (oben verwendeten) Summenformel
ok X g 1
kzzoq = nh%rgo;oq =1 (4.66)

Wie wir gleich genauer diskutieren werden, ist das in der letzten Zeile auftretenden Sym-
bol > 77, q" ist per definitionem gleich dem Limes der Partialsummenfolge lim,, g Sy, =
limy,—y00 D pg g% Und, weil dieser Limes existiert bezeichnet nach Konvention Y32, ¢*
auch gleich diesen, also hier konkreten den Ausdruck 1/(1 — ¢).
(2) Dezimaldarstellung reeller Zahlen: Bekanntlich hat jede reelle Zahl eine Dezimalbruch-
darstellung (siehe etwa (Steinbauer, , 1.4.26 f), Heuser, , Nr. 24 oder Forster,
, §5, Sétze 1, 2 fiir b = 10), d.h. fiir jedes a zwischen!” 0 und 10 gibt es Ziffern
ar € {0,1,...,9} (k € N) sodass

o0
_ ay a2 ag _ —k
gilt, was die eigentliche Bedeutung der Schreibweise a = ag.ajasas ... ist. Aber das

bedeutet, wenn wir genauer hinsehen, dass

n
. . ak
a= lim s, mit s, = E

k=0

gilt, (4.68)

Fiir allgemeines a € R sind Vorzeichen und Zehner- Hunderter- usw. -Stellen zu beriicksichtigen, vgl. die
angegebenen Zitate. Das ist aber hier nicht der Punkt.
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also a der Limes der Partialsummenfolge (s,) ist. Bemerke, dass das n-te Glied der
Partialsummenfolge (s,) genau die Zifferndarstellung bis zur n-ten Nachkommastelle
ist.

Entscheidend dafiir, dass diese Darstellung ,,funktioniert”, ist, dass jede Reihe der Form
(4.67) konvergiert, was ja genau bedeutet, dass (s,) aus (4.68) konvergiert. Das folgt
aber sofort aus der Vollsténdigkeit der reellen Zahlen mittels Monotonieprinzips, siehe
etwa (Steinbauer, , 1.3.25): (sy,) ist offensichtlich monoton wachsend und auflerdem
nach oben beschrankt, denn fiir jedes n € N gilt:

s *a+ﬂ+2+ +a7n<a+g+i+ +i
mT 00 T 102 10 = 710 " 102 107
9 1 1 9 1— i
ao-l—lo( +10+ +10”1> ao-l-lo 1_% ( 69)
1
<a0+371 = ag+1,
10 1—ﬁ

wobei wir wieder die Summenformel fiir die endliche geometrische Reihe verwendet
haben. Weil der letzte Ausdruck von n unabhiingig ist, gilt die Schranke!'®

sp < ag+1 fiir allen € N, (4.70)
(3) Die Eulersche Zahl e ist bekanntlich (vgl. etwa (Steinbauer, , 1.4.37), Heuser, ,
S. 26.1, Forster, , §8) durch die Exponentialreihe gegeben. Genauer fiir
1 1 1
gilt
1 &1
e= nh_}rgo Sp = nh_{gOkZO i ,;) ik (4.72)

4.2.38. Das Bauprinzip. Alle obigen Beispiele folgen demselben Bauprinzip: Ausgehend
von einer Folge (ax)ren (z.B. ax = ¢* in Beispiel 4.2.37(1)) bildet man einen neue Folge
(Sn)nen der Form

sn::a0+a1+---+an:2ak. (4.73)
k=0
Also gilt dann
Sso=apg, S1=a+a, S2=ap+a;+a, ... (4.74)

Derart aufgebaute Folgen treten ausgesprochen héufig in der Mathematik auf und verdienen
daher einen eigenen Namen: unendliche Reihen. Die Definiton der Konvergenz von Reihen ist
damit bereits festgelegt; sie sind ja nur spezielle Folgen. Prézise formuliert man wie folgt.

8Diese Schranke hitten wir ja auch intuitiv erraten kénnen, oder?
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Mathematische Faktenbox 11: Reihen

4.2.39. Definition (Reihe). Sei (ay)ren eine reelle Folge.
(1) Fiir jedes n € N definieren wir die n-te Partialsumme (oder Teilsumme)

n
sn:ao+a1+---+an:Zak. (4.75)
k=0

(2) Die Folge der Partialsummen (s,,)nen heifit Reihe mit den Gliedern a, (nicht s,!)
und wir bezeichnen sie mit

o0

Z ap oder kurz Z aj. (4.76)

k=0

(3) Konvergiert die Folge der Partialsummen (s,,), so sagen wir auch die Reihe ) ay
konvergiert. In diesem Fall bezeichnen wir den Grenzwert lim,,_,, s, ebenfalls mit
Y oreoar (kurz > ay) und nennen ihn Summe oder Wert der Reihe.

4.2.40. Bemerkung (Zur Terminologie).

(1) Die hier auftretende aber weithin gebrauchliche Doppelbedeutung des Symbols
Yorepar (kurz Y a) kann anfinglich Verwirrung stiften, daher ganz explizit: Das
Symbol > 72 s ay (kurz > ay) steht fiir zwei unterschiedliche Dinge, néimlich

(a) die Reihe selbst, also die Folge der Partialsummen, d.h.

n €9 00
($n)n=o = (Z ak) =Y a, und (4.77)
k=0 n=0 k=0

(b) im Falle der Konvergenz von (s;) auch fiir den Grenzwert, also

nh—>nolo Sy = nh_}IIolOkZ_Oak =0 kzoak. (4.78)

Diese terminologsiche Festlegung ist sicher etwas ungliicklich, mangels Alternati-
ven aber universell gebriduchlich. Mit etwas Erfahrung ist (sollte) es aber nicht so
schwierig (sein), sich hier zurecht zu finden.

(2) Eine Reihe ist also als eine spezielle (Art von) Folge definiert. Das ist eine mathe-
matisch eleganter ,,Trick“ um den sehr vagen Begriff einer ,,Summe von unendlich
vielen Summanden“ zu fomalisieren. An diesem sehr schlecht definiereten Begriff
festzuhalten ist in vielen Situationen nicht hilfreich und (Heuser, 2003, Nr. 30)
spricht sogar von einem ,,Unbegriff, der nur Verwirrung stiftet.

(3) Ganz analog zu Folgen betrachtet man auch oft Reihen Y 77, aj, fiir beliebige [ > 1.

4.2.41. Beispiel (Reihe). Sei a; = Wlﬂ (n > 1). Die korrespondierende Reihe ist
dann

> 1
; T (4.79)
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Mathematische Faktenbox 11 — Fortsetzung

Bemerke, dass ag ki — kT gilt® und daher gilt fiir die Partialsummen
1 2 1 3 2
S"—E 1( =) =G0+ G-a)+(G-3)+
_n-2 IF n__n-ly_ n =1 (n— )
n—1 n+1 n  on+1 ’

Also ist die Reihe konvergent und es gilt

> — i = lim s, = 1. (4.80)
k=1

4.2.42. Bemerkung (Konvergenz von Reihen). Die Untersuchung der Konvergenz
von Reihen stellt sich oft als noch schwieriger heraus als fiir Folgen, vgl. 4.2.14.
Zunichst gilt, dass eine Reihe > ay nur dann konvergieren kann, falls ihre Glieder ay
eine Nullfolge bilden. Diese intuitiv klare Aussage wird meist mittels des Cauchykrite-
riums fiir Reihen bewiesen, siehe etwa (Steinbauer, 2022, 1.4.5), (Heuser, 2003, Nr. 31).
Die Umkehrung dieser Aussage ist falsch, denn die harmonische Reihe 3~ z dlverglert.
Zusammengefasst gilt also die fundamentale Tatsache

Z ap  konvergiert — ap — 0. (4.81)

Um also nachzuweisen, dass eine Folge konvergiert muss man also zeigen, dass ag ,schnell
gegen 0 geht. Dafiir kennt die Analysis eine Reihe von Tests, z.B. Quotiententest, Wur-
zeltest, etc. siehe z.B. (Heuser, 2003, Nr. 33), (Steinbauer, 2022), Abschnitt 1.4.

Ist es gelungen die Konvergenz einer Reihe nachzuweisen, kann es weiters noch sehr
schwierig sein, ihren Limes, also den Reihenwert zu berechnen. Das ist in vielen Féllen
eine richtige ,Kleinkunst®, die dann allerdings eine Fiille von wichtigen und schénen
Resultaten liefert, etwa konkrete Darstellungen transzendenter Zahlen, wie etwa

(0.)
(=) 1 1 1 1 T
ZQk—l—l 3+5 7+9 4 ( )
k=0
a_k_ k=1 _ K’-(’-1) _ 1
k41 E —  k(k+1) — k(k+1)

4.2.F.2 Fachdidaktische Diskussion: 0.9 ist tatsichlich 1!

In diesem abschlieBenden Abschnitt von §4.2 kommen wir auf die oben aufgeworfene und
schon positiv beantwortetet Frage: ,,Ist 0.9 wirklich gleich 1¢ zuriick und diskutieren sie aus
der Sicht der Fachdidaktik. Fiir eine weitaus detailliertere Darstellung siche Danckwerts und
Vogel, 2006, Abschn. 2.2.

4.2.43. Fertigprodukt und dann? Unsere oben dargestellte mathematische Kldrung 4.2.36
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stellt in gewisser Weise einen Griff in die Kiste der ,mathematischen Fertigprodukte“ dar.
Sie ist zwar elegant und fachlich wenig anspruchsvoll (im Kontext der Analysisausbildung im
Lehramt), aber in welchem Kontext ist sie auch sinnstiftend?

Die in 4.2.35 zitierten Fragen verweisen darauf, dass es auch um ein Verstehen des Prozesses
(bei) der Entstehung des Objekts 0.9 geht, also der Blick auf die Folge der Partialsummen

0.9, 099=0.9+0.09, 0.999 =0.9+0.09+ 0.009, ... (4.83)

gerichtet ist. Die formale Antwort 4.2.36 fokussiert dem entgegen auf die Frage nach dem
Endprodukt dieses Prozesses, den Grenzwert der Partialsummenfolge.

Hier entsteht ein Spannungsverhéltnis zwischen der prozessorientierten Frage und der objek-
torientierten Antwort, bzw. in der Terminologie von Abschnitt §2.3 zwischen dynamischem
und statischem Aspekt des Grenzwertbegriffs, in der sich auch das Spannungsverhéltnis zwi-
schen dem potentiell und dem aktual Unendlichen spiegelt.

An diesem Spannungsverhéltnis muss auch jeder Versuch einer verstehensorientierten inhalt-
lichen Auseinandersetzung ansetzen. Hier kann dies gelingen, indem wir die auch im All-
tagsdenken verankerte Figur des hypothetischen Denkens anwenden und uns mit der Frage
auseinandersetzten:

, Welche Konsequenzen hat es, wenn an der Weigerung 0.9 = 1 zu akzeptieren,
festgehalten wird?*

4.2.44. Konsequenzen aus 0.9 # 1. Nehmen wir also an, dass 0.9 echt kleiner 1 ist. Dann
haben die beiden Zahlen 0.9 und 1 einen positiven Abstand, nennen wir ihn d. Diese Situation
konnen wir auf dem Zahlenstrahl wie in Abbildung 4.35 veranschaulichen.

0.9 1 0.9(n) 0.9

o

v v

d d

Abb. 4.35: Abstand d zwischen 0.9 und 1 Abb. 4.36: 0.9(n) liegt links von 0.9

Jedes endliche Stiick (jede endliche Partialsumme) von 0.9 ist klarerweise kleiner als 0.9 selbst.
Betrachten wir zum Beispiel fiir ein fixes n € N die Zahl, die wir durch Abbruch nach der
n-ten Nachkommastelle erhalten und bezeichnen wir sie mit 0.9(n). Diese liegt dann links von
0.9 auf dem Zahlenstrahl, siche Abbildung 4.36. AuBerdem gilt fiir den Abstand von 0.9(n)
zu 1

1

(4.84)

siehe Abbildung 4.37. Mit wachsendem n wird nun der Abstand von 0.9(n) zu 1, némlich %
immer kleiner. Es ist ja ¢" fiir ¢ = %0 < 1 eine Nullfolge. Daher muss 10% schliellich auch d
unterschreiten (egal wie klein d auch war)! Das entspricht aber der Situation in Abbildung
4.38 und das ist absurd! Denn nun liegt ein endliches Teilstiick 0.9(n) von 0.9 rechts von 0.9,

ist also groBer als 0.9.
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09_(71) 0.9 1 0.9 09571) 1
d
g ——
1 1
g 0"
Abb. 4.37: Abstand 14 zwischen 0.9(n) Abb. 4.38: Abstand 15 zwischen 0.9(n)
und 1 fiir ,kleines“ n. und 1 fiir ,,grosses” n.

Damit sind wir also an einem Widerspruch angelangt, ndmlich:
0.9 ist kleiner als ein endliches Teilstiick 0.9(n) seiner selbst.

Um diesen Widerspruch aus der Welt zu schaffen, bleibt uns nur eine Moglichkeit. Wir haben
gar keine andere Wahl, als die Annahme (unsere Uberzeugung?), dass 0.9 < 1 gilt, aufzugeben.
Wir miissen also (doch) akzeptieren:

0.9 und 1 ist derselbe Punkt auf dem Zahlenstrahl.

4.2.45. Fachdidaktische Abschlussbemerkung. Die Spannung zwischen der innerma-
thematischen Klirung der Tatsache, dass 0.9 = 1 gilt und dem urspriinglichen, intuitiven
Verstehen sind manifest und unvermeidlich. Die entstehenden Briiche sind beim Lehren von
Mathematik geeignet zu thematisieren und inszenieren, um sinnstiftende Briicken schlagen zu
konnen, vgl. (Danckwerts und Vogel, , D- 32).

Diese Briiche treten besonders im Rahmen der Exaktifizierung des Grenzwertbegriffs zu Tage
und unterstreichen unsere Behauptung aus 2.2.1: Das Alltagsdenken findet keine bruchlose
Fortsetzung in der Analysis.

Auch das abschlieBende Thema fiir dieses Kapitel, die Vollstandigkeit der reellen Zahlen,
bestétigt diese Aussagen, wie wir gleich sehen werden.
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4.3 Die Vollstindigkeit der reellen Zahlen

4.3.1. Zuginge zu R. Es ist weithin akzeptierte Position der Fachdidaktik, vgl. (Danckwerts
und Vogel, , Abschn. 2.3), dass im schulischen Unterricht im Umgang mit den reellen
Zahlen ein intuitiver bzgl. phdnomenologischer Standpunkt eingenommen werden soll, d.h.

Man betrachtet die reellen Zahlen als die in natiirlicher Weise gegebene Gesamtheit
der Punkte auf dem Zahlenstrahl.

Dieser intuitive Zugang im schulischen Kontext entspricht durchaus der historischen Entwick-
lung: Bis ins 19. Jahrhundert wurde in der Mathematik recht sorglos mit den reellen Zahlen
umgegangen und ihre Exaktifizierung stellt gewissermaflen den Schlussstein in der Entwick-
lung zur heutigen Analysis dar. Das spiegelt sich auch in der Sonderrolle des Kontinuums in
Rahmen des Intuitionismus wider, vgl. Abschnitt 4.2.E.1.

Zur Beschreibung des hier propagierten Zugangs im Mathematikunterricht zitieren wir Hans
Freudenthal (1905-1990), einen niederldndischer Mathematiker und einflussreichen Fachdi-
daktiker:

Man betrachte die reellen Zahlen als etwas Gegebenes, auf der Zahlengeraden mit
den ihr eigentiimlichen Operationen. Man analysiere die Zahlengerade mittels der
unendlichen Dezimalbriiche.

Man |[...] deduziere aus den unendlichen Dezimalbriichen topologische Eigenschaf-
ten der reellen Zahlen, sobald man sie wirklich verwendet.

Dass man sie auch als Cauchyfolge oder Dedekindscher Schnitt definieren kann,
ist ein theoretischer Luxus.
(Freudenthal, , p- 203)

Die hier angesprochenen ,,Luxusvarianten“ sind zwei tatséchlich verbreitete konstruktive Zu-
géinge zu den reellen Zahlen im Rahmen der (Hochschul-) Analysis. Ausgehend vom Axiomen-
system (ZFC) von Zermelo-Fraenkel fiir die Mengelehre (siehe etwa Schichl und Steinbauer,
, Abschn. 4.5) werden die Zahlenmengen N, Z, Q und zuletzt R konstruiert. Der Zu-
gang, bei dem reelle Zahlen als Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen rationaler Zahlen defi-
niert werden, war womoglich Bestandteil Threr Analysisausbildung. Eine Alternative ist die
(dquivalente) Definition iiber die sogenannten Dedkind’schen Schnitte. Dabei ist jedefalls ein
langer und anspruchsvoller Weg zuriickzulegen, vgl. etwa (Schichl und Steinbauer, , Ab-
schn. 6.1.1, 6.2.1, 6.3.1, 6.4.1) oder, fiir eine viel ausfiihrlichere Darstellung (Kuba und Gotz,
).
Alternativ und auch durchaus im Rahmen einer Fachanalysis auf Hochschulniveau verbrei-
tet ist der folgende aziomatische, von Hilbert vorgeschlagene Zugang'?: Die Menge R wird
iiber drei Gruppen von Axiomen definiert, die Korperaxiome (die Grundlagen des ,,Buch-
staberechnens“), die Ordnungsaxiome (die Basis der ,Kleiner-Gleich-Beziehung) und das
Vollsténdigkeitsaxiom (iiber das wir gleich noch einiges sagen werden). Natiirlich sind diese
,2Axiome* nur im Rahmen dieses Zugangs Axiome und zwar in dem Sinn, dass die gesamte

9Dessen Vorziige gegeniiber dem oben erwihnten konstruktiven Zugang wurden von Bertrand Russel mit
den Vorziigen von Diebstahl vor ehrlicher Arbeit verglichen (frei zitiert nach Heuser, , Nr. 30). Bertrand
Russel (1872-1970), der uns schon in einer Fufinote auf Seite 84 begenet ist, war nicht nur Philosoph, Ma-
thematiker, Logiker, Historiker und politischer Aktivist (in Sachen Pazifismus und Solzialismus) sondern auch
Literaturnobelpreistriger und iiberhaupt einer der priagenden Denker des 20. Jahrhunderts.
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Analysis aus ihnen alleine heraus logisch abgeleitet wird. Sie konnen aber ihrerseits aus den
Axiomen von (ZFC) abgeleitet werden.

Mathematische Faktenbox 12: Axiomatischer Zugang zu R

Dass der Axiomatische Zugang also diese ,, Abkiirzung“ des konstruktiven Weges wirklich
funktioniert, garantiert der folgende Satz, vgl. Schichl und Steinbauer, 2018, Abschn. 6.4

4.3.2. Theorem (Richard Dedekind). Es existiert (bis auf Isomorphie) genau ein
ordnungsvollstéindiger geordneter Korper R, der Q als geordneten Unterkorper besitzt.
Wir nennen R die Menge der reellen Zahlen und die Elemente der Menge R\ Q die
irrationalen Zahlen.

Liest man diesen Satz als Definition der reellen Zahlen, kann man in der beruhigten
Gewissheit das Gebdude der Analysis aufbauen, dass man sicher auf den Schultern jener
Riesen steht, die R aus (ZFC) konstruiert haben.

4.3.3. Von Q zu R. Nun diskutieren wir die im Vollstdndigkeitsaxiom kodierte intuitiv nicht
bzw. nur schwer zu fassende Vorstellung von den

dicht aber nicht liickenlos auf dem Zahlenstrahl gelegenen rationalen Zahlen.

Diese ist nicht zuletzt eine erkenntnistheoretische Herausforderung, da die Einfiihrung der
reellen Zahlen nicht aus praktischen Messaufgaben rechtfertigen ldsst: Tatséchlich tritt in
realen Situationen niemals direkt eine irrationale Zahl auf. Es gibt keinen experimentell-
empirischen Nachweis, ob eine gemessene Grofie rational oder irrational ist. Damit ist die
Erweiterung der rationalen zu den reellen Zahlen eine rein theoretische Angelegenheit!

Dass aber die rationalen Zahlen nicht ausreichen, um elementargeometrische Zusammenhénge
auszudriicken, war schon den Pythagordern im antiken Griechenland bekannt. So ldsst sich
bekanntlich weder das Verhéltnis zwischen der Seitenldnge eines Quadrat und der Lénge
seiner Diagonalen durch ein Verhéltnis zweier ganzer Zahlen (also durch eine rationale Zahl)
ausdriicken, noch das Verhéltnis zwischen dem Radius eines Kreises und seiner Fldache oder
seinem Umfang.

Die Tatsache, dass der Weg von der Entdeckung irrationaler Zahlen bis zur axiomatischen
Festlegung der reellen Zahlen mehr als 2 Jahrtausende gebraucht hat, lisst nochmals erkennen,
wie schwierig er war — und warum es im Rahmen der Schulanalysis nicht moglich/geraten
scheint, hier zu den Grundlagen vorzustoflen. Andererseits wird sich ein intellektuell ehrlicher
Unterricht daran messen lassen (miissen), in wie fern er unter Hinweis auf die phdnomenolo-
gische Basis die Notwendigkeit der Erweiterung des Zahlenbereichs von Q zu R argumentiert
und auf ein diebeziigliches Versténdnis dréangt.

4.3.4. Die Vollstindigkeit von R. Die am einfachsten zu erfassende analytische Formulie-
rung der geometrsich-anschaulichen ,,Liickenlosigkeit* des Zahlenstrahls bzw. der Menge R ist
das Intervallschachtelungsprinzip. Dieses besagt anschaulich, dass ein noch so genaues ,,Hin-
einzoomen® auf den Zahlenstrahl kein Loch entdecken kann. Eine mathematische Prazisierung
lautet wie folgt, vgl. (Steinbauer, 2022, 1.3.34):
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Mathematische Faktenbox 13: Intervallschachtelungsprinzip

4.3.5. Satz. Sei (I,,) eine Folge abgeschlossener, beschrinkter Intervalle mit den Eigen-
schaften

(1) Il 2]2 D) 000 und

(2) die Durchmesser von I,, gehen gegen 0.

Dann gibt es genau eine reelle Zahl a, die in jedem Intervall I,, liegt.

Eine Veranschaulichung der Situation ist etwa Abbildung 4.39.

Abb. 4.39: Eine Intervallschachtelung ,,faingt” genau einen Punkt.

“Etwas genauer, falls wir I,, = [an, bn] schreiben gilt b, — an — 0.

Eine Intervallschachtelung auf der Zahlengeraden ,lduft also niemals ins Leere®. Hierbei wird
im {ibrigen wieder auf Folgen als Werkzeuge in einem Naherungsverfahren zuriick gegriffen.
Im Mathematikunterricht werden schon in der Sekundarstufe 1 zumindest intuitiv Intervall-
schachtelungen bemiiht, um etwa Umfinge, Fldchen oder Volumina zu berechnen.

Obwohl anschaulich iiberlegen, wird im axiomatischen Aufbau der (Hochschul-)Analysis dem
Intervallschachtelungsprinzip meist das Supremumsaxiom vorgezogen, da es in technischen
Beweisen leichter einsetzbar ist. Dieses scheint daher meist als Vollstdndigkeitsaxiom in Rah-
men des axiomatischen Zugangs auf, vgl. 4.3.1. Dartiberhinaus sind noch weitere dquivalente
Formulierungen der Vollsténdigkeit der reellen Zahlen von fundamentaler Bedeutung in der
Analysis. Wir versammeln sie hier in einer mathematischen Faktenbox.

Mathematische Faktenbox 14: Vollstédndigkeit von R

4.3.6. Theorem. Die folgenden fiinf Aussagen sind dquivalent und charakterisieren
daher gleichermaflen die Vollstéindigkeit der reellen Zahlen:
(1) Intervallschachtelungsprinzip, siehe Satz 4.3.5
(2) Supremumsazion, Ordnungsvollstindigkeit:
Jede nach oben beschrankte nichtleere Teilmenge von R hat ein Supremum.
(3) Cauchyprinzip: Jede Cauchyfolge konvergiert.
(4) Satz oder Auswahlprinzip von Bolzano- Weierstrafs:
Jede beschréinkte Folge hat einen Haufungswert.
(5) Monotonieprinzip:
Jede monoton wachsende nach oben beschrinkte Folge konvergiert.

Fiir Beweise und eine weitere Diskussion siehe z.B. (Steinbauer, 2022), Abschnitt 1.3,
oder die ausfiihrliche Diskussion in Winkler, 2009, vor allem Abschnitt 3.8.

\.

Beachten Sie, dass Folgen in vier der fiinf Ausagen, genau in allen die ,,Prinzipien® genannt
werden, das Hauptwerkzeug darstellen! Sie sind fundamentale Aussagen iiber die Konvergenz
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von Folgen, die alle aus der Ordnungsvollsténdigkeit folgen (und sogar zu ihr dquivalent sind).

Im Schulkontext wichtig ist vor allem das Monotonieprinzip, auf das wir schon mehrmals
zuriickgegriffen haben, z.B. um in 4.2.37(2) zu zeigen, dass jede Deziamlbruchentwicklung
konvergiert. Tatséchlich gilt sogar noch mehr, denn

Eine monoton wachsende Folge ist genau dann konvergent, wenn sie nach oben
beschrankt ist. Der Limes ist dann das Supremum.

Das entspricht also genau dem intuitiven Bild, dass eine monoton wachsende Folge, die nach
oben beschrankt ist, gegen ihr Supremum ,,gequetscht wird, sieche Abbildung 4.40. Natiirlich
gilt Analoges fiir monoton fallende, nach unten beschrinkte Folgen.

Limes

Abb. 4.40: Eine monoton wachsende, beschriankte Folge konvergiert gegen ihr Supremum.

Zum Abschluss des Paragraphen und des ganzen Kapitels werfen wir noch einen informierten
Blick zuriick auf 2.2.1.

4.3.7. Keine verniinftige Analysis auf Q! Wir haben in 2.2.1 bereits diskutiert, dass der
Zwischenwertsatz auf Q nicht gilt und dass daher auf Q keine verniinftige Anaylsis moglich
ist: Anschaulich vollig klare Satze sind falsch, wie durch einfache Gegenbeispiel belegt werden
kann, vgl. 2.2.1.

Nicht tiberraschend ist die Tatsache, dass im axiomatischen Aufbau der Analysis der Zwischen-
wertsatz meist mittels des Intervallschachtelungsprinzip bewiesen wird, also die Vollstédndigkeit
dahinter steckt, vgl. (Steinbauer, , 2.2.3).

Wir geben nun noch ein Beispiel dieser Bauart:

4.3.8. Monotoniekriterium. Im Zuge von Kurvendiskussionen in der Schulanalysis wird
oft die folgende Aussage verwendet:

Monotoniekriterium: Eine differenzierbare Funktion f : [a,b] — R mit positiver
Ableitung ist streng monoton wachsend.

Diese Aussage ist anschaulich sehr evident, wird aber falsch, wenn man sie auf die rationalen
Punkte im Intervall [a, b] einschréinkt, also nur in diesen eine positive Ableitung verlangt. Ein
Gegenbeispiel ist etwa

1

f:I:=]0,3NnQ—R, f(a;):m

(4.85)
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Tatséchlich ist f auf allen Punkten in I differenzierbar (als rationale Funktion ohne Nullstellen
im Nenner) mit positver Ableitung aber nicht monoton steigend, siche Abbildung 4.41.

f(x)=1/(2x172)

-2

-2

-3

Abb. 4.41: f hat in allen rationalen Punkten eine positive Ableitung, ist aber nicht monoton

steigend.



Kapitel 5

Differentialrechnung

Die Differentialrechnung stellt gemeinsam mit der Integralrechnung den zentralen Inhalt nicht
nur der Schulanalysis, sondern auch der Analysis an sich dar. Aufbauend auf dem Herzstiick
der Analysis — dem Grenzwertbegriff, siche Kapitel 4 — geht es nun darum das lokale
Anderungsverhalten von Funktionen zu studieren und geeignet in den Griff zu bekommen.
Dabei ist der Ableitungsbegriff das entscheidende Werkzeug.

Wir beginnen in Abschnitt 5.1 mit schulmathematischen Zugéngen zum Ableitungsbegriff und
nehmen danach eine genaue fachliche Begriffsbestimmung vor (Abschnitt 5.2). Nach einem
kurzen historisch-philosophischen Intermezzo in Abschnitt 5.3 besprechen wir in einer fach-
didaktischen Diskussion Aspekte und Grundvorstellungen des Ableitungsbegriffs (Abschnitt
5.4). SchlieBlich besprechen wir die in der Schulmathematik prominent vertretenen Themen
Kurvendiskussion und Extremwertaufgaben in Abschnitt 5.5.

5.1 Zuginge zum Ableitungsbegriff in der Schule

Betrachtet man die moglichen Zugénge zum Ableitungsbegriff in der Schule, dann lassen sich
folgende zwei Realisierungen ausmachen:

(1) Zugang iiber das Tangentenproblem;

(2) Zugang iiber die Momentangeschwindigkeit.
Der Zugang iiber das Tangentenproblem hat im schulischen Mathematikunterricht eine lange
Tradition, birgt aber bei ndherem Hinsehen einige Fallen in sich und enthélt zudem einige
Schwierigkeiten, die mit methodischem Geschick zwar umschifft, aber nicht aufgehoben wer-
den kénnen. Der Zugang iiber die Momentangeschwindigkeit hingegen weist solche Hiirden
und Fallen nicht auf und kann in Kontexten, die fiir Schiilerinnen und Schiiler relevant sind,
entfaltet werden. Dariiberhinaus kann der Zugang iiber die Momentangeschwindigkeit We-
sentliches zur Grunderfahrung 1 (mathematischer Blick) beitragen.

5.1.A Zugang iiber das Tangentenproblem

Der weit verbreitete Zugang zum Ableitungsbegriff iiber das Tangentenproblem folgt meistens
dem Dreischritt:

1. Schritt: Definition der Steigung einer Kurve in einem Punkt mittels Tangente;

2. Schritt: Die Tangente als Grenzlage von Sekanten;

3. Schritt: Berechnung der Tangentensteigung als Grenzwert.

101
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5.1.1. Definition der Steigung einer Kurve in einem Punkt mittels Tangente.
Dieser Zugang baut auf zwei mathematischen Begriffen auf, mit denen die Schiilerinnen und
Schiiler aus den vorhergehenden Schuljahren bestens vertraut sind. Es sind dies:

e Die Steigung von Geraden

e Der (geometrische) Tangentenbegriff
Bei einem solchen Einstieg wird von den Schiilerinnen und Schiilern die Steigung einer Kurve
untersucht. Dazu wird die Steigung einer Kurve in einem Punkt als Steigung der Tangente
in diesem Punkt definiert. Zumeist wird hierbei der vom Kreis bekannte geometrische Tan-
gentenbegriff beniitzt. Zahlreiche dynamische Lernobjekte visualisieren diesen Zugang und
ermoglichen ein interaktives Erkunden, siehe Abbildungen 5.1, 5.15 und 5.3.

Abb. 5.2: Quelle: https://www.geogebra.org/m/Yj8jvi{Ny

Bereits dieser erste Schritt enthélt einige Probleme. Zum einen wird hier der nicht-triviale Pa-
radigmenwechsel vom geometrischen zum analytischen Tangentenbegriff zumeist still schwei-
gend vollzogen. Genauer kénnen diese beiden Tangentenbegriffe wie folgt beschrieben werden:
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Abb. 5.3: Quelle: https://www.geogebra.org/m/VDHNGVK?T7

FD-Box 26: Tangentenbegriffe

Sowohl fachmathematisch als auch (und in unserem Kontext essentiell) in der Fachdidak-
tik unterscheidet man zwei Tangentenbegriffe.

(1) Der geometrische Tangentenbegriff versteht die Tangente an eine Kurve als globale
Stiitzgerade. Die Konstruktion der Tangente an einen Kreis ist dafiir paradigmatisch,
vgl. Abbildung 5.1, links.

(2) Der analytische Tangentenbegriff beruht darauf, dass die Tangente als lokale
Schmiegegrade an eine Kurve verstanden wird, d.h. als eine Gerade, die sich lo-
kal um den Punkt bestméglich an die Kurve anschmiegt.

Im Kontext des betrachteten Zugangs, fithrt dieser nicht thematisierte Paradigmenwechsel
(von der globalen zur lokalen Sicht) oft zu Verwirrung auf Seiten der Schiilerinnen und
Schiiler. Wird ndmlich im Sinne des geometrischen Tangentenbegriffs die Tangente als globale
Stiitzgerade aufgefasst, dann ist sie jene Gerade, die mit einer Kurve (z.B. einer Kreislinie) ge-
nau einen Punkt gemeinsam hat und die die Kurve auch nicht durchdringt. Dieses Verstédndnis
kann nur in ausgesuchten Fillen — etwa fiir den Graphen von f(x) = 22, sieche Abb. 5.4 —
angewandt werden, in vielen weiteren Fillen (siehe Abb. 5.5) fiihrt der geometrische Tangen-
tenbegriff zu Irritationen auf Seiten der Schiilerinnen und Schiiler.
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Abb. 5.4: Tangente als Stiitzgerade und

Schmiegegerade

Abb. 5.5: Tangente als Schmiegegerade

aber nicht als Stiitzgerade

Vollzieht man jedoch im Unterricht den Paradigmenwechsel vom geometrischen zum analyti-
schen Tangentenbegriff und erklirt die Tangente (nun) als Schmiegegerade, die sich der Kurve
lokal um den Beriihrpunkt gut anschmiegt, dann widerspricht das den von den Schiilerinnen
und Schiilern bis dahin erworbenenen Grundvorstellungen von einer Tangente.

5.1.2. Die Tangente als Grenzlage von Sekanten. Im zweiten Schritt dieses Zugangs
zum Ableitungsbegriffs wird, unabhéngig von der bisher erfolgten Gedankenfiihrung, eine neue
Idee zur Berechnung der Tangentensteigung eingefiihrt. Die Tangente in einem Punkt wird als
Grenzlage benachbarter Sekanten aufgefasst. Auch dafiir gibt es eine Fiille von interaktiven
Lernobjekten, die diese Idee visualisieren, siehe z.B. Abbildungen 5.6 und 5.7.

8
f(x) = 0.5x2+0.5

[R] &~ 4> @O 4 N=]es

%
3

i+ Ax) — flxg) _ 185—1
Ax T 0643

Differenzenquotient

e
& -

=1.322

Q= (1.643, 1.85)

+ Ay =085 -

Ax =0.643

Abb. 5.6: Tangente als Grenzlage von Sekanten - interaktiv; Quelle: https://www.geogebra

.org/m/iierR9hp
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Beschreibungl Aufgabenl Ldsungenl Didaktischer Hintergrundl Abuut...l

YA
Anstieg
der f(xo + h) - f{xo)
Sekante = ————
h
f(xo+ h) - f(x0)
P
M““a,_ - .
X0 ! Xo+h K

Start >

Abb. 5.7: Tangente als Grenzlage von Sekanten - interaktiv; Quelle: https://mathe-online
.at/galerie/diff1/ablgrenz/index.html

Dieser zweite Schritt enthélt ebenfalls Probleme. Zunéchst wird nicht an die Idee aus dem
ersten Schritt angekniipft. Denn dies wiirde bedeuten, zu untersuchen, ob die Schmiegegera-
de tatsédchlich leistet, was sie soll, ndmlich lokal die ,,bestapproximierende” Gerade zu sein.
Stattdessen wird eine neue Idee ins Spiel gebracht, ndmlich die Tangente durch benachbar-
te Sekanten anzundhern. Diese Idee fiithrt nachweislich zu Versténdnisschwierigkeiten, wenn
Schiilerinnen und Schiiler nicht die gesamten Sekanten, sondern nur die Sehnen im Fokus ihrer
Betrachtungen haben. Dann némlich ziehen sich die Sehnen schliefilich auf einen Punkt (den
Punkt P in Abbildung 5.8) zusammen und es ergibt sich im Grenzfall gar keine Gerade.

5.1.3. Berechnung der Tangentensteigung als Grenzwert. Im dritten Schritt dieses
Zugangs wird hiufig die Parabel f(z) = 22 betrachtet und zwar an der Stelle o = 1. Die
Annidherung der Tangente im Punkt (1]1) wird mittels der benachbarten Sekanten algebraisch
modelliert und der Grenzwert berechnet.

D.h. fiir die Sekantensteigung wird der Differenzenquotient

f(@) = f(0)
Tr — X0

betrachtet. Fiir das Beispiel der Parabel f(z) = 22 mit 29 = 1 ergibt das

xT) — T 1'2—
f(;_ié o) _ x_ll. (5.1)

Lésst man nun im Z&hler und Nenner z gegen zg = 1 gehen, so streben Zéhler und Nenner
gegen 0, obwohl der Quotient einen wohldefinierten Grenzwert hat, ndmlich die Zahl 2. Hier
tritt die oben schon angesprochene Fehldeutung — die Sehnen ziehen sich auf einen Punkt


https://mathe-online.at/galerie/diff1/ablgrenz/index.html
https://mathe-online.at/galerie/diff1/ablgrenz/index.html

106 KAPITEL 5. DIFFERENTIALRECHNUNG

P

Abb. 5.8: Fehlvorstellung: Sekante - Sehne

zusammen — erneut als Schwierigkeit auf. Als Voraussetzung wird dann z # xg angenommen,
um dann schliellich scheinbar doch = = zg zu setzen.

Dieses Vorgehen bedient sich des Grenzwertbegriffs und insbesondere der Annéherungsvor-
stellung, d.h. hier wird also die Sekantensteigung als idealisiertes Endprodukt eines unendli-
chen Prozesses aufgefasst. Wobei hier einer korrekte Formulierung eine besondere Bedeutung
zukommt: Im Gegensatz zu “Die Sekantensteigung kommt der Zahl 2 beliebig nahe, wenn = ge-
gen xg = 1 strebt” ist eine Formulierung wie “Die Sekantensteigung kommt der Zahl 2 immer
nédher, ohne sie je zu erreichen” in diesem Zusammenhang besonders problematisch. Zu guter
Letzt sei noch darauf verwiesen, dass der Term fiir die Sekantensteigung und die bendtigten
Termumformungen die ganze Aufmerksamkeit der Schiilerinnen und Schiiler fordern, wobei
der inhaltliche und begriffliche Kontext oft zu verschwinden droht.

Zusammengefasst ergeben sich mit diesem Zugang folgende Schwierigkeiten:

e Paradigmenwechsel vom geometrischen zum analytischen Tangentenbegriff;

e Berechnung der Tangentensteigung mit der Idee, die Tangente als Grenzlage von Sekan-
ten aufzufassen;

e Verfahren zur Berechnung der Tangentensteigung als Grenzwert — erkenntnistheoretisch
schwierig, und algebraisch aufwendig.

5.1.B Zugang iiber Momentangeschwindigkeit

Eine Alternative, sich dem Ableitungsbegriff in der Schule zu nédhern, bietet der Zugang
iiber die Momentangeschwindigkeit. Anstelle des lokalen Anstiegs wird also die Frage nach
der lokalen Anderungsrate gestellt und in der Erfahrungswelt der Schiilerinnen und Schiiler
eingebettet. Bei einem solchen Zugang werden auch die drei Winter’schen Grunderfahrungen
(Realitdtsbezug, Durchdringen eines zentralen theoretischen Begriff, heuristisches Arbeiten)
angesprochen.

Ausgangspunkt eines solchen Zugangs kann ein (fiktiver) Dialog wie der folgende sein.

Andrea: Am Wochenende war ich zu Besuch in Salzburg. Fiir die Strecke von Wien nach
Salzburg also etwa 300 km habe ich genau 3 Stunden gebraucht.

Peter: Na, dann warst du aber mit 100 km/h nicht besonders schnell.



5.1. ZUGANGE ZUM ABLEITUNGSBEGRIFF IN DER SCHULE 107

Andrea: Wie man’s nimmt, manchmal bin ich sogar iiber die erlaubten 140 gefahren.

Den Schiilerinnen und Schiilern wird in der 11. Schulstufe schon vertraut sein, dass beim
Sprechen iiber Geschwindigkeiten, der zuriickgelegte Weg in Abhéngigkeit von der Zeit be-
trachtet wird. Solche Weg-Zeit-Funktionen haben die Schiilerinnen und Schiiler sicher auch
schon mehrmals bearbeitet. Damit die oben angesprochene Situation konkret gefasst wer-
den kann, kénnen wir den Anfahrtsvorgang betrachten. Es ist durchaus realistisch, diesen
Zusammenhang mit s(t) = ¢? zu beschreiben.

Der Graph in Abbildung 5.9 zeigt, wie sich der durchfahrene (zuriickgelegte) Weg im Laufe
der Zeit entwickelt. Der zuriickgelegte Weg s(t) wiichst mit der Zeit ¢. Mit fortschreitender
Zeit wichst der zuriickgelegte Weg immer rascher, der Wagen wird also immer schneller.

s(t)

Abb. 5.9: Weg-Zeit Diagramm Abb. 5.10: In gleichen Zeiteinheiten
zuriickgelegter Weg

Wird dieser Sachverhalt genauer untersucht, dann kénnen beispielsweise gleichlange Zeitab-
schnitte betrachtet werden (vgl. Grundvorstellung von Funktionen — Kovariation). Sowohl
am Graphen als auch einzelne Berechnungen zeigt sich, dass die pro Sekunde zuriickgelegten
Wegstrecken (in Metern) grofler werden (siehe Abbildung 5.10).

e In der ersten Sekunde: s(1)-s(0) = 12-0? = 1 Meter
e In der zweiten Sekunde: s(2)-s(1) = 22-12 = 3 Meter
e In der dritten Sekunde: s(3)-s(2) = 32-22 = 5 Meter

Fiir beliebige Zeitabschnitte ty bis t; erhilt man die jeweils zuriickgelegte Wegstrecke As mit

As = s(t1)-s(to) . (5.2)
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Jetzt konnen nicht mehr nur Zeitabschnitte der Léange 1 Sekunde betrachtet werden, sondern
auch andere, z.B. fiir die Werte ty3 = 1 und ¢; = 3 also

Ns = s(t1)-s(to) = s(3)-s(1) =3*-1* =8. (5.3)

Im Zeitintervall [1; 3] legt das Auto also 8 Meter zuriick. In diesen 2 Sekunden legt das Auto
also im Mittel 4 Meter zuriick, d.h. die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [1; 3] betrégt
4 Meter pro Sekunde.

Auch diese konkrete Uberlegung kann verallgemeinert werden. Fiir beliebige Zeitabschnitte
At (mit At =t; —tp) wird die mittlere Geschwindigkeit ¥ mit der Formel

. As  s(t1) — s(to)

Attt —to (5-4)

berechnet.

Damit haben wir allerdings noch keine Antwort auf die Frage, wie schnell das Auto zu einem
bestimmten Zeitpunkt #y ist. Die entscheidende Idee ist hier, die Momentangeschwindigkeit
durch mittlere Geschwindigkeiten anzun&hern.

Eine solche Naherung fiir ¢g = 1 ist in Abbildung 5.11 numerisch durchgefiihrt.

t) — s(t
Zeitintervall [to,t] | mittlere Geschwindigkeit 75( i :( ) im Zeitintervall [to, t]
—to
22 — 12
1:2 =3
(1;2] 51
1,12 -12
1;1,1] i
L1-1
1,012 — 12
1:1.01 - =201
[1:1,01] 1,0l -1 0
1,0012 — 12
1:1 1 - =9 1
[131,001] 1,001 — 1 , 00

Abb. 5.11: Mittlere Geschwindigkeiten in gegebenen Zeitintervallen (rechts)

Aus der Tabelle konnen wir entnehmen: Je kleiner das Zeitintervall [1;¢] wird, je ndher also
t an 1 heranriickt, umso naher scheint die mittlere Geschwindigkeit dem Wert 2 zu kommen.
Wir werden sogar sehen, dass die mittlere Geschwindigkeit gegen den Wert 2 konvergiert,
wenn ¢t von oben gegen 1 geht. (Wir wiederholen den Grenzwertbegriff fiir Funktionen in
mathematisch exakter Wiese im néchsten Abschnitt, siche Definition 5.2.5.)

Um uns zu vergewissern, dass unser Verfahren nicht dadurch verzerrt wird, dass wir immer
Zeitintervalle [to, t], also rechts von ¢y betrachtet haben, ndhern wir uns auch von der anderen
Seite an, d.h. wir betrachten Zeitpunkte ¢ < tg, siche Tabelle 5.12
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to) — s(t
Zeitintervall [¢,to] | mittlere Geschwindigkeit S((t)):() im Zeitintervall [¢,¢0]
0—
[0;1] 1
[0,9;1] 1,9
[0,99; 1] 1,99
[0,999; 1] 1,999

Abb. 5.12: Mittlere Geschwindigkeiten in gegebenen Zeitintervallen (links)

Auch hier sehen wir: Je kleiner das Intervall [¢; 1] wird, je ndher also ¢ an 1 heranriickt, umso
néher scheint die mittlere Geschwindigkeit dem Wert 2 zu kommen. Es liegt also nahe, 2 m/s
als die gesuchte Momentangeschwindigkeit zu betrachten.

Wir haben bisher bestimmte Anndherungen (von links und rechts) an ¢y = 1 untersucht.
Dass sogar jede beliebige Annadherung an den Zeitpunkt tg = 1 zu dem selben Ergebnis fiihrt,
zeigt folgende Uberlegung: Ist ¢ ein benachbarter Zeitpunkt von to = 1, so hat die mittlere
Geschwindigkeit im Intervall [1;¢] den Wert

s(t)—s(1)  t*—12

Uy = P R (mit ¢ # 1)
:@_;¥T%U:t+1:1+t (5.5)

Analoges gilt natiirlich auch fiir beliebige Annéherungen von links, also auf Intervallen [t tg]
fiir beliebige t < tg. Genauer gilt

s s()—st) _ s(t) —s(1)
R

=1+t (5.6)

Man sieht also, dass vy ;) = V1) = 1 + ¢ fiir gegen 2 konvergiert, wenn ¢ gegen 1 geht. Somit
haben wir die Momentangeschwindigkeit fiir {5 = 1 erfolgreich berechnet.

Zusammengefasst geht dieser Zugang also iiber die folgende Schritte:

e Vorzugsweise wird ein Kontext genommen, bei dem man sich in intuitiver Weise des
Zeitkontinuums bedient: Geschwindigkeit.

e Der zuriickgelegte Weg und damit auch die mittlere Geschwindigkeit werden in ver-
schiedenen konkreten Zeitabschnitten (grafisch und rechnerisch) ermittelt.

o Der zuriickgelegte Weg wird in beliebigen Zeitabschnitten angegeben.

e Die mittlere Geschwindigkeit wird in beliebigen Zeitabschnitten angegeben.

e Die Frage nach der Momentangeschwindigkeit tritt nun ganz natiirlich auf und kann
durch Ann#herung iiber mittlere Geschwindigkeit von links/rechts erarbeitet werden.

e Nun folgt eine allgemeine Betrachtung zur Ermittlung der Momentangeschwindigkeit.
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Im Gegensatz zum Zugang iiber das Tangentenproblem geniigt hier eine einzige Idee —
némlich die der Geschwindigkeit. Die Annéherung der Momentangeschwindigkeit durch mitt-
lere Geschwindigkeiten in Zeitintervallen ergibt sich fiir die Schiilerinnen und Schiiler aus dem
Kontext. Bei der letzten Frage, ob der Momentangeschwindigkeit {iberhaupt ein Grenzwert
zugeschrieben werden kann, tritt hier nicht so prominent in der Vordergrund, da in diesem
Sachkontext niemand daran zweifelt, dass gefundene Wert etwas anderes als die Momentan-
geschwindigkeit beschreibt.

5.2 Fachliche Begriffsbestimmung

In diesem Abschnitt diskutieren wir die fachlichen Grundlagen der Differentialrechnung. Sie
stellt den Kern der gesamten Analysis dar. Ihr Grundthema ist es, das lokale Verhalten von
Funktionen in effektiver Weise zu erfassen und zu beschreiben, vgl. 1.1.2.

5.2.A Ein fachmathematischer Zugang zur Differenzierbarkeit

Entsprechend zum oben ausgegebenen ,Motto“ des Ableitungsbegriffs als dem Werkzeug zur
Beschreibung des lokalen Anderungsverhalten von Funktionen nihern wir uns dem Begriff
aus diesem Blickwinkel an. Wie schon in den Abschnitten 4.1.B und 4.2.A beim Folgen-
bzw. dem Grenzwertbegriff ergeben sich die entsprechenden Begriffsbildungen in natiirlicher
Weise. Auflerdem ermdoglicht uns dieser Zugang im néchsten Unterabschnitt einen ebenso
natiirlichen Blick auf den fachlich bestimmenden Aspekt der Differenzierbarkeit: den der
linearen Bestapproximation.

5.2.1. Motivation: ,,Anderungsmodi“ von Funktionen. Im Verlauf Ihrer fachlichen
Analysisausbildung haben Sie sicherlich bemerkt, dass es bei der Untersuchnung von Funk-
tionen weniger darauf ankommt, ihre Werte an vorgegebenen Stellen zu kennen als vielmehr
die Verdnderung der Funktionswerte bei Veranderung der Argumente. Dieser fachliche Aspekt
ist natiirlich eng mit der Kovariationsvorstellung des Funktionsbegriffs, siehe 3.2.3 und 3.4.2
verbunden.

Zwei dieser , Anderungsmodi® sind im kanonischen Aufbau der Analysis dem Differenzierbar-
keitsbegriff vorgelagert: die Monotonie und die Stetigkeit. Erinnern wir uns hier kurz an die
Stetigkeit

Mathematische Faktenbox 15: Stetigkeit

5.2.2. Definition (stetige Funktion). Eine Funktion f : I — R (definiert auf einem
Intervall I) heiit stetig im Punkte xg € I, falls

Ve>0 30>0: Veel mit |[zx—xzo|<d = |f(z)— f(zo)| <e. (5.7)

Ist die Funktion f in jedem Punkt zy € I stetig, dann heift sie (global) stetig auf I.

. J

Diese Definition besagt in stark komprimierter Symbolik das folgende: Gegeben eine beliebig
(klein) vorgegebene ,, Toleranzgrenze“ um den Funktionswert f(z() in Form einer e-Umgebung
fiir beliebiges € > 0. Dann gibt es immer ein , Sicherheitsintervall® gegeben in Form einer 6-
Umgebung um die entsprechende Argumentstelle xg, sodass fiir alle Argumente z € I, die
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in dieser Umgebung liegen, die Funktionswerte in der e-Umgebung um f(xg) liegen, siehe
Abbildung 5.13

Etwas verkiirzter kann man sagen, dass bei einer in zq stetigen Funktion ein , kleines Wackeln“
am Argumente in der Nidhe von xg nur zu einem ,kleinen Wackeln* der Funktionswerte um
f(xo) zu Folge hat.

Mit der Stetigkeit sind die folgenden Aspekte verbunden: Umgebungsstetigkeit in Abstands-
bzw. Umgebungsformulierung, Folgenstetigkeit, Vertauschbarkeit von Funktionsanwendung
und Grenzwertbildung, sowie Approximierbarkeit durch eine Konstante. Die respektiven Grund-
vorstellungen sind Sprungfreiheit, Vorhersagbarkeit und Darstellbarkeit (,, Bleistiftstetigkeit”).
Da wir in dieser Vorlesung die Setigkeit nur kurz (auf dem Weg zur Differenzierbarkeit) dis-

kutieren, verweisen wir fiir alles Weitere auf Greefrath et al., , p- 141.
f(zo) + €
I f
f(xo)
f(zo) —€

o

zog—0 Xo To+0

Abb. 5.13: Veranschaulichung der Stetigkeitsdefinition

5.2.3. Eine Approximationsidee: waagrechte Gerade. Der zuletzt beschriebene Aspekt
kann fiir unsere Zwecke (Motivation der Differenzierbarkeit) auch noch stérker verkiirzt wer-
den zu: Nahe der Stelle x( verhilt sich eine dort stetige Funktion annéhernd wie eine konstante
Funktion, nédmlich z — f(x¢), siehe Abbildung 5.14

f(l‘o) + €
—_ f
f(o)

7

f(zo) —¢

o

Abb. 5.14: Approximation von f durch die konstante Funktion x — f(zo)

Nun kénnen wir uns dem Begriff der Differenzierbarkeit einer Funktion f : I — R auf &hnliche
Weise ndhern. Wir wollen die oben beschriebene Nédherung an eine stetige Funktion in Form
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einer konstanten Funktion, also graphisch durch eine waagrechte Gerade verfeinern. Das ist
deswegen notig, weil die eben beschriebene Naherung nur sehr grob ist und nur qualitativ et-
was iiber das Anderungsverhalten der Funktion nahe z sagt. Wir wollen nun auch quantitativ
etwas dariiber aussagen und beginnen mit der Idee, dass

Eine Funktion f in z( differenzierbar genannt werden soll, falls sie sich dort ,,gut“
durch eine Gerade anndhern lasst,

die nicht notwendigerweise waagrecht ist.
Um diese Idee zu formalisieren beginnen wir damit, dass wir allgemein fiir die noch zu findende

Gerade g ansetzen:
g(x) = kx +d. (5.8)

Klarerweise wollen wir, dass g durch den Punkt (xq, f(z¢)) geht, d.h. dass
f(xo) = g(xo) = kxg +d (5.9)

gilt. Die entscheidende Idee ist es nun, Punkte z nahe zg zu betrachten, also Punkte xg + h
fir ,,kleines“ h. Fiir solche Punkte ergibt sich

g(x) = g(zo + h) = k(zo + h) +d = kxo + d + kh = f(xo) + kh, (5.10)

wobei wir fiir die letzte Gleichheit die Gleichung (5.9) verwendet haben. Im Sinne unserer
obigen Approximationsidee bedeutet das fiir £ nahe xg also ,kleine“ h, dass

F(@) = F(xo+h) ~ glao + h) = f(xo) + kh (5.11)

gelten soll.
Um diese Idee noch présziser zu fassen, kénnen wir (5.12) verwenden, um den ja noch unbe-
kannten Anstieg der approximierenden Geraden zu bestimmen, ndmlich

f(z) — f(z0) f(zo + 1) — f(zo)

[ = : 5.12
- Y (5.12)

Auf diese Weise haben wir einen ,alten Bekannten“ aus der Schulmathematik auf ganz
natiirliche Weise (zuriick)gewonnen, den Differenzenquotienten. Seine geometrische Bedeu-
tung ist, dass er die Steigung der Geraden zwischen den Punkten (zg, f(z¢)) und (2o +
h, f(zo+h)) bezeichnet und so den Anstieg der Sekante durch diese beiden Punkte des Funk-
tionsgraphen von f, sieche Abbildung 5.15.

Zunéchst prizisieren wir und vergeben einen offiziellen Namen:

Mathematische Faktenbox 16: Differenzenquotient

5.2.4. Definition (Differenzenquotient). Sei f : I — R eine Funktion und sei zp ein
Punkt im Intervall I. Fir x € I, © # x¢ heifit der Ausdruck

f=) = f(=0)

5.1
pra— (5.13)

Differenzenquotient von f bei xg.
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(xg* h)

fx,)

Abb. 5.15: Geraden zwischen den Punkten (xo, f(x¢)) und (zo + h, f(xo + h))

Der weitere Weg der Prézisierung unserer Approximationsidee ist nun vorgezeichnet. Wir
miissen uns mit dem Grenzwert des Differenzenquotienten (5.13) befassen, wobei wir = gegen
xo gehen lassen. Das hat auch den folgenden Vorteil: Der Differenzenquotient héingt von den
zwei Variablen xo und x ab und im Grenzwert z — xo kénnen wir eine davon (nédmlich x)
loswerden.

Um das effizient tun zu konnen, wiederholen wir den Grenzwertbegriff fiir Funktionen. Eine
Moglichkeit ist es, diesen Begriff moglichst nahe am bzw. analog zum Grenzwertbegriff fiir
Folgen zu definieren, fiir Alternativen via Folgen siehe etwa (Steinbauer, 2022, 2.1.21) bzw.
Forster, 2016, §10.

Mathematische Faktenbox 17: Grenzwert von Funktionen

5.2.5. Definiton (Funktionsgrenzwert). Eine reelle Funktion f : D — R konvergiert
an der Stelle z¢ gegen ein ¢ € R, falls

Ve>0 30>0: VreD mit |[z—x20/<d = |f(z)—c|<e. (5.14)

In diesem Fall heifit ¢ Grenzwert oder Limes der Funktion f an der Stelle zg und wir
schreiben limg_,,, f(x) = c oder f(z) — ¢ fir x — zo.

Diese Formulierung ist weitgehend analog zur Grenzwertdefinition fiir Folgen. Sie ist
formal auch ganz nahe an der Stetigkeitsdefinition, was natiirlich kein Zufall ist; daher
miissen wir ganz dringend einige Bemerkungen machen.

5.2.6. Bemerkungen, Beispiele & Erweiterungen.
(1) Aus den respektiven Definitionen sieht man ganz leicht, dass

f genau dann stetig in x¢ ist, falls lim, ., f(x) = f(x0) gilt,

also der Limes von f an der Stelle zp mit dem Funktionswert f(xo) an dieser Stelle
iibereinstimmt.

(2) Beachten Sie, dass wir nicht vorausgesetzt haben, dass zp € D liegen muss.
Tatséachlich ist der Begriff auch sinnvoll, wenn x( ein sogenannter Berthrpunkt von
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Mathematische Faktenbox 17 — Fortsetzung

D ist, d.h. falls es in jeder (noch so kleinen) Umgebung von zg in R einen Punkt
aus D gibt. Ein Standardbeispiel wire etwa ein Randpunkt eines offenen Inter-
valls (z.B. 1 ist Berithrpunkt von [0,1) obwohl 1 & [0,1)) Ein etwas interessanterer
Beriihrpunkt begegenet uns in unserem ersten Beispiel.

(3) Wir betrachten die Funktion (vgl. Abb. 5.16)

FIR\{1} >R, f(z)= 21 (5.15)

x—1"

Dann gilt lim,_; f(z) = 2, denn fiir x € D (also x # 1) gilt f(z) = % S
x+1und z+1— 2 fiir x — 1.

(4) Um etwas interessantere Beispiele betrachten zu kénnen, etwa ,echte“ Polstellen
von rationalen Funktionen, miissen wir den Begriff etwas erweitern und sagen, die
Funktion f divergiert an einer Stelle zo (bestimmt) gegen Unendlich, falls f(z) bei
Annidherung an zq beliebig grofl wird, d.h. formal falls

VCeR 30>0: VeeD mit |[z—29/<d = f(z)>C (5.16)

gilt. Wir schreiben dann lim,_,,, f(z) = oc.
Analog definiert man die (bestimmte) Divergenz gegen minus Unendlich. Mit diesem
Begriffsapparat ausgestattet, kann man nun folgendes Beispiel angehen:

(5) Wie betrachten f : R\ {0} — R, f(x) = 1/22, vgl. Abb. 5.18. Dann gilt

lim — = oo. (5.17)

(6) Um auch Beispiele anzugehen, wo am Pol ein Vorzeichenwechsel stattfindet, defi-
nieren wir einseitige Grenzwerte, bei Annéherung an xg von oben (x € D, & > x)
und unten (z € D, v < ). Damit erhdlt man etwa lim,\p1l/z = oo und
lim, 9 1/2 = —oo, vgl. Abb. 5.17.

(7) Schliefllich definiert man auch Grenzwerte, wenn x beliebig grofi wird. Da wir diesen
Begriff im gegenwértigen Kontext der Diffenentialrechnung nicht benttigen wer-
den, verweise wir hier lediglich auf die Analysis-Literatur, etwa (Steinbauer, 2022,
2.1.25), Forster, 2016, §10.

\x
A/ll‘” :p\

Abb. 5.16: f(z) = £=L  Abb.SAT: f(x) =25 Abb. 5.18: f(2) = L

xT
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5.2.7. Technisches zur Formulierung des Grenzwerts des Differenzenquotienten.
Wir verfolgen nach wie vor unsere Approximationsidee aus 5.2.3 und wollen diese nun ex-
aktifizieren. Dazu benotigen wir (zum Gliick) nur den einfachsten der eben besprochenen
Grenzwertbegriffe fiir Funktionen, ndmlich den Fall, dass der Punkt xy des Interesses ein
Punkt in einem Intervall I und der Grenzwert endlich ist.

Eine Feinheit ist dabei allerdings, dass der Diffenzenquotient in zg laut Definition 5.2.4 fiir
x = ¢ gar nicht definiert ist. Daher miissen wir in (5.14) das Vo € [“ zu \Vx € I, = # xo“
abéndern. Dafiir verwendet man das Symbol limg,;—z,. Oft wird diese Feinheit auch nicht
in der Notation widergespiegelt und einfach lim, ,;, geschrieben — im stillschweigenden
Einverstédndnis, dass x = zg ausgeschlossen ist. Jetzt sind wir endlich so weit, das Endprodukt
unserer Approximationsidee aus 5.2.3 formulieren zu kénnen.

Mathematische Faktenbox 18: Differenzierbarkeit und Ableitung

5.2.8. Definition (diffenzierbare Funktion). Eine Funktion f : I — R heifit differen-
zierbar in einem Punkt xg im Intervall I, falls
f(zo+h) — f(x0)

lim f&) = o) oder, was dasselbe ist,  lim (5.18)
THET—TQ T — X 0#£h—0 h

existiert und endlich ist.

Diesen Grenzwert nennen wir die Ableitung der Funktion f an der Stelle (bzw. im Punkt)
xo und bezeichnen sie mit f’(x¢). Ist f in jedem Punkt xo € I diffenzierbar, dann nennen
wir f (global) differenzierbar auf I. In diesem Fall nennen wir die Funktion

e I—-R, x~ f(2) (5.19)

(erste) Ableitungsfunktion von f.

5.2.9. Nachbetrachtung und Terminologie (Differentialquotient).
(1) Falls der Limes in (5.18) existiert und endlich ist, besagt die Definition, wie auch schon
oben antizipiert, dass die Ableitung im Punkt z( gleich dem Limes des Differenzenquo-
tienten ist. Oft wird der Ausdruck

i L@@ i
T—FxT—T0 T — X 0#£h—0 h

(5.20)

als Differentialquotient von f bei xg bezeichnet — und zwar unabhéngig davon, ob der
Grenzwert existiert bzw. endlich ist und daher zur Definition der Ableitung ,,taugt®. Mit
dieser Terminologie kann man formulieren, dass der Differentialquotient der Grenzwert
des Differenzentquotienten ist und, falls er existiert und endlich ist, gleich der Ableitung
der Funktion an der betreffenden Stelle ist bzw. diese definiert.

(2) Geometrisch ergibt sich die Ableitung also in diesem prizisen Sinn als der Grenzwert
der Sekantensteigungen. Somit ist die Gerade durch (z, f(z0)) mit dem Anstieg f’(zo)
jene gesuchte Gerade, die in der N#he von (xg, f(xg)) die Funktion f , besonders gut“
approximiert. Deshalb wird sie auch als Schmiegegerade bezeichnet. Diese Begrifflichkeit
haben wir schon in Abschnitt 5.1 in unserer didaktischen Diskussion des Zugangs zur
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Differentialrechnung {iber das Tangentenproblem verwendet und werden ihren mathe-
matischen Hintergrund spéter noch préziser fassen.

Hochste Zeit, ein paar Beispiele und Nicht-Beispiele zu besprechen.

Mathematische Faktenbox 19: Differenzierbare Funktionen

5.2.10. Beispiel ((nicht)-differenzierbare Funktionen)).

(1) Einfache differenzierbare Funktionen auf ganz R sind natiirlich konstante Funktio-
nen f(x) = c fiir ein ¢ € R mit verschwindender Ableitung, denn fiir jedes zp € R
gilt fiir den Differenzenquotienten bei xg

f@o+h)— flwg) c—c
Y = = 0 (5.21)
und wir miissen nicht einmal einen Grenzwert berechnen um auf f/(x¢) = 0 zu kom-
men! Aber fiir dieses Beispiel hitten wir den Ableitungsbegriff gar nicht gebraucht!

(2) Die ,néchst-schwierigere* Funktion ist f(z) = z. Diese ist natiirlich ebenfalls auf
ganz R differenzierbar und zwar mit Ableitung f’(z) = 1, denn fiir alle z9 € R und
alle h # 0 gilt

xo+h — 29
h
und wieder mussten gar keinen Grenzwert berechnen.
(3) Die Betragsfunktion x + |z| ist nur auf R \ {0} diffenzierbar und in xo = 0 nicht
differenzierbar. Denn es gilt fiir jedes positive h, dass

=1 (5.22)

0+ h|—10 h 0+ h|—10 —h
Daher existiert der Grenzwert in (5.18), genauer der Grenzwert
. [0+h]—]0] . |h =0
| —— =1 —_— .24
Oyélhn—lm h o;elhn—lm h (5-24)
nicht! Insgesamt haben wir also berechnet, dass
-1 z<0
lz|" = A z=0 (5.25)
1 >0

Betrachten wir den Funktionsgraph von |z| in Abbildung 5.19, so sehen wir, dass er
bei zp = 0 einen Knick hat. Die Ableitung konstant —1(+1) fiir negative (positive)
Argumente kénnen wir ebenfalls ablesen.

(4) Weitere auf ihrem gesamten Definitionsbereich differenzierbare Funktionen sind et-
wa die Exponentialfunktion und die Winkelfunktionen Sinus und Cosinus, wobei
gilt

(e”) = e*, sin'(x) = cos(z) und cos'(x) = —sin(z). (5.26)

Diese Aussagen folgen leicht aus der Definition der Differenzierbarkeit und Ablei-
tung unter der Verwendung der typischen Eigenschaften dieser Funktionen, siehe
etwa (Steinbauer, 2022, 3.1.10), Forster, 2016, §15.
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Mathematische Faktenbox 19 — Fortsetzung

(5) Die Wurzelfunktion f(xz) = /z ist zwar auf [0,00) definiert, aber nur auf (0, c0)
differenzierbar. Tatséchlich gilt fiir zg > 0, dass f'(zo) = 1/(2,/7¢), denn

VE— T x — X _ 1 . 1
T — T (@ —zo)(Vz+vZo) Va+ymo o 20

Allerdings gilt fiir ¢ = 0, dass

M:%:%—m) (h — 0) (5.28)

und somit ist der Limes in (5.18) nicht endlich und /2 in 2o = 0 nicht differenzier-
bar. Die Funktion hat gegen xy hin einen unbeschrinkten Anstieg und hétte eine
senkrechte Tangente, was aber von Definition 5.2.8 verboten wird, sieche Abbildung
5.20.

(x — x0). (5.27)

5.2.11. Die Lehren aus den Nicht-Beispielen. Die oben diskutierten Beispiele der
Betrags- und der Wurzelfunktion sind symptomatisch fiir nicht-differenzierbare Funktionen
und wir kénnen einige Lehren daraus ziehen:

(1) Bei der Betragsfunktion werden wir — und das ist in gewisser Weise banal aber wichtig
zu erwahnen — erstmals darauf gestoflen, dass zwar in den allermeisten graphischen
Veranschaulichungen der Differenzierbarkeit h positiv, d.h. x¢g + h rechts von xy ge-
zeichnet wird, dies in der Definition aber nirgends gefordert wird! (Lediglich h = 0 bzw.
x = xg ist ausgeschlossen!)

(2) Der Graph der Betragsfunktion hat in xzp = 0 einen Knick und dieses Verhalten ist
prototypisch fiir nicht-differenzierbare Funktionen ebenso wie Spriinge Prototypen fiir
unstetige Funktionen sind.

FEine Funktion mit ,Knick® ist an dieser Stelle nicht differenzierbar.

2.0

0.8
0.6
0.4
0.5
0.2

-2 -1 1 2 0.5 1.0 1.5 2.0

Abb. 5.19: Graph der Betragsfunktion || Abb. 5.20: Graph der Wurzelfunktion \/z

(3) Die Nicht-Differenzierbarkeit der Wurzelfunktion in xy = ist ebenso symptomatisch.

Eine Funktion mit unbeschrianktem Anstieg ist an der entsprechenden Stelle
nicht differenzierbar, oder etwas legerer: Senkrechte Tangenten gibt es nicht.
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Die Tatsache, dass es sich bei der Wurzelfunktion beim problematischen Punkt um
einen Randpunkt des Intervalls handelt ist iibrigens unerheblich, wie man z.B. am etwas

komplizierteren Beispiel
x x>0
f(@) = { Ve (z20) (5.29)

sieht, vgl. Abbildung 5.21.

Abb. 5.21: Graph der Funktion f aus (5.29)

(4) Beachten Sie, dass die Beispiele || und /z an der Stelle zy = 0 jeweils eine der beiden
Bedingungen an den Limes in Definition 5.2.8 nicht erfiillen, ndmlich die Existenz (|z|)
bzw. die Endlichkeit (y/z)!

(5) Bemerken Sie, dass in allen drei Beispielen |z|, v/z und f aus (5.29) die Funktionen in
xo = 0 zwar nicht differenzierbar aber dennoch stetig sind. Das bedeutet, wie auch in
5.2.3 antizipiert, dass Differenzierbarkeit stérker ist als Stetigeit. Tatséichlich gilt der
wichtige Zusammenhang:

Mathematische Faktenbox 20: Stetigkeit und Differenzierbarkeit

5.2.12. Satz (Stetigkeit vs. Differenzierbarkeit). Fiir Funktionen f: I — R gilt in
jedem Punkt zg im Intervall I:

f differenzierbar in z f stetig in xg (5.30)

!

Dabei ist die Implikation ganz leicht einzusehen, denn fiir eine in x( differenzierbare
Funktion f gilt
x)— f(x
f(@) = f(zo) = %QO) (z —x0) = f'(20) - 0=0 (2 — z0), (5.31)
also f(z) — f(xo), was ja die Stetigkeit bei zo bedeutet, vgl. 5.2.6(1).

(4) Die ganze Wahrheit iiber stetige vs. differenzierbare Funktionen wird vom prototypi-
schen Beispiel |z| natiirlich nicht abgedeckt. Tatséchlich ist sie viel komplizierter: Es
gibt z.B. Funktionen, die auf ganz R stetig aber in keinem(!) Punkt differenzierbar sind,

2 sin(2Fz)

etwa die sog. WeierstraB-Funktion f(z) = > 772, =5~
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5.2.13. Ableitungsregeln — praktische Aspekte. Natiirlich will man nicht, wie in Bei-
spiel 5.2.10 stidndig auf die Definition der Differenzierbarkeit zuriickgreifen, um diese nach-
zuweisen bzw. wichtiger die Ableitung gegebener Funktionen zu berechnen. Daher hat man,
analog zum Fall des Folgengrenzwerts (vgl. 4.2.14) einen Kalkiil entwickelt. Wie auch beim
Folgengrenzwert stechen zwei Aspekte hervor

(1) Wissen iiber die Eigenschaften differenzierbarer Funktionen;

(2) Differentiationsregeln, die es erlauben aus der Differenzierbarkeit einfacher Funktionen
auf die Differenzierbarkeit komplizierterer Funktionen zu schliefen und ganz konkret
ihre Ableitung aus denen der einfachen ,,Bausteine* zu berechnen.

Diese Werkzeuge bilden einen wirkungsvollen Kalkiil, dessen Grundziige Sie sicherlich schon
aus der Schule kennen. Ableitungen komplizierterer Funktionen werden wie mit einem Baukas-
tensystem aus Ableitungen einfacherer Funktionen zusammengesetzt bzw. berechnet. Dieser
Kalkiil bietet sich natiirlich besonders an, die zweite der Wintersche Grunderfahrungen (ma-
thematische Welt, vgl. 2.2.7) zu vermitteln.

Wir prézisieren diese Hilfsmittel wie folgt.

Mathematische Faktenbox 21: Faktensammlung: differenzierbare Funktionen

5.2.14. Proposition (Differentiationsregeln). Seien f,g: I — R Funktionen die im
Punkt z¢ im Intervall I differenzierbar sind. Dann gilt (fiir Beweise siehe (Steinbauer,
2022, 3.1.17, 3.1.25 und 3.1.29)):

(1) (Linearkombinationen) Fiir a,b € R ist af + bg diffenzierbar in z¢ und es gilt

(af +bg) (o) = af'(zo) + by (x0). (5.32)

(2) (Leibniz- bzw. Produktregel) Die Produktfunktion fg ist in z¢ differenzierbar und
es gilt

(f9)'(z0) = f'(z0)g(z0) + f(20)g (o). (5.33)

(3) (Quotientenregel) Falls g(xg) # 0 ist, dann ist der Quotient 5 in xg differenzierbar

und es gilt
<z)’ oy~ E0)9(@) — Fan)g'(wo)
’ 9% (o) '
(4) (Kettenregel) Fiir Intervalle I und J und Funktionen f: I — R und g : J — R mit
f(I) C J gilt: Falls f differenzierbar in z( ist und g differenzierbar in yo = f(xo),
dann ist die Verkniipfung g o f differenzierbar in xy und es gilt

(g0 f)(z0) = g'(f(w0)) - f'(w0)- (5.35)

(5.34)

Mittels diesen Regeln, die ja nichts anderes besagen, als dass die Differentiation mit den
Grundoperationen fiir Funktionen ,vertréglich“ ist, kann man ohne Miihe fiir wichtige
Klassen von Funktionen Differenzierbarkeit und Ableitung bestimmen. Die Kettenregel
ist zwar etwas schwieriger (zu formulieren), aber sie stellt sich als iiberaus méchtig heraus,

z.B. fithrt sie sehr schnell auf die
(5) (Inversenregel) Ist f : I — J eine bijektive Funktion zwischen Intervallen (folgt z.B.
falls f stetig und streng monoton ist, siehe (Steinbauer, 2022, 2.2.19)) und ist f in




120 KAPITEL 5. DIFFERENTIALRECHNUNG

Mathematische Faktenbox 21 — Fortsetzung

xo € I differenzierbar. Dann ist auch die Umkehrfunktion f=! in yo = f(x0) und es
gilt

—1y/ _ 1
(f7) () = Flao) (5.36)

Wir nennen einige wichtige konkrete Beispiele von Funktionen, deren Differenzierbarkeit
und Ableitung schnell mittels des ,, Baukastens® leicht erledigt werden kénnen.

5.2.15. Korollar (Differenzierbare Funktionen).
(1) Potenzfunktionen sind auf ganz R differenzierbar mit

(ca™) = cna™ ! (5.37)
(siehe 5.2.14(2)) und daher auch Polynomfunktionen (5.2.14(1)) mit Ableitung

(anx™ + 12" N+ .+ agr® + a1z + ao) () (5.38)

=na,z" ' + (n— 1)an_1a:"_2 + -+ 2a9x + aq.

(2) Rationale Funktionen sind auf ihrem gesamten Definitionsbereich differenzierbar
und es gilt beispielsweise (5.2.14(3))

(z7™) = —nz™" L, (5.39)

ie Tangensfunktion ist auf ihrem gesamten Definitionsbereich differenzierbar un
3) Die T: funktion i f ih Definitionsbereich diff ierb d
es gilt
(tanz) = 1/cos?(z) = 1 + tan’(z) . (5.40)

(5.2.14(3))
(4) Die Logarithmusfunktion ist global auf ihrem Definitionsbereich (0, co) differenzier-

bar mit
In(z) =1/z (5.41)

(5.2.14(5)). Mit 5.2.14(4) folgt dann fiir z > 0, « € R
(x*) = (eo‘ln(x))' = oln(@) % = az®! (5.42)
und daher insbesondere
(Vz) = —z= = —3 n = —, (5.43)

Und das ist erst der Anfang ...
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5.2.B Die Ableitung als lineare Bestapproximation

In diesem Abschnitt wollen wir nun einen wichtigen Aspekt des Differenzierbarkeitsbegriffs
vertiefen, ndmlich den der

Ableitung als lineare Bestapproximation an die urspriinglich Funktion.

Dieser Linearsierungsaspekt, obwohl er in der Schulmathematik nur eine untergeordnete Rolle
spielt, ist der mathematisch bestimmende Aspekt der Differenzierbarkeit. Unter vielen anderen
fachlichen Vorziigen dieses Aspekts erlaubt nur(!) er eine Verallgemeinerung der Differential-
rechnung ins Mehrdimensionale also z.B. auf Funktionen® f : R? — R.

Wir beginnen mit einem Blick auf Wohlbekanntes, ndmlich die Giiter der Approximation der
Normalparabel durch ihre Tangente.

5.2.16. Die Normalparabel und ihre Tangente. Wir betrachten die Funktion
fR=R, f(x)=2? (5.44)

und ihre Tangente ¢ im Punkt P = (1,1), siche Abbildung 5.22. Dabei Interessieren wir uns
fiir die Details der Anndherung der Tangente an f in der Nidhe von P. Zunéchst gilt fiir die
Tangente

tx) = fx-1)+f1) =2(x-1)+1 = 22— 1. (5.45)

Nun betrachten wir die Abweichung der Tangente t von der Funktion f. Genauer berechnen
wir die Abweichung r(h) := f(1 4+ h) — t(1 + h) fiir kleine h also fiir Punkte in der N#he von
P. Es gilt
r(h) = f(1+h)—t(1+h)
= (1+h)?—(21+h)—1) = 1+h*+2h—(2h+1) = h>. (5.46)
Wie erwartet konvergiert die Abweichung r(h) gegen 0 fiir h — 0.

So weit, so gut: Aber wie sieht es nun mit anderen Geraden g durch den Punkt P aus,
siehe auch Abb. 5.23. Dort sollte doch auch die entsprechende Abweichung gegen 0 gehen.
Tatséchlich ist das so, denn fiir eine Gerade g durch P = (1,1) mit beliebigem aber von der
Tangentensteigung abweichenden Anstieg k # 2 gilt

gx)=Fk(x—1)+1 (5.47)
und daher fiir die Abweichung r4(h) der Geraden g von der Funktion f
rg(h) = f(1+h)—g(l+h) = (1+h)?* = (k(L+h—1)+1)
= 14+2h+h*—(kh+1) = K+ (2—k)h. (5.48)
Und somit gilt wie erwartet auch hier r4(h) — 0 fir A — 0.

Vergleichen wir nun aber die beiden relativen Abweichungen r(h)/h und r4(h)/h, so fallt ein
deutlicher Unterschied auf. Wir haben némlich

h
r(h) =h — 0 (h—0), aber
h
h
?”g}(L ) = h+2—-k) A0 (h—0), denn k # 2, weil g ja nicht die Tangente ist. (5.49)

'Fiir deren Bedeutsamkeit siehe etwa 3 3.3.12.



122 KAPITEL 5. DIFFERENTIALRECHNUNG

Das bedeutet, dass bei der Tangente auch der relative Fehler gegen 0 geht, wéhrend bei
allen anderen Geraden durch den Punkt P, das aber nicht der Fall ist! Das Ergebnis unserer
Uberlegungen kénnen wir in unseren Beispiel wie folgt zusammenfassen:

r(h)

Die Bedingung o — 0 fiir A — 0 ist der analytische Kern der Schmiegeeigen-
schaft der Tangente.

3 | 5
s/
2 | /
1 )/
//
. /

Abb. 5.23: Die Tangente als Bestap-
proximiernde im ,,Geradenbiischel” durch

Abb. 5.22: Die Normalparabel und ihre (o, f(z0)
Tangente bei P = (1,1)

5.2.17. Die Tangente ist die ,,beste“ Gerade. Alle unseren oben ausgefiihrten Uberlegungen

gelten nicht nur fiir die Normalparabel f(z) = 22, sondern sind allgemein giiltig, d.h. fiir je-
de differenzierbare Funktion f : I — R, siehe etwa Danckwerts und Vogel, , p- T2.
Tatséchlich gilt auch dann nur fiir die Tangente die verschdrfte Restbedingung

. r(h) ) ) )

lim —— =0 statt nur der einfachen Bedingung lim r(h) = 0. (5.50)

h—=0 h h—0

Letztere besagt ja lediglich, dass sich Gerade und Kurve im Punkt P beriihren, wéhrend
erstere, also die verschirfte Bedingung die Tangente zur lokalen linearen Bestapprozimation
macht. Geometrisch bedeutet dies, dass

die Tangente im Geradenbiischl durch den Punkt (zg, f(zo)) die bestapproximie-
rende Gerade ist,

siehe Abbildung 5.23

In diesem Sinne ist die Tangente im Punkte zy die bestmdgliche Approximation einer Funkti-
on f durch eine Gerade, also durch eine lineare Funktion in der Néhe des Punktes (xo, f(z0)).
Daher spricht man von der Tangente als der (lokale) linearen Bestapproximation an die Funk-
tion und das ist auch der mathematische Ursprung der der Bezeichnung Schmiegegerade.
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An dieser Stelle ist es essentiell zu bemerken, dass lineare Funktionen aufgrund ihrer Einfach-
heit gut geeignete bzw. ,,dankbare“ Ndherungen an die urspriingliche Funktion sind. So sind
etwa die obigen Geraden durch (zg, f(x0)) durch nur eine einzige reelle Zahlen (den Anstieg k)
eindeutig bestimmt und die (moglicherweise sehr) komplizierte urspriingliche Funktion kann
in der Néhe dieses Punktes mit minimalen Fehler durch ein sehr einfaches mathematisches
Objekt, ndmlich eine lineare Funktion ersetzt werden!

5.2.18. Mathematische Prizisierung. Wir wenden uns jetzt einer mathematisch exakten
Fassung des oben diskutierten Sachverhalts zu, siehe auch (Steinbauer, 2022, 3.1.21). Die
Eigenschaft des relative Fehlers r(h)/h gegen 0 zu konvergieren charakterisiert ndmlich die
Differenzierbarkeit von Funktionen.

Mathematische Faktenbox 22: Differenzierbarkeit mittels lin. Approximation

5.2.19. Theorem. Sei f : I — R eine reelle Funktion und sei g ein Punkt im Intervall
I. Dann ist f genau dann in x( differenzierbar, falls es

(1) eine Zahl a € R gibt und

(2) eine Funktion r : I — R gibt, sodass

. r(h) )
fl@o+h) — f(zo) =a-h+r(h) und O;Iélhrgo = 0 gilt. (5.51)

In diesem Fall ist natiirlich f’(zo) = a.

An diesem Punkt greift nun auch die Verallgemeinerung der Differentialrechnung fiir Funk-
tionen mit hoherdimensionalem Definitionsbereich oder fiir noch allgemeinere Situationen an:
Eine Funktion ist differenzierbar in einem Punkt, falls sie dort besonders gut, d.h. im Sinne
der verschirften Bedingung durch eine lineare Funktion approximiert werden kann.

Im Falle einer Funktion f : R? — R, vgl. 3.3.12 ist die lineare Bestapproximation nicht
mehr durch eine Gerade (die Tangente) gegeben, sondern durch eine Ebene, die sogenannte
Tangentialbene, siehe auch Abbildung 5.24

U it ) TS
~I

Abb. 5.24: Die Tangentialebene als lineare Bestapproximation an den Graphen von Funktio-
nen f:R? — R lokal um den eingezeichneten Punkt

5.2.20. Anwendungen. Abgesehen von der grofien theoretischen Bedeutung des obigen
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Gesichtspunkts der Ableitung als linearen Ndherung ergeben sich daraus auch ganz handfeste
praktische Resultate. Die Grundiiberlegung ist, dass fiir eine im Punkt z( differenzierbare
Funktion f die Tangente in xy nahe zy die Funktion gut approximiert, genauer, dass fiir
kleine |h|

flxo+h) = f(zo)+ f'(x0) h (5.52)

gilt. Wir zdhlen exemplarisch nur zwei sich daraus ergebende Anwendungen auf, siehe auch
Danckwerts und Vogel, , Abschn. 3.3.2 insbesondere fiir das Newtonverfahren zur Be-
rechnung von Nullstellen.
(1) (Niherunsgweise Berechnungen) Wollen wir etwa /15 berechnen, so kénnen wir im
gegenwirtigen Kontext wie folgt vorgehen: Fiir die Funktion f(z) = /z und xy = 16
setzen wir h = —1. Dann gilt wegen f'(z) = ﬁ mit (5.52)

1 1
V15 = V16-1 = V16— —— = 4 — - = 3.875, 5.53
2v/16 8 ( )

was bereits die ersten beiden Nachkommastellen korrekt ist, da /15 ~ 3.87298334 gilt.
(2) (Qualitatives Verhalten von Funktionen) Wir betrachten als Beispiel die Sinusfunktion

nahe zo = 0. Es gilt ja sin’(z) = cos(z) und daher sin’(0) = cos(0) = 1. Damit kénnen
wir fiir kleine |h| schreiben

sin(h) = sin(0+h) ~ sin(0) +sin’(0)h = h, (5.54)

was nichts anderes bedeutet, dass der Sinus nahe xg = 0 sich so wie die Identitéit verhilt,
also sin(h) ~ h, was auch in Abbildung 5.25 sichtbar wird.
Genauer koénnen wir sogar schreiben

sin(h) = sin(0+h) = sin(0) +sin’(0) h +7(h) = h+r(h), (5.55)

wobei r(h)/h = (sin(h) — h)/h — 0 gilt.

) .
/\ V\ sin(z)
f f f f f f
—27 _%W —TN\_ —7Z 5 m 3n o
-1 P

Abb. 5.25: Der Graph des Sinus und sein Verhalten bei 0

Verfolgt man diese Idee konsequent weiter, so gelangt man schliellich zu Taylorreihen und
zum Satz von Taylor, siche Danckwerts und Vogel, , Abschn. 4.4.
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5.3 Kleines historisch-philosophisches Intermezzo

Im Anschluss an unsere Diskussion des ,,Unendlichen® in Abschnitt 4.2.E diskutieren wir
hier aus einer dhnlichen Perspektive die kurz Differentialrechnung. Natiirlich gibt es auch
zu diesem Thema eine uniiberschaubare Fiille guter Literatur, siehe etwa die einschligige
Darstellung und die Zitate in Greefrath et al., , Abschn. 4.1.

5.3.1. Das Problem mit dem Tangentenproblem — eine Nachbetrachtung. Die
grundlegende Problemstellung der Differentialrechnung bildete sich als Tangentenproblem ab
dem 17. Jahrhundert heraus: Finde die ,, Tangente“ in einem Punkt an eine beliebige Kurve.
Dabei besteht zundchst das Problem, {iberhaupt den Begriff einer Tangente an eine beliebige
Kurve zu definieren, d.h. wie man von einfachen Spezialfillen wie Kreis und Ellipse und der
jeweiligen geometrischen Konstruktion der Tangente zu einer guten Verallgemeinerung fiir
beliebige Kurven gelangen kann bzw. soll.

Es stellt sich heraus, dass der (aus heutiger Sicht) naheliegende Losungsansatz, die Tangente
an eine Kurve als Schmiegegerade zu definieren nicht nur zu einer guten Definition, sondern
auch auf eine einfache und konkrete Moglichkeit fiihrt, die Tangente tatsédchlich zu berechnen.
Wir unterscheiden hier nochmals explizit zwischen Schmiegeggerade, also jener Geraden die
durch Sekanten {iber immer kleiner werdenden Intervalle approximiert wird und der Tangente
als aus einem geometrischen Kontext kommenden Geraden, die die Kurve beriihrt und dort
»die gleiche Richtung® hat. Diese Unterscheidung ist gut dazu geeignet, den Paradigmenwech-
sel im Kontext des schulmathematischen Zugangs in Abschnitt 5.1.A erstens zu erkennen und
ihn dann zu benennen und zu diskutieren.

5.3.2. Kleiner historischer Abriss. Was wir in Definition 5.2.8 locker mittels des Grenz-
wertbegriffs erledigt haben, stellte die Mathematiker*innen bis vor ca. 300 Jahren vor gewal-
tige technische Probleme. Konkret bestand die Schwierigkeit darin, die Approximationsidee
technisch in den Griff zu bekommen: Wie sollte man mit den Sekanten iiber beliebig kleinen
Intervallen hantieren?

Erste Ansiitze gehen auf Pierre de Fermat (ca. 1600-1665) und René Descartes (1596-1650)
zuriick und waren algebraischer Natur. Ende des 17. Jahrhunderts gelang es dann Isaac New-
ton (1643-1727) und Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) unabhéingig voneinander, wider-
spruchsfreie und funktionierende Kalkiile zu entwickeln. Zwischen diesen beiden Wissenschaf-
tern kam es in der Folge zu einem Streit dariiber, wer als der (wahre) Erfinder der Infinites-
mialrechnung gelten solle, der in die Wissenschaftsgeschichte einging und selbt nach dem Tod
der beiden Protagonisten lange nicht beigelegte werden konnte. Dabei spielten naturgeméf
nationale und politische Interessen eine grofie Rolle, siehe etwa (Sonar, )

Klar ist, dass Newton das Problem physikalisch iiber das Momentangeschwindigkeitsproblem
anging, wihrend Leibniz geometrisch iiber das Tangentenproblem zu seiner Losung gelangte.
Beide Kalkiile erlaubten das Abstrahieren von rein geometrischen Vorstellungen hin zu ei-
ner konkreten rechnerischen Behandlung und werden deshalb oft als eigentlicher Beginn der
Analysis betrachtet.

Newton und Leibniz arbeiteten jedoch beide mit ,,unendlich kleinen* positiven Zahlen. Die-
se Vorgehensweise, die zugleich intuitiv aber auch schlecht nachvollziehbar war, wurde be-
reits von Zeitgenossen kritisiert, z.B. von George Berkeley (1685-1753) in einem Werk mit
dem polemischen Titel , The analyst; or, a discourse addressed to an infidel mathematician®.
Tatséchlich konnte erst in den 1960ern Abraham Robinson (1918-74) die Verwendung sog.
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infinitesimaler Gréflen mathematisch exakt, d.h. axiomatisch fundieren — seine Nichtstan-
dardanalysis ist uns schon in 4 4.2.34 kurz begegenet.

Der Hauptstrang der Entwicklung nahm aber einen anderen Weg. Newton hatte seine Ver-
sion der Infinitesimalrechnung ja im physikalischen Kontext entwickelt und in seiner kurz
,Principia® genannten Schrift , Philosophiae Naturalis Principia Mathematica?“ nicht nur
das universelle Gravitationsgesetz formuliert, sondern auch die Bewegungsgesetze, womit er
den Grundstein fiir die klassische Mechanik legte, die deswegen oft auch Newtonsche Mechanik
genannt wird. Daher wurde die Analysis, getrieben von immer zahlreicheren Anwendungen,
trotz der herrschenden Unsicherheiten bzgl. ihrer Grundlagen konsequent weiterentwickelt. So
gehen z.B. die heute bekannten Ableitungsregeln vgl. 5.2.14 vor allem auf Werke von Leonhard
Euler (1707-83) zuriick.

Wie auch in Abschnitt 4 4.2.34 dargestellt setzte erst Mitte des 19. Jahrhunderts eine stérkere
Exaktifizierung in der Mathematik ein, die in der Analysis ihren Ausgang nahm und schliefllich
zur Erfindung und spéter der Axiomatisierung der Mengenlehre fiihrte. Einen Anfang machte
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) (vgl. auch 4 4.2.33), der die ,,unendlich kleinen“ Grofien
aufgab und die Ableitung als Grenzwert von Sekantensteigungen also in moderner Sprache
als Differentialquotient definierte. Die weitere Exaktifizierung ist wie ebenfalls schon in 4.2.34
erwihnt besonders eng mit dem Namen Karl Weierstra§ (1815-1897) verbunden.

5.3.3. Leibniz und das Tangentenproblem. Hier kehren wir ganz kurz zu Leibniz’ Losung
des Tangentenproblems zuriick. Er dachte die Tangentensteigung als Steigung der Hypotheuse
in einem ,,unendlich kleinen* Dreieck, die sich im Grenzfall aus den Sekantendreiecken ergibt,
siehe Abbildung 5.26.

ﬂ ,Infinitesimales” Dreieck

dx

Abb. 5.26: Tangentensteigung mittels ,, unendlich kleiner” Dreiecke.

Aus dieser Uberlegung aus der Anfangszeit der Differentialrechnung hat bis heute eine vor
allem in der Physik verwendete Schreibweise iiberlebt, die besonders gerne im Kontext von
Modellierungen verwendet wird. Bezeichnen wir eine Funktion als sog. ,abhéingige” Variable
y also z.B. y = 23 4 222 4 7, dann schreibt man fiir die Ableitung 3’ auch

% = 32° + 4z (5.56)

und Leibniz hat sich dabei % wohl wirklich als den Quotienten aus Gegenkathete dy und

XL

Ankathete dx vorgestellt, wobei dx und dy ,,unendlich klein“ sind.

2Erstmals 1686 erschienen, ist es eines der einflussreichsten Biicher iiberhaupt.
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5.3.4. Momentangeschwindigkeit und Newtonsche Mechnik. Isaac Newton ging his-
torisch einen anderen Weg als Leibniz. In seinem bereits erwdhnten Hauptwerk der ,, Principia“
hat er gezeigt, dass wesentliche Phdnomene in der Natur erfolgreich durch mathematische Mo-
delle beschrieben werden kénnen. Dazu entwickelte er eine Differential- und Integralrechnung
ausgehend vom Problem der Momentangeschwindigkeit. Wir geben hier eine einfache Formu-
lierung in moderner Sprache, vgl. auch Abschnitt 5.1.B.
Ein Massenpunkt P bewegt sich auf der Zahlengeraden. Seinen Ort zum Zeitpunkt ¢ beschrei-
ben wir mit der Wegfunktion

s:R—=R, t—s(t). (5.57)

Unsere Anschauung driangt uns dazu zu glauben, dass P zu jedem Zeitpunkt eine Momentan-
geschwindigkeit hat. Einfach bestimmbar sind aber nur die Durschschnittgeschwindigkeiten
zwischen den Zeitpunkten tg und ¢, also

As s(t) — s(t

5 = bs _ st)—s(to) (5.58)

At t—to
In volliger Analogie zum Tangentenanstieg konnen wir nun die Momentangeschwindigkeit
v(tg) zum Zeitpunkt ¢y als den Grenzwert dieser Durchschnittsgeschwindigkeiten definieren
— falls dieser existiert, und endlich ist, d.h. dass die Durchschnittsgeschwindigkeiten geniigend
,,stabil“ sind, falls ¢ ,,nahe* von ¢y variiert. Also, falls existent und endlich definieren wir

s(t) = s(to).

tg) ;== i 5.99
v( O) t();ﬁltIE)to t— t(] ( )
Betrachten wir als Beispiel den freien Fall mit der Wegfunktion
1
s(t) == gt*, wobei g ~ 9.81ms~ 2 die Erdbeschleunigung bezeichnet. (5.60)

2

Dann ergibt sich die Momentangeschwindigkeit zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ als

v(t) = <;gt2>/ =gt. (5.61)

Wie auch schon die Notation ausdriickt, wird die Momentangeschwindigkiet v selbt als Funk-
tion der Zeit t aufgefasst, also als Funktion ¢ +— wv(¢). Die mittlere Beschleunigung von P
zwischen tg und t ist dann der Differenzenquotient (v(t) —v(to)/(t — t9) und vollig analog zur
Momentangeschwindigkeit definieren wir die Momentanbeschleunigung zum Zeitpunkt ty also

b(to) ;= lim v(t) — v(to)

) (5.62)
toFEt—to t—1o

falls der Grenzwert existiert und endlich ist. Fiir den freien Fall ergibt sich daher

b(t) ='(t) = (9t) = g, (5.63)
was auch den Namen der Naturkonstanten g erklart.

Erst diese prézise Definition von Momentangeschwindigkeit und -beschleunigung erméglichen
einen analytischen Zugriff auf Newtons Kraftgesetz oder 2. Newtonsche Axiom ,Kraft ist
Masse mal Beschleunigung” nédmlich

F(t)=mb(t) = md'(t) = ms"(¢). (5.64)
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Liest man diese Gleichung als Differentialgleichung fiir s, so ist ihre Losung s die Wegfunktion
bei gegebener Kraft F' und man spricht von einer Ldsung der Bewegungsgleichung.

Dies ist der Ausgangspunkt der Newtonschen oder klassischen Mechanik, die sich unter den
Hinden vieler Physiker*innen und Mathematiker*innen zu einer sehr schénen und geometri-
schen Theorie entwickelt hat, die es erlaubt, alle uns umgebenden mechanischen Phdnomene
zu beschreiben und in ganz abstrakter Sprache zu fassen. Die klassische Mechanik steht tra-
ditionell am Beginn jeder Ausbildung in (theoretischer) Physik und das darauf aufbauende
Forschungsgebiet der , klassichen dynamischen Systeme” hat noch in der zweiten Hilfte des
20. Jahrhunderts bedeutende Resultate hervorgebracht, z.B. den KAM-Satz von Kolmogorow,
Arnold und Moser, siehe etwa (Dumas, )

5.4 Aspekte und Grundvorstellungen zur Differentialrechnung

Wir verwenden nun die Terminologie der Aspekte und Grundvorstellungen aus Kapitel 2.1.A,
um fachdidaktisch iiber den Begriff der Ableitung einer Funktion f : R — R in einem Punkt
¢ € R zu reflektieren. Die Ableitung f/(£) ldsst sich durch zwei Aspekte fachlich beschreiben,
die wiederum Basis fiir vier unterschiedliche Grundvorstellungen zum Lernen des Ableitungs-
begriffs darstellen.

5.4.A Aspekte des Ableitungsbegriffs

Die beiden fachlichen Aspekte des Ableitungsbegriffs haben sich bereits in den beiden vor-
angegangenen Abschnitten deutlich herauskristallisiert: einerseits der Aspekt der Ableitung
als Grenzwert des Differenzenquotienten, andererseits der Aspekt der Ableitung als lineare
Bestapproximation. Die beiden Aspekte lassen sich inhaltlich unterschiedlich deuten.

5.4.1. Ableitung als Grenzwert des Differenzenquotienten.

Dieser Aspekt bezieht sich auf die Definition der Ableitung iiber die lokale Anderungsrate
(5.2.8):

Eine Funktion f : I — R heiflt differenzierbar in einem Punkt x¢ im Intervall I, falls

i J@) = f)

TAT—T0 T — o

(5.65)

existiert und endlich ist. Dieser Grenzwert heifit Ableitung von f an der Stelle xy und wird
mit f’(xo) bezeichnet.

Diese Definition ist die in der Schule géngige Definition. Sowohl beim Zugang iiber das Tan-
gentenproblem, als auch beim Zugang iiber die Momentangeschwindigkeit bedient man sich
dieses Aspekts. Diese Definition betont die fundamentale Idee der Anderungsrate, hat eine
enorme Bedeutung fiir Anwendungen und ist gut geeignet fiir Modellierungen. In dieser Defi-
nition ist die geometrische Deutung der Ableitung als Tangentensteigung suggestiv enthalten.

5.4.2. Ableitung als lineare Bestapproximation.
Dieser Aspekt bezieht sich auf die Definition der Ableitung iiber die lokale lineare Approxi-
mation 5.2.19:
Sei f: I — R eine reelle Funktion und sei g ein Punkt im Intervall I. Dann ist f genau dann
in xq differenzierbar, falls es

(1) eine Zahl a € R gibt und
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(2) eine Funktion r : I — R gibt, sodass

h
flxo+h)— f(xo) =a-h+r(h) und Oiihrgo T(h) =0 gilt. (5.66)

In diesem Fall ist natiirlich f/(x¢) = a.

Diese Definition betont die fundamentale Idee des Approximierens (lineare Niherung) und
beschreibt das Wechselspiel von Funktion und Tangente. Zudem eignet sich diese Definition
besser fiir eine Verallgemeinerung auf Funktionen f : R™ — R, vgl. 3.3.12.

5.4.B Grundvorstellungen zum Ableitungsbegriff

Der Begriff der Anderungsrate ist komplex und erlaubt unterschiedliche Sichtweisen, je nach
bisher aufgebauten Erfahrungen mit der Beschreibung von Anderungsprozessen. In der Sekun-
darstufe I wird bereits neben der absoluten Anderung auch die relative (oder auch mittlere)
Anderungsrate betrachtet (zum Beispiel bei Aufgaben iiber Durchschnittsgeschwindigkeiten).

5.4.3. Grundvorstellung von der Ableitung als lokale Anderungsrate.

Im Lehrplan der AHS sind Anderungsraten in der 6. Klasse (Kompetenzmodul 3) explizit
angefithrt: Anderungen von Gréfien durch Anderungsmafle beschreiben kénnen (absolute und
relative Anderung, mittlere Anderungsrate, Anderungsfaktor). Aufbauend darauf ist dann im
Lehrplan der 7. Klasse AHS angefiihrt, dass Schiilerinnen und Schiiler den Differenzenquotien-
ten (die mittlere Anderungsrate) und den Differenzialquotienten (die lokale bzw. momentane
Anderungsrate) definieren kénnen. Eine diesbeziigliche Schulbuchdarstellungen befindet sich
in Abbildung 5.27 und 5.28.

Definition  Sei f eine auf einem Intervall [a; b] definierte reelle Funktion. Die reelle Zahl

= f(b)—f(a) heifdt absolute Anderung (oder kurz Anderung) von f in [a; b],

f(b) —f(a)
f@)
i) =f@) 2 - 5 : -
® —p -5 heiflit mittlere Anderungsrate (oder Differenzenquotient) von f in [a; b],
f(b)

" @ heift Anderungsfaktor von f in [a; b].

u

heif3t relative Anderung von f in [a; b],

In Worten:

= Die absolute Anderung ist gleich der Differenz der Funktionswerte.

= Die relative Anderung ist gleich dem Verhéltnis der Anderung der Funktionswerte zum
Ausgangsfunktionswert.

= Die mittlere Anderungsrate (der Differenzenquotient) ist gleich dem Verhéltnis der Anderung
der Funktionswerte zur Anderung der Argumente.

= Der Anderungsfaktor gibt an, mit welchem Faktor der Ausgangsfunktionswert multipliziert wird,

um den Endfunktionswert zu erhalten. [Es gilt namlich: f(a) - ;%= f(b)]

Abb. 5.27: Mathematik verstehen (2015), Malle et al., S. 49
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Definition

Fiir eine reelle Funktion f, die auf dem Intervall [a; b] definiert ist, werden AnderungsmaRe

wie folgt festgelegt.
Absolute Anderung von f im Intervall
)] fo)-f(a) | ’
[a; b]
Mittlere Anderung(srate) von fim ey
f(b) - f(a)
(2) Intervall [a; b]
b-a . S
Differenzenquotient im Intervall [a; b]
3y fibl-f(a) Relative Anderung von f im Intervall
() f(a) [a; b] y
@ fibl- @) 100 Prozentuelle Anderung von fim /| mittlere
f(a) Intervall [a; b] # "drrung
Anderungsfaktor von f im Intervall — B
f b-a
- [a; b] X
(5) % Der Anderungsfaktor ist jene reelle a b
Zahl, mit der f(a) multipliziert werden
muss, um f(b) zu erhalten.

Abb. 5.28: Dimensionen Mathematik 6 (2018), Bleier et al., S. 150

Im Konzept der standardisierten schriftlichen Reifepriifung formuliert die bildungstheoreti-
sche Orientierung im Inhaltsbereich Analysis dazu: ,,Die Analysis stellt Konzepte zur forma-
len, kalkulatorischen Beschreibung von diskretem und stetigem Anderungsverhalten bereit,
die nicht nur in der Mathematik, sondern auch in vielen Anwendungsbereichen von grund-
legender Bedeutung sind. Die Begriffe Differenzenquotient bzw. Differenzialquotient sind all-
gemeine mathematische Mittle, diese Anderungsverhalten von GréBen in unterschiedlichen
Kontexten quantitativ zu beschreiben, was in vielen Sachbereichen auch zu Bildung neu-
er Begriffe genutzt wird.“ Die dazu ausformulierten Grundkompetenzen AN 1.1 bis AN 1.3
lauten (noch):

Grundkompetenzen
AnderungsmaRe

AN 1.1 absolute und relative (prozentuelle) Anderungsmalke unterscheiden und ange-
messen verwenden kénnen

AN 1.2 den Zusammenhang Differenzenquotient (mittiere Anderungsrate) — Differenzi-
alquotient (,momentane” bzw. lokale Anderungsrate) auf der Grundlage eines
intuitiven Grenzwertbegriffs kennen und diese Konzepte (verbal sowie in
formaler Schreibweise) auch kontextbezogen anwenden kdnnen

AN 1.3 den Differenzen- und Differenzialquotienten in verschiedenen Kontexten deu-
ten und entsprechende Sachverhalte durch den Differenzen- bzw. Differenzial-
quotienten beschreiben kdnnen

Anmerkungen:

Der Fokus liegt auf dem Darstellen von Anderungen durch Differenzen von Funktionswerten, durch prozentuelle Verdnde-
rungen, durch Differenzenquotienten und durch Differenzialquotienten, ganz besonders aber auch auf der Interpretation
dieser AnderungsmalRe im jeweiligen Kontext.

Durch den Einsatz elektronischer Hilfsmittel ist auch die Berechnung von Differenzen- und Differenzialquotienten beliebi-
ger (differenzierbarer) Funktionen moglich.

Abb. 5.29: Quelle: https://www.matura.gv.at/
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Nach dem Spiralprinzip (und somit als Paradebeispiel fiir eine vertikale Vernetzung) steht
die lokale Anderungsrate an einer festen Stelle am Ende einer Kette von Beschreibungen des
Anderungsverhaltens einer Funktion: beginnend mit dem aktuellen Bestand iiber die abso-
lute Anderung und die relative Anderungsrate bis zur lokalen Anderungsrate. Die ersten
beiden Uberginge sind rein algebraisch und, wenn auch nicht trivial, so doch im Grun-
de bereits Gegenstand der Sekundarstufe I. Der Ubergang zum relativen Zuwachs braucht
im Unterricht besondere Aufmerksamkeit, da wesentliche Grundvorstellungen zum Differen-
zialquotienten nur auf entsprechenden Grundvorstellungen zum Differenzenquotienten aufge-
baut werden koénnen. Die Grundvorstellung der Ableitung als lokale Anderungsrate setzt das
Verstéindnis der mittleren Anderungsrate voraus. Schiilerinnen und Schiilern sollen erkannt
haben, dass sich mittlere Anderungsraten immer auf ein Intervall beziehen und mithilfe des
Differenzenquotienten berechnet werden kénnen. Durch sukzessives Verkleinern des Intervalls
kann man letztendlich einer Stelle ein lokales Anderungsverhalten mithilfe des Grenzwerts zu-
schreiben. Dieser Ubergang erfordert ein anderes qualitatives Verstindnis als das Verstindnis
der mittleren Anderungsrate: die lokale Anderungsrate ist damit kein Quotient sondern der
Grenzwert eines Quotienten und bezieht sich nicht auf ein Intervall, sondern auf eine Stelle.
Der Zusammenhang zwischen mittlerer Anderungsrate (Intervall) und lokaler Anderungsrate
(Stelle) kann in unterschiedlichen Kontexten (mittlere Geschwindigkeit — momentane Ge-
schwindigkeit; mittlerer Steuersatz — Grenzsteuersatz; mittlerer Anstieg einer Wanderstrecke
— punktueller Anstieg; ...) thematisiert werden. Zudem kann auch thematisiert werden, dass
vor allem dann, wenn diskrete Sachverhalte modelliert werden, die Ableitung zu einer ideali-
sierten Modellgrofe wird, die im Sachkontext nicht messbar ist.

Dementsprechend lisst sich die Entwicklung der Grundvorstellung Ableitung als lokale Ande-
rungsrate wie folgt formulieren, vgl. Greefrath et al., 20106, p. 148:

FD-Box 27: Grundvorstellung der lokalen Anderungsrate

Zu einer umfassenden Ausprigung der Grundvorstellung der lokalen Anderungsrate
gehort die Entwicklung der Vorstellung
e der Momentangeschwindigkeit bei Verdnderungsprozessen (z. B. Bewegungs-
vorgingen),
e der Steigung einer Kurve in einem Punkt
e dass die Anderung der abhingigen Variable y durch Ay = f/(2)Ax gegeben ist.

5.4.4. Grundvorstellung von der Ableitung als Tangentensteigung.

In Kapitel 5.1 wurde die Problematik des Zugangs im Unterricht iiber das Tangentenproblem
bereits eingehend diskutiert. Kurz zusammengefasst, kann man sagen, dass sich die Grund-
vorstellung ,, Ableitung als Tangentensteigung® dem Ableitungsbegriff geometrisch niahert. Die
alleinige Sicht der Tangente als lokale Stiitzgerade im Sinne der ,, Ein-Punkt-Beriihrung“ tragt
dabei aber nicht weit. Um Fehlvorstellungen zu vermeiden, muss der Paradigmenwechsel vom
geometrischen Tangentenbegriff zum analytischen Tangentenbegriff explizit vollzogen werden
und die Tangente als Schmieggerade verstanden werden. Damit ist die Tangente diejenige
Gerade, die sich lokal dem Verlauf des Graphen der Funktion bestmdoglich anschmiegt und
es fiihrt nicht zur Verwirrung, dass Tangenten den Graphen auch mehrmals beriihren, ihn
schneiden und sogar unendlich viele Punkte mit ihm gemeinsam haben kénnen. (Sinusfunk-
tion; Polynomfunktionen hoheren Grades; ... ).

Wird die Tangente an den Funktionsgraphen geometrisch mit Hilfe von Sekanten des Funk-
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tionsgraphen motiviert und deren Steigung iiber die Koordinaten der beiden Schnittpunkte
mit dem Funktionsgraphen bestimmt, ist es forderlich den zweiten Schnittpunkt mit entspre-
chender Mathematiksoftware zu ,,dynamisieren”. Denn so lisst sich eine Annidherung an die
Tangentiallage in ihrer Schmiegeeigenschaft experimentell erforschen.

Ein solcher dynamischer Zugang verdeutlicht den Schiilerinnen und Schiilern eine intuitive
Vorstellung vom hier vorliegenden Grenzprozess. Zusétzlich erlaubt sie folgende Quelle von
Fehlvostellungen zu vermeiden: Der Differenzenquotient einer Funktion f : I — R bei x¢ € I,
namlich %ﬁéxo) ist nur fiir x € I, x # x( definiert, vgl. auch Definition 5.2.4. Das steht im
Einklang mit der geometrischen Tatsache, dass eine Gerade (die Tangente) nicht durch die
Angabe nur eines Punkts eindeutig festgelegt ist. Aber der Wert des Differenzenquotienten bei
xo konvergiert fiir x gegen zp gegen den (endlichen) Wert f/(zg). Das wird auch erfahrbar,
wenn man sich von beiden Seiten mit z gegen xg nédhert. Und dieser Wert f/(zg) ist der
Anstieg der Tangente.

Eine weitere ,,dynamische” Vorstellung entsteht durch die Idee, sich entlang des Graphen
zu bewegen. Die jeweils momentane Bewegungsrichtung wird dabei durch die Richtung der
Tangente angegeben. Durch genaue Betrachtung der Schmieggeraden, insbesondere durch
Hineinzoomen am Funktionsgraphen lisst sich die wichtige Eigenschaft entdecken: je mehr
man sich dem betrachteten Punkt ndhert, umso weniger lassen sich der Funktionsgraph von
der zugehorigen Tangente unterscheiden, siehe Abbildungen 5.30 und 5.31.

Ein weiteres Beispiel:
Der Inline-Parcours

Noch nicht olympisch, aber ein beliebter SommerspaB:
Slalomrennen auf Inline-Skates.

Angenommen der Skater wiirde unterwegs eine Kugel seines Rollenlagers auf dem 7 8
Frage ebenen Untergrund verlieren. In welche Richtung wirde sie dann rollen? ( )

Was wire wenn?

‘Wéhle mit Hilfe der Knépfe die richtige Richtung aus.
Es werden acht verschiedene Richtungen vorgeschlagen.
9
o

Kontrolle m zuruckﬂzlwelter

Abb. 5.31: Quelle: www.matheprisma.de/Module/Ableitung/index.htm?4
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Zusammenfassend kénnen wir festhalten, vgl. Greefrath et al., 2016, p. 150:

FD-Box 28: Grundvorstellung der Tangentensteigung

Zu einer umfassenden Auspragung der Grundvorstellung der der Tangentensteigung
gehort die Entwicklung der Vorstellung
e von Tangenten als Schmieggeraden,
e dass die Tangente an eine Kurve in einem Punkt die gleiche Steigung wie die Kurve
selbst hat,
e dass die Tangente lokal die Richtung einer Kurve angibt.

\

5.4.5. Grundvorstellung der lokalen Linearitit einer Funktion.

Diese Grundvorstellung bezieht sich auf die lineare Approximation einer Kurve durch eine
Gerade. Arnold Kirsch hat das von ihm benannte ,,Funktionenmikroskop* als Vorschlag , zur
visuellen Vermittlung einer Grundvorstellung vom Ableitungsbegriff“ (Arnold Kirsch, 1930)
im deutschsprachigen Raum vorgestellt und mit Serien von Overheadfolien realisiert. Heute
ldsst sich das ,,Hineinzoomen* gut mit dem Rechner dynamisch umsetzen, siehe auch Abbil-
dung 5.32, die aus Elschenbroich, 2015 entnommen ist, wo die Terminologie Funktionenlupe
statt -mikroskop verwendet wird.

Die Idee hinter dieser Grundvorstellung besteht darin, dass man eine kleine Umgebung um eine
Stelle z¢ einer differenzierbaren Funktion unter einem Mikroskop betrachtet. Dabei erkennt
man, dass der Graph der Funktion bei Hinreichend starker Vergréflerung nahezu geradlinig
verlduft. Daher ist es die Idee, die Funktion in einer Umgebung von xg durch eine affin lineare
Funktion zu ersetzen, die die Ausgangsfunktion in der Umgebung am besten approximiert
(Werner Blum und Térner, 1933). Diese lineare Funktion ist die Tangente, deren Steigung

f’(:L‘o) ist.

o Steigungsdreiecke zeigen

 Sekanten zeigen

.....................

f(x) =0.5%> - x

 Steigungsdreiecke zeigen

' v Sekanten zeigen

A h = 0.0001

Abb. 5.32: Visueller Zugang zur lokalen Steigung mit der Funktionenlupe.

Ist eine Funktion lokal linear, dann sind Anderungen der Funktionswerte proportional zu
den Anderungen der Argumente (Ay ~ Az) und damit ist f’(z) in einer Umgebung von
xo konstant. Somit gibt die Ableitung einer Funktion f an, wie sich kleine Anderungen der
unabhéingigen Variable auf f(x) auswirken. Das beschreibt den Kern der Grundvorstellung
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der lokalen Linearitét. Zudem ist diese Vorstellung Grundlage vieler Anwendungen im Bereich
der mathematischen Modellierung zum Beispiel von Wachstumsprozessen.

FD-Box 29: Grundvorstellung der lokalen Linearitit

Zu einer umfassenden Ausprigung der Grundvorstellung der lokalen Linearitdt einer
Funktion f : z +— f(z) = y gehort insbesondere:
e Beim stark vergroflerten Blick auf die Umgebung eines Punktes des Graphen einer
differenzierbaren Funktion sieht man nur ein geradliniges Kurvenstiick.
e Fiir kleine Anderungen der z-Werte ist die Funktion so gut wie linear, kann also
approximativ durch einen linearen Zusammenhang ersetzt werden.

\.

5.4.6. Grundvorstellung von der Ableitung als Verstirkungsfaktor kleiner An-
derungen.

Diese Grundvorstellung, die insbesondere von Greefrath et al., 2016 als Grundvorstellung zur
Ableitung beschrieben und in der Literatur auch als ,, Anderungsdetektor® bezeichnet wird,
ist eng mit der lokalen Linearisierung verbunden. Dabei wird die Ableitung als Sensibilitét
fiir Verdnderungen gesehen und man geht der Frage nach, wie stark sich Verinderungen
der unabhéingigen Variable auf die abhéngige auswirken. Bei der Normalparabel wirken sich
zum Beispiel im Bereich grofier Funktionswerte bereits kleine Anderungen der unabhingigen
Variable stark auf die Funktionswerte aus. Mathematisch kann das in der Form (Ay ~ m-Ax)
beschrieben werden. Ein inhaltliches Verstindnis von Ableitungsregeln kann zum Beispiel
aufgebaut werden, wenn (22?)’ = 2z nicht nur rein syntaktisch verstanden wird, sondern
mit der Frage , Warum ist die lokale Anderungsrate des Flicheninhalts eines Quadrats der
Kantenlénge x gleich seinem halben Umfang?* erarbeitet wird, sieche Abbildung 5.33.

X h

o Absolute Anderung des Flicheninhalts: (x + h)? —x? = 2+ h - x + h?
Fiir kleine h im Wesentlichen gleich dem Inhalt der beiden
schraffierten Rechtecke.

(x+h)%-x?

e Mittlere Anderungsrate: =2-x+h
Fiir kleine h im Wesentlichen gleich dem halben Umfang.
2_ a2
. DieNﬁherung%= 2'x+h=~2-'x

ist beliebig gut, wenn h hinreichend klein ist.

Abb. 5.33: Quelle Danckwerts und Vogel, 2006, S. 61.

Analog kann gezeigt werden, dass (%) = 3z ist, oder warum die Umfangsformel fiir den
Kreis durch Differenziation aus der Flachenformel hervor geht, und so die folgende Erkenntnis
gewonnen werden kann:

Fiir kleine Anderungen Az gilt: Ay ~ f/(z) - Ax.

Zusammenfassend halten wir mit Greefrath et al., 2016, p. 153 fest:

FD-Box 30: Grundvorstellung des Verstirkungsfaktors

Zu einer umfassend ausgeprigten Grundvorstellung des Verstdrkungsfaktors gehd- ren
folgende Kenntnisse:
e Die Ableitung gibt an, wie stark sich kleine Anderungen der unabhiingigen auf die
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Fachdidaktische Bemerkung 30 — Fortsetzung

abhéngige Variable auswirken.

e GroBe Werte der Ableitung bedeuten schnelle/starke Anderungen der Funktions-
werte.

e Fiir kleine Anderungen ist der Zusammenhang von Az und Ay multiplikativ, d.h.
es gilt Ay ~ m - Ax fiir einen passenden Faktor m.

. J

Diese Grundvorstellung spielt (bislang) im Mathematikunterricht keine wesentliche Rolle und
ist auch teilweise in der Literatur nicht zu finden.

5.4.C Die Zusammenschau von Aspekten und Grundvorstellungen zum
Ableitungsbegriff

Auch beim Ableitungsbegriff helfen die verschiedenen Grundvorstellungen, verschiedene Aspek-
te des Ableitungsbegriffs zu verstehen.

Zum Beispiel wird die Quotientenschreibweise g—g auf Basis unterschiedlicher Grundvorstel-
lungen unterschiedlich verstanden (vgl. Greefrath et al., 2016, S. 153):

e Als lokale Anderungsrate deutet die Quotientenstruktur auf den Grenzprozess eines
Quotienten hin.

e Mit der Tangentenvorstellung sind dx und dy die Kathetenldngen eines Steigungsdrei-
ecks an die Tangente.

e Mit der Vorstellung der lokalen Linearitit sind dz und dy Anderungen bezogen auf die
lineare Approximation: Der Quotient ist der Proportionalitatsfaktor einer proportiona-
len Zuordnung.

° g—z als Anderungsfaktor zu sehen, bedeutet, dass fiir kleine Anderungen 2—?; R~ fil—:’; gilt.

In der Gesamtschau ergeben sich folgende Zusammenhénge zwische Aspekten und grundvor-

stellungen des Ableitungsbegriffs, vgl. Greefrath et al., 2016, p. 147:

Lokale Anderungsrate

Grenzwert des
Differenzenquotienten

Tangentensteigung

Lokale lineare
Approximation

Lokale Linearitat

Verstarkungsfaktor

Abb. 5.34: Aspekte und Grundvorstellungen zum Ableitungsbegriff und ihre wechselweisen
Beziehungen
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5.5 Differentialrechnung in der Schule

In diesem letzten Anschnitt des Kapitels beschéftigen wir uns nochmals mit schulpraktischen
Uberlegungen zur Differentialrechung und zwar zunéchst mit der Ableitungsfunktion und den
Ableitungsregeln und dann mit dem , Klassiker” Kurvendiskussion.

5.5.A Ableitungsfunktion und Ableitungsregeln

Um die Differenzierbarkeit einer Funktion und insbesondere die Ableitungsfunktion zu thema-
tisieren, werfen wir einen Blick zuriick auf die Definition 5.2.8. Eine Funktion f : I — R heifit
differenzierbar in einem Punkt xg € I, falls der Differenzenquotient bei xy einen endlichen
Limes fiir « gegen xp hat. Dieser Grenzwert heifit Ableitung von f an der Stelle x¢ und wird
mit f’'(zo) bezeichnet.

Mathematische Faktenbox 23: Ableitungsfunktion

5.5.1. Definition (Ableitungsunktionen). Ist f : I — R in jedem Punkt zy € I
differenzierbar, dann sagen wir, f ist (global) differenzierbar auf I. In diesem Fall nennen
wir die Funktion

f:I—=R, = f() (5.67)

(erste) Ableitung(sfunktion) von f.

Diese Definition kann man unter der Voraussetzung, dass auch f’ (global) auf I differen-
zierbar ist iterieren: Die Ableitungsfunktion von f’ wird mit f” bezeichnet und zweite
Ableitung(sfunktion) von f genannt, explizit

ffI=R, oz (@) = (=) (5.68)

Ebenso definiert man die hoheren Ableitungen: Unter der Voraussetzung, dass fiir ein
n € N die n-te Ableitung £ (global) auf I differenzierbar ist, definiert man die (n + 1)-
te Ableitung(sfunktion) durch

OISR,z (fM) = (), (5.69)

Ist n etwa 3 oder 4, schreibt man fiir die 3. bzw. 4. Ableitung(sfunktion) auch oft f"”
statt f©®) bzw. f” statt f4).

\.

Der Begriff der Ableitungsfunktion ist im Lehrplan der 7. Klasse AHS und im Konzept der
standardisierten Reifepriifung AHS Mathematik verankert, sieche Abbildung 5.35.

5.5.2. Graphisches Differenzieren. Um anschaulich von der Ableitung an einer Stelle
zur Ableitungsfunktion zu gelangen, wird die Vorstellung genutzt, dass die Tangente an eine
Kurve in einem Punkt die gleiche Steigung hat, wie die Kurve an dieser Stelle. Damit wird die
Grundvorstellung der Tangentensteigung bedient. Durch das sogenannte grafische Differen-
zieren wird der Graph der Ableitungsfunktion schrittweise erzeugt. Dabei wird in beliebigen
Punkten (z|f(z)) des Graphen der Funktion die jeweilige Steigung k& bestimmt. Anschlie-
Bend kann mithilfe der Punkte (z|k) der Graph von f’ erzeugt werden. Dafiir stehen viele
technologische Hilfsmittel zur Verfiigung, siehe z.B. Abbildung 5.36.
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Ableitungsfunktion/Stammfunktion
AN3.1  die Begriffe Ableitungsfunktion und Stammfunktion kennen und zur Beschreibung
von Funktionen einsetzen kénnen

AN3.2  denZusammenhang zwischen Funktion und Ableitungsfunktion (bzw. Funktion
und Stammfunktion) in deren grafischer Darstellung (er)kennen und beschreiben
kdnnen

AN 3.3  Eigenschaften von Funktionen mithilfe der Ableitung(sfunktion) beschreiben kén-
nen: Monotonie, lokale Extrema, Links- und Rechtskrimmung, Wendestellen

Anmerkungen:
Der Begriff der Ableitung(sfunktion) soll verstandig und zweckmaf3ig zur Beschreibung von Funktionen eingesetzt werden.

Durch den Einsatz elektronischer Hilfsmittel ist das Ableiten von Funktionen nicht durch die in den Grundkompetenzen
angefUhrten Differenziationsregeln eingeschrankt.

Abb. 5.35: Quelle: https://www.matura.gv.at/

5 | %)

0

f(x) = 0.5x3+x2-x-1

sl &
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37.3.5-4-37.2v,\234557391(:1112
-1
[
I
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I

Abb. 5.36: Von der Ableitung an einer Stelle zur Ableitungsfunktion

5.5.3. Ableitungsregeln. Um nun nicht nur den Graphen der Ableitungsfunktion durch
grafisches Differenzieren zu erzeugen, werden in weiterer Folge die Ableitungsregeln erarbeitet.
Dazu finden wir im Lehrplan eine entsprechende Aufzdhlung, welche Ableitungsregeln im
Unterricht zu behandeln sind, siehe Abbildung 5.37.
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* Ableitungsregeln fir Potenz- und Polynomfunktionen kennen und
anwenden kénnen (7. Klasse, Kompetenzmodul 5, Abschnitt: Grundlagen
der Differentialrechnung anhand von Polynomfunktionen)

* Ableitungsregeln fir Exponential- und Logarithmusfunktionen, Sinus- und
Cosinusfunktion kennen (7. Klasse, Kompetenzmodul 6, Abschnitt:
Erweiterung und Exaktifizierung der Differentialrechnung)

* Weitere Ableitungsregeln (insbesondere die Kettenregel) kennen und fiir
Funktionsuntersuchungen in verschiedenen Bereichen verwenden kdnnen
(7. Klasse, Kompetenzmodul 6, Abschnitt: Erweiterung und Exaktifizierung
der Differentialrechnung)

Abb. 5.37: Formulierung der Ableitungsregeln im derzeitigen Lehrplan der AHS, 11. Schulstufe

Beim Erarbeiten der Ableitungsregeln taucht die wesentliche unterrichtliche Frage auf, inwie-
weit die Schiilerinnen und Schiiler neben den jeweiligen Verfahren auch die zugrundeliegen-
den Satze verstehen und ihre Begriindungen nachvollziehen kénnen sollen. Wie fachlich-tief
kann/soll man gehen, welche Argumente gibt es fiir das Herleiten von Beweisen, welche Ar-
gumente sprechen dagegen?
Pro-Argumente:
e ermdoglicht die Grunderfahrung G2
e zeigt den Anspruch der Mathematik an das deduktive Denken - Mathematik wird nicht
ausschliellich als verfahrensorientiert wahrgenommen
e Schulung im logischen Denken und im Verstehen abstrakter Formulierungen — Beitrag
zur Allgemeinbildung auf hohem Niveau
e Herleiten/Beweisen/Begriinden hebt das mathematische Niveau allgemein - vorausge-
setzt, eine entsprechende Reduktion der Anspriiche vermeidet Uberforderung.
Kontra-Argumente:
e nimmt viel Unterrichtszeit in Anspruch, deren Nutzen fiir die Anforderungen bei der
standardisierten schriftlichen Reifepriifung nicht offensichtlich sind
e formal-abstrakte Anforderungen; Motivation fiir Beweisdiirftigkeit fehlt
e muss man auf Definitionen oder Sétze zuriickgreifen, mangelt es teilweise an Vorwissen

Damit geht es im Grunde um die Frage der didaktischen Reduktion und um das Vermeiden ei-
ner Extremposition. Die beiden Extrempositionen sind einerseits die Regel einfach mitzuteilen
und andererseits exakte, vollstéindige Beweise zu zeigen.
Damit kann bei den Lernenden folgendes Bild entstehen:

blofles Mitteilen: ,, Verstehen brauche ich das nicht.“

exakter Beweis: ,, Verstehen kann ich das nicht.

Die fachlichen Anspriiche sind damit angemessen zu reduzieren, sodass die Schiilerinnen und
Schiiler iiber das notwendige Vorwissen verfiigen und die einzelnen Schritte nachvollziehen
und verstehen koénnen. Zudem ist zu iiberlegen, ob eine Beweisfithrung zu einer besseren Ein-
sicht fiihrt, oder ein exemplarisches Beispiel ausreichend wire. Die Reduktion muss natiirlich
die fachliche Richtigkeit gew&hrleisten, Sonderfille miissen jedoch meist nicht behandelt oder
erwihnt werden. Die damit aufgebauten Grundvorstellungen sollen im Sinne des Spiralprin-
zips tragfahig fiir darauf aufbauende Themenbereiche sein.

Im Unterricht plant der Lehrende Schritt fiir Schritt ein Vorgehen, an dessen Ende ein Beweis
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stehen konnte. Dieser dient zur Herstellung und Begriindung einer kausalen Kette. Das ist
stellenweise auch das Ziel des Mathematikunterrichts.

Ein moglicher Unterrichtsgang dazu wére:

e Erkunden des Phénomens: Schiilerinnen und Schiiler lernen vor der Formulierung von
Sétzen (Ableitungsregeln) konkrete Beispiele kennen und kénnen an diesen das Phidnomen
entdecken.

e Herausarbeiten einer Vermutung: Ausgehend von den konkreten Beispielen formulieren
die Schiilerinnen und Schiiler eine allgemeine Vermutung.

e Beweis der Vermutung: Gegebenenfalls muss fiir den Beweis/die Begriindung der Ver-
mutung noch weiteres Vorwissen zur Verfiigung gestellt werden.

Abgesehen von formalen Beweisen bieten sich gerade bei den Ableitungsregeln auch geometri-
sche Beweise bzw. Begriindungen an, mithilfe derer man die bildliche Vorstellungsebene gut
erreichen kann und somit auch unterschiedliche Lerntypen erreichen kann.

Die nachstehende Grafik 5.38 veranschaulicht mégliche geometrische Interpretationen zu ei-
nigen Ableitungsregeln:

S +g u(x+Ax)

m Au Ml AuAv
()
hook L(x)V(x)
g
Ag x+AX X v(x)| Av|v(x+Ax)
h
i AT p
h xi
/ // X+AX]
Faktor-/Konstantenregel Summenregel Produktregel

Abb. 5.38: Geometrische Interpretationen von Ableitungsregeln

5.5.B Kurvendiskussion

Die klassische Kurvendiskussion — das Untersuchen von Funktionsverldufen und damit das
Anwenden der Erkenntnisse der Differentialrechnung — weist eine lange Tradition im Analy-
sisunterricht in der Schule auf.

5.5.4. Blick in die Praxis. Die traditionelle Kurvendiskussion wird sehr ambivalent ge-
sehen. Danckwerts und Vogel vergleichen die moglichen Perspektiven von Fachmathema-
tiker*innen, Fachdidaktiker*innen; Lehrkréften und Schiiler*innen (Danckwerts und Vogel,
2006, Abschn. 5.1).

Fachmathematiker*innen:

»In der Kurvendiskussion‘ auf der Schule werden keine Kurven behandelt und diskutiert wird
auch nicht. Dieses Thema, so wie es hier verhandelt wird, wiirde ich lieber einem ansténdigen
Computeralgebra-System iiberlassen.* ... ,Warum findet die Kurvendiskussion so selten in
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anwendungsrelevanten Kontexten statt?

Fachdidaktiker*innen:

,Mir fehlt der Bezug zu den Anwendungen, und die Kraft heuristischer Denk- und Arbeits-
weisen ist bei diesem Thema, so wie es behandelt wird, praktisch nicht erlebbar. Das Bild von
Mathematik wird reduziert auf das Arbeiten mit einem leistungsfahigem Kalkiil. Von den drei
Winterschen Grunderfahrungen, die den allgemeinbildenden Wert des Mathematikunterrichts
ausmachen, kommt also nur eine zur Geltung, und diese auch nur reduziert.“

Lehrkrifte:

Typ A behilt bei der Kurvendiskussion jederzeit die Féiden in der Hand. ,,Bei diesem Thema
habe ich das Gefiihl, dass die Mathematik fiir die Schule angemessen abgebildet wird, und
ich fiihle mich — zusammen mit meinen Schiilern — nicht iiberfordert.

Typ B spiirt das Eintonige, Erstarrte der tradierten Kurvendiskussion und versucht es aufzu-
brechen. ,,Ich weifs um die Widersténde, aber weil es besser zu meinem Bild von Mathematik
passt, kann ich nicht anders. ... “

Schiiler*innen:
Typ A ist befreit. ,,Endlich keine Begriffe und Beweise mehr, sondern richtige Aufgaben, wo
man weifl, was man machen muss. ... Das kann ich gut fiir die Klausur lernen. *

Typ B erwartet vom Mathematikunterricht eher umfassendere Denkanstrengungen. , Eine
Kurvendiskussion, bei der nichts zu entdecken und begriinden ist, langweilt mich. “

Aus diesen Aussagen lisst sich das Dilemma gut herauslesen. Auf der einen Seite ist die klassi-
sche Kurvendiskussion ergebnisorientiert ausgerichtet und die fiir den Mathematikunterricht
wichtige Balance von Prozess- und Produktorientierung fehlt. Daher wird sie als Inbegriffs des
mechanischen Abarbeitens von Schemata ohne inhaltlichen Sinn gesehen (sieche Hahn und Pre-
diger, ). Das routinierte Durchfiihren von klassischen Kurvendiskussionen ist kein Beleg
dafiir, dass die Analysis als infinitesimales Modell zur Beschreibung und Untersuchung nicht-
linearer Zusammenhénge verstanden wird. Inhaltliche Vorstellungen und F#higkeiten kénnen
durch einen vorrangig kalkiilorientierten Unterricht nur schwer entwickelt werden. Die nach-
stehende Aufgabe aus dem internationalen Vergleichstest TIMSS III (Baumert et al. 2000)
wurde zum Beispiel nur von 35 % der befragten deutschen Oberstufenschiiler*innen gelost
(international von 45 %).

Auf der anderen Seite stellt die Analysis Hilfsmittel bereit, um wichtige Eigenschaften (Mo-
notonieverhalten, Kriimmungsverhalten) zu iiberpriifen und/oder Funktionswerte (Extrema,
Wendestellen) zu berechnen. Diese Untersuchungen konnen routinehaft durchgefiihrt werden,
was den Schiiler*innen durchaus auch Sicherheit gibt und sie nicht iiberfordert. Der Mathe-
matikunterricht kann damit als Fortsetzung des Algebra-Unterrichts aus der Sekundarstufe 1
wahrgenommen werden. Nichtsdestotrotz bleiben die Frage nach dem Sinn der Reproduktion
eines kalkiilhaften Algorithmus sowie die Tatsache, dass es bei der klassischen Kurvendiskus-
sion nichts zu entdecken und zu begriinden gibt.

Im Grunde haben unter anderem genau solche Aufgaben dazu gefiihrt, dass das AECC-M
(Austrian Educational Competence Center Mathematics) im Jahr 2008 seitens des Bundesmi-
nisteriums fiir Unterricht, Kunst und Kultur mit der Konzeption, Vorbereitung, Durchfithrung,
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K5. Welcher der folgenden Graphen hat die nachstehenden Eigenschaften:
7(0)>0, f(1)<Ound f'(x)ist immer negativ?

A y B. y C y
\
\/ ’
> X ; 29 53
/\1 1 ‘ 1
D y E y

Abb. 5.39: Aufgabe aus TIMSS III zur Deutung formaler Bedingungen an Funktionsgraphen.

Begleitung, Unterstiitzung und Evaluation eines Schulversuchs , Standardisierte schriftliche
Reifepriifung in Mathematik*“ an AHS betraut wurde, bei dem die schriftliche Reifepriifung
in Mathematik anhand zentral gestellter Aufgaben erfolgen sollte. Unter den aus fachdidakti-
scher Sicht zentralen Kritikpunkten an der traditionellen Durchfiihrung der nicht standardi-
sierten schriftlichen Matura in Mathematik AHS wurde seitens der Projektgruppe der folgende
genannt:

¢ Bei den Aufgabenstellungen der traditionellen sRP ist eine deutliche Dominanz von
relativ komplexen, rechnerisch aufwindigen ,,Problemldseaufgaben® zu beobachten
und im Zusammenhang damit

- eine deutliche Dominanz von Inhalten/Aufgaben, die eine rezeptartige
Reproduktion (bis hin zur ,.Dressur des Unverstandenen®) erlauben bzw.
erfordern (und damit den Problemldseanspruch pervertieren),

- eine sehr deutliche Dominanz des Operativen.

Abb. 5.40: https://www.aau.at/wp-content/uploads/2017/10/sRP-M_September_2009-
2.pdf

Zusammengefasst ldsst sich sagen, dass sich die Fachdidaktik dariiber einig ist, dass die Kur-
vendiskussion in der traditionellen, stark schematischen Form nicht mehr zeitgeméf ist. Das
Thema Kurvendiskussion wird nédmlich ,,wenn man das Produkt und nicht den sich dahin-
ter verbergenden und tiefliegenden Prozess im Auge hat, durch leicht verfiighare Technologie
dermaflen trivialisiert, dass es seine urspriingliche Legitimation verliert“ Kirchgraber, ,
S. 112-113.

Andererseits bietet das Thema Kurvendiskussion Mdoglichkeiten fiir einen aktiven Umgang
mit Mathematik (Erkunden, Vermuten, Entdecken, Begriinden, Darstellen) im Unterricht und
Moglichkeiten, das Zusammenspiel unterschiedlicher fachlicher Aspekte (algebraisch, geome-
trisch, analytisch, diskret, ...) bewusst zu machen.


https://www.aau.at/wp-content/uploads/2017/10/sRP-M_September_2009-2.pdf
https://www.aau.at/wp-content/uploads/2017/10/sRP-M_September_2009-2.pdf
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Insofern gibt es gute Griinde fiir eine konstruktive Weiterentwicklung. Drei solcher Griinde
sind laut Biirger und Malle, 2000, S. 56-59:

(1) Anwendungen der Differentialrechnung: Solange die Differentialrechnung noch unter-
richtet wird, wird man auch Anwendungen brauchen, um zu demonstrieren, dass man
mit dem Gelernten etwas Brauchbares anfangen kann (Demonstration der Kraft des
Kalkiils)

(2) rasches Skizzieren des Funktionsgraphen

(3) Herleitung theoretischer Ergebnisse: es gibt theoretisch interessante Ergebnisse, die mit
Differentialrechnung sehr leicht hergeleitet werden kénnen, ohne sie aber nicht oder nur
auf sehr umsténdliche Weise zu erreichen sind.

5.5.5. Fachdidaktische Perspektiven. Die Kurvendiskussion entlang der Idee der Anderung
zu entwickeln und damit lokale Extremstellen und Wendestellen in den schulischen Fokus zu
stellen, macht Sinn. In der schulischen Praxis hat sich inzwischen durchgesetzt, die Kurven-
diskussion vom Monotoniekriterium aus zu begriinden. Fachdidaktisch lautet der Vorschlag
dabei, das Monotoniekriterium der Anschauung zu entnehmen — es ist unmittelbar einleuch-
tend, dass ein Funktionsgraph in einem Abschnitt streng monoton wichst, wenn er in je-
dem Punkt des Abschnitts einen positiven Anstieg hat. Das Monotoniekriterium nimmt eine
zentrale Stelle bei der Untersuchung von Funktionen und damit bei der Entwicklung und
Begriindung der Kriterien fiir Extrema und Wendepunkte ein und ist selbst nur unter der
Leitidee der Anderung verstehbar. Der Ableitungsbegriff als zentraler Begriff der Analysis
wiederum wird von der Idee der Anderung getragen. Insofern ist das Thema der schulklassi-
schen Kurvendiskussion im Rahmen der Differenzialrechnung die Beziehung von Monotonie
und Ableitung.

Wie kann man also im Unterricht vorgehen?

Grundsitzlich wird vorausgesetzt, dass alle betrachteten Funktionen auf einem offenen?® Inter-
vall I definiert sind und auf diesem Definitionsbereich beliebig oft differenzierbar sind. Zuerst
wird die Definition der Monotonie (aus der 9. Schulstufe) wieder ins Gedéchtnis gerufen,
anschliefend bespricht man die Definition lokaler Extrema.

Mathematische Faktenbox 24: Lokale Extrema

5.5.6. Definition (lokale Extrema). Sei I ein offenes Intervall und sei f : I — R eine
reelle Funktion
(i) Ein Punkt zp aus I heifit ein lokales Maximum von f, falls es eine Umgebung
Ue(z0) = (xg — €,z¢ + €) gibt, sodass fiir alle z € Us(zg) NI gilt f(z) < f(zo).
(ii) Ein Punkt zy aus I heifit ein lokales Minimum von f, falls es eine Umgebung
Us(z0) = (xg — €, 20 + €) gibt, sodass fiir alle x € U-(zo) N I gilt f(x) > f(xo).

. J

Beachte: Diese Definition geht nicht auf die Ableitung von f and der Stelle x ein.

AnschlieSlend wird das Monotoniekriterium anschaulich erarbeitet.

3Das erleichter die Sache insofern, als z.B. Extrema am Rand keine verschwindende Ableitung haben
miissen, vgl. (Steinbauer, 2022, 3.2.6).
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Mathematische Faktenbox 25: Monotoniekriterium

5.5.7. Monotoniekriterium. Eine auf einem offenen Intervall differenzierbare Funktion
mit iiberall positiver (negativer) Ableitung ist dort streng monoton wachsend (fallend).

Wichtig dabei ist auch herauszuarbeiten, dass es sich dabei um einen globalen Satz handelt

und dass die Umkehrung nicht gilt — das einfachste Gegenbeispiel dazu ist f(z) = 23.

Fiir Funktionen gilt, dass, wenn f’(x¢) > 0 ist, so sind in einer hinreichend kleinen Umgebung
von xq alle Funktionswerte links von zq kleiner und alle Funktionswerte rechts von zg grofler
als f(xo). Man sagt: f wéchst beim Durchgang durch die Stelle z.

Aus dieser Tatsache folgt unmittelbar die notwendige Bedingung fiir lokale Extrema (lokale
Extrema liegen nur dort, wo die Tangenten waagrecht verlaufen. Das heifit, dort, wo die erste
Ableitung verschwindet), da f an Stellen mit f(xg) # 0 beim Durchgang an diesen Stellen
wiéchst oder fillt.

(0.67 1 0.63)
“ff3 2 1o 1 2 3

Ebenfalls liegt eine hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema (&ndert sich das Monotonie-
verhalten des Graphen, dann ist dort ein lokales Extremum) nahe am intuitiv-anschaulichen
Verstehen, wenn man anschaulich Hoch- und Tiefpunkte als jene Punkte betrachtet, in denen
der Graph sein Monotonieverhalten dndert. Damit ruht diese hinreichende Bedingung direkt
auf dem Monotoniekriterium.

Wechselt f’ bei xy das Vorzeichen von + auf — (bzw. von — auf +),

e so steigt (fillt) f lokal links von z¢ und
o fillt (steigt) lokal rechts von xg.

5.5.8. Erstes Kriterium fiir lokale Extrema.
Ist f'(xp) = 0 und wechselt f’ bei xy das Vorzeichen von + auf — (bzw. von — auf +), so hat
f bei ¢ ein lokales Maxiumum (Minimum).
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. B
xg | 0

Min

Abgesehen von der Schwiiche, dass man sich bei der Untersuchung von f’ nicht nur auf eine
Stelle beschréinken kann, sondern eine ganze Umgebung miteinbeziehen muss, gilt die Um-
kehrung im allgemeinen nicht (z.B. konstante Funktionen). Zudem ist dieses Kriterium nicht
notwendig fiir das Vorhandensein eines lokalen Extremums — zum Beispiel hat die oszillieren-
de Funktion f(z) = 22 + 22 -sin(1) fiir  # 0 und f(z) = 0 fiir 2 = 0 ein lokales Minimum,
ohne das f’ bei xg einen Vorzeichenwechsel hat.

Auch hier hilft wieder die lokale Trennungseigenschaft: wenn f’ das Vorzeichen bei xy wech-
selt, dann ist die Ableitung von f’ von null verschieden, also gilt sicher: f”(xo) # 0. Weil: ist
1" (zo) > 0, dann wiichst f’ beim Durchgang durch z(, und hat damit einen Vorzeichenwechsel
an dieser Stelle.

5.5.9. Zweites Kriterium fiir lokale Extrema.
Ist f'(xz9) =0 und f"(zo) > 0, so besitzt f’ bei x( ein lokales Minimum.
Entsprechend folgt aus f’(z9) = 0 und f”(x¢) < 0 die Existenz eines lokalen Maxiumums.

Dieses Kriterium ist im Unterricht das bevorzugte Kriterium, da es leichter handhabbar ist.
Es darf jedoch nicht iibersehen werden, dass auch hier die Umkehrung nicht gilt.

Prifen mit dem zweiten Kriterium
(f(x)=0undf(x)#0)
trifft trifft
2u nicht
2u
~
~
~
~
~
~
~
Prife mit dem ersten Kriterium falsf:'h{l,2,3]
(VZW von f* - Kriterium) s
\t
Extrem- trifft trifft keine
stelle = 2u nicht = Fajeai- ¥ EXtrem-
stelle
zu (1.2)

Klassische Beispiele, die zeigen, dass das zweite Kriterium nicht beim Ermitteln lokaler Fx-
tremstellen helfen muss, sind (1) konstante Funktion, (2) oszillierende Funktionen oder zum
Beispiel (3) die Funktion f: R — R mit f(z) = z*.

5.5.10. Wendepunkte.
Neben den lokalen Extrema sind auch die Wendepunkte eines Graphen von Bedeutung. An
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diesen Punkten &ndert sich das Kriimmungsverhalten. Da zum Beispiel lokal links von ei-
ner Wendestelle die Steigung zunimmt und dann lokal rechts davon abnimmt, werden die
Wendepunkte durch das Monotonieverhalten der ersten Ableitung von f definiert.

1 Lhwkﬁkurve
¥\W

Recht§kurve

Iy

Beachte den Unterschied: lokale Extrema kénnen durch die Anderung des Monotonieverhal-
tens der Funktion selbst gesichert, aber nicht definiert werden.

Mit dieser Definition kann man die bereits durchgedachten Schliisse wieder durchgehen und
erhiilt damit die notwendige Bedingung fiir Wendepunkte (Wendepunkte kénnen nur dort
liegen, wo die zweite Ableitung verschwindet), denn an den Stellen x¢ mit f”(x¢) # 0 wiirde f’
wegen der lokalen Trennungseigenschaft beim Durchgang durch zg wachsen oder fallen, kann
also lokal um zy sein Monotonieverhalten nicht &ndern, wie es die Definition einer Wendestelle
verlangt.

5.5.11. Erstes Kriterium fiir Wendepunkte.

Ist f"(x9) = 0 und wechselt f” bei zy das Vorzeichen, so hat f bei xy einen Wendepunkt.
(Ein Vorzeichenwechsel von f” impliziert eine Anderung des Monotonieverhaltens f’ und
damit des Kriimmungsverhaltens von f.)

5.5.12. Zweites Kriterium fiir Wendepunkte.
Ist f"(x0) =0 und ist f"(zo) # 0, so hat f bei z¢ einen Wendepunkt.

Die so entfalteten Kriterien der Kurvendiskussion sind durch eine gemeinsame Leitidee ver-
bunden: der Idee der Anderung. Das Thema der schulklassischen Kurvendiskussion im Rah-
men der Differentialrechnung ist also die Beziehung von Monotonie und Ableitung, sieche dazu
Abbildung 5.41.

Es macht also Sinn durch Akzentverschiebungen nach Wegen der Offnung zu suchen. Danck-
werts und Vogel, schlagen dabei folgende Perspektiven fiir eine solche Offnung vor:

e Qualitative Analysis: eine stirkere Betonung nicht-algebraischer Elemente der Kurven-
diskussion

e Anwendungsorientierung: die Einbeziehung von Sachkontexten

e Integration neuer Technologien: die konsequente Nutzung elektronischer Hilfsmittel

e Verdnderte Aufgabenkultur: die Einbeziehung divergenter Elemente bei der Aufgaben-
stellung
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lokal global

Ableitung als e . .
lokale Anderungsrate —> <€4— Monotonieverhalten

Anderung des
Monotonieverhaltens
von

SN

7 A

(sichert lokale Extrema) (charakterisiert Wendepunkte)

NS

Ubersicht zu den Kriterien der Kurvendiskussion

Abb. 5.41: Danckwerts und Vogel, , 9. 146

5.5.13. Anschauung im Unterricht.

Aufgaben zum graphischen Differenzieren haben, auch durch die standardisierte Reifepriifung
Mathematik AHS (siehe die Aufgaben in Abbildung 5.42), im Unterricht an Bedeutung ge-
wonnen. Beim graphischen Differenzieren werden Zusammenhénge von Funktionsgraphen und
den Graphen der Ableitungsfunktionen visualisiert.

In Nachhilfeforen und teilweise auch im Unterricht findet man als Gedankenstiitze die soge-
nannte NEW-Regel. Diese kann durchaus hilfreich sein, man sollte jedoch bei dem Bemiihen,
bestimmte Sachverhalte (fiir Schiiler*innen) einfacher darzustellen, immer auch mitbedenken,
welche Fehlvorstellungen mitaufgebaut werden kénnen und welche Probleme man sich dabei
einhandeln kann. Die NEW-Regel geht von folgenden Schema aus:

f N E W
f' N E W

i N E W
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KL16 PT2 Teil-1 - Aufgaben (20.09.2016).pdf KL14 PT2 Tell1 - Aufgaben (17.09.2014) paf

Aufgabe 16

Aufgabe 15
Ableitung

Graphen von Ab\eitungsfunktionen In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der 1. Ableitungsfunktion /' einer Polynomfunikti-
onf dargestellt

In den unten stehenden Abbildungen sind jeweils die Graphen der Funktionen f, g und h darge- LG

stelit. y

Aufgabenstellung: 3

In einer der sechs Abbildungen ist g die erste Ableitung von £ und h die zweite Ableitung von f.
Kreuzen Sie diese Abbildung an!

0 x
5 3 =2 1 o1 2 3 5 6
A frl. 9. Hix) fixd, o0, Bix) ! =1
B ! Aufgabenstellung:
Bestimmen Sie, an welchen Stellen die Funklion  im Intervall (-5; 5) jedentalls lokale Extrema hat!
A . | Die fiir die Bestimmung relevanten Punkte mit ganzzahligen Koordinaten kénnen der Abbildung
WY Trand entnammen werden.
~ '\ e
KL17 PT1 Teil-1 - Aufgaben (10.05.2017).paf

Aufgabe 17

A ol 4. 1

Y Grafisch differenzieren

\
“ Gegeben ist der Graph einer Polynomfunktion dritten Grades 1.
A
- a O
B
o, 904, ) fod, o, Hge 4 X
X, P
(| x |

Aufgabenstellung:
Skizzieren Sie in der gegebenen Grafik den Graphen der Ableitungsfunktion " im Intervall [x,: x,]
und markieren Sie gegebenenfalls die Nullstellen!

Abb. 5.42: https://www.matura.gv.at/srdp/mathematik

Dabei steht N fiir Nullstelle, E fiir Extremstelle und W fiir Wendestelle. Von oben nach
unten gelesen bedeutet das zum Beispiel, dass bei der Wendestelle von f die Funktion f’ eine
Extremstelle und die Funktion f” eine Nullstelle hat.

Unbedingt soll darauf hingewiesen werden, dass die Implikation nur von oben nach unten
gilt, von unten nach oben jedoch nicht gelten muss. Gegenbeispiele sind zum Beispiel die
Funktion f mit f(z) = 23 oder auch Funktionen mit Ableitungen, die an einer Extremstelle
stark oszillieren, dort aber keine Wendestelle haben. Weiters ist zu beachten, dass die Funktion
geniigend oft differenzierbar sein muss und die Regel sich ausschlielich auf Null-, Extrem- und
Wendestellen im Inneren des Intervall bezieht, auf dem die Funktion definiert ist. Deswegen
empfiehlt es sich hier, wie wir es getan haben, mit offenen Intervallen zu arbeiten.

5.5.14. Eine echte Anwendung — Milchpackungsaufgabe. Zum Abschluss diese Ab-
schnitts und des gesamten Kapitels betrachten wir eine ,,echte” Anwendungsaufgabe, die wir
dem Buch Danckwerts und Vogel, 20006, S. 154-159 entnommen haben.

Im Handel gibt es eine Vielzahl von Tetra-Packungen, die 1 Liter eines Getrdanks fassen.
Die auftretende Frage ist: Wird bei der Herstellung dieser Verpackungen darauf geachtet,
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moglichst wenig Verpackungsmaterial zu verbrauchen?

h

al2

063

I
[

(Quelle: Danckwerts & Vogel 2010)

Misst man die Bestimmungsstiicke eines bestimmten Faltnetzes, dann haben die Kleberédnder
eine Stédrke von 6 mm, fiir die restlichen Mafle gilt:

a=171cm, h =197 cm.

Rechnerisch fiihrt das zu V' = 7,12 - 19,7 = 993 cm?.

Da die gefiillte Tiite leicht bauchig ist, passen 1000 ¢cm?® hinein und zusétzlich bleibt noch
Platz zum Schiitteln. Um zu klédren, ob a und h tatséchlich optimal gewéhlt sind, wird der
Materialverbrauch mit M (a, h) = (h+a+1,2)-(4-a+0, 6) beschrieben und grafisch dargestellt.

4000

M(a.h)

Graph von M(a.h)

Abb. 5.43: Danckwerts und Vogel, 2006, S. 156.
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Unter Miteinbeziehung des Zusammenhangs a? - h = 1000 erhilt man fiir a # 0:

1000

M(a) = ( 2 +a+1,2)-(4-a+0,6) (5.70)
4000 600
M(a)=4-a"+54-a+0,724+ — + — (5.71)
a a
Graphische Darstellung:
2000 \ \M
m" ]
0 1 2 3 4 5 8 9 10 " 128
m

Eine qualtitative Untersuchung (auch am Funktionsgraphen) ergibt:
e Fiir kleine a sind die ersten beiden Summanden in M (a) klein und die letzten beiden
Summanden grof3
e Fiir grofie a sind die ersten beiden Summanden in M (a) gro und die letzten beiden
Summanden klein.
e Es ist daher plausibel, dass das Minimum irgendwo dazwischen liegt.
Nun kann das zuvor schon angesprochene Monotoniekriterium geniitzt werden.

Ermitteln der ersten und zweiten Ableitung;:

4000 1200
M'(a)=8-a+5,4— = 3 (5.72)
8000 3600
M"(a) =8+ pr (5.73)

Qualitative Argumente:
e Offensichtlich ist M” wegen a > 0 im gesamten Definitionsbereich positiv und somit ist
M’ im gesamten Definitionsbereich monoton wachsend.
e Daraus kann man abelesen: M ist links von der Nullstelle non M’ monoton fallend und
rechts von der Nullstelle von M’ monoton steigend.
Diese Nullstelle von M’ kann man ablesen oder auch numerisch ermitteln und erhélt a = 7, 8.
Das bedeutet, dass bei a = 7,8 cm die Abmessungen der Verpackung optimal sind. Nun wei-
chen die tatséchlichen Abmessungen mit a = 7,8 cm aber doch recht deutlich von dem berech-
neten Wert ab. Diese Abweichungen kénnen anschliefend ermittelt und mit den Schiiler*innen
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diskutiert werden.

Vorteile einer qualitativen Betrachtung der Funktionsgraphen:

weg vom Kalkiil - hin zu visuellen Ergebnissen

visuelle Ergebnisse mit qualitativen analytischen Argumenten stiitzen
Monotoniebetrachtung zur analytischen Fundierung der qualitativen Argumente
anstelle des schematischen Kurvendiskussionsschemas mit qualitativen Argumenten die
relevanten Eigenschaften herausarbeiten

Balance zwischen empirisch-numerisch (numerisch-grafisches Vorgehen) und theoreti-
schen Uberlegungen sinnvoll



Kapitel 6

Integralrechnung

6.1 Ein kurzer Blick in die Praxis

& Fiir diesen Abschnitt des Skriptums stehen nur die Vorlesungsfolien
zur Verfiigung. &

6.1.A Integralrechnung im Lehrplan der AHS und bei der sRP

Integralrechnung Ein kurzer Blick in die Praxis  Integralrechnung im Lehrplan der AHS und bei der sRP
8. Klasse - Kompetenzmodul 7

Grundlagen der Integralrechnung
— Das bestimmte Integral kennen und als Zahl ,,zwischen® allen Ober- und Untersummen auffassen
koénnen sowie niherungsweise als Summe von Produkten auffassen und berechnen konnen:

L  fdx ~ DA

— GroBen durch Integrale ausdriicken konnen, insbesondere als Verallgemeinerungen von Formeln
mit Produkten (zB fiir Fldcheninhalte oder zuriickgelegte Wege)

— Den Begriff Stammfunktion kennen und anwenden konnen

— Bestimmte Integrale mit Hilfe von Stammfunktionen unter Verwendung elementarer
Integrationsregeln berechnen kénnen

Anwendungen und Exaktifizierungen der Integralrechnung
— Das bestimmte Integral in verschiedenen Kontexten deuten und entsprechende Sachverhalte
durch Integrale beschreiben konnen (insbesondere Flacheninhalte, Volumina, Weglingen,
Geschwindigkeiten, Arbeit und Energie; allenfalls weitere physikalische Deutungen)
—Die Hauptsitze (bzw. den Hauptsatz) der Differential- und Integralrechnung kennen; den
Zusammenhang zwischen Differenzieren und Integrieren erldutern kénnen
— Das unbestimmte Integral kennen

151
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Integralrechnung Ein kurzer Blick in die Praxis  Integralrechnung im Lehrplan der AHS und bei der sRP

Grundkompetenzen im Konzept der sRP

Ableitungsfunktion/Stammfunktion
AN3.1  die Begriffe Ableitungsfunktion und Stammfunktion kennen und zur Beschreibung
von Funktionen einsetzen kénnen

AN 3.2 denZusammenhang zwischen Funktion und Ableitungsfunktion (bzw. Funktion
und Stammfunktion) in deren grafischer Darstellung (er)kennen und beschreiben
kénnen

AN 3.3  Eigenschaften von Funktionen mithilfe der Ableitung(sfunktion) beschreiben kén-
nen: Monotonie, lokale Extrema, Links- und Rechtskrimmung, Wendestellen

Integralrechnung Ein kurzer Blick in die Praxis  Integralrechnung im Lehrplan der AHS und bei der sRP

Grundkompetenzen im Konzept der sRP

Summation und Integral
AN 4.1 den Begriff des bestimmten Integrals als Grenzwert einer Summe von Produkten
deuten und beschreiben kénnen

AN 4.2 einfache Regeln des Integrierens kennen und anwenden kénnen: Potenzregel,
Summenregel, jk - fix) dx, J'f(k - X)dx (vgl. Inhaltsbereich Funktionale Abhdngig-
keiten), bestimmte Integrale von Polynomfunktionen ermitteln kdnnen

AN 4.3 das bestimmte Integral in verschiedenen Kontexten deuten und entsprechende
Sachverhalte durch Integrale beschreiben kdnnen

Anmerkungen:

Analog zum Differenzialquotienten liegt der Fokus beim bestimmten Integral auf der Beschreibung entsprechender
Sachverhalte durch bestimmte Integrale sowie vor allem auf der angemessenen Interpretation des bestimmten Integ-
rals im jeweiligen Kontext.

Durch den Einsatz elektronischer Hilfsmittel ist die Berechnung von bestimmten Integralen nicht durch die in den
Grundkompetenzen angefihrten Integrationsregeln eingeschrankt.
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6.1.B Integralrechnung in den Lehrplinen der BHS und bei der sRDP

Integralrechnung Ein kurzer Blick in die Praxis  Integralrechnung in den Lehrplinen der BHS und bei der sRDP

Unterscheidung: HTL - HAK - HUM - HLFS - BAFEP

TECHNISCHE & GEWERBLICHE SCHULEN

In den technischen und gewerblichen héheren Abteilungen und
Fachschulen gibt es eine grofRe Anzahl an unterschiedlichen
e
bildung mit zukunft Fachrichtungen mit verschiedenen Schwerpunkten (und auch
schulautonomen Ausbildungsschwerpunkten).

HOHERE TECHNISCHE LEHRANSTALTEN (5 JAHRE)
FACHRICHTUNGEN

Bautechnik, Betriebsmanagement, Chemie, Chemieingenieurwesen,
Lebensmitteltechnologie, Elektronik, Elektrotechnik, Informatik, Informationstechnologie,
Innenraumgestaltung und Holztechnik, Kunst und Design, Lebensmitteltechnologie,
Maschineningenieurwesen, Mechatronik, Medientechnik und Medienmanagement,
Werkstoffingenieurwesen, Wirtschaftsingenieurwesen.

Abb.: www.abc.berufsbildendeschulen.at/technische-gewerbliche-schulen/

Integralrechnung Ein kurzer Blick in die Praxis  Integralrechnung in den Lehrplinen der BHS und bei der sRDP

Lernergebnisse des Pflichtgegenstandes
Angewandte Mathematik (HTL)

In den Bereichen ,Differentialrechnungen und ,Integralrechnungen® konnen die
Absolventinnen und Absolventen Differential- und Integralrechnungen zur Lésung von Aufgaben des
Fachgebietes einsetzen, auch mit Methoden der numerischen Mathematik und mit Hilfe unterstiitzender
technischer Hilfsmittel.
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Integralrechnung Ein kurzer Blick in die Praxis  Integralrechnung in den Lehrpldnen der BHS und bei der sRDP

Bildungs- und Lehraufgaben sowie Lehrstoffe
der gemeinsamen Unterrichtsgegenstande

6. Semester — Kompetenzmodul 6:
Bildungs- und Lehraufgabe:
Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen im
Bereich Differenzial- und Integralrechnung

—Stammfunktionen von grundlegenden und im Fachgebiet relevanten Funktionen ermitteln, das
bestimmte Integral berechnen und als orientierten Flicheninhalt interpretieren;

—die Differenzial- und Integralrechnung zur Lésung von Aufgaben des Fachgebietes einsetzen;

—Methoden der numerischen Mathematik mit unterstiitzenden technischen Hilfsmitteln zur
niherungsweisen Bestimmung der Nullstellen von Funktionen und zur niherungsweisen
Berechnung von bestimmten Integralen einsetzen.

Lehrstoff:
Differenzialrechnung:
Fachbezogene Anwendungen.
Integralrechnung:
Stammfunktion und bestimmtes Integral, Grundintegrale, Integrationsregeln und -methoden.
Numerische Verfahren:

Tterationsverfahren zur Bestimmung von Nullstellen; Numerische Integration.

Integralrechnung Ein kurzer Blick in die Praxis  Integralrechnung in den Lehrplinen der BHS und bei der sRDP

HTL fir Elektronik und technische Informatik

III. Jahrgang:
6. Semester — Kompetenzmodul 6:
Bildungs- und Lehraufgabe:

Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen im
Bereich Integralrechnung

—die Integralrechnung fiir die Berechnung von Kenngréfen periodischer Funktionen anwenden.

Lehrstoff:
Integralrechnung:

Integralmittelwerte.
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Integralrechnung Ein kurzer Blick in die Praxis  Integralrechnung in den Lehrpldnen der BHS und bei der sRDP

HAK

8. Semester — Kompetenzmodul 8:
Bildungs- und Lehraufgabe:
Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen im
Bereich Analysis — Stammfunktionen
—den Begriff der Stammfunktion sowie den Zusammenhang zwischen Funktion, Stammfunktion
und ihrer grafischen Darstellung beschreiben,
—den Begriff des unbestimmten Integrals und den Zusammenhang mit der Stammfunktion
beschreiben,
— Stammfunktionen von Potenz- und Polynomfunktionen sowie der Funktionen f mit f{x)=1/x und
g mit g(x)=a*e”(k*x) mit Hilfe der notwendigen Integrationsregeln berechnen.
Bereich Analysis — Integral und Integralrechnung
— den Begriff des bestimmten Integrals auf Grundlage des intuitiven Grenzwertbegriffes erldutern,
diesen als Grenzwert einer Summe von Produkten deuten und beschreiben,
—das bestimmte Integral als orientierten Flacheninhalt deuten und damit Berechnungen
durchfiihren,
— die Integralrechnung auf wirtschaftliche Anwendungen, insbesondere auf Stammfunktionen von
Grenzfunktionen und kontinuierliche Zahlungsstrome anwenden, Berechnungen durchfiihren
sowie die Ergebnisse interpretieren und damit argumentieren.

Integralrechnung Ein kurzer Blick in die Praxis  Integralrechnung in den Lehrplinen der BHS und bei der sRDP

sRDP - Kompetenzkatalog
Teil A (Grundkompetenzen im gemeinsamen Kern)

den Zusammenhang zwischen Funktion und ihrer Ableitungsfunktion bzw. einer
4.5 Stammfunktion interpretieren und erklaren; bei gegebenem Graphen einer Funktion
den Graphen der zugehérigen Ableitungsfunktion skizzieren siehe Kommentar

Regeln zum Berechnen von Stammfunktionen von Potenz- und Polynomfunktionen

.6
& verstehen und anwenden
das bestimmte Integral auf der Grundlage eines intuitiven Grenzwertbegriffes als
&7 Grenzwert einer Produktsumme interpretieren und damit argumentieren
4.8 das bestimmte Integral als orientierten Flacheninhalt verstehen und anwenden

Kommentar 4.5: Eine Gréf3e soll als Integral ihrer Anderungsrate bzw. Ableitung interpretiert werden
konnen (,Integrale als Gesamteffekt von Anderungsraten auffassen"). Jedoch wird
(mit Ausnahme Geschwindigkeit und Weg) nicht verlangt, dass die Kandidatinnen und
Kandidaten die jeweils involvierten physikalischen Grof3en (z. B. Energie bzw. Arbeit
und Leistung) selbststandig benennen kénnen.
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Integralrechnung Ein kurzer Blick in die Praxis  Integralrechnung in den Lehrpldnen der BHS und bei der sRDP

sRDP - Kompetenzkatalog
Teil B (Cluster HTL 1)

Integralrechnung im anwendungsbezogenen Kontext anwenden: modellieren,

B_T145 berechnen, interpretieren und damit argumentieren siehe Kommentar

Kommentar B_T1_4.5: Anwendung der Integralrechnung auf die in B_T_3.2 und B_T1_3.3 genannten
Funktionstypen sowie Funktionen, die aus diesen zusammengesetzt sind.
Ermittlung einer GrolRRe aus ihrer Anderungsrate durch Integration unter
Bericksichtigung von Anfangsbedingungen;
das bestimmte Integral (orientierter Flacheninhalt) interpretieren;
aus der Physik wird die Kenntnis folgender Zusammenhange vorausgesetzt:
s=[vdt und v=[adt
Volumen von Rotationskérpern
Bogenldnge

Integralrechnung Ein kurzer Blick in die Praxis  Integralrechnung in den Lehrplinen der BHS und bei der sRDP

sRDP - Kompetenzkatalog
Teil B (Cluster HAK, W2)

wirtschaftliche Grenzfunktionen als Ableitungsfunktionen modellieren, berechnen
B_W_4.4 und interpretieren; Stammfunktionen von Grenzfunktionen ermitteln und den
Zusammenhang der beiden Funktionen erklaren
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6.1.C Fehlvorstellungen: Integral und Fliche

Integralrechnung Ein kurzer Blick in die Praxis  Fehlvorstellungen: Integral und Flache

Fehlvorstellung: Integral und Flache

y

Die Figur zeigt den Graphen von y = f(x).
S, ist die Fliche, welche von der x-Achse, x = a und y = f (x) begrenzt wird.

S2 ist die Fliche, welche von der x-Achse, x = b und y = f(x) begrenzt wird.

Dabeiista<bund0<S,<S,.

b
Der Wert von [ f(x)dist

A S +S, ‘
B. S-S,
C. s,-5S,
D. ISi-Sd
E. %(s, +S,)

Abb.: Aufgabe aus der TIMSS-Studie 1999

e Antwortalternativen
testen mogliche Fehl-
vorstellungen
e Ergebnisse:

» internat. 35%
» D: 23% korrekt

o Fazit:

Vorstellung des
Integrals als Flachen-
inhalt erfordert erwei-
terte Sichtweise
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6.2 Fachmathematische Betrachtungen

In diesem Abschnitt ndhern wir uns dem Integralbegriff aus einer fachlichen Perspektive. Da-
bei werden wir allerdings zuerst einen unhinterfragten, sogenannten , naiven* Fldcheninhalts-
begriff zugrundelegen, den wir erst im weiteren Verlauf einer analytischen Préizisierung un-
terziehen. Dadurch sind Teile unseres Zugangs auch direkt im Unterrichtskontext realisierbar
und die komplementédren Teile vermitteln einen Einblick in das Wesen der Mathematik: die
schrittweise Anndherung an einen Begriff und seine formal Prizisierung.

6.2.A Integrieren ist Rekonstruieren von Funktionen

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel, das uns schrittweise auf die Fragestellung fiihrt,
wie man eine Funktion aus ihrer Ableitungsfunktion zuriickgewinnen also rekonstruieren kann.

6.2.1. Beispiel (Badewanne, Teil 1). Wir betrachten die folgende Situation: In eine leere
Badewanne wird eine Zeit lang Wasser eingelassen, dann die Wasserzufuhr beendet. Schliefllich
wird nach einer Weile der Abfluss gedffnet und das ganze Wasser wieder ausgelassen. Die
Situation kann so wie in Abbildung 6.1 dargestellt werden.

Wasservolumen [l]
Zuflussgeschwindigkeit [I/min] 120
20+

f 100
10¢
f 80

5 Zeit[min]

5 10 15 20 2 60

-10}
f 40
-20}
f 20
_305 =

5 10 15 20 25 Zeilmin]

Abb. 6.1: Wasserzufluss
Abb. 6.2: Wasservolumen

Wir interessieren uns nun fiir die Frage:

Wie lisst sich aus der Kenntnis der Zufluss- bzw. Abflussgeschwindigkeit des Was-
sers auf die zu einem bestimmten Zeitpunkt in der Badewanne vorhandenen Was-
sermenge (genauer das Wasservolumen) schliefien?

Betrachten wir die Situation wie in Abbildung 6.1 dargestellt etwas genauer. Innerhalb der
ersten 6 Minuten nimmt die Wassermenge V' in der Badewanne zu. In den darauf folgenden 14
Minuten bleibt sie konstant, um schliefSlich in den darauf folgenden 4 Minuten abzunehmen.
Genauer ergibt sich fiir einen Zeitpunkt ¢ wihrend der ersten 6 Minuten fiir die Wassermenge

20 Liter/Minute - ¢ Minuten = 20 ¢ Liter.

Nach dem die ganzen 6 Minuten dieser Phase vergangen sind, befinden sich daher 120 Liter
Wasser in der Badewanne, die dann iiber die nichsten 14 Minuten konstant bleiben. Ab dem
Zeitpunkt t = 20 Minuten beginnt die Abflussphase. In diesem Zeitintervall gilt dann fiir die
Wassermenge

120 — 30(t — 20) Liter.
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Insgesamt konnen wir daher die Wassermenge V' in der Badewanne in Abhéngigkeit von der
Zeit durch die Funktion

20t 0<t<6
120 6<t<20

Vit = 120 — 30(t — 20) = 720 — 30t 20Kt <24 (6.1)
0 t>24

darstellen, deren Graph in Abbildung 6.2 abgebildet ist.

Zusammengefasst haben wir rechnerisch aus der Kenntnis der Zu- bzw. Abflussgeschwindigkeit
die zu jedem Zeitpunkt vorhandene Wassermenge bestimmt. Die dabei auftretenden Produkte

20t und 30(t — 20) (6.2)

haben eine eindringliche geometrsiche Bedeutung. Sie sind Rechtecksflichen und zur Berech-
nung der Gesamtbilanz werden die oberhalb der (Zeit-)Achse gelegenen Flichen positiv und
die darunter liegenden negativ gezihlt. In diesem Sinne ist die Funktion V' eine Summe vor-
zeichenbehafteter Rechtecksinhalte oder orientierter Flicheninhalte.

6.2.2. Reflexion: Rekonstruieren ist Integrieren. Ein informierter Blick auf das Beispiel
zeigt: Wir haben aus der Zuflussgeschwindigkeit! des Wassers den Wasserinhalt berechnet.
Die Zuflussgeschwindigkeit ist aber nichts anderes als die momentane Anderung der Wasser-
menge, also deren Ableitung V'. Mathematisch gesprochen haben wir also aus der Ableitungs-
funktion V' die Funktion V selbst rekonstruiert oder anders ausgedriickt: wiederhergestellt.
Der lateinische Ausdruck fiir ,, Wiederherstellen“ ist ,,integrare” und so wird klar, warum der
oben im Beispiel vorgenommene Rekonstruierungsprozess als Integrieren bezeichnet wird.
Eine die obige fachliche Reflexion ergédnzende fachdidaktische Reflexion zeigt, folgende zwei
Punkte auf:

(1) Das Integrieren tritt als Rekonstruieren von Funktionen aus ihrer Ableitung auf; eine

der zentralen Grundvorstellungen, vgl. Abschnitt 6.3
(2) Die Vorstellung des Intergrals als orientierer Flacheninhalt wird mafigeblich bedient.

Wir werden das Badewannenbeispiel weiter ausschlachten, um weitere und allgemeinere Fa-
cetten der Situation herauszuarbeiten.

6.2.3. Beispiel (Badewanne, Teil 2). Wir verfeinern das obige Beispiel, indem wir die
Situation genauer betrachten und dadurch auf eine allgemeinere Sichtweise gestoflen werden.
Genauer betrachten wir die Zulaufgeschwindigkeit aus Abbildung 6.3. Hier ist die Zulauf-
phase genauer modelliert und zwar in dem Sinn, dass der Wasserhahn in der ersten Minute
gleichméflig immer weiter aufgedreht wird bist er zum Zeitpunkt ¢ = 1 voll aufgedreht ist,
also die volle Zulaufgeschwindigkeit von 20 Liter pro Minute erreicht wurde. Dann wird die
Stellung des Wasserhahns fiir 5 Minuten unverédndert bei vollem Zulauf belassen und schlief3-
lich in der 7. Minute gleichmiBig wieder abgedreht?. Das Auslassen des Wassers modellieren
wir wie vorher, was wir etwa dadurch rechtfertigen kénnen, dass das Rausziehen des Stopsels
sehr schnell vor sich geht und daher die Abflussgeschwindigkeit mehr oder weniger sofort die

LAb jetzt betrachten wir die Abflussgeschwindigkeit als negative Zuflussgeschwindigkeit. Daher brauchen
wir sie nicht extra zu erwahnen.

2Die Zahlen sind so gew#hlt, dass die Badewanne wieder ganz voll wird, also am Ende des Einlaufvorganges
wieder 120 Liter Wasser eingelassen wurden.
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Zuflussgeschwindigkeit [I/min]
20+

10+
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Abb. 6.3: Wasserzufluss, genauere Modellierung

volle Geschwindigkeit von 30 Liter pro Minute erreicht. Insgesamt haben wir es also mit der
folgenden Zuflussgeschwindigkeits-Funktion V'’ zu tun

20t 0<t<1
20 1<t<6
Vi(t)=< 20—20(t—6) = 140—20t 6<t<7 (6.3)
0 7<t<20
—-30 20 <t < 24.

Zur Rekonstruktion des Wasservolumens V' (¢) berechnen wir nun wieder den orientierten
Flacheninhalt bis zum Zeitpunkt ¢. Dabei kénnen wir wie zuvor vorgehen. Lediglich in den
Zeitintervallen [0, 1] und [6,7] miissen wir zur Berechnung des Volumenszuwachs Dreiecks-
flichen betrachten, die wir auf elementargeometrischem Weg berechnen. Damit erhalten wir
fiir das Wasservolumen V' zu jedem Zeitpunkt ¢

3-t-20t (Dreiecksflidche) 0<t<1
10+ 20(t — 1) (wie gehabt) 1<t<6

V() = 110 + 10 — (5(7 — t)V/(t)) = 120 — 10(7 — t)? 6<t<7 (6.4)
120 (wie gehabt) 7T<t<20 '
720 — 30t (wie gehabt) 20<t<24
0 t>24.

Der Graph der Funktion V ist in Abbildung 6.4 zu sehen und in Abbildung 6.5 ist der
Volumenszuwachs wéhrend des Zulaufvorgangs (der ja vom obigen Beispiel abweicht) genauer
dargestellt.
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Abb. 6.4: Wasservolumen Abb. 6.5: Wasservolumen im Intervall [0, §]

Wir sind hier derselben Strategie gefolgt, wie im Fall konstanter Zuflussgeschwindigkeit.
Aber wie ist das zu rechtfertigen?

Tatséchlich ist unsere Vorgehensweise mathematisch korrekt, sogar im Fall nichtlinearer Zu-
flussgeschwindigkeiten, solange die Funktion V'’ , schoén genug® ist. Wir diskutieren die dahin-
ter stehende analytische Idee und nehmen in Abschnitt 6.2.C eine analytische Priszisierung
vor.

6.2.4. Die analytische Idee. Die Idee zur Rekonstruktion des Wasservolumens aus der
Zuflussgeschwindigkeit oder allgemeiner einer Funktion aus ihrer Ableitung ist eine typisch
analytische: In sehr kleinen Zeiteinheiten kann die Zuflussgeschwindigkeit als ann&hernd
konstant angesehen werden. ACHTUNG: Damit diese Idee wirklich funktioniert muss die
Zuflussgeshwindigkeits-Funktion ,,schon genug® sein. Wir werden spéater im Rahmen der ana-
lytischen Prézisierung des Integralbegriffs sehen, dass stetige Funktionen jedenfalls , schon
genug* sind.

Zuflussgeschwindigkeit [I/min]

15+

10¢

| | | | et
2 4 6 8 10 Zettmin]

Abb. 6.6: Wasserzufluss, neue Modellierung

Betrachten wir also eine Zulaufsgeschwindigkeits-Funktion V’ wie in Abblidung 6.63. Dann
betrachten wir V/ in einem ,kleinen“ Zeitintervall [to,t] der Linge At := t — to. Was triigt

330 eine Funktion kann z.B. zustande kommen wenn Kinder gleichzeitig mit Wasserhahn und Abflussstopsel
spielen, wie Thr Autor aus eigener Erfahrung bestétigen kann.
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nun V'’ in diesem Zeitintervall zum Gesamteffekt, soll heissen zum Wasservolumen bei? Da
V' die momentane Anderungsrate der Wasserstands-Funktion ist gilt nach (5.52)

V(t)—V(tg) =~ V'(t) (t —ty) oder in suggestiver Schreibweise AV ~V'(t)At. (6.5)

Das bedeutet, dass der Zuwachs der Wassermenge im Zeitintervall At sich geometrich annédhernd
aus der , kleinen“ Rechtecksfliche V'(t)(t —tg) ergibt, siehe Abbildung 6.7, wobei wir hier nur
das Intervall ¢ € [0, 2] betrachtet haben.

Zuflussgeschwindigkeit [I/min]

14 =
12 _—
//
>
10 P
8 //
6 e
4 /
2 /
L
i i i i Z 't H
05 1.0 15 2.0 2etimin]

Abb. 6.7: Zuwachs der Wassermenge angenéhert durch Rechtecksflichen

Gemif dieser Idee ergibt sich daher die Wassermenge zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ aus der
Summe von Rechtecksflichen iiber kleinen Teilintervallen, siche Abbildung 6.7. Geometrisch
ist also der Wert der rekonstruierten Funktion V' zum Zeitpunkt ¢ anndhernd die Summe
dieser , kleinen“ (orientierten) Rechtecksfldchen.

Anschaulich ist klar, dass bei geniigend kleiner ,,Streifenbreite“ diese Summe von orientierten
Rechtecksflichen wenig von der orientierten Fliche unter dem Graphen von V'’ unterscheidet.
Zusammengefasst gilt auch in diesem ,,geniigend schénen“ Fall:

Die Rekonsruktion von'V aus V' gelingt durch Berechnen des orientierten Flicheninhalts,
den V' mit der x-Achse einschliefst.

6.2.5. Fachdidaktische Reflexion zur Prizisierung. Fiir eine Erstbegegnung mit dem
Integralbegriff ist die hier verfolgte Vorgehensweise auch im Unterrichtskontext moglich. Ver-
gleiche dazu Danckwerts und Vogel, , p.- 101f. wo auch vor einer weiteren zu frithen
Prézisierung des Integralbegriffs gewarnt wird. Im Zentrum steht hier das heurischtsiche Ar-
beiten und eine Stirkung der 3. Winter’schen Grunderfahrung. Es wir auf der Prdexistenz
des Inhaltsbegriffs aufgebaut, d.h. dieser wird in ,naiver* Weise vorausgesetzt.

6.2.6. Vorliufige Zusammenfassung unserer bisherigen Uberlegungen:
(1) Kennt man die lokale Anderungsrate einer Funktion in einem Intervall, so kénnen dort
die Werte der Funktion rekonstruiert werden.
(2) Diese rekonstruierten Funktionswerte sind als orientierte Flicheninhalte interpretier-
und berechenbar.
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Diese Vorgehensweise tragt auch im Anwendungszusammenhang weit iiber das Badewannen-
beispiel hinaus. Weitere Beispiele sind etwa:

(1) Ein Fahrtenschreiber erlaubt die Rekonstruktion des zuriickgelegten Weges.

(2) Das Beschleunigung einer Rakete erlaubt die Rekonstruktion ihrer Geschwindigkeit.

(3) Die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Epidemie erlaubt die Berechnung der Zahl der

Infizierten.

(4) Die Stromstérke erlaubt die Berechnung des Ladezustand eines Akkus.
Der mathematsiche Kern all dieser Beispiele ist der Ubergang von einer Ausgangsfunktion f’
zu einer rekonstruierten Funktion f, deren Funktionswerte die orientierten Inhalte der Fliche
zwischen f und der x-Achse sind.

6.2.7. Ein allgemeiner Standpunkt: Von der Berandnung zur Integralfunktion.
Jetzt wollen unseren bisher so erfolgreichen Zugang um eine entscheidende Idee erweitern.
Abstrahieren wir von der obigen Situation so stellen wir fest, dass es

fir die konkrete Berechnung der Rekonstruktion unwichtig ist, dass die ,beran-
dende* Funktion als Ableitung gegeben war.

Daher 16sen wir uns jetzt von dieser Voraussetzung und definieren so auf intuitive Weise die
Integralfunktion einer Berandung:

Zu einer gegebenen Funktion f : [a,b] — R (genannt die Berandung) definieren
wir die Integralfunktion I, : [a,b] — R, die jedem x € [a,b] den orientierten
Flicheninhalt zwischen f und der x-Achse zwischen a und x zuordnet (sieche Ab-

bildung 6.8).

Fiir die Integralfunktion verwenden wir die Schreibweise

Lo(x) = / (1) di. (6.6)

i Berandung f

Abb. 6.8: Die Integralfunktion I, ordnet jedem x € [a,b] die Summe der orientierten
Flécheninhalte zu, die die Berandung f beginnend mit a mit der z-Achse einschliefit.
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6.2.8. Zur Prizisierung, Teil 2. Natiirlich handelt es sich hier um keine den Anspriichen
einer fachmathematischen Vorgehensweise geniigende Definition. Sie setzt ndmlich (wie schon
oben diskutiert) die Préexistenz des Flécheninhalts voraus. Erst im Rahmen der analytischen
Prsézisiering in 6.2.C kénnen Fragen nach Existenz und Eindeutigekit des Integrals sinnvoll
gestellt und dann auch beantwortet werden. Wir werden weiterhin diesem intutiven Zugang
verfolgen und sehen, dass wir in seinem Rahmen sogar den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung plausibel machen kénnen. Wichtig ist auch, dass dieser Zugang, der auch
explizit als Unterrichtsvorschlag Henn, vorliegt, eine spétere Priszisierung in natiirlicher
Weise zulésst!

6.2.B Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

In unserem Zugang kénnen wir nun das zentrale Resultat der Differential- und Integralrech-
nung besprechen: den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Er bringt die beiden
grundlegenden Konzepte der Analysis, ndmlich die Differentiation und die Integration mit-
einander in Verbindung. Er sagt aus, dass Ableiten bzw. Integrieren (im wesentlichen) jeweils
die Umkehrung des anderen ist. Der Satz besteht aus zwei Teilen, die manchmal auch als
erster und zweiter Hauptsatz der Analysis bezeichnet werden.

Wir beginnen mit einer Motivation, die an das Badewannenbeispiel 6.2.1, 6.2.3 anschliefit.

6.2.9. Integralfunktion und Rekonstruierte.

Im Kontext des Badenwannenbeislpiels und der anderen Sachkontextet in 6.2.6 sind wir jeweils
von einer Berandung ausgegangen, die schon explizit als Ableitunsgfunktion ¢’ gegeben war.
Die Integralfunktion I, war dann die rekonstruierte Funktion g selbst. Also schematisch

Berandung ¢’ ~ Integralfunktion I, =g (6.7)

Jetzt liegt natiirlich die Frage auf der Hand, inwieweit dieser Sachverhalt unser Mandver aus
6.2.7 iibersteht, d.h:

Wenn die Berandung nicht schon als Ableitungsfunktion gegeben ist, inwieweit ist
die Integralfunktion noch eine ,, Rekonstruierte* und wenn ja wovon?

Gehen wir zuriick zum Spezialfall, dass die Berandung als Ableitung ¢’ gegeben ist, dann
sehen wir
Il = ¢’ = Berandung, weil ja nach (6.7) I, =g. (6.8)

Daher liegt jetzt die Vermutung auf der Hand, dass auch im allgemeinen Fall (6.6), d.h. fiir
I(xz) = [T f(t)dt der Zusammenhang (6.8) gilt, also dass

Il = Berandung = f (6.9)

gilt. Tatséchlich ist unsere Vermutung richtig und sie gehort zu den groflen Entdeckungen der
Analysis und triagt daher ganz zu recht den Namen Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung oder kurz Hauptsatz.

Wir werden im folgenden den Hauptsatz formulieren, der in dieser Form auch im axiomati-
schen Zugang zur Analysis korrekt bleibt. Wir werden ihn in unserem Zugang, der auf der
yontologischen Bindung an den naiven Flidcheninhaltsbegriff“ Danckwerts und Vogel, ,
p- 104 beruht, begriinden und ihn so elementar zugénglich und verstehbar machen.
Zunéchst wiederholen wir aber einer Terminologie, die im Kontext des Hauptsatzes sehr
hilfreich ist und deswegen auch durchgéingig verwendet wird.
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Mathematische Faktenbox 26: Stammfunktionen

6.2.10. Definition (Stammfunktion). Sei f: I — R eine Funktion auf dem Intervall
I. Dann heifit eine Funktion F : I — R eine Stammfunktion vonf f auf I, falls

F = f (6.10)
d.h. F'(z) = f(z) fiir alle z € I gilt.

6.2.11. Beispiel (Stammfunktionen von f(z) = z). Die Funktion F(z) = % ist eine
Stammfunktion der identischen Funktion f(x) = x auf R, denn es gilt

F'(z) = (”:—2)/ =z = f(z). (6.11)

Allerdings ist auch G(z) = %2 + ¢ fiir jede Konstante ¢ € R eine Stammfunktion von f,
denn

G'(x) = (%2 + c)/ =z = f(z). (6.12)

Tatséchlich ist dieses Beispiel paradigmatisch, was die Nicht-Eindeutigkeit von Stamm-
funktionen angeht. Es gilt ndmlich (fiir den einfachen(!) Beweis siehe z.B. (Steinbauer,
2022, 4.2.5)):

6.2.12. Proposition (Differenz von Stammfunktionen). Ist F': I — R eine Stamm-
funktion von f: I — R auf I, dann gilt fiir jede Funktion G : I — R

G ist (ebenfalls) Stammfunktion von f auf I < F — G = konstant. (6.13)

\.

Die in 6.2.9 aufgeworfenen Vermutung steht in einem engen Zusammenhang mit der Frage
nach der Existenz von Stammfunktionen. Genauer stellen wir die Frage:

Haben alle ,,schénen* Funktionen, also z.B. alle stetigen Funktionen eine Stamm-
funktion?

Die positive und prézise Antwort liefert nun der Hauptsatz.

Mathematische Faktenbox 27: Der Hautsatz

6.2.13. Theorem (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Sei f: I — R eine stetige Funktion und seien a,b € I. Dann gilt:
(1) Die Funktion F' : I — R definiert durch

Fz) = / £(8) dt (6.14)

ist stetig differenzierbar® und es gilt F/ = f (d.h. F'(z) = f(z) fiir alle € I.) Ins-
besondere ist F' eine Stammfunktion von f.
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Mathematische Faktenbox 27 — Fortsetzung

(2) Sei F eine beliebige Stammfunktion von f, dann gilt

b
/ ft)dt = F(b) - F(a). (6.15)

Der formale Beweis ist fiir ein derartig zentrales Resultat erfreulich einfach und einsich-
tig. Er beruht auf dem Mittelwertsatz der Integralrechnung, einem ebenfalls anschaulich
sehr einsichtigen Resultat, vgl. z.B. (Steinbauer, 2022, 4.1.22). Wir werden unten die
Beweisidee klar herausarbeiten.

6.2.14. Suggestive Schreibweisen. Folgende sehr eindringliche Formulierungen der
beiden fundamentalen Ausssagen sind weit verbreitet:

a8 b
% / F)dt = f(z), baw. / Fl(t)dt = F(b)— Fla). (6.16)

Spétenstens hier werden wir mit der Nase darauf gestoflen, dass Differenzieren und Inte-
grieren zueinander inverse Operationen sind. Einen Weg zur mathematischen Prézisierung
dieser Aussage findet sich z.B. in (Steinbauer, 2022, 4.2.9).

“Das bedeutet, dass F' differenzierbar und die Ableitungsfunktion F’ stetig ist. WARNUNG: Hier
geht es um die Stetigkeit der Ableitungsfunktion F’ und nicht um die Stetigekeit der Funktion F selbst.
Diese folgt ja schon aus der Differenzierbarkeit von F'.

\.

6.2.15. Beweisidee/-skizze des Hauptsatzes. Wir konnen auf dem gegenwirtigen Niveau
die Beweisidee des Haupsatzes klar herausarbeiten.

x
(1) Wir miissen fiir F(z) := [ f(t)dt zeigen, dass F’ = f gilt. Dazu berechen wir den

Differenzenquotienten:
Fla+h) —F(@) _ [ f@de— [7 f(t)dt
h N h
x+h d
— fx }J:(t) ! ~ f(fl)h = f(z), (6.17)

wobei wir im entscheidenden Schritt (5.52) verwendet haben. (Ein Prézisierung dieses
Schritts erfolgt im axiomatischen Zugang zur Analysis mittels des Mittelwertsatzes der
Integralrechnung).

(2) Definieren wir G wie oben, d.h. G(z) = [ f(t)dt, dann gilt wegen Teil (1) des Haupt-
satzes, dass G Stammfunktion von f ist. Wegen Proposition 6.2.12 ist dann jede Stamm-
funktion von der Form F = G + c fiir einen Konstante ¢ € R. Dann gilt aber

b a b
Fb) — F(z) = G — Gla) = / £t dt — / Ft)dt = / FOd. (6.18)
a a 0

a
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6.2.16. Die Aussage des Hauptsatzes. Wegen der Wichtigkeit des Haupsatzes, die gar-
nicht iiberschétzt werden kann, geben wir hier noch eine verbale Umformulierung bzw. Inter-
pretation seiner Aussagen an.

(1)

Der erste Teil des Hauptsatzes besagt, dass (zumindest) fiir alle stetigen Funktionen
eine Stammfunktion gefunden werden kann und dass eine solche durch die Integral-
funktion gegeben ist. Das bedeutet in der Terminologie von oben, dass fiir jede stetige
Funktion eine ,,Rekonstruierte* existiert, in dem Sinne dass ihre Ableitung die Funktion
zuriickgibt. In dieser Formulierung ist das eine explizite und positive Antwort auf die
Frage in 6.2.9.

Die zweite (eng verwandte) Aussage macht klar, wie man Integralfunktionen finden
kann, also kurz wie man integriert. Namlich, die Integralfunktion ist dadurch gegeben,
dass man mittels (irgend)einer beliebigen Stammfunktion die Differenz auf der rechten
Seite von (6.15) bildet.

Dies stellt eine elegante Moglichkeit zur Verfiigung, Integrale zu berechnen. Historich
gesehen war das sogar die Integrationsmethode. Allerding ist es oft schwierig eine expli-
zite Stammfunktion zu finden? und oft ist es sogar unméglich, wie z.B. fiir die Dichte der
Normalverteilung f(x) = e~ Tatséchlich ist v.a. in den Anwendungen die numerische
Integration viel wichtiger (geworden).

6.2.17. Differenzieren vs. Integrieren. Schliellich zeigt der Hauptsatz, dass Differen-
zieren und Integrieren zueienander ,inverse Operationen“ sind, vgl. auch 6.2.14. In diesem
Sinne erweitert der Haupsatz auch die Perspektive auf das, was wir oben ,, Rekonstruieren®
von Funktionen genannt haben. Genauer zeigt der Hauptsatz:

Differenzieren (als Bilden der lokalen Anderungsrate) und Integrieren (als Rekon-
struieren) sind Umkehroperationen.

Schematisch konnen wir diesen Sachverhalt wie folgt ausdriicken:

Integrieren Differenzieren
! — I, — II=f (6.19)
Rekonstruieren, Ubergang zur
Ubergang zur Integralfkt. lok. Anderungsrate
Und umgekehrt:
Differenzieren Integrieren
g — 4 — I,=g (6.20)
Ubergang zur Rekonstruieren,
lok. Anderungsrate Ubergang zur Integralfkt.
Fiir eine mathematischen Prizisierung dieser Aussagen siehe z.B. (Steinbauer, , 4.2.9).

‘Es existieren ganze Binde, die explizite Stammfunktionen zu (in Anwendungen) wichtigen Funktio-
nen(klassen) bereitstellen, die sog. Integraltafeln. Heute werden natiirlich hauptsiichlich CAS dafiir eingesetzt.
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6.2.18. Zur Terminologie. Folgenden Punkte zur Terminologie bzw. Schreibweise sind
essentiell:

(1) / f(t)dt ist eine Funktion (von z), und
b

() dz ist eine Zahl, manchmal
bestimmtes Integral genannt.

Dariiber hinaus wird oft der Ausdruck
/f(ac) dx  (oder gelegentlich noch unpréziser F(x) = /f(x) dx)

(jedenfalls ohne Integralgrenzen) verwendet und als unbestimmtes Integral bezeichnet. Ge-

meint ist damit irgendeine oder auch alle Stammfunktion(en) von f.

Diese Terminologie ist ungiinstig und fithrt zu Missverstindnissen, siehe z.B. (Steinbauer,
, 4.2.11). Besser ist es, nur von Stammfunktionen bzw. Integralen von a nach b (2)

oder mit variabler Obergrenze (1) reden und den Ausdruck ,,(un)bestimmtes Integral® zu

vermeiden.

6.2.C Die Analytische Priazisierung des Integralbegriffs

In unserem Zugang haben wir die Integralfunktion mit Hilfe der Idee der Rekonstruktion
gewonnen. Die Integralfunktion einer Berandung war dabei definiert iiber die Summe der
orientierten Fldcheninhalte zwischen Berandung und z-Achse, vgl 6.2.7. In diesem Abschnitt
befassen wir uns mit der Prészisierung dieser Idee im Rahmen der Fachanalysis, wobei wir
uns von der Priexistenz des Flidcheninhalts 16sen (miissen).

6.2.19. Leitfrage. Wir beginnen damit, die folgende Leitfrage zu stellen, die uns schrittweise
zur gewiinschten Prézisierung des Integralbegriffs fithren wird:

In welchen Sinne wird das Integral — definiert als orientierter Flédcheninhalt un-
ter einer gegebenen Berandnung — beliebig gut durch die Summen orientierter
Rechtecksinhalte approximiert?

Wir beginnen damit, diese Frage an einem einfachen Beispiel zu untersuchen.

6.2.20. Ein einfacher Fall: f(z) = x.
Wir betrachten die Funktion f(z) = z auf [0, 00). Die Summe der unterhalb des Graphen von
f liegenden Rechtecksinhalte ist gegeben durch (siehe Abbbildung 6.9):

n—1 . n—1 . n—1
i1 i1 1 , 1 n(n—1) 1 1
Um=> I =2 n=mXi=m 5 =5 g (62
i=0 =0 =0

Wir nennen U(n) die n-te Untersumme bzw. die Untersumme fiir n Unterteilungen.
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Abb. 6.9: Approximation des Integrals Abb. 6.10: Approximation des Integrals
von f(z) = x durch Rechtecksflichen, die von f(x) = x durch Rechtecksflichen, die
unterhalb des Graphen liegen oberhalb des Graphen liegen

Die Summe der oberhalb des Graphen von f liegenden Rechtecksinhalte ist gegeben durch
(siehe Abbbildung 6.10)

Analog nennen wir O(n) die n-te Obersumme.
Die entscheidende Frage ist nun, in wie weit die beiden Rechteckssummen mit wachsendem n
die Fliache unter dem Graphen approximieren. In diesem Falle kennen wir aber die Fliche:

Weil es sich um die halbe Fliche des Einheitsquadrats handelt gilt Io(1) = 3.

Daher finden wir fiir den Fehler bzw. die Abweichung der Rechteckssummen fiir eine Unter-
teilung in n Intervalle

Uln) = % - % N %:10(1) (n—o00) und
(6.23)
O(n)z%—l—%—)%z[o(l) (n — 00)

In diesem priiszisen Sinn wird das Integral fon f(x) = z beliebig gut durch die Unter- bzw.
Obersummen approximiert.

6.2.21. Eine erste Antwort auf die oben gestellte Leitfrage lautet daher: Das Integral
wird durch Rechteckssummen beliebig gut approximiert, in dem Sinn, dass bei Teilung des
Intervalls in n gleich lange Teilintervalle der Unterschied von Unter- und Obersummen zum
Flécheninhalt bei wachsendem n beliebig klein wird. Oder etwas knapper formuliert

Ober und Untersummen gehen im Limes n — oo gegen den Flécheninhalt.

Einem weiteren Problem miissen wir uns aber noch Stellen. Im obigen Beispiel konnten wir
den Flidcheninhalt elementargeometrisch bestimmen. Von dieser Voraussetzung miissen wir
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uns aber noch trennen, denn im allgemeinen werden wir den Flacheninhalt nicht durch un-
abhingige Uberlegungen bestimmen konnen!

Um dies effektiv bewerkstelligen zu kénnen, betrachten wir die oben definierten Ober- und
Untersummen in formaler Weise.

6.2.22. Produktsummen. Formal haben wir es sowohl bei den Unter- wie auch bei den
Obersummen mit Ausdriicken der Form

Z f(@i) (zig1 — x4) oder etwas salopper Z f(z) Az (6.24)

zu tun, die vor allem im fachdidaktischen Kontext der Integralrechnung als Produtksummen
bezeichnet werden. Diese Terminologie spielt natiirlich darauf an, dass es sich bei diesen
Audriicken um Summen handelt, deren Summanden Produkte sind. Letzere haben wir bisher
als Fliacheninhalte von Rechtecken gedeutet.

Der entscheidende Schritt ist es nun, solche Produktsummen von einem allgemeineren Stand-
punkt aus zu betrachten: Gegeben eine beliebige Funktion f : I — R, so kénnen wir formal
und ohne an die geometrische Interpretation zu denken, Produktsummen (fiir ein jeweils vor-
gegebenes n) der Form 6.24 und der Lénge n bilden. Und die Frage lautet nun, ob ein formales
Arbeiten mit Produktsummen einen Sinn hat, bzw:

Haben die Produktsummen auch losgelést vom geometrsichen Kontext einen Sinn?

Zunéchst kann man sich durchaus im Kontext der Schulanalysis davon iiberzeugen, dass ein
Arbeiten mit diesen Produktsummen zielfithrend ist. In (Danckwerts und Vogel, 2006, Abschn.
4.4.1) finden sich z.B. Beispiele zur Volumsberechnung mittels Cavalierischem Prinzip und des
Energiebegriffs in der klassichen Mechanik.

6.2.23. Der analytische Integralbegriff. Tatséchlich erlaubt uns ein Fokussieren auf
die Produktsummen, einen rein analytischen Integralbegriff zu definieren, der losgel6st vom
naiven Flicheninhaltsbegriff besteht. Die Idee ist es, schlich und einfach in den Uberlegungen
in 6.2.20 den Flédcheninhaltsbegriff wegzulassen und nur auf die Konvergenz der Ober- und
Untersummen zu fokussieren. Genauer:

Konvergieren Unter- und Obersumme gegen einen gemeinsamen Grenzwert, so
definieren wir diesen als Integral.

Um diesen Weg auch formal zu beschreiten definieren wir Unter- und Obersummen prézise.

Mathematische Faktenbox 28: Das Riemann Integral

Wir betrachten eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R® und unterteilen das Intervall
[a, b] in n-Stiick Intervalle der gleichen Lénge (b — a)/n, die wir mit

[a/ = Xy, xl]a [xla .CCQ], [33'2, x3]7 ey [:Un—ly In = b] (625)

bezeichnen. Dabei ist fiir jedes 0 < ¢ < n der Teilungspunkt x; gegeben durch

b_
v = at+i—2. (6.26)
n
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Mathematische Faktenbox 28 — Fortsetzung

Dann identifizieren wir auf jedem der Teilintervalle optimale Schranken an die Funkti-
onswerte’. Genauer setzten wir

fir=_inf f(z), und fi:= sup f(a). (6.27)

TiSTETit1 T ST<Tit1

Nun konnen wir definieren.

6.2.24. Definition (Unter- und Obersummen). Mit der obigen Notation definieren
wir die n-te Unter- bzw. Obersumme von f auf [a,b] als

n—1

Z_: (zig1 — ), bzw. O(n Z (Tig1 — 5). (6.28)

6.2.25. Definition (Riemann Integral). Konvergieren U(n) und O(n) fiir n — oo
beide gegen denselben Grenzwert, so heiffit dieser gemeinsame Grenzwert der Unter- und
Obersummen das (Riemann) Integral von f iiber [a,b] und wir schreiben

n—oo n—oo

b
/ f@)ds = lim Um) = lim O(n). (6.29)

“D.h. es existiert eine Konstante C, sodass |f(x)| < C fiir alle z € [a, b].
"Wire f stetig, dann kénnten wir das Minimum bzw. das Maximum der Funktiosnwerte heranziehen,
weil stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen Maximum und Minumum annehmen.

. J

6.2.26. Zur Schreibweise. Die Schreibweise des Integrals ist eng mit der Idee der Produkt-
summen verkniipft. Eine symbolische Schreibweise fiir die Unter- bzw. Obersummen ist, wie

schon in (6.24) erklért
> f@) Az (6.30)

und die (auf Leibniz zuriickgehende) Schreibweise

b
/f(a?) dx (6.31)

spiegelt den Grenziibergang in Definition 6.2.25 wider: Aus dem Summenzeichen wird ein
. [ das als stilisiertes ,,S“ fiir ,Summe* auzufassen ist und aus dem (im Leibnizschen Sinne
unendlich klein gedachten) Az wird ein dz. Diese Symbolik driickt also genau die Idee unseres
Zugangs aus, nidmlich:

Das Integral ist als Grenzwert von Produktsummen aufzufassen.

Die Nonchalance, mit der in (6.24) und (6.30) die eigentliche Stelle an der f zu nehmen ist
verschwiegen wird, hat einen mathematischen Hintergrund. Tatséchlich haben wir laut Defini-
tion 6.2.25 die Werte f_ bzw. f; zu nehmen, die mit f(z) in (6.24) und (6.30) nur unzureichend
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umschrieben werden. Allerdings ldsst sich zeigen, dass falls das Integral in Definition 6.2.25
exisitiert, dann auch die Limiten der Ausdriicke

n—1
R(n) := Z f(@i)(ip1 — m5), (6.32)

wobei Z; ein beliebiger Punkt im n-ten Teilintervall [x;_1, x;] ist! In diesem Sinne ist die Kon-
vergenz der Produktsummen sehr robust: Sie ist unabhéngig davon, welchen Funktionswert
im entsprechenden Intervall man sich aussucht.

Diese Konvergez ist sogar noch robuster. Es lasst sich namlich weiters zeigen, dass dquivalenter
Weise auch analoge Ausdriicke konvergieren, wo die Intervalle nicht die gleiche Lange haben.
Es muss lediglich sichergestellt sein, dass die sogenannte Feinheit der Zerlegung, das ist die
maximale Léange der Teilintervalle, gegen 0 geht.

6.2.27. Riickblick, Ausblick und ein kurzer Blick auf das Wesen der Mathematik.
Wir blicken zum Abschluss nochmals aus informierter Perspektive zuriick auf unseren Zugang.
Wir haben in der analytischen Prézisierung den Integralbegriff von den Fiiflien auf den Kopf
gestellt (oder umgekehrt): Begonnen haben wir damit, dass wir den Flidcheninhalt in einem
einfachen Beispiel sowohl elementargeometrisch als auch auf analytischem Wege berechnet
haben. Der analytische Weg bestand darin den bekannten Flidcheninhalt als den Grenzwert
von Produktsummen zu schreiben. Dann haben wir fiir den allgemeinen Fall, in dem wir den
Flacheninhalt nicht mehr geometrisch bestimmen konnen, die analytische Charakterisierung
zur Definition gemacht.

Mit diesem begrifflichen Wandel stehen wir nun am Anfang der Integrationstheorie, die sich
im Gegensatz zum bisherigen Vorgehen vom naiven Flidcheninhaltsbegriff gelost hat. Hier
wird es sinnvoll die folgenden Fragen zu stellen: Welche Funktionen sind integrierbar? Welche
Berandungen besitzen eine Stammfunktion, etc.? Das weiter zu verfolgen wiirde hier aber zu
weit fithren. Tatséchlich gilt etwa der Hauptsatz fiir die Klasse der sogenannten absolut steti-
gen Funktionen, die umgekehrt dadurch charakterisiert ist, dass genau fiir sie der Hauptsatz
gilt. Allerdings ist das Integral dann nicht mehr ein Riemann Integral, sondern muss zum
sogenannten Lebesgue Integral verallgemeinert werden.

Wichtig ist an dieser Stelle aber folgendes zu bemerken: Die hier verfolgte Vorgehensweise
ist nicht nur eine typisch analytische, sondern sogar eine typisch mathematische. Ausgehend
vom naiven Flacheninhaltsbegriff haben wir eine mathematische Beschreibung desselben ent-
wickelt. Dann haben wir aber festgestellt, dass diese weit iiber den urspriinglichen Zusammen-
hang hinaus tragt. Wir haben mit der analytischen Definition einen Integralbegriff geschaffen,
der viel allgemeiner ist und der es erlaubt, den naiven Flichenbegriff zu prizisiern und zu
erweitern. Insofern stehen Flécheninhalt und Integralbegriff in einem dialektischen Verhéltnis
zueinander.



6.3. ASPEKTE UND GRUNDVORSTELLUNGEN ZUM INTEGRALBEGRIFF 173

6.3 Aspekte und Grundvorstellungen zum Integralbegriff

In diesem Abschnitt stellen wir kurz die Aspekte und Grundvorstellungen zum Integralbegriff
und ihre wechselseitigen Beziehungen zusammen. Fiir mehr Details siehe Greefrath et al.,
2016, Abschn. 5.3.

6.3.A Aspekte des Integralbegriffs

FD-Box 31: Stammfunktionsaspekt des Integralberiffs

Der Aspekt des Integrals als Stammfunktion stellt den Zusammenhang zwischen dem
Integrieren und dem Differenzieren heraus. Er ist damit untrennbar mit dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung verbunden.

FD-Box 32: Produktsummenaspekt des Integralberiffs

Unter einer Produktsumme versteht man einen Ausdruck des Typs

> f(z) Az, vl (6.24), (6.30).

Sie spielen formal die tragende Rolle bei der analytische Praszisierung des Integralbegriffs,
vgl. mathematische Faktenbox 24.

6.3.B Grundvorstellungen zum Integralbegriff

FD-Box 33: Flicheninhaltsgrundvorstellung

Die  Flacheninhaltsgrundvorstellung macht den Integralbegriff am  naiven
Flécheninhaltsbegriff fest. Sie betont also den ,klassischen Zugang“ zur Integral-
rechnung, bei dem es das Ziel ist, die Fldche unter einer (beliebigen aber ,schonen®)
Berandnung zu bestimmen.

FD-Box 34: Rekonstruktionsgrundvorstellung

Unter Rekonstruktion im Zusammenhang mit dem Integralbegriff versteht man
e die Rekonstruktion einer GroBe aus gegebenen Anderungsraten (vgl. Abschnitt
6.2.A) und
e die (Re-)Konstruktion einer Stammfunktion einer gegebenen Funktion oder Beran-
dung (vgl. 6.2.9).

FD-Box 35: Mittelwertsgrundvorstellung

Die Mittelwertsgrundvorstellung bringt zum Ausdruck, dass mithilfe des Integrals einer
gegebenen Funktion {iber einem bestimmten Intervall, dividiert durch die Lénge des In-
tervalls, ein Mittelwert berechnet werden kann.
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6.3.C Die Zusammenschau von Aspekten und Grundvorstellungen zum In-
tegralbegriff

Flacheninhaltsvorstellung

Stammfunktionsaspekt

( N

Rekonstruktionsvorstellung

. J

Produktsummenaspekt

Mittelwertvorstellung

= J

Abb. 6.11: Aspekte und Grundvorstellungen zum Integralbegriff und ihre wechselweisen Be-
ziehungen
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