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[M. Grosser, Mathematik fiir Physik 4 (Funktionalanalysis, 1997); leicht gekiirzt/

Besinnen wir uns auf eine der urspriinglichen Aufgaben der Mathematik in Anwendungssitua-
tionen, namlich etwas ,auszurechnen®, d.h. die Losung eines in mathematische Ausdruckweise

ibersetzten Problems zu ermitteln.

Besteht die Losung in einem Zahlenwert, so ist es langfristig gesehen wenig sinnvoll, das ge-
gebene Problem als einzelnes anzugehen: In den meisten Fillen wire das zu schwierig oder
insofern unrationell, weil man man beim nichsten Problem wieder von vorne weg zu iiberlegen
beginnen miifite, Viel sinnvoller ist es, die Menge aller in Frage kommenden (reellen, kom-
plexen) Zahlen mit den dort relevanten Rechenoperationen und Strukturen (Ordnung, Nihe
und Distanz, Approximation) zu untersuchen und auBerdem die Abbildungen dieser Menge (in
einer gegebenen Gleichung entspricht ja jede Seite einer Funktion in der gesuchten Unbekann-
ten) zu studieren. Das geschicht in der Analysis der Funktionen einer (reellen beziehungsweise

komplexen) Variablen.

Analoges gilt, falls die Losung in einem Zahlenvektor beziehungsweise in einem n-Tupel von
Zahlen besteht: Wiederum bringt einen das endlose Studium von jeweils gegebenen Ein-
zelfdllen kaum weiter. Niitzlicher ist es zum Beispiel im Falle linearer Gleichungssysteme,
die allgemeine Losbarkeit einschliigiger Probleme auf der Basis eines griindlichen Studiums
endlichdimensionaler Vektorraume und linearer Abbildungen zu untersuchen. Im Falle nicht-
linearer Gleichungen beziehungsweise Abbildungen miissen die Methoden der Analysis von
Funktionen mehrerer Variabler herhalten.

Genauso stellt sich die Situation dar, wenn die Lésung eines Problems in einem noch wkompli-
zierteren mathematischen Objekt wie etwa einer Folge oder einer Funktion besteht. Das ist
unter anderem in den unzéhligen Situationen der Fall, wo eine Differential- oder eine Integral-
gleichung gelést werden muf (beispielsweise zur Ermittlung der Bahn eines Himmelskérpers,
der Ausbreitung einer Erdbebenwelle, der Wellenfunktion eines quantenmechanischen Sy-
stems, der Schwingung einer Membran einer gewissen Gestalt und so weiter). In einer solchen
Situation ist es noch viel schwieriger, eine einzelne Aufgabe in einem nSinguldren Gewaltakt“
zu losen. Hier muB jeweils eine geeignete Gesamtheit von Funktionen, Folgen etc. mit den rele-
vanten Strukturen (ein gewisser ,Raum®) sowie die passende Art von Abbildungen zwischen
solchen Raumen studiert werden. Diese Riume sind meist komplizierter als die vertrauten
Rédume R" oder C" oder Teilmengen von diesen. Im Falle von Gesamtheiten von Folgen oder
Funktionen handelt es sich oft um Vektorriume. Diese sind in der Regel unendlichdimen-
sional, sodaf die typischen Methoden, die fiir endlichdimensionale Riume und deren lineare
Abbildungen entwickelt worden sind, oft nicht mehr greifen (natiirlich genau dann nicht mehr,
wenn irgendwie die Endlichdimensionalitit benutzt wurde, wie etwa bei der Verwendung eines

Dimensionsformel).

Beim Studium unendlichdimensionaler Vektorriume ergibt sich selbst im Falle blof linearer
Abbildungen eine weitere Schwierigkeit gegeniiber der endlichdimensionalen Theorie: Dort
konnte jeder Vektor durch eine endliche Linearkombination von Elementen einer Basis dar-
gestellt werden. Die Theorie war rein algebraisch; die typischen Bestandteile einer wAnalysis*®
wie Konvergenz von Vektoren und Stetigkeit der involvierten Funktionen blieben dem Studi-
um der ,nichtlinearen“ Phinomene vorbehalten und spielten in der linearen Algebra somit
kaum eine Rolle. Im Fall unendlichdimensionaler Vektorriume ist das jedoch anders: Will
man ein Element des betreffenden Raumes durch eine fixe »Basismenge* von Grundelemen-



[e+>

ten darstellen (wie zum Beispiel in der Theorie der Fourierreihen eine gegebene periodische
Funktion [Schwingung] durch bestimmte Sinus- und Kosinusfuntionen [Grund- und Ober-
schwingungen], dann mufi man sich mit unendlichen Summen statt endlicher Linearkombi-
nationen einlassen; das involviert aber sofort die Konvergenzfrage: Was heifit im vorliegen-
den Raum ,Die Partialsummen néhern sich der Summenfunktion immer mehr an“? Wann
sind zwei Funktionen als ,nahe zueinander* zu bezeichnen? Das Problem besteht nicht dar-
in, eine verniinftigen Vorschlag fiir einen Abstandbegriff fiir Funktionen zu machen (zum
Beispiel wire doch bei reellen Funktionen der senkrechte Maximalabstand der Graphen, also
| f —9lloc = sup|f(x)—g(x)| sicher einen Versuch wert), sondern aus den vielen zur Verfiigung
stehenden Varianten die dem jeweiligen Problem angemessene herauszufinden. So zeigt sich
etwa, daB der ebengenannte Vorschlag den Nachteil hat, dafl man auf ein Skalarprodukt in
dem betreffenden Funktionenraum verzichten mufl und es daher kein Analogon zum Begriff
der Orthonormalbasis gibt; iiberdies ist es in physikalischen Problemstellungen sinnvoll, den
Abstand zwischen zwei Funktionen [physikalischen Ablaufen| durch die Energiedifferenz zwi-
schen diesen beiden auszudriicken, und die ist meist durch einen Ausdruck der Art [ |f — g|?
(die Quadratwurzel daraus wire dann || f — g||2) gegeben. (Diese letzte Aussage ist in den De-
tails weder mathematisch noch physikalisch exakt, sie fiihrt aber auf die richtige Spur.) Dabei
kann man noch von Gliick sprechen, wenn solche Reihendarstellungen durch ,Basiselemente®
iiberhaupt moglich sind, oft kann oder will man die Losung nur durch geeignete einfache-
re Objekte mit einer gewissen Genauigkeit annihern. Wiederum ist hier ein Abstands- oder
zumindest ein allgemeinerer Begriff von Benachbartheit notwendig, um von Konvergenz spre-
chen zu kénnen. Die vorliegenden unendlichdimensionalen Vektorrdume miissen also stets
mit derartig passenden metrischen oder topologischen Strukturen ausgeriistet werden. (Eine
solche stand uns zwar auch schon im endlichdimensionalen Fall mit der euklidischen Norm
zur Verfiigung, allerdings haben dort Konvergenz- beziehungsweise Approximationsfragen in
der linearen Theorie aus den oben angefithrten Griinden kaum eine Rolle gespielt.) Das hat
nun zur Folge, daf die auftretenden linearen Abbildungen die vorhandenen Konvergenzen re-
spektieren, also stetig sein miissen: Aus der Konvergenz [sukzessive besseren Approximation]
der Argumente mufl die Konvergenz [sukzessive bessere Approximation] der Bilder folgen. Im
endlichdimensionalen Fall ist dieses Problem keine Erwidhnung wert: Die Konvergenz spielt in
der linearen Theorie kaum eine Rolle, und iiberdies sind alle linearen Abbildungen zwischen
endlichdimensionalen Vektorrdumen automatisch stetig: Sie sind sogar differenzierbar, da sie
ja optimal durch sich selbst linear approximiert werden kénnen. In unendlichdimensionalen
Riumen mit Konvergenzbegriff gibt es aber im Regelfall immer unstetige lineare Abbildun-
gen; daher miissen speziell die stetigen linearen Abbildungen genau bestimmt und studiert
werden. Eine unangenehme aber umso wichtigere Ausnahme tritt in der Quantenmechanik
auf: Dort sind gerade die wichtigsten Operatoren, namlich der Orts- und der Impulsoperator,
unstetig auf dem Hilbertraum der moglichen Zusténde des Systems, genangenommen sind sie
gar nicht auf allen Zustéinden dieses Raums definiert!

Fassen wir zusammen, so haben wir oben die Theorie der unendlichdimensionalen Vektorrdume
mit passenden Distanz- oder Konvergenzbegriffen zusammen mit den entsprechenden steti-
gen linearen Abbildungen (,Operatoren®) in ihrer Wichtigkeit herausgestellt. Diese bildet
das Thema der (linearen) Funktionalanalysis, die um die Jahrhundertwende konkrete Gestalt
angenommen hat. Dariiberhinaus gibt es natiirlich noch die nichtlineare Funktionalanalysis,
bei der auch nichtstetige Operatoren ins Auge gefaft werden. Dieses Gebiet ist naturgemis
schwieriger, hat aber gerade in letzter Zeit an Wichtigkeit gewonnen.
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Next, we discuss Zorn’s lemma.

Definition A relation on a set X which is reflexive, transitive, and anti-
symmetric (that is, xRy and yRx implies x = y) is calléd a partial ordering.
If R is a partial ordering, we often write x < y instead of xRy.

t

Example 3 Let X be the collection of all subsets of a set Y, Define
A<Bif A< B. Then < is a partial ordering.

We use the word “ partial” in the above definition because two elements
of X need not obey x <y or y<x. If for all x and y in X, either x<yor
y < x, X is said to be linearly ordered. For example, R with its usual order <
is linearly ordered.

Now suppose X is partially ordered by < and Y < X. An element peX
is called upper bound for Yif y <p forall ye Y. If me X and m < x implies
X = m, we say m is a maximal element of X.

Depending on one’s starting point, Zorn’s lemma is either a basic assump-
tion of set theory or else derived from the basic assumptions (it is equivalent
to the axiom of choice). We take Zorn’s lemma and the rest of set theory as

given.

- Theorem 1.2 (Zorn’s lemma) Let X bea nonempty partially ordered set
with the property that every linearly ordered subset has an upper bound in X.
Then each linearly ordered set has some upper bound that is also a maximal

element of X.
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