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Erlauterungen zum Multiple Choice Teil: Fiir jede der 18 Fragen sind
4 Antwortmoglichkeiten angegeben, von denen 1, 2 oder 3 korrekt sind.

Die ,,Bepunktung* ist wie folgt: Fiir das Kreuzen einer korrekten Antwort erhalten Sie
1/(Anzahl der korrekten Antwortmoglichkeiten bei dieser Frage) Punkte (also z.B. bei
2 richtigen Antwortmoglichkeiten 1/2 Pkt pro gekreuzter richtiger Antwort, etc). Beim
Ankreuzen einer falschen Antwort wird 1/(Anzahl der korrekten Antwortmoglichkeiten
bei dieser Frage) Punkte abgezogen. Nichtankreuzen einer richtigen oder einer falschen
Antwort ergibt keine Punkte. Pro Frage gibt es keine negativen Punkte, d.h. Sie kénnen
jeweils zwischen 0 und 1 Punkte pro Frage erreichen, insgesamt also hochstens 18 Punkte.

Die MC-Fragen miissen Sie auf dem gesonderten Antwortbogen ankreuzen.
Dort miissen Sie Thren Namen angeben und ihre Matrikelnummer eintragen und vertikal
als Ziffern ankreuzen.

Beim offenen Teil der Priifung kénnen Sie ebenfalls maximal 18 Punkte erreichen. Die
Punkte sind bei den jeweiligen Teilaufgaben angegeben.

Viel Erfolg!

Bitte nicht ausfiillen!

MC 1 2 3 oT > Note

(18) (6) (6) (6) (18) (36)




Teil 1: Multiple-Choice Aufgaben

Zentrale Begriffe und Definitionen

. (Aspekte & Grundvorstellungen.) Welche Aussagen sind korrekt?

(a) Aspekte zu einem mathematischen Begriff werden durch eine fachdidaktische
Analyse gewonnen.

(b) Eine Grundvorstellung ist eine sinnstiftende inhaltliche Deutung eines mathe-
matischen Begriffs.

(¢) Unter dem Aspekt eines mathematischen Begriffs versteht man die mathemati-
sche Definition dieses Begriffs.

(d) Universelle Grundvorstellungen haben einen normativen Charakter.

. (Punktionsbegriff: Aspekte und Grundvorstellungen.) Welche Aussagen sind korrekt?
Seien A und B Mengen und f : A — B eine Funktion.

(a) Die Kovariationsvorstellung beruht darauf, dass f jedem a € A genau ein b € B
zuordnet.

(b) Der Paarmengenaspekt spielt darauf an, dass eine Funktion durch die Paare
(a, f(a)) € A x B beschrieben werden kann.

(¢) Im Rahmen der Zuordnungsvorstellung wird f als ein einziges Objekt gesehen,
das den Zusammenhang zwischen Elementen in A und B als Ganzes beschreibt.

(d) Die Objektvorstellung ermoglicht es besonders gut, Eigenschaften der gesamten
Funktion, wie etwa ihre Monotonie zu erfassen.

. (Zum Folgenbegriff.) Wir betrachten die Definition des Folgenbegriffs (Eine reelle
Folge z ist eine Abbildung x : N — R). Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) Die Definition baut auf dem Iterationsaspekt auf.

(b) Die Definition baut auf dem Zuordnungsaspekt auf.

(c) Die Definition bedient wesentlich die Objektvorstellung.

(d) Der Aufzihlungsaspekt ist in der Definitionsmenge N von Folgen sichtbar.

. (Figenschaften von Folgen.) Welche der Aussagen iiber Eigenschaften reeller Folgen
(n)nen sind sinnvolle Be- und Umschreibungen der jeweiligen Definitionen?

Unbeschrinkte Folgen wachsen iiber jede positive Schranke hinaus.

(a
(b

)
) Ist eine Folge beschrinkt, so gibt es ein (beschrinktes) Intervall, aus dem die
Folgenglieder nicht hinauswachsen kénnen.

(¢) Monoton wachsende Folgen respektieren die <-Relation.

(d) Um einen Haufungswert einer Folge tummeln sich in jeder Umgebung unendlich
viele Folgenglieder.



5. (Grundvorstellungen zum Grenzwertbegriff.) Welche der folgenden Aussagen zum
Grenzwertbegriff reeller Folgen

limz, =a falls, Ye>0 3IN Vn>N: |z,—a|<c¢

sind korrekt?

(a) Die Grenzwertdefinition der Analysis ist eine iiberwiegend statische Formulie-
rung.

(b) Eine schlecht ausgepréigte Umgebungsvorstellung ist eine Hauptursache von
Fehlvorstellungen.

(c¢) Die Umgebungsvorstellung ist eine vorwiegend dynamische Vorstellung.

(d) Der Grenzwertdefinition der Analysis liegt die Vorstellung vom aktual Unendli-
chen zugrunde.

6. (Zur Differenzierbarkeit.) Welche der folgenden Aussagen zum Begriff der Differen-
zierbarkeit reeller Funktionen f : R — R sind korrekt?

(a) Die Grundvorstellung von der lokalen Linearitét ist die fachmathematisch wich-
tigste.

(b) Im Kontext der Schulanalysis ist die Grundvorstellung von der lokalen Anderungsrate
dominant.

(c) Der Aspekt ,,Grenzwert des Differenzenquotienten” hangt primér mit der Grund-
vorstellung des Verstarkungsfaktors zusammen.

(d) Die Grundvorstellung von der Tangentensteigung wird von beiden Aspekten des
Differenzierbarkeitsbegriffs bedient.

2 Satze & Resultate
7. (Figenschaften von Folgen, 1.) Welche Aussagen iiber reelle Folgen (z,,),en sind kor-
rekt?
(a) Wenn (z,) konvergent ist, dann ist (z,,) auch beschrénkt.
(b) Wenn (z,,) beschrénkt ist, dann ist (z,) auch konvergent.
(c) Wenn (z,) nach oben beschrinkt ist, dann ist (z,) auch konvergent.
) )

(d) Wenn (z,,) nach oben beschrénkt und monoton wachsend ist, dann ist (z,,) auch
konvergent.



10.

11.

(Eigenschaften von Folgen, 2.) Welche der folgenden Aussagen iiber reelle Folgen sind
korrekt?

(a) Jede beschrénkte reelle Folge hat einen Haufungswert.
(b
(c

(d) Es gibt durchaus konvergente reelle Folgen mit zwei verschiedenen Grenzwerten.

Jede beschriankte reelle Folge hat einen Grenzwert.

)
) Jede monotone und beschrénkte reelle Folge hat einen Grenzwert.
)

(Reihen & ihre Eigenschaften.) Welche Aussagen iiber reelle Reihen ) 7% ax sind
korrekt?

(a) Die Koeffizientenfolge einer konvergenten Reihe muss ebenfalls konvergieren.

(b) Die Koeffizientenfolge einer konvergenten Reihe muss ebenfalls konvergieren und
zwar gegen 0.

(c) Ist die Koeffizientenfolge einer Reihe konvergent, so konvergiert die Reihe.

(d) Ist die Koeffizientenfolge einer Reihe eine Nullfolge, so konvergiert die Reihe.

(Funktionen & ihre Eigenschaften.) Welche Aussagen iiber reelle Funktionen f : R —
R sind korrekt?

(a) Ist f stetig, dann ist f auch beschrénkt.
(b) Ist f differenzierbar, dann ist f auch beschrénkt.
c

(

)
) Ist f stetig, dann ist f integrierbar auf jedem Intervall [a, b].
(d) Ist f differenzierbar, dann ist f auch stetig.

(Kurvendiskussion.) Sei f : R — R beliebig oft differenzierbar. Welche der folgenden
Aussagen sind korrekt?

(a) Hat f in z( ein Extremum, dann hat f’ dort eine Nullstelle.

(b) Hat f’in zq eine Nullstelle, dann muss f dort nicht unbedingt eine Extremstelle
haben.

(c) Hat f in z( eine waagrechte Tangente, dann hat f in xq sicher eine Extremstelle.

(d) Ist f monoton wachsend, dann gilt f'(x) > 0 fiir alle z.



12. (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung.) Welche der folgenden Aussa-
gen iiber den Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung sind korrekt? Der
Haupsatz besagt (fiir stetige f : [a,b] — R):

b
@ 5 [ 10d= 1)

(b) F(z):= / f(t) dt ist eine Stammfunktion von f.

(c) Jede stetige Funktion hat eine Stammfunktion und diese ist dann automatisch
differenzierbar.

b
(d) Falls G (beliebige) Stammfunktion von f ist, gilt / f(t)dt = G(b) — G(a).

Beispiele & Gegenbeispiele
13. (Grenzwerte fiir Folgen € Reihen.) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

n’ i 8n3 +4n? — 7
(a)m—>0 ur n — oQ. (c)m—ﬂm

1INk 3
(b>z(§> ) (d) lim Ya=1 (a>0).

k=0 n—oo

14. (Folgengrenzwert konkret.) Welche der folgenden Aussagen iiber die Folge
Ty =1+ <_—1)n
n
sind korrekt?
(a) In jeder Umgebung von z = —1 liegen unendlich viele Folgenglieder.
(b) In jeder Umgebung von x = 1 liegen unendlich viele Folgenglieder.
()
(d)

In jeder Umgebung von = = 0 liegen unendlich viele Folgenglieder.

In jeder Umgebung von x = 1 liegen fast alle Folgenglieder.

15. (Eigenschaften von Funktionen.) Welche Aussagen iiber die Funktion
fR=R, f(z)=2"
sind korrekt?

(a) f ist beschrankt. (c) f ist streng monoton wachsend.

(b) f ist differenzierbar. (d) f'(x) > 0 fur alle x.



16. (Cosinusfunktion & Ableitung.) Wir betrachten die folgende Uberlegung fiir kleine h
sin(h) = sin(0 + h) & sin(0) + sin’(0) h = h.

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
(a) Die Uberlegung ist korrekt, weil die Sinusfunktion in xy = 0 differenzierbar ist.

(b) Die Uberlegung ist nicht korrekt weil die Sinusfunktion in der Nhe von zy = 0
gut durch die waagrechte Gerade y(h) = 1 approximiert werden kann.

(¢) Die Uberlegung ist korrekt und zeigt, dass die Sinusfunktion in der Nihe von
xo = 0 gut durch die erste Mediane approximiert werden kann.

(d) Die Uberlegung ist nicht korrekt, weil das 2. Gleichheitszeichen falsch ist.

17. (Differenzierbarkeit.) Klarerweise gilt fiir die Funktion f(z) = 2% auf R, dass sie
differenzierbar ist mit Ableitung

f'(x) = 32°

Aber welche der folgenden Argumentationen belegen das schliissig?
(a) f(z+h) — f(z) =32*h +h*(Bz + h) = f'(z)h +r(h) und r(h) — 0 fiir h — 0.
(b) f ist stetig und daher differenzierbar. Die Form der Ableitung ergibt sich dann

aus der Ableitungsregel (z")" = naz"'.

/ n—1

(c) Die Aussage folgt aus der Ableitungsregel fiir Potenzfunktionen (z")" = nx

(d)
flz+h) = f(x)
h

18. (Stiickweise definierte Funktion.) Wir betrachten die Funktion

=322+ h(3z + h) — 32> (h—0).

0 =<0

f(x):{ﬁ x>0

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
(a) fist differenzierbar auf R\ {0} und es gilt lim, o f'(z) = 0 und lim,\ o f'(z) =
limg o 22 = 0.
(b) (b) ist korrekt und daher ist f auch in zq = 0 differenzierbar.

(c) f ist differenzierbar in xy = 0 mit f’(0) = 0, weil der Limes des Differenzenquo-
tienten bei g = 0 gegen 0 geht (fiir = gegen 0).

(d) f hat in zy = 0 kein lokales Minimum, weil die Funktion dort nicht differenzier-
bar ist.



Teil 2: Offene Aufgaben

Aufgaben zu Fachbegriffen der Analysis

. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

(a) Formulieren Sie (beide Teile des) den Hauptsatz(es) der Differential- und Inte-
gralrechnung mathematisch exakt. (3 Pkte)

(b) Skizzieren Sie die Beweisidee fiir den ersten Teil des Satzes. Fertigen Sie eine
Skizze an! (3 Pkte)

Aufgaben zur fachdidaktischen Reflexion und zur
Unterrichtspraxis

. Zum Folgenbegriff.

(a) Beschreiben Sie, was man in der Fachdidaktik unter einer Grundvorstellung zu
einem mathematischen Begriff versteht, und geben Sie an, wie sich Grundvor-
stellungen von Aspekten eines mathematischen Begriffs unterscheiden. (2 Pkte)

(b) Beschreiben Sie kurz die drei Aspekte zum Folgenbegriff und begriinden Sie,
welchen der drei Aspekte Sie vorrangig bedienen wiirden, um den Folgenbegriff
in der Schule einzufiihren. Formulieren Sie eine entsprechende Einstiegsaufgabe
mit zugehoriger Losungserwartung. (4 Pkte)

. Stetigkeit von Funktionen.
Betrachten Sie den umseitigen Ausschnitt einer Unterhaltung einer Schiilerin (7. Klas-
se AHS) mit dem LLM ChatGPT.

Bearbeiten Sie die folgende Punkte:

(a) Die gestellte Frage ist aus fachmathematischer Sicht zu kritisieren. Warum?
Diskutieren Sie! (2 Pkte)

(b) Der von der LLM generierte Beginn der Antwort zielt auf eine andere Frage-
stellung ab. Geben Sie an, unter welcher Ausgangsfrage, die gegebene Antwort
Sinn ergibt, und vervollstdndigen Sie die Antwort entsprechend. (2 Pkte)

(c¢) Formulieren Sie einen kurzen Text, in dem Sie die unter (a) und (b) diskutierten
Sachverhalte schiiler /innegerecht darstellen. (2 Punkte).



ChatGPT Hallo, ich habe eine mathematische Frage: Ist die Funktion f mit
f(x)=(cos(x)-1)/x an der Stelle x=0 stetig?

Wir untersuchen die Stetigkeit der Funktion

cos(z) — 1

fz) =

T
an der Stelle © = (. Dazu prifen wir den Grenzwert

. L cos(z) — 1
fig £() = lim ———

1. Existenz des Grenzwerts
Da der Ausdruck fir 2 = 0 nicht definiert ist (wegen der Division durch ), verwenden wir die Regel von
L'Hopital. Diese Regel gilt, weil der Zahler cos(z) — 1 und der Nenner z beide gegen 0 streben.
Ableitungen:

e Zihler: 2 (cos(z) — 1) = —sin(z)

¢ Nenner: %x =1

Anwenden der Regel von L'Hépital:

1 g
im @) — 1 —sin(@)
230 T z—0 1
Da sin(0) = 0, erhalten wir
lim f(z) =0
x—0
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