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GRUPPEN [A][B]

1 Faktenwissen zur Schulmathematik Analysis

Kreuzen Sie fiir jede Antwortmaoglichkeit an, ob Sie diese fiir richtig (R) oder falsch (F)
bzw. zutreffend halten. (Je 1 Punkt pro richtiger Antwort.)

1.1. Es gibt injektive Funktionen, die nicht surjektiv sind. /h&( (F)
1.2. Jede nach oben beschriankte und |

nicht leere Menge M C R hat ein Supremum. % (F)
1.3. Die Folge (2,4,8,16,...) ist eine

: (1) arithmetische Folge /&(geometrische Folge.
1.4. Jede beschrénkte (reelle) Folge konvergiert. (R) /b{
1.5. Hat eine (reelle) Folge einen Haufungswert, .

dann konvergiert, sie auch. (R) /()Q/
1.6. Hat eine (reelle) Folge zwei verschiedene Hiaufungswerte, 4

dann konvergiert sie nicht. SR (F)
1.7. Welche der folgenden Schreibweisen fiir den Limes einer Folge ist korrekt:

iMoo T — @ (1) M

Zn—a (- o0o) W)

1.8. Eine Funktion f : R — R konvergiert an der Stelle zo € R
gegen der Wert ¢ € R, falls

Ve>030>0: Vz>d = |f(z)—c <e. (R) ,(§F<y
1.9. Rationale Funktionen sind auf

ihrem ganzen Definitionsbereich differenzierbar. @{/ (F)
1.10. Sei f: R — R eine stetige Funktion. Fiir jede Gerade g durch den Punkt (0, f(0))

gilt

r(h) ;== f(h) —g(h) —- 0 (h—0).

w @

Diese Ausarbeitung folgt der Nummerierung der Gruppe A. Bei Gruppe B sind die Aufgaben permu-
tiert.
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1.11. Fiir jede Stammfunktion G der stetigen Funktion f: R — R gilt

G(m)z/owf(t)dt +C

wobel C eine Konstante ist.

1.12. Falls f: R — R stetig ist, dann ist

F(z) = /0 £(¢)dt

eine stetig diffferenzierbare Funktion.

1.13. Eine beschriankte Funktion f : [a,b] — R heif}t integrierbar,
falls die Ober- und die Untersummen konvergieren.

1.14. Sei f : [a,b] — R stetig. Der Ausdruck [ f(z) dz ist sinnvoll.

1.15. Fiir eine (reelle) Folge gilt lim, o0 zn = a,
falls Ve >0 3nge N: |z, —a|<c¢

1.16. Eine Funktion f: R — R ist (sicher) nicht differenzierbar, wenn
(a) ihr Graph einen Sprung hat.
(b) ihr Graph einen Knick hat.

1.17. 3"p2 ¢ konvergiert.

1.18. Die Wurzelfunktion f(z) =z (2 € [0,00))
ist stetig auf [0, c0).
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4.1 Grundvorstellungen

(a) Eine Grundvorstellung zu einem mathematischen Begriff ist eine inhaltliche Deutung
des Begriffs, die diesem Sinn gibt.

(b)

FdPw-Box 6: Zuordnungsvorstellung zum Funktionsbegriff

Eine Funktion ordnet jedem Wert einer Grofie genau einen Wert einer zweiten Gréfie zu.

Zuordnungsvorstellung zielt auf den Kern des Funktionsbegriffs (jedem Element der
Definitionsmenge wird genau ein Element der Zielmenge zugeordnet) ab.
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Abb. C.8: Zuordnungsvorstel- R EEEEL LR
lung und Wertetabelle.

~

: Zuordnungscharakter — Quel-
/www.realmath.de/Neues/Klasse6/-
/fahrrad.html

FdPw-Box T7: Kovariationsvorstellung zum Funktionsbegriff

Mit Funktionen wird erfasst, wie sich Anderungen einer GroBe auf eine zweite Grofe
auswirken bzw. wie die zweite Grofie durch die erste beeinflusst wird.

Hier steht das ,Miteinander-Variieren“ der beiden Grof3en im Zentrum.
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Abb. C.12: Kovariationsvorstellung — Graph

FdPw-Box 8: Objektvorstellung zum Funktionsbegriff

Eine Funktion ist ein einziges Objekt, das einen Zusammenhang als Ganzes beschreibt.

Funktionen werden schliel3lich als Objekte betrachtet, denen Eigenschaften (Monotonie,
Stetigkeit, ...) zugeschrieben werden kénnen.



(c) Eine der vier Grundvorstellungen zur Differenzialrechnung zielt auf die lokale
Anderungsrate ab.

Zu einer umfassend ausgepragten Grundvorstellung der lokalen
Anderungsrate gehort die Entwicklung

* der Vorstellung von der Momentangeschwindigkeit bei
Veranderungsprozessen (z. B. Bewegungsvorgangen),

* der Vorstellung von der Steigung einer Kurve in einem Punkt,

* der Vorstellung, dass die Anderung der Abhangigen y durch Ay = f(x)-Ax
gegeben ist.

* ...eine GV, die nicht erst bei der Differenzialrechnung beriicksichtigt

wird! e ™
. i ‘\\
* bereits in der 9. und 10. Schulstufe anbahnen \ N\
* Schiilerinnen und Schiler bringen dann zur Diff.-Rechnung vielfaltige " "~
Erfahrungen zur Beschreibung von Anderungsprozessen mit. 4
* Lehrplan AHS (6. Klasse — Kompetenzmodul 3): e
+ Anderungen von GréRen durch AnderungsmaRe beschreiben kénnen \

(absolute und relative Anderung, mittlere Anderungsrate, Anderungsfaktpr' ———

* Lehrplan AHS (7. Klasse):

* Den Differenzenquotienten (die mittlere Anderungsrate) und den
Differentialquotienten (die lokale bzw. momentane Anderungsrate)
definieren kénnen”

AnderungsmaRe und Schulbiicher (6. Klasse AHS)

Definition
Fiir eine reelle Funktion f, die auf dem Intervall [a; b] definiert ist, werden AnderungsmaBe
wie folgt festgelegt.
()| £(b)-f(a) fx:zolute Anderung von f im Intervall
b]
Mittlere Anderung(srate) von fim
f(b)—f(a)
(2) — Intervall [a; b]
Differenzenquotient im Intervall [a; b]
3) f(b) - f(a) Relative Anderung von f im Intervall
f(a) [a; b]
@) ”b)._ fa) 100 Prozentuelle Anderung von f im
f(a) Intervall [a; b]
Anderungsfaktor von f im Intervall
‘ [a; b]
(5) % Der Anderungsfaktor ist jene reelle a b
Zahl, mit der f(a) multipliziert werden
muss, um f(b) zu erhalten.

Dimensionen Mathematik 6 (2018), Bleier et al., S. 150



* SRP-Konzept im Abschnitt AN1 AnderungsmaRe:

« AN-R 1.1 Absolute und relative (prozentuelle) AnderungsmaRe
unterscheiden und angemessen verwenden konnen

* AN-R 1.2 Den Zusammenhang Differenzenquotient (mittlere
Anderungsrate) — Differentialquotient (,momentane” Anderungsrate) auf
der Grundlage eines intuitiven Grenzwertbegriffes kennen und damit
(verbal sowie in formaler Schreibweise) auch kontextbezogen anwenden

konnen

* AN-R 1.3 Den Differenzen- und Differentialquotienten in verschiedenen
Kontexten deuten und entsprechende Sachverhalte durch den
Differenzen- bzw. Differentialquotienten beschreiben konnen

4.2 Grenzwert-Prazisierung

Die Prazisierung des Grenzwertbegriffs ist unerlasslich, um den Begriff genau zu erfassen.
Es gibt namlich zahlreiche Beispiele, die aufzeigen, wie eng die Grenzen eines intuitiven
Verstandnisses des Grenzwertbegriffs tatsachlich sind. Folgende zwei Beispiele

verdeutlichen dies:

Treppenstufe — Treppenfolge

Halbkreisbogen

Treppenstufen: Die ,Treppenfolge“ nahert
sich optisch der Diagonale des Einheits-
Quadrats beliebig an: Die ,spaten” Treppen
bleiben sogar als ganzes beliebig nahe an
der Diagonalen. Trotzdem ist die
Gesamtlange jeder Treppe immer 2,

aber die Lange der Diagonale gleich V2.

Analog gilt fur die in den Einheitskreis
eingeschriebenen Halbkreisbogen, dass die
Summe der Umfange der Halbkreisbogen
mit gleichem Radius immer konstant gleich
7 ist, aber die Lange der Sehne gleich 2.

7

M

Abb. D.21: Die Linge der Treppen ist kon-
stant 2, die Liinge der Diagonale aber v/2.

Abb. D.22: Die Summe der Lingen der
Halbkreisbtgen ist m, aber die Linge der
Sehne ist 2.

4.3 Ableitungsregel fiir zusammengesetzte Funktionen im Unterricht erarbeiten

(a) Erkunden des Phanomens: Schulerinnen und Schuler lernen vor der Formulierung
von Satzen (Ableitungsregeln) konkrete Beispiele kennen und kdnnen an diesen das

Phanomen entdecken.



Es soll eine Regel fur die Ableitung einer zusammengesetzten Funktion

f(x) = g(x) + h(x) gefunden werden, falls die Ableitungen von g und h bekannt sind.
Aufgabe 1 Figur 1
Gegeben: g(x) = 0,25 und h(x) = 0,5x A

. . y
(siehe Figur 1).
a) Der Funktionsterm von f(x) = g(x) + h(x) 4 g
lautet: f(x) = ... ... 34
Zeichnen Sie den Graph von fin Figur 1 ein
(evtl. mit Hilfe des GTR). N 2 <
b) Hier wird untersucht, wie sich das Plus-
Zeichen im Funktionsterm g(x) + h(x) auf 11 |
die Ableitung von f auswirkt. e ’ X
Dazu werden zwei verschiedene Zugange 2 -1 1 2 3 4
verglichen: ‘ ‘ ‘

1. Zugang 2. Zugang

Bestimme g’(x) und h’(x) mit den schon
bekannten Regeln.

Berechne g'(0), g’(2), g'(4).
Berechne h’(0), h’(2), h (4).
Berechne g'(0) + h’(0); g'(2) +
+h'(4)

h'(2); g'(4)

Zeichne mit Technologie die Funktionen
g, hundf.

Ermittle mittels Tangentensteigung an
der Stelle x = 0; x =2 und x = 4 den Wert
von f’.

Trage die berechneten und mit Technologie ermittelten Werte in die nachstehende

Tabelle ein:

X

024

g'(x) berechnet

h'(x) berechnet

g'(x) + h’(x) berechnet

f'(x) mittels Tangentensteigung ermittelt

Entscheidend ist, dass zwei ,einfache” Funktionen g und h zusammengesetzt werden zur
g + h. Flur g und h werden an ausgesuchten Stellen x; die Werte g’(x;) und
h’(x;) ermittelt sowie deren Summe gebildet. Diese Summe wird mit den entsprechenden

Funktion f =

Werten von f(x;) verglichen.

(b) Herausarbeiten einer Vermutung: Ausgehend von den konkreten Beispielen
formulieren die Schulerinnen und Schuler eine allgemeine Vermutung.

Ausgehend von der Tabelle oberhalb kann eine Vermutung fur die Ableitungsregel

aufgestellt werden. Beispielsweise:




AL B OO 4] N =2 [

» Algebra Xl » Grafik X~ Tabelle
Funktion 6 Sl F K] IB=AdHI=ER
® f(x) = 0.25x’ + 0.5x ‘ A B [ c | p  [TE
® g(x) = 0.25x 5 /1 g h  ge+h') ()
® h(x) = 0.5x / 2 0 0 0.5 0.5 0.5
3 2 1 0.5 1.5 1.5
4 4 2 0.5 2.5 2.5
5
6
7
8
9
10
1 2 3 11
12
T 13
14
h 7 15
1c

Es zeigt sich also, dass fur zusammengesetzte Funktionen f = g + h an ausgewahlten

Stellen gilt: f = g’ + h’. Diese Beobachtung lasst sich nun auch als Vermutung formulieren.

Vermutung:
Sind die Ableitungen g” von g und h” von h bekannt, dann ist die Ableitung der Summe
f(x) = g(x) + h(x) von g und h: f(x) = g'(x) + h’(x).

(c) Beweis der Vermutung: Des Ofteren muss fiir den Beweis der Vermutung noch
weiteres Vorwissen zur Verfugung gestellt werden und die Beweisbedurftigkeit bzw.
Beweisnotwendigkeit der Vermutung erst ,erzeugt® werden.

Ein Beweis kann beispielsweise mittels Differenzialquotienten gefuhrt werden.



