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GRUPPEN [A][B]

1 Faktenwissen zur Schulmathematik Analysis

Kreuzen Sie fiir jede Antwortméglichkeit an, ob Sie diese fiir richtig (R) oder falsch (F)
bzw. zutreffend halten. (Je 1 Punkt pro richtiger Antwort.)

1.1. Eine Funktion f: R — R ist (sicher) unstetig, wenn

(a) ihr Graph einen Knick hat. (R) /}Q/

(b) sie ihr Monotonieverhalten sprunghaft #ndert. (R) AR .
1.2. Jede nach oben beschrankte Menge M C R hat | |
(a) eine obere Schranke. P ,@7\‘.’)/ (F)
(b) hat ein Supremum. (R)
1.3. Fiir eine Funktion f: R — R gilt o
(a) f stetig = f differenzierbar (R) /(bﬁ')/
(b) f differenzierbar = f stetig (i&t (F)
1.4. Eine Reihe Y 7., a) konvergiert, falls a; — 0. (R) “ /X{}

1.5. Eine giiltige Schreibweise fiir die erste Aussage des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung ist

= f f(t) dt = f(a).

®®

Diese Ausarbeitung folgt der Nummerierung der Gruppe A. Bei Gruppe B sind die Aufgaben permu-
tiert.




1.6. Die Folge a, = = (n > 1) ist

(a) monoton wachsend /&Q\/ J (F)
(b) beschréankt /IJR:[/ (F)
1.7. Jede beschrénkte reelle Folge hat einen Haufungswert. | LB;K (F)
1.8. Eine streng monoton wachsende differenzierbare Funktion
f: R — R hat iiberall eine positive Ableitung. (R) (
/
1.9. Eine Funktion f: R — R ist (sicher) nicht differenzierbar, wenn
(a) ihr Graph einen Sprung hat. @ (F)
(b) ihr Graph einen Knick hat. w7 (F)
1.10. Auch eine (reelle) Folge mit zwei verschiedenen Haufungswerten X
kann konvergieren. (R)
1.11. Liegen unendlich viele Glieder der (reellen) Folge (z,,) in jeder
e-Umgebung von a, dann ist @ Grenzwert der Folge (z,). (R) /K

1.12. Sei f: [a,b] — R stetig. Der Ausdruck fff(t) dt ist eine A/
(1) Funktion }% Zahl

1.13. Die Betragsfunktion |z| (z € R) ist differenzierbar auf (0, c0). GEL ' (F)

1.14. Die Folge a,, = 2(“;2"2) ist eine Nullfolge . }S{‘ (F)
1.15. Ein Aspekt eines mathematischen Begriffs ist eine inhaltliche \
Deutung des Begriffs, die diesem Sinn gibt. (R) }Q
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3.1 Grundvorstellung 2 — Anderungsverhalten/Kovariation bzw. Kovariationsvorstellung
Diese Grundvorstellung wird in der Literatur wie folgt beschrieben:
.Mit Funktionen wird erfasst, wie sich Anderungen einer Gréfe auf eine zweite Gréf3e

auswirken bzw. wie die zweite Gréfe durch die erste beeinflusst wird.” (Greefrath et al.,
2016)

Es geht als um das ,Miteinander-Variieren” der beiden GroRRen. Beispielsweise

nimmt der Umfang eines Kreises mit wachsendem Radius zu, die Funktion ist also monoton
wachsend. Umgekehrt verhalt es sich etwa beim Abkiihlen des Tees.

Aus der

(1) Perspektive der Definitionsmenge: Variiert wird a € A. Wie verhalt sich dann die
"abhangige Variable” b = f(a)?

(2) Perspektive der Zielmenge: Betrachtet wird die die “abhangige Variable” b = f(a). Wie
muss sich a € A verandern, dass sich b = f(a) in einer bestimmten Weise verhilt, z. B. einen
bestimmten Wert erreicht, oder einen oder Extremwert annimmt?

Kovariation — sichtbar an Tabelle und Graph

Variation

erlni;er:af?urin C ‘\ gﬁ \[ 7?191\ 723 { 637 } ;2 \l 558 ]\ :4 { 571 }453 } Kovariation 30“' _________
¢ -——-—-—c--——-- -4=-=
Kovariation : :
50 | 1
Das Entscheidende beim Kovariationsaspekt ist, Lo
dass es nicht mehr genligt, einzelne Wertepaare 40 —
zu betrachten. Denn es miissen jeweils mehrere )
benachbarte Werte zueinander in Beziehung 1 —
gesetzt werden. Bei der Kovariationsvorstellung L i i
wird also der Blick darauf gerichtet, wie die .
Anderung von x mit der Anderung von'y 10 L
zusammenhangt. Hierbei wird also die .
Werttabelle (wenn sie senkrecht angeschrieben T2 0 2 \Er.m:n 3
ist) in vertikaler Richtung betrachtet. «—>

Der Kovariationsaspekt bzw. das Anderungsverhalten spielt bei der Erarbeitung der
Differenzierbarkeit eine wichtige Rolle, denn gerade dort wird die Veranderung der
Funktionswerte bei Veranderung der Argumente studiert.

Auch beim Zugang zur Differentialrechnung Gber die
Momentangeschwindigkeit niitz diese Vorstellung bzw. diesen Aspekt.
Da dort (Aufgabe — Geschwindigkeit) die Verdanderung des
zurickgelegten Weges in unterschiedlichen gleichlangen/nicht gleich
langen Zeitintervallen betrachtet wird (vgl. Grundvorstellung von
Funktionen — Kovariation). Dies zeigt sich grafischen an anlogen
Abbildungen zu oben.
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3.3 Prinzip des Kontrasts

In der Erarbeitungsphase eines mathematischen Begriffs kann das Prinzip des Kontrasts
zum Einsatz kommen.

Beim Lehren von Begriffen gemall dem Prinzip des Kontrasts sind ausreichend viele
Objekte vorzulegen, bei denen das charakteristische Merkmal — das im Fokus stehen soll
— gegeben bzw. eben nicht gegeben ist. Zum Begriff, der erarbeitet werden soll, sind also
geeignete Beispiele und Gegenbeispiele (Kontrastmaterial) vorzulegen. Die
Gegenbeispiele sollen sich hierbei vom zu erarbeitenden Begriff nur in einem
wesentlichen Merkmal unterscheiden.

Aufgabenstellung nach dem Prinzip des Kontrasts zur Erarbeitung der geometrischen
Folge:

Gegeben sind die drei Zahlenfolgen a,, = (4; 2; 1;0,5; 0,25; 0,125; ...),
b, ={(3,9,27,81,243,..) und ¢, = (4, 2,0,—2,—4,—6,-8,...).

» Stelle die drei Folgen auf der Zahlengeraden und im Koordinatensystem dar.

* Gib sowohl rekursive als auch explizite Darstellungen an.

* Beschreibe, wodurch sich zwei aufeinander folgende Glieder unterscheiden und
vergleiche mit der rekursiven und expliziten Darstellung.

* Worin bestehen die Gemeinsamkeiten bzw. Unterschiede der drei Folgen?

Losungserwartung:
a, =(4;2;1;0,5;0,25;0,125; ...) b, =(3,9,27,81,243,...) ¢, =144,2,0,—-2,—4,-6,-8,...)

0 1 2 3 4 B B R R R C JEEa: JS¥EL amu JamEL SEuEL fuwmy Tun:

40 1 1+

2 @

! . 2 L ]

L ® b
1\" b,=3:-3%n=0,12,.. c,=4-2n;n=0,1,2, ...
a, =4- (E) ;n=0,1,2,..
1 b,=3; b,y =b, -3 =4 €poq =Cp — 2
a, = 4_; Ay = a, E 1 » Yn+tl n 1 r tn+1l n

Der Quotient zweier Der Quotient zweier aufeinander Die Differenz zweier
aufeinander folgender folgender Glieder ist 3. aufeinander folgender Glieder
Glieder ist 7%. ist -2.
Der Wert ¥z und 3 findet sich sowohl in der expliziten als auch Der Wert findet sich ebenfalls
rekursiven Darstellung. sowohl in der rekursiven als

expliziten Darstellung.

2-dimensionale Darstellung und explizite Darstellung deuten auf 2-dimensionale Darstellung
eine Exponentialfunktion hin und explizite Darstellung
deuten auf eine lineare
Funktion hin; es handelt sich
um eine arithmetische Folge




4.1 Grundvorstellungen

(a) Ein Aspekt eines mathematischen Begriffs ist eine Facette dieses Begriffs, mit dem
dieser fachlich beschrieben wird (werden kann).

Ein Aspekt ist ein fachinhaltlicher Begriff. Die Aspekte eines Begriffs sind durch
mathematische Fakten gegeben, sie bilden den Kern seiner fachlichen Definition
oder Charakterisierung.

Dazu im Gegensatz sind Grundvorstellungen ein Konzept fachdidaktischer Art.

Eine Grundvorstellung zu einem mathematischen Begriff ist eine inhaltliche
Deutung des Begriffs, die diesem Sinn gibt.

Die Beziehung zwischen Grundvorstellungen und Aspekten ist nun die folgende:
Grundvorstellungen erlauben es, Aspekte eines mathematischen Begriffs mit
Bedeutung zu versehen und so in einen sinnhaltigen Kontext zu setzen. Das
wiederum ist eine Voraussetzung fur ein verstandnisvolles Hantieren mit dem
Begriff.

Grundvorstellungen entwickeln sich, wenn Lernende sich mit Phdnomenen
befassen, durch die Aspekte des Begriffs erfahrbar werden. Dabei kénnen
verschiedene Grundvorstellungen zu einem Aspekt entwickelt werden, aber auch
eine Grundvorstellung verschiedene Aspekte des Begriffs berihren.

(b) Eine der vier Grundvorstellungen zur Differenzialrechnung zielt auf die lokale
Anderungsrate ab.

Zu einer umfassend ausgepragten Grundvorstellung der lokalen
Anderungsrate gehort die Entwicklung

* der Vorstellung von der Momentangeschwindigkeit bei
Veranderungsprozessen (z. B. Bewegungsvorgangen),

* der Vorstellung von der Steigung einer Kurve in einem Punkt,

* der Vorstellung, dass die Anderung der Abhangigen y durch Ay = f'(x)-Ax
gegeben ist.

* ... eine GV, die nicht erst bei der Differenzialrechnung berticksichtigt
wird! W ar—
* bereits in der 9. und 10. Schulstufe anbahnen \ " *I-\_
* Schilerinnen und Schiler bringen dann zur Diff.-Rechnung vielfaltige e
Erfahrungen zur Beschreibung von Anderungsprozessen mit. 7\
* Lehrplan AHS (6. Klasse — Kompetenzmodul 3):
» Anderungen von GroRen durch Anderungs_mal%e beschreiben kdnnen
(absolute und relative Anderung, mittlere Anderungsrate, Anderungsfaktor
* Lehrplan AHS (7. Klasse):

* Den Differenzenquotienten (die mittlere Anderungsrate) und den
Differentialquotienten (die lokale bzw. momentane Anderungsrate)
definieren kénnen“

¥




4.2. Schmiegegerade versus Tangente

fachmathematisch wird unterschieden zwischen Schmiegegerade und Tangente:
* Schmiegeggerade ist jene Gerade, die durch Sekanten Uber immer kleiner
werdenden Intervalle approximiert wird
» Tangente ist die aus dem geometrischen Kontext (Kreis) kommenden Gerade, die
die Kurve berlhrt und dort ,die gleiche Richtung” hat.

In der Schule wird beim Zugang zum Ableitungsbegriff oft der (geometrische)
Tangentenbegriff benutzt, um die Steigung einer Kurve in einem Punkt zu untersuchen.
Die Tangente wird dabei als Stlutzgerade aufgefasst und als Grenzlage von Sekanten
betrachtet. Es folgt dann meist die Berechnung der Tangentensteigung mittels Grenzwert.
Der nétige Paradigmenwechsel vom (geometrischen) Tangentenbegriff zur
Schmiegegerade (analytische Tangentenbegriff) wird meist nicht thematisiert.

4.3. Grunderfahrungen
Grunderfahrungen beschreiben ...

(G1) Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen oder angehen sollten, aus
Natur, Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art wahrzunehmen und zu verstehen
(mathematischer Blick),

(G2) mathematische Gegenstande und Sachverhalte, reprasentiert in Sprache, Symbolen,
Bildern und Formeln, als geistige Schopfungen, als eine deduktiv geordnete Welt eigener
Art kennen zu lernen und zu begreifen (mathematische Welt),

(G3) in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemldsefahigkeiten, die Uber die
Mathematik hinausgehen, zu erwerben (heuristische Fahigkeiten).
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