Ubungen zur Schulmathematik Analysis 12

Blatt 9: Das ,,Unendliche®// Differentialrechnung Teil 1

Achill und die Schildkréte. Die Bewegungsparadoxien des Zenon von Elea decken die
Problematik von unendlich oft wiederholten Handlungen (hier Zuriicklegen einer bestimmten
Teilstrecke) auf, falls sie nur mit dem Begriff des potentiell, nicht aber mit dem des aktual
Unendlichen analysiert werden.

AchilleusE] verfolgt eine Schildkrote, die allerdings einen Vorsprung von, sagen wir
100m hat. Bevor Achill die Schildkréte einholen kann, muss er erst ihren Start-
punkt erreichen. In der Zeit, die er dafiir benétigt, legt die Schildkrote aber auch
wieder einen Weg zuriick, sagen wir 1/10 des urspriinglichen Vorsprungs von 100m.
Um die Schildkréte zu erreichen, muss Achill (mindestens) diesen neuen Stand-
punkt der Schildkrote (der bei 110m gelegen ist) erreichen. Dieses Spiel wiederholt
sich nun: Jedes Mal, wenn Achill den fritheren Standpunkt der Schildkréte erreicht,
hat diese wieder ein Stiick Weg zuriickgelegt und so kann Achill die Schildkréte
niemals ereichen.

Kldren Sie die Situation, d.h. die Frage, ob und wo Achill die Schildkréte einholt auf zwei
Arten:

(a) Mittels ,,physikalischer* Argumentation: Benutzen Die dazu die Beschreibung des Wett-
laufs mittels zweier gleichférmiger Bewegungen. (Achill legt bis zum Zeitpunkt ¢ > 0 den
Weg a(t) = vt zuriick, wobei v seine (konstante) Laufgeschwindigkeit ist. Die Schild-
krote den Weg s(t) = (v/10) ¢, da Achill 10 mal so schnell lduft wie sie.)

(b) Mittels mathematischer Argumentation: Berechnen Sie dazu die von Achill bis zum
Einholen der Schildkréte zuriickgelegte Strecke unter Verwendung einer unendlichen
Reihe.

Diskutieren Sie diese beiden Losungen im Kontext der Begriffe des potentiell und des aktual
Unendlichen.

Fragen und Antworten. Kehren Sie zu den Forenbeitrdgen in D 2.6.1 zuriick:

A: Ich habe mal ne kleine und be-
scheidene frage:

bruch schreiben kann.

B: Also ich hab genau das Gleiche

also in einem anderen forum wurde mal hier im Forum gelesen und da

behauptet das 0,9(periode) das selbe
wie 1 ist und das ein wert unendlich
stark angendhrt an 0 auch null sei. Da
ist meine frage, stimmt das und wenn
ja warum, weil mir der gedanke doch
ein bisschen befremdend vorkommt,
da man periodische zahlen ja auch als

wurde sogar behauptet, dass es nen
mathematischen Beweis dafiir gibt.

]

C: 0,9 ist identisch zu 1.
Beweis: 1 =1/3+1/3+1/3=0,3 +
0,340,3=0,9.

und bearbeiten Sie die folgenden Aufgabenstellungen unter Beriicksichtigung der Ergebnisse
der Diskussion in D §2.6 in der Vorlesung:

“In der griechischen Mythologie ist Achilleus der stéirkste der griechischen Krieger im trojanischen Krieg.
Die Ilias des Homer beginnt mit dem Vers ,,Singe den Zorn, o Go6ttin, des Peleiaden Achill*. Man kann somit
behaupten, dass der Zorn die alteste iiberlieferte Emotion des Abndlandes ist...
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(a) Formulieren Sie in moglichst klarer Sprache, was die jeweiligen Poster fragen bzw. be-
haupten.

(b) Kléren Sie die jeweilige Situation fachlich.

(c) Verfassen Sie jeweils Antwortpostings in denen Sie A, B und C die Situation erkliren.

Monotoniekriterium. Arbeiten Sie die das Gegenbeispiels aus D.3.1.8. aus, d.h. argu-
mentieren Sie, dass f: I:=[1,2]NQ =R, f(z)= ﬁ das Monotoniekriterium verletzt.

Pegelstand. Starke Regenfille haben Auswirkungen auf den Pegelstand eines Flusses.
Die Funktion P mit P(t) = 135 (t3 —18t%4 81t +108) beschreibt den Zusammenhang zwischen
der Zeit und der Hohe des Pegelstandes. Dabei wir die Hohe des Pegelstandes in m und die
Zeit t in Stunden gemessen.
(a) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion.
(b) Untersuchen Sie die Verdnderungen des Pegelstandes Zeitabschnitten [0, 1], [1,2], [2, 3],
[4,6], [6,8].
(c¢) Untersuchen Sie die Verédnderungen des Pegelstandes in den Abschnitten [0, 3], [2, 7] und
[0, 1], [3,5].
(d) Berechnen Sie die mittlere Anderungsrate im Intervall [0,1], [1,2], [2,3], [4,6], [6,8].
Interpretieren Sie die Ergebnisse im Kontext.
(e) Berechnen Sie die mittlere Anderungsrate im Intervall [0,3], [2,7] und [0, 1], [3,5]. In-
terpretieren Sie die Ergebnisse im Kontext.
(f) Berechnen Sie niherungsweise die momentane Anderungsrate zum Zeitpunkt ¢ = 3 und
t = 5. Nehmen Sie eine Ann&herung von links und rechts vor.

Differenzenquotient kontextbezogen. Ldsen Sie die Aufgabe und begriinden Sie
Thre Wahl!

Im Rahmen eines Abfahrttrainings fir den Teamwettbewerb wird besonderes Augenmerk auf einen Rennabschnitt
gelegt, der rund 30 m lang ist. Am Beginn dieses Abschnitts, am Ende und an drei Zwischenpositionen werden
Lichtschranken positioniert, um die jeweiligen Zwischenzeiten stoppen zu kdnnen. Der am Beginn des Rennab-
schnitts positionierte Lichtschranken wird mit L, bezeichnet. Es folgen der Reihe nach L,, L, L; und L, wobei sich
L, am Ende des Rennabschnitts befindet, also [, L, =30m (gemessen lings der Rennstrecke). s(i), 0<i=4, gibt
die jeweilige Entfernung des Lichtschrankens mit der Nummer i vom Startpunkt der Rennstrecke an. t(i), 0<i<4,
gibt die jeweilige Zwischenzeit an, die beim Durchfahren des Lichtschrankens mit der Nummer i ausgeldst wird.
Aufgrund der Beschaffenheit des Rennabschnitts kann davon ausgegangen werden, dass die Geschwindigkeit
wahrend der Fahrt in diesem Abschnitt streng monoton abnimmt.

Aufgabenstellung:
Kreuze die zutreffenden Aussagen an.

i(i) : f((g)) liefert einen besseren Naherungswert fiir die Geschwindigkeit eines Rennldufers zum Zeitpunkt
() (o) als S0)=50 o
Ok

Das arithmetische Mittel der vier Quotientensmhs(o) st4-5(0)

liefert angesichts der vorliegenden

@ t(1)-t(0)" " t(4)-t(0) B
Daten den bestmoglichen Naherungswert fiir die Geschwindigkeit eines Rennléufers zum Zeitpunkt t (0).
Gl Als bestméglicher Naherungswert flir die Geschwindigkeit eines Rennlaufers zum Zeitpunkt t (4) ist der =
3 - s(4)-s(3) |
Quotient ) anzusehen.
@ Um einen genaueren Naherungswert fiir die Geschwindigkeit eines Rennléufers zum Zeitpunkt t(0) ermit- =
=

teln zu kénnen, empfiehlt sich die Platzierung einer weiteren Lichtschranken zwischen Ly und L.

5) Je néher L bei L, liegt, desto genauer kann die Geschwindigkeit eines Rennlaufers zum Zeitpunkt t(4)
ermittelt werden. {

i

Abbildung 1: Quelle: Mayer, Siiss-Stepancik, Huber - Dimensionen 7 Schularbeitentrainer
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