Zentrale Begriffe und Definitionen

. (Funktionen: injektiv, surjektiv & bijektiv.) Welche Aussagen sind korrekt?
Seien A und B Mengen. Eine Funktion f: A — B ist

(a) [false] eine Zuordnung von Elementen a € A und b € B, wobei jedem
b € B genau ein Element a € A zugeordnet ist.
(b) [true] injektiv, falls jedes b € B nur einem a € A zugeordnet ist.
(c) [false] bijektiv, falls jedem a € A genau ein b € B zugeordnet ist.
(d) [true] surjektiv, falls jedes b € B einem a € A zugeordnet ist.
. (Eigenschaften von Folgen.) Welche Aussagen iiber reelle Folgen (z,,)nen
sind korrekt?
(a) [false] Wenn (zx,,) beschrankt ist, dann ist (x,,) auch konvergent.
(b) [true] Wenn (z,,) beschrankt ist, dann hat (z,,) einen Haufungswert.

(c) [true] Wenn (x,,) monoton und beschrankt ist, dann ist (z,) auch
konvergent.

(d) [true] Wenn (z,,) monoton und konvergent ist, dann ist (z,) auch
beschrankt.

. (Zum Folgenbegriff.) Wir betrachten die Definition reeller Folgen: Eine re-
elle Folge x ist eine Abbildung = : N — R. Welche der folgenden Aussagen
sind korrekt?

(a) [false] Die Definition nimmt wesentlich auf den lterationsaspekt Be-
zug.

(b) [true] Die Definition bedient die Objektvorstellung.

(c) [true] Die Definition bedient die Zuordnungsvorstellung.

(d) [true] Der Aufzdhlungsaspekt wird in der Definition kodiert, indem

die Definitionsmenge N ist.

. (Zum Grenzwert.) Sei (x,,) eine reelle Folge. Welche der folgenden Aussa-
gen sind korrekt?

(a) [true] Die Sprechweise ,fast alle Folgenglieder liegen in einer Umge-
bung U" meint: AN : Vn > N :x, € U.

(b) [true] Die Sprechweise , fast alle Folgenglieder” meint alle bis auf end-
lich viele Folgenglieder.



(c) [false] x,, konvergiert gegen z, falls in jeder e-Umgebung von x un-
endlich viele Folgenglieder liegen.

(d) [false] x ist Grenzwert von z,,, falls die Folgenglieder x,, dem Wert x
immer ndher kommen.

5. (Differenzierbarkeit.) Sei f : R — R eine Funktion und sei zy € R. Welche
der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [false] Wenn der Graph von f in zq keinen Knick hat, dann ist f in
xo differenzierbar.

(b) [false] Wenn der Graph von f in x4 keinen Sprung hat, dann ist f in
xo differenzierbar.

(c) [true] f ist in xq differenzierbar, falls der Differenzenquotient von f
bei zy einen endlichen Limes hat.

(d) [false] f ist in zq differenzierbar, falls f auf R\ {z(} differenzierbar
ist und der rechtsseitige und der linksseitige Limes von f’ gegen
tibereinstimmen.

6. (Integralbegriff.) Sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion und [a =
xo, 1), [T1, 22, ..., [Tn_1, T, = b] eine Unterteilung von [a, b] in n gleich-
lange Teilintervalle der Lange L = (b — a)/n. Welche der folgenden Aus-
sagen sind korrekt?

(a) [false] Die n-te Obersumme von f auf [a,b] ist gegeben durch

n—1

Ou(f)=>_ sup |f(@)||xi —xi.

i=0 Zs ngxi+1

(b) [true] Die n-te Untersumme von f auf [a, b] ist gegeben durch

n—1

Unlf) =D _inf (o) (wis1 = ).

=0

(c) [true] Haben Ober- und Untersummen von f auf [a,b] einen gemein-
samen Limes, so ist das Riemannintegral von f auf [a,b] als dieser
gemeinsame Wert definiert.

(d) [true] Das Riemannintegral einer stetigen Funktion f auf [a, ] kann
mittels einer Stammfunktion berechnet werden.



2 Satze & Resultate

1. (Folgen & ihre Eigenschaften.) Welche Aussagen iiber reelle Folgen (z,,)nen
sind korrekt?

(a) [true] Jede beschrankte Folge (z,) hat zumindest einen Haufungs-
wert.

(b) [true] Jede beschrankte Folge (z,,) hat ein Supremum und ein Infi-
mum.

(c) [false] Jede nicht konvergente Folge (x,) hat mehrere verschiedene
Haufungswerte.

(d) [true] Jede Folge (x,,) mit zwei verschiedenen Haufungswerten diver-
giert.

2. (Reihen & ihre Eigenschaften.) Sei (x,,)nen eine reelle Folge und ) z,, die
Reihe mit Koeffizienten x,,. Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [
(b) [
(c) [true] Konvergiert die Reihe, so bilden ihre Glieder eine Nullfolge.
(d) [

3. (Stetige Funktionen & Grenzwerte.) Sei D = R\ {0} und f: D — R eine
Funktion. Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

false] Ist (z,) beschrankt, so konvergiert > z,,.

false] Gilt =, — 0, so konvergiert > x,,.

true] Falls Y >°  x, < oo, dann gilt z,, — 0.

(a) [false] Gilt limg, o f(z) = lim,\p f(2), dann ist f stetig in 0.

(b) [true] Gilt lim, o f(x) = limgo f(z) ist endlich, dann ist f stetig
fortsetzbar auf R.

(c) [false] Gilt limg » f(x) = lim,~, f(x), dann ist f stetig in 1.
(d) [true] f divergiert in 0, falls es fiir alle C' € R eine Umgebung U von
0 gibt, sodass fiir alle 0 # x € U gilt, f(z) > C.

4. (Eigenschaften von Funktionen, 1.) Sei f : R — R eine beliebig oft diffe-
renzierbare Funktion und sei xy € R. Welche der folgenden Aussagen sind
korrekt?

(a) [true] Wenn f in xo ein Maximum hat, dann gilt f'(xy) = 0.

(b) [false] Wenn f in 2o ein Maximum hat, dann gilt f'(zo) = 0 und
f"(z0) < 0.



(c) [true] Wenn f'(z¢) = 0 gilt, dann hat f in xy eine waagrechte Tan-
gente.

(d) [false] Wenn f'(zo) = 0 gilt, dann hat f in x einen Extremwert.

5. (Eigenschaften von Funktionen, 2.) Sei f : R — R differenzierbar. Welche
der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [false] Ist f streng monoton steigend, so gilt f'(x) > O fiir alle x € R.
(b) [true] Ist f monoton steigend, so gilt f'(x) > 0 fir alle z € R.

(c) [true] Falls f'(x) > 0 fiir alle z € R, dann ist f monoton wachsend.
(d) [true] Falls f'(x) > 0 fiir alle z € R, dann ist f monoton wachsend.

6. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.) Sei f : R — R stetig,
a,b € R und F(z) := [ f(t)dt. Welche der folgenden Aussagen sind
korrekt?

(a) [true] Die Funktion F' ist stetig.

(b) [false] Die Funktion F ist differenzierbar aber mit unstetiger Ablei-
tung.

(c) [true] Es gilt [ f(t)dt = F(b) — F(a)
(d) [true] Die Funktion F(z) = [ f(t)dt ist eine Stammfunktion von f.

Beispiele & Gegenbeispiele

1. (Die Nullfolge 1/n.) Die Folge x,, = % (n > 1) konvergiert klarerweise
gegen 0. Aber welche der folgenden Argumentationen sind korrekt?

(a) [true] In jeder e-Umgebung von 0 liegen fast alle Folgenglieder von <.

(b) [true] Es gilt 0 < 1 < \/iﬁ und weil —= gegen 0 geht, ist = nach dem

Tn
Sandwich-Lemma eine Nullfolge.
(c) [false] Fiir beliebiges N kdnnen wir nach dem Archimedischen Axiom
immer ein ¢ > 0 finden, mit ]lv < ¢ und somit gilt % < ¢ fir alle
n > N.

(d) [true] Fiir beliebiges ¢ > 0 kénnen wir nach dem Archimedischen
Axiom ein N finden, mit % < € und somit gilt % < efurallen > N.

2. (Konvergente & divergente Folgen.) Welche der folgenden Aussagen sind
korrekt und auch korrekt aufgeschrieben?



_1)»
( 2) — 0 fir n = oo.
n

(a) [true]
(b) [false] (=

(c) [false] (1 + %)" =e.

n

ist divergent.

2
(d) [false] lim 23 2

n—oo  3n? —4 3

3. (Betragsfunktion.) Die Betragsfunktion f : R — R, z — f(z) = |z| ist
stetig aber in zy = 0 nicht differenzierbar. Welche der folgenden Argumen-
tationen sind korrekt?

(a) [false] f ist differenzierbar auf (—oc, 0) und auf (0, c0) und daher auf
ganz R stetig.
(b) [true] Es gilt |x| — O fiir x — 0 und daher ist |z| stetig in zop = 0.

(c) [false] Der Differenzenquotient fiir |z| in 2o = 0 existiert nicht und
daher ist |z| dort auch nicht differenzierbar.

(d) [true] Der Graph von |z| hat bei zy = 0 einen Knick und daher ist
die Funktion dort nicht differenzierbar.

4. (Ableitung, 1.) Welche Aussagen sind korrekt?

(a) [false] Die Polynomfunktion p(x) = az?® + bx? + cx + d ist auf ihrem
maximalen Definitionsbereich R differenzierbar und es gilt p'(z) =
3az?® + 2bx + d.

(b) [true] Jede rationale Funktion r(z) = E g mit p und ¢ Polynomfunk-
tionen ist nach der Quotientenregel auf ihrem maximalen Definitions-
bereich differenzierbar.

(c) [false] Die Wurzelfunktion x — +/z ist fiir alle z € (0, 00) differen-
zierbar mit Ableitung ﬁi denn es gilt

Vit+h—yr — z4+h—=
h hVz + h+ /Z)
1 1 1

T Vaithivi 2yi4vh 2w

(d) [true] Die Funktion f : (0,00) — R, f(z) = % ist differenzierbar und
es gilt nach Quotientenregel f'(z) = —=;.




5. (f(z) = x*.) Wir betrachten die Funktion f(z) = 2%, z € R. Welche der
folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) [false] f hat in xyp = O ein lokales Minimum, weil f(0) = 0 und
17(0) < 0 gilt.
(b) [false] f hat kein lokales Maximum, weil f”(x) > 0 gilt.

(c) [true] f hat in zp = O ein lokales Minumum, weil f auf (—o0,0)
monoton fallend und auf (0, c0) monoton wachsend ist.

(d) [true] f hat in 2o = 0 ein lokales Minimum, obwohl f”(0) = 0 gilt.
6. (Ableitung, 2.) Wir betrachten die Funktion

T <0

fle) = { sin(x) x>0
Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

[true] f ist stetig auf R
[true] f ist differenzierbar auf R\ {0}
[true] f ist differenzierbar in zp = 0 mit f'(0) = 1.

[false] f ist in xy = 0 nicht differenzierbar weil der Graph dort einen
Knick hat.
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