CSOMOK ES SIMA 3-SOKASAGOK — HEEGAARD FLOER
HOMOLOGIAK

VERTESI VERA

1. BEVEZETES

A topolégia a terek strukturajaval, és azok megkiilonboztetésével foglalkozik. Az
egyik legtermészetesebben eloforduld térfajtik a sokasagok, melyek lokélisan Fuk-
lideszi terek, azaz egy pont kdrnyezetében homeomorfak egy Euklideszi térrel. A
kompakt 0 dimenzids sokasag véges sok diszkrét pontbdl allnak. Az 1 dimenzids
kompakt sokasag az S! kérvonal. A kompakt iranyithaté 2-dimenziés sokasagok-
nak egy végtelen sorozata van (1. abra), melyeket a feliilet “lyukainak” szama: a
feliilet neme, vagy génusza ir le. 3 és 4 dimenziéban, a helyzet lényegesen bony-

ABRA 1. Iranyithato6 feliiletek.

olultabb, pl. tetszoleges fundamentalis csoprorta 3- ill. 4-sokasagok léteznek, és
mér ezen csoportok dsszehasonlitasa is nehéz. Bizonyos sokasigokra lehet definialni
a differencialhato fiiggvényeket, ezek a differencidlhato- vagy sima sokasdgok. Az
egyszerliseg kedvéért mostantol csak ilyenekkel foglalkozunk. Az alacsonydimenz-
i6s topologia hosszutavi feladata a sima 3- ill. 4-dimenzidés sokasagok valamilyen
értelemben vett megértése. Az ilyen problémakoéroknek két iranya van: a kon-
strukciok, melyek segitségével le lehet irni sokasdgokat, és az invaridnsok, melyek
segitségével pedig meg lehet oket kiilénboztetni. A sima 3- és 4-sokaségok esetében
sok konstrukcié van, melyek segitségével eld lehet allitani és sokszor kompaktan
megadni az Osszes ilyen sokasagot. Tetszoleges sokasagot le lehet irni a fogan-
tyufelbontasaval, mely a 4-dimenziés esetben a Kirby-kalkulust, 3-dimenziésban
pedig a 3-sokasag Heegaard felbontasat adja (4.1. alfejezet). Sokszor hasznos a
sokasagokat kisebb dimenzids épitokovekbol, esetleg alacsonyabb dimenzids sokasa-
gok (csavart) szorzataként elballitani. Persze nem minden sokasag all igy eld, de
bizonyos szingularitasok megengedésével mar igen, 4-dimenziés esetben a Lefshetz
fibralasokat, 3-dimenziés esetben pedig a nyilt konyv felbontasokat adva. Sot mivel
minden 3-sokasag egy 4-sokasdgnak a peremeként is elodll, ezért igy is leirhatdak,
mely segitségével a 3-sokasagokat mitétekkel is eloallithatjuk S3-bol (7.4. alfejezet).
Donaldson differencidloperatorok megoldasaiként definialt egy 4-sokasag invaridnst,
mely segitségével sikeriilt olyan 4-sokasdgokat talalni, melyeken nincs sima struk-
tara. A fizikdbol eredo, szintén differencisloperatorok megoldasait szdmlalo invar-
idns a Seiberg-Witten invarians. Ennek létezik egy 3-dimenziés valtozata, amely
ennek az altalanositasa a 3-sokasag egy elég hosszi intervallummal valé szorzatara.
Ozsvath és Szabd a 3-sokasdgok Heegaard felbontasaihoz rendelt terek vizsgalata-
val definiélt sok esetben egyszeribben szamithat6 invaridnsokat, a Heegaard Floer
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homoldégidkat. A Heegaard Floer homologianak 4-sokasag invaridnst adé valtozata
(7.3. alfejezet), és 3-sokasagokban 1évo csomoinvarians véltozata is van (7.1. alfe-
jezet).

Ez a jegyzet ismeretterjeszto jellegii, a Heegaard Floer homologia legegyszertibb
valtozataiba ad egy rovid bevezetést, koncentrdlva az invaridnsok alkalmazasaira.

2. CsoMOK

A topologikus invariansok lényegét egy egyszeriibb példan, az Euklideszi térbeli
csomokon érzékeltetjiik.

definicié 2.1. Egy (sima) csomd az S* kérvonal bedgyazott képe R> (vagy S )-ba.

Mint az alabbi példakon (5. abra) is egy csomot altalaban az R? sikra valé gener-
ikus (haromszoros pontot és Onmagat nem érintd) vetiiletével, és minden kétszeres
pontban az alul-feliil informaciét elkddoldé megszakitdssal adunk meg. Az ilyen,
alul-feliil informéaciot megszakitassal jelzo, vetiilet a csomé diagramja.

példa 2.2. trividlis csomd, jobbkezes hdromleveli csomd, nyolcascsomo

(O

trividlis csomé haromleveld csomé nyolcascsoméd

ABRA 2. Iranyithato feliiletek.

A csomoelmélet a csomdkat probalja klassszifikilni izotopia erejéig. Azonos dia-
grammu csomok izotoépok, ugyhogy ezzel az abrézolassal nem vesztiink informéciot.
A csomo térbeli izotopidja soran valtozhat a diagramm, a 3 Abra a csomdédiagramm
ilyen lokalis valtozasait szemlélteti.

\ $ A N4
=P 9 X=X

R1 R2

ABRA 3. Reidemeister lépések (az abrak lokalisak, a csomoddia-
gramm t6bbi része valtozatlan)

Ezek a lépések elégségesek is, azaz:

tétel 2.3. [?, ?] Két diagramm pontosan akkor tartozik izotdp csomdkhoz, ha véges
sok Reidemester lépéssel és izotopidval egymdsba deformdlhatd. O

Ennek a tételnek a segitségével, konnyt megmutatni két diagrammrol, hogy
izotép; egyszerien megmutatjuk a két csomoédiagrammot egymaéasba vivo Reide-
meister lépések sorozatat. Azonban, ha a csomok nem izot6pak sokkal nehezebb
dolgunk van; meg kéne tudni mutatni, hogy nincs ilyen sorozat. Ezért van sziikség
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invariansok bevezetésére. Egy csoméinvaridns a csomok izotépiaosztalyaihoz hoz-
zarendelt mennyiség/struktura, amely tehat ha két csomora kiszamolva kiilonbozo,
akkor a két csomo6 nem izotop.

Egy konnyen definidlhatd csoméinvaridns a csomé génusza, melynek definicidja
azon mulik, hogy S3-ban minden csomé hatarol iranyithato feliiletet, melyet a
csomd Seifert feliiletének neveziink.

definicio 2.4. Egy K csomd génusza, g(K) a csomé Seifert felileteinek génuszainak
minimuma. FEgy csomd fibrdlt, ha a komplementuma a csomd Seifert felileteinek
egy S'-csalddja.

Definici6 szerint csak a trividlis csoménak 0 a génusza. Egy tetszoleges Seifert
feliilet génusza felsobecslést ad g(K)-ra, azonban altalaban nehéz eldonteni, hogy
a talalt feliilet minimélis genuszi-e. A csomé génuszara az elsd alsdbecslést az
Alexander polinom szolgaltatta, mely polinom segitségével a fibréltsagra is adhato
sziikséges feltétel.

A 2.3 tétel invaridnsok definidlasara is alkalmas: ha minden csomédiagrammhoz
definidlunk egy strukttrat, amely nem véltozik a Reidemeister lépések soran, akkor
egy csomo-invaridnst kapunk. Az Alexander polinom egy szimmetrikus Z[t%,t_%]—
beli polinom, melyet a Kauffman allapotok segitségével lehet kiszamitani [?]. Egy K
iranyitott csomé V vetiilete egy immertalt gérbe R2-ben, mely tartomanyokra osztja
a sikot. Jelolje cr(V) a vetiilet metszéspontjait, D(V') a vetiilet tartomanyainak
halmazat. Az Euler-féle poliéder tétel szerint: |D(V)| = |er(V)] + 2. Rogzitsiink
egy e élet a vetiileten, és jeldlje D(V,e) az e-t0l diszjunk tartomanyok halmazat,
ezekre mar |D(V,e)| = |cx(V)].

M A

ABRA 4. Az csucsokban a Kauffman allapotokhoz rendelt értékek.

definicio 2.5. Egy (V,e)-pir Kauffman dllapota eqy o: c¢r(V) — D(V,e) bijek-
cid, mely minden metszésponthoz vele szomszédos tartomdnyt rendel. A | dbra
szerint egy Kaufmann dllapot minden ¢ € cr(V) csicsdhoz két értéket, M(o(c))
és A(o(c)) rendel, magdhoz a Kauffmann dllapothoz pedig ezek dsszegét: A(o) =
Dceer(V)A(o(e) € M(9) = Xccenvimore)): A (Vie) parhoz pedig a

A, (t) =D (~1)AM @)

g

polinomot rendeljik.

megjegyzés 2.6. Kicsit mds szemszogbol nézve, az Alexander polinom eqy metszéspont—
tartomdny mdtriz determindnsaként is szamithatd, melynek elemei a megfelelé metszéspont—
tartomdny helyen: tM .

példa 2.7. A nyolcas csomd eqy vetiletéhez tartozé Kauffman dllapotokat és az
egyes dllapotokhoz tartozo polinomokat a 4 dbra szemléltets.
Igy ehhez a vetillethez (és élhez tartozs) Alexzander polinom:

—t 43¢

Az Alexander polinom fiiggetlen a vetiilet és a rajta 1évo €l valasztasatol, igy:
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ABRA 5. A nyolcascsom6 Kauffmann dllapotai. A kijelolt él vila-
gossziirkével, a metszéspontokhoz tartozo tartomanyok pedig a tar-
tomany sarkaba helyezett pontokkal vannak jel6lve.

tétel/definicié 2.8. Ha (V,e) és (V',¢e') parok izotép csomdkhoz tartoznak, akkor
Aw,ey(t) = Ayren(t). Egy K csomd szimmetrializdlt Alezander polinomja Ag (t) =
Aw,e)(t), ahol V a csomd tetszoleges vetiilete, e pedig a vetiilet tetszoleges éle.

Bizonyitds Eloszor azt latjuk be, hogy rogzitett V esetén a polinom fiiggetlen az e
él valasztésatol. Ehhez elég azt belatni, hogy ha e és ¢’ élek ugyanabban a cstucsban
kezdodnek illetve végzodnek, akkor Ay ¢y (t) = A(y,er)(t). Ez pedig igaz, hiszen a 6
4bra baloldala szerint a két polinomot definialé Kaufmann allapotok 1-1 értelmien
megfeleltethetoek egymasnak. Az elsd Reidemeister 1épés soran a polinom nem
valtozik, hiszen az Gjonnan kialakult tartoményt csak az 0j csicshoz tartozhat, és
igy megint kapunk egy 1-1 értelmt megfeleltetést a régi és 1j Kaufmann allapotok
kozott. A masodik Reidemeister 1épésnél a megfeleltetést a 6 abra jobboldala adja.
Es ugyanigy, bar kicsit hosszabban jon ki a harmadik Reidemeister lépéstél valo
fliggetlenség is, amit most nem részleteziink.

A X
K vy

él athelyezése R2 lépés

/
N\

/

ABRA 6. Megfeleltetés a Kauffman allapotok kézott. (a t6bbi cstc-
snal a Kauffman allapotok megegyeznek)

O

Ha egy vetiiletet a sik masik oldalarél néziink, akkor 13 és 2 szerepe felc-
serélodik, azaz Ak (t) szimmetrikus (A (t) = Ax(t71)), azaz az Alexander poli-
nom felirhato:

n
Ag(t)=ao+ Y ai(t? +172)
i=1
Az Alexander polinom segitségével tudunk alsé becslést adni a csomd génuszéra:
tétel 2.9. g(K) >n O
A fibraltsaghoz egy sziikséges feltétel:
tétel 2.10. Egy K fibrdlt csomd Alexander polinomjdran = g(K), ésa, =1. O

A 2.9 tétel segitségével tobb csomd, mint példaul a nyolcascsomé génusza is
kiszamithaté (=1). Azonban ez a becslés sokszor nem egyenloséggel teljesiil. Sok
csomoénak példaul 1 az Alexander polinomja.
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3. ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Mint azt megjegyeztiik, az Alexander polinomot egy métrix determinansaként
is lehet definidlni. Annak ellenére, hogy a matrix nem marad valtozatlan a Reide-
meister 1épések soran, a determindnsa mégis invarians lesz. Hasonl6 &tlet rejlik a
lanckomplexusok homolégidi mogdtt is. Sok topoldgiai invarianst definidlnak ho-
mologidkkal. Ugyan maguk a lanckomplexusok altalaban nem, de a homoldgidjuk
invarians marad az ekvivalencia-lépések soran.

definicié 3.1. Legyen C = ®C; egy graddlt modulus. Es legyen 8 = ®0; : C — C
egy homomorfizmus, amely eggyel csokkenti a graddldst, azaz melyre im 0; C C;_1.
Egy ldnckomplexus egy olyan (C,0) pdr, melyre 8% = 0.

A C modulust a fokszamok szerint kiilon szedve egy lanckomplexus tehdt mod-
ulusok és koztiik mend homomorfizmusok egy sorozata:

Oit2 Oit1 04 Oi—1
o ——=Cip1 C; Ci1

melyre 0;11 00; = 0. Ez a feltétel ekvivalens az im 0;41 C ker 9; C C; feltétellel, és
igy definialhat6 egy lanckomplexus homologiaja:

definicié 3.2. A (C,9) lanckomplexus homoldgidja a H.(C,0) = ker 8/im 0 graddlt
modulus, melynek i-edik tagja: H;(= H;(C,0)) = ker 8;/im 0;41.

definicio 3.3. Legyen k az R (nullésztémentes) gyard hdnyadosteste. Egy M R-
modulus rangja tk(M) az Mk vektortér dimenzidja. (Ez a fogalom, vektorterckre a
dimenzid, és Z-modulusokra, azaz Abel csoportokra pedig a szabadrész dimenzidja.)
Egy C = ©C; graddlt modulus Euler karakterisztikdja x(C) = >S_(=1)'rk(C;).

AO—kerd; - C; »>im0; — 0és a0 — im0d;11 — kerd; — H; — 0 rovid
egzakt sorok szerint a rangokra fennall:
rk(C;) = rk(kerd;) 4 rk(im 9;)
rk(ker9;) = rk(im 9;41) + rk(H;)
Ebbal x(C) = Y2 (—1)k(C;) = Y- (—1)(rk(ker 9;)+rk(im 8;)) = >_(—1)% (rk(ker 9;)—

nak az Euler karakterisztikaja megegyezik.

definicié 3.4. Az f : (C,0°) — (D,0P) linckomplezusok kizotti graddldst tarto
leképezés lancleképezés, ha f o P = 0% o f. Azaz, ha a

6&2 3&1 ac a7,
—Ci Ci Ci1
i fit1 \L fi \L fit1
81']12 8iD+1 37:D 031
—>= D1 D; D; 4

diagramm kommutativ. Egy lincleképezés természetesen indukdl egy f. : H.(C,0) —
H.(D,0P) leképezést a homoldgidkon.

Lancleképezés pl. az identitas: ide : (C,0%) — (C,0%). Ahhoz, hogy két
lancleképezés ugyanazt a leképezést indukalja a homologidkon elégséges:

definicié 3.5. Az f,g : (C,0°) — (D,0P) ldncleképezések linchomotdpok, ha
létzik egy h : (C,0°) — (D,0P) leképezést, mely 1-gyel csokkenti a graddldst, és
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melyre: (f —g) =hod“ +0P oh. Azaz a

0 0 ac o7,
- —>Ci C; Ci1 e
hit1 hi hi—2
07 07 op 07,
o ——= Dy D; D e

diagrammera f; — g; = h;j—1 0 81»0 + 0; o h;.

Egy ¢ € ker ¢, elemre f—g(c) = hod® (¢)£0Poh(c) = 0+ oh(c) € im OP, azaz
lanchomoto6p leképezések tényleg ugyanazt a leképezést indukaljak a homolégiakon.
definicié 3.6. A (C,0%) és a (D,0P) linckomplexusok ldnchomotipekvivalensek,
ha léteznek f : (C,0°) — (D,0P) és g : (D,0P) — (C,0%) ldncleképezések,
melyekre f o g lanchomotdp idp-vel és g o f lanchomotdp idc-vel.

A természetesség miatt (idp)x = f« 0 g« és (Ido)s = g« © fs, azaz az fi :
H.(C,0%) — H.(D,0") és a g, : H,(D,0P) — H,(C,0%) leképezések egymas
inverzei, igy H.(C,0%) = H,(D,dP"):

tétel 3.7. Ldnchomotdpekvivalens ldnckomplexusok homoldgidja izomorf. O

4. 3-SOKASAGOK MEGADASA

A csomoinvariansokndl bevéallt stratégiat kovetve egy olyan leirasat keressiik a
3-sokasagoknak, melyeknél értjiik, hogy két megadéas mikor adja ugyanazt a 3-
sokasagot. Ilyen megadéds a 3-sokasag Heegaard felbontésa, illetve Heegaard dia-
gramja.

4.1. Heegaard felbontasok. A 3—sokasigok épitokovei a tomor g-fogantyuk:

definicio 4.1. Egy U témér g-fogantyi g kor csokrdnak (ldsd a 7 dbrdt) a kornyeyete
R3-ban. Egy tomor g-fogantyi eqy peremes 3-sokasdg, melynek pereme eqy ¥ g-
génuszi felilet.

g kor csokra t6mor g-fogantyu
ABRA 7

Tetszoleges Gsszetiiggd G(V, E) graf kornyezete tomor g(= |E|—|V |+1)-foganty.

definicié 4.2. Két témor g-fogantyu, Uy és Us, peremének dsszeragasztdisdval egy
zdrt, Y, 8—sokasdgot kapunk. AzY = Uy Ux U felbontds azY Heegaard felbontdsa,
g a Heegaard felbontds génusza, ¥ a Heegaard felbontashoz tartozo Heegaard feliilet,
a hatdrokat azonosité ¢: OUy = X — X = 0U, leképezés pedig a Heegaard felbontds
ragasztoleképezése.

példa 4.3. A legegyszerabb Heegaard felbontdsa S>-nak van:
5% = D?Ujq D*
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S6t, mivel D? = S? minden iranyitastarté diffeomorfizmusa izot6p az identités-
sal, ezért minden 0-génuszi Heegaard felbontas S3-at adja. S3-nak van 1 génuszi
Heegaard felbontasa is:

példa 4.4. A 3-gémb C? egy részhalmaza: S = {|(z0,21)| = 1} C C2. Igy két
részre bonthaté: S° = Uy U Us, ahol

Uy = {(z0,21) € S : 20| < |21l}
Uy = {(z0,21) € S%:]z1] < 20|}

Up és Uy témar toruszok, metszetik, a Heegaard felilet egy torusz:

T? =U, NUz = {(20,21) € C%: |2] = |21] = %}
A ragasztileképezés megaddsdhoz Uy-at és Uy-et is azonositanunk kell eqy standard
tomor 1-fogantyival, pl.:
U=8"xD*={(z,w) € C?: 1,|w| <1=|z[}.}
Az azonositoleképezések:
pr: U — Uo w2 U
(z,w) +— (%w, %z) (z,w)

A ragasztis ekkor:

—
—

90:<P2_1\8U0s01|auz ou — oU
(z,w) +— (w,2)

Legyen K a trividlis csomd S3R3 U {oo}-ban, ekkor az Uy = N(K) és Uy = S —
N(K) szintén ezt a Heegaard felbontdst adja.

Azonban nem csak S3-nak létezik 1 génuszi Heegaard felbontésa.

definicié 4.5. Az L(p,q) lencsetér az S® = {|(z0,21)| = 1} € C? gémb

27 27

(20,21) = (€77 zp,€" @ 21)
ZLq-hatds szerinti faktora, azaz:
SB
L(p,q) = e prrad

20,21) ~ (€9 zp, e a 2
( )~ (

Ugyanez a hatés leirhaté S® 1-génusza Heegaard felbontasanak segitségével is:
a hatas %Zﬂ—vel forgatja az Uy = N(K) részt, és E2m-vel részt (8)

L
q

<>
_/

ABRA 8. A Z, hatas S? = R? U {co}-on.

o=

példa 4.6. A fenti Z,-hatdsra nézve az 4.3 példabeli Uy és Uy fogantyik invaridn-
sak, a faktorok tomor toruszok, jelolje oket Vi és Vo Ezek a lencsetér eqgy Heegaard
felbontasat adjdk:

L(p,q) = V1 U V.
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Annak ellenére, hogy a fenti példik specidlisnak ttinnek, minden 3-sokasignak
van Heegaard felbontésa:

allitas 4.7. Minden Y zdrt irdnyitott 5-sokasdg elodll Y = Uy U, Uy alakban.

egy kornyezete, a komplementer Us = Y —U; a duélis felbontés 1-vazaval diffeomorf,
igy mindketto tomor fogantyn. Mivel OU; = OUs, igy a génuszuk megegyezik, azaz
U, és Uy g—fogantyuk azonos g-re. O

Ha egy sokasagnak van Y = Uy U Us g génuszi Heegaard felbontasa, akkor van
g + 1 génusza is. Legyen ugyanis (¢, dc) — (U, 0Uy) egy iv Ui-ban, jeldlje N(c) ¢
egy kis nyilt kornyezetét U;-ban, ekkor az

Ul = U —N(c)
U, = UsUN(c)

(g + 1)—fogantyik az Y egy 4j Y = U; UUJ Heegaard felbontasat adjak, melyet az
Y = U; UU; Heegaard felbontas stabilizaltjanak neveziink.

Egy Heegaard felbontis megadéasahoz le kéne tudnunk irni a t6mor fogantyik
hatara kozott mend ragasztoleképezéseket. Ennek megkSnnyitésére a Heegaard
felbontasokat Heegaard diagrammokkal adjuk meg.

4.2. Heegaard diagrammok. A ragasztoleképezés megadasa helyett egy g génusza
feliiletbol kiindulva gorbék segitségével adjuk meg, hogy hogyan ragasszuk a feliile-
tre a két tomor g-fogantyut. Az U tomor g-fogantytut tgy is konstrudlhatunk, hogy
egy tomor (D?) golydhoz g darab t6mér csévet (I x D?) ragasztunk a I x D? kor-
lapok mentén (lasd a 7 dbrat). A csdvek feliiletén 1évo {0} D? gorbe a cs6 dvkire.
A fogantyu feliiletén az 6vkorokre igaz:

1. Minden 6vkor korlapot hatérol U-ban;
Forditva a 34 g génuszi feliileten adott barmely homolégikusan fiiggetlen gérbe g-es
leir egy tomér g-fogantyut a kovetkezoképpen. Ragasszunk vastagitott D? x I kor-
lapokat a X4 x {1} C ¥, x I feliilethez a megadott gorbék mentén. Mint a 9. abran
lathato, a ragasztast agy kell végrehajtani, hogy a gorbe egy csdszert kornyezetét
¥g4-n azonositjuk 0D x I-vel. A kOrlapok ragasztasa utan egy 3-sokasagot kapunk

- Xl

ABRA 9. Korlap ragasztésa.

3, U S? peremmel. Az S? komponenst egy D? goly6val beragasztva egy tomor
g-fogantyit kapunk. A fenti receptet kovetve tehit két homologikusan fiiggetlen
gbrbe g-esbol egy teljes 3-sokasag felépitheto.

definici6 4.8. A (X, ={a1,...,a4},8={b1,...,By}) hdrmas Heegaard diagramm,
ha
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1. aq,...,0y C Xy diszjunkt, bedgyazott, H1(X,)-ben linedrisan figgetlen gorbék;

2. Bi,..., By C Xy diszjunkt, bedgyazott, Hi(X,)-ben linedrisan figgetlen girbék.
A (¥y, o, 8) Heegaard diagramm Y -t irja le, ha az Y = U Us, Uy o Heegaard
felbontdsra az a-gorbék kiorlapokat hatdrolnak Uy-ben, a (B-gorbék pedig kirlapokat
hatdrolnak Us-ben.

A Hy(X,)-ben valo linearis fiiggetlenség konnyen ellendrizheto:

megjegyzés 4.9. Az o diszjunkt bedgyazott gorbe g-es linedrisan fiiggetlen Hq(X,)-
ben, pontosan akkor, ha X, — Uax dsszefiiggo.

A Mayer-Vietoris sor szerint egy 3-sokasag homologidja kiszamithaté a hozzé
tartoz6 Heegaard diagramm segitsegevel:

allitas 4.10. Ha (X, 0, B) az Y sokasdg Heegaard diagrammga, akkor:
Hy (%)

H(Y) = ——~
() & (B)

O
A tovabbiakban egy-két példat adunk Heegaard diagrammokra:

példa 4.11. Az S® = D3Ug2 D3 Heegaard felbontdshoz tartoz Heegaard diagramm
nem tartalmaz girbéket: (S2,0,0).

példa 4.12. S3 1 génuszi Heegaard felbontdsdhoz tartozd Heegaard diagramm az
12. dbrdn ldthato (T2, ag, Bo).

>

ABRA 10. S® Heegaard diagramja. (a meridionalis gérbe ag, a
longitudiélis ﬂ())

példa 4.13. A (T?,a, ) pirhuzamos girbéket tartalmazo Heegaard diagramm S x
S2-t adja meg. Az a-gorbére transzverzdlis longitudindlis gorbe mentén a ragasztott
kérlapok egqy S? gombbé dlinak dssze, igy adva S*-k eqy S* csalddjdt.

példa 4.14. A /.6. példabeli L(p,q) = V1 U Vy felbontdshoz tartozé Heegaard dia-
gram megaddsihoz eldoszor régziteniink kell a %j faktortérusz eqy azonositdsdt a T?

torusszal. Ehhez meg kell taldlnunk a hatds egy elemi tartomdnydt (azaz egy olyan
tartomdnyt, mely a hatds minden q-as ekvivalenciaosztalydbol pontosan egy elemet
tartalmaz). A 4.12. példabeli o, Bo koordindtdkkal a T? térusz gérbéi a meredek-
ségiikkel irhatdak le, ag meredeksége pl. 0, Bo-é pedig co. Egy, [, p meredekségi
gorbét (lisd o 11. Gbra bal oldali dbrdjit a ¢ = 5, p = 3 estre.) a Z, hatds fizen
hagy. Az ag, ep%ao és | gorbék dltal hatdrolt tartomdny elemi. A %2 faktortorusz
az elemi tartomdnybdl a vizszintes hatdrok egymdssal és a p-meredekségt hatdrok
egymdassal azonositdsdval kaphato. A 4.12. példa oo és Py gorbéinek, és az dltaluk
hatdrolt diszkeknek képei q-q darabd diszjunk gorbét és diszket ad, igy o faktorizdlds
utdna az (o], [Bo] ekvivalenciaosztdlyok az L(p,q) = V1 U Vo Heegaard felbontdst
leiré gorbéket adjdk az %q Heegaard felileten. Az ij koordindtdkban felirva [ag] O

meredekségi, [Bo] pedig l-et p-szer, ao-t pedig q-szor metszi, azaz % meredekségi.
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A hatas elemi tartoméanya. Az L(5,2) lencsetér Heegaard diagramja.

ABRA 11. Az L(5,2) lencsetér Heegaard diagramja (a négyzetek
alja-teteje, és jobb-baloldal mindkét abran azonositva van).

A 11. abra jobboldali dbrdja az L(p,q) lencsetér Heegaard diagramjdt dbrizolja a
q=>5, p=2 esethen.

példa 4.15. A kévetkezo Heegaard diagramm leirdsdhoz képzeljik S*-t mint R? U
{0}, és azonositsuk az dbrdn lévo baloldali két kérvonalat tikrézéssel, és hasonldan
azonositsuk a jobboldali két korvonalat is eqymdssal. Igy eqy 2-génuszi feliiletet
kapunk, melyen a gorbék eqy Heegaard diagrammot adnak meg. (Vegyik észre, hogy
az azonositds utdn az ai-et, as-t €s Po-t dbrdzold gérbék valéban zdrt gorbékké
ragadnak dssze.)

ABRA 12. Y5 Heegaard diagramja.

definici6é 4.16. Jeldlje Y, a fent Heegaard diagramm dltal leirt 3-sokasdgot, ahol
n azt jelenti, hogy a P2 gérbe hdnyszor megy kiérbe a jobboldali kér koral (n < 0
esetén a mdsik irdnyba megytink kirbe —n-szer).

4.3. Heegaard lépések. A Heegaard diagramm bizonyos valtoztatasai nem val-
toztatjak meg a definialt 3-sokasagot.

definici6 4.17. A Heegaard digramm izotdpidja az o-, és/vagy [B-girbék elmoz-
gatdsa, ugy, hogy az izotdpia sordn végig bedgyazottak és diszjunktak maradnak.

Az izotopia nyilvan nem véltoztatja meg a 3—sokasagot.
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ABRA 13. Fogantytcsusztatas.

definicio 4.18. Az o1 gorbe dicsusztatdsa oo felett egy o gorbét ad, mely az oy
osszefliggo Gsszege o egy tole diszjunk eltoltjdval. Egy (X, o, 3) Heegaard dia-
grammban kicserélhetjik oq-et o -re, ha az dsszefiiggo dsszeget a tobbi a-gorbétol
diszjunktan vettik. Ezt a mavelet fogantyicsiusztatisnak nevezzik.

Az o gorbe a Hy(X) homoloégiaban +ay + as-t reprezentélja, azaz az 4 rendszer
is linedrisan fiiggetlen, azaz a kapott 3-as egy Heegaard diagramm. Es mivel az j
gorbe Aaltal hatarolt korlap a régi korlapok hatarmenti Gsszege, igy ez a Heegaard
diagramm ugyanazt a 3-sokasigot irja le. A fogantyucsasztatas inverze is fogan-
tytcsusztatas: o) egy nadragot hatarol a;-gyel és aq/vel kozdsen. (lasd 13. abra.)
Nem nehéz ellenorizni, hogy a Heegaard diagrammok Gsszefliggd Gsszege a sokasa-
gok sszefiiggd Osszegét adja. Specidlisan egy Heegaard diagrammot S? tetszoleges
Heegaard diagramjaval Osszefiiggd Osszegezve a leirt 3-sokasag nem valtozik.

definicié 4.19. Egy Heegaard diagram ésszefiiggé ésszege S° 4.3 példabeli (T?, a, Bo)
Heegaard diagramjdval a Heegaard diagramm stabilizdicidja. A forditott maveletet
destabilizacionak nevezzik.

A Heegaard felbontédsok szintjén ez a stabilizacio megfelel a 4.1 fejezetben leirt
stabiliziacionak. A fent leirt 1épések Gsszefoglald neve Heegaard l1épések.

tétel 4.20. Haa (3,0, 3,) ésa (X', o', 3') Heegaard diagramjai azY 3-sokasdgnak,
akkor Heegaard lépések véges sorozatdval eqymdsba vihetok. O

5. A SZIMMETRIKUS SZORZAT

Ebben a fejezetben definidljuk egy adott (Z a, 3) Heegaard digrammhoz tar-
toz6 CF &« ,6) lanckomplexust. Maga CF fiigg a Heegaard diagrammtol, de a
homoloégiaja HF mér 3—sokasag invaridns. Az invariancia bizonyitasa bonyolult,
késobb is csak érzékeltetni fogjuk.

definicié 5.1. Egy rendezetlen x = (x1,...,24) pont g-est metszéspontnak vagy
genardtornak neveziink, ha {x1,...,x,} C aNPB, és minden a-, ill. B-gorbén legfel-

jebb eqy x; pont van. A ldnckomplezus CF alaphalmaza az x = (z1,...,24) met-
széspontok dltal generdlt Zo vektortér.

példa 5.2. S3 A /.12. példabeli Heegaard diagramgjin 1 metszéspont van.
L(p,q) 4.14. példabeli Heegaard diagramjdn p darab metszéspont van.
Y, Heegaard diagramja 2-génuszi felileten van, azaz a metszéspontok az

X = ((L’l,xz) € (041 n ﬁl) X (0[2 N 52) U (OZQ ﬂﬂl) X (041 n 52)
pontpdrok. Az |a; N Bj‘?,j:l metszésmatriz:
3 2
3 n+2

Es igy a metszéspontok szima: 3(n +2)+2-3 =3 (n+4)
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Mint példaul a 4.11. és a 4.13. példdban, vannak olyan Heegaard diagrammok,
melyeken egyaltalan nincsen metszéspont, ezekhez lanckomplexust sem szeretnénk
rendelni. Ettol még az ilyen diagrammok altal definialt 3-sokasédgoknak is fogunk
tudni Heegaard homologiat definidlni mas Heegaard diagramokon keresztiil. Al-
taldban le fogjuk szikiteni a vizsgilt Heegaard diagramok halmazat ugynevezett
megengedett Heegaard diagramokra, melyeket majd a 5.1 alfejezetben definialunk.
Amennyiben b1 (Y') = 0, akkor minden Heegaard diagramm automatikusan megengedett.

Mielott definialni tudnank a hatarleképezést, érdemes masképpen is interpretalni
a lanckomplexus generatorait. Egy X feliilet d-edik szimmetrikus szorzata ¥ ren-
dezetlen pont d-eseibol all.

definicié 5.3. A X*¢ térhatvdinyon a koordindtdk cseréje Sq-hatdst definidl (Itt Sq
a d elemen hato szimmetrikus csoport). A X felilet d-edik szimmetrikus szorzata
Symd(X) a XX térhatviny Sy szerinti faktortere.

Ez a konstrukcié persze tetszoleges terekre mukodik. Ami a feliileteket kiilén-
legessé teszi, az az, hogy annak ellenére, hogy az Sg-hatis nem szabad, egy feliilet
szimmetrikus szorzata mégis sokasag lesz.

allitas 5.4. Sym?(X) komplex sokasdg.

Bizonyitds Eldszor a lokalis allitast latjuk be. Egy (rq,...,74) € Sym?(C) ren-
dezetlen pont d-es egyértelmien definial egy 1 fdegyilitthatéju polinomot, melynek
gyokei épp az {ry,...,rq} halmaz:
(z=r)--(z=rn) =2 Fag1 4+ +arz+ag

Es az algebra alaptétele szerint az (r1,...,7q) — (aq_1,...,a0) leképezés bijekcio,
mely rdadasul (a gyokok és egylitthatok kozotti Osszefiiggés szerint) homeomorfiz-
mus is. Igy a C%n adott komplex struktira visszahtzottja indukal egy komplex
strukturat a Sym?(C) szimmetrikus szorzaton. Altalanosabban Sym?(X) is ko-
ordinatazhato. Egy x = (z1,...,24) € Sym?(X) pont d-eshez vegyiink egy kbzds
U elemi kornyezetet, ekkor az elobbiek alapjan Sym?(U) C Sym? (%) konformekvi-
valens egy C%beli nyilt halmazzal. O

tétel 5.5. [1] w1 (Sym? (X)) = H,(Sym? (X)) = H1(X). O

Igy a 4.10 allitas szerint a 3-sokasag elsd homologidjéra:

allitas 5.6.

N Hy (%) o Hi(Sym? (%))
)= (a1, ag) @ (B, By)  Hi(Ta)® Hyi(Tp)
tétel 5.7. |1| Ha g > 2, akkor ma(Sym9 (X)) = Z. O

A 7o (Sym9(X))-t generdlo elem le is irhaté. A hiperelliptikus transzformacio
T egy X feliileten, a feliilet a 14 Abran adott egyenes koriili 180°-0s forgatdsa. A

ABRA 14. A hiperelliptikus transzformacio.
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feliilet T szerinti faktora egy gémb, mely gombé&t definial a szimmetrikus szorzatban
is: rogzitett xop € Y-ra S = {(x,7(x),z0,...,70) : x € X} C Sym4(X). Az S altal
reprezentalt homotdpiaosztaly genaralja mo(Sym9(X))-t.

Egy Heegaard digramhoz tartozo a- és B-gorbék természetesen definidlnak egy-
egy részsokasagot a Sym?(X) szimmetrikus szorzatban. Mivel mind az a-, mind a
B-gorbék diszjunktak, igy az a1 X+ Xy C X¥*9 ésa By X---x By C X9 téruszokon
szabad az Sg-hatés. A megfelel6 faktorok T, C Sym?(X) és Tg C Sym?(X) szintén
téruszok. Amennyiben az a- és S-gorbék transzverzalisan metszik egymaést, akkor
T, és Tp is transzverzélis, komplementer dimenzios részsokasagai Sym? (X)-nak, és
igy véges sok pontban metszik egymast:

definicié 5.8. A (3, «, 3) Heegaard diagrammhoz tartozo linckomplexus alaphal-
maza:

—

CF(E,a,8) =(ToNTs)z,.
Azaz a Ty N Tg metszéspontok dltal generdlt formdlis Zo vektortér.

A hatarleképezést a metszéspontokat 6sszekotd holomorf korlapok segitségével
adhatd meg.

5.1. Korlapok a szimmetrikus szorzatban. Legyen D = {z € C : |z| < 1} zart
korlap. Osszuk a hatarat két részre a kovetkezoképpen: e, = {z € 0D : Rez > 0}
és eg = {z € 0D : Rez < 0}.

definicié 5.9. Az x,y € T, N Tg metszéspontokat Gsszekité Whitney kérlap egy
u: D — Sym?(X,) leképezés, melyre: u(—i) =x, u(i) =y, u(ea) C T és u(eg) C
Ts. Az x-et és y-t dsszekoté Whitney korlapok (Whitney kérlapokon keresztili)
homotopiaosztdlyait jeldlje mo(x,y).

Sym?(X)

Ts

T(l
ABRA 15. Whitney korlap.

A m3(x,y) halmaz nem alkot csoportot, de Whitney korlapok Osszeftizésével
definialhato egy

WZ(Xa Y> X 7T2(y7 V) - 7['2(X, V)
leképezés, vagy egy belsd ponthoz valé gbmb ragasztasaval definidlhato a
T (Sym?(Xg)) /m1(Sym? (Xg)) * m2(x,y) = m2(x,y).

leképezés. A Whitney korlap létezéséhez egy egyszerit obstrukeio adhaté H; (Y)-
ban. Valasszunk egy-egy x-et y-nal Osszekotdo a C T, és y-t x-szel Osszekoto
b C Tg utat, ekkor az a * b hurok megad egy elemet, Hq(Sym?(X))-ban, melyhez
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tartozo osztaly e(x,y) € H1(Y) = %
ut valasztasatol. Ez az obstrukeié magan a feliileten is szdmithato. Ugyanis az x =
(1,...,2¢) €8y = (Y1, -.,Yy) pontokat osszekoto a € T, ttra gondolhatunk gy is,
mint az a1, ..., ay utak rendszerére Ua-ban, mely hatdra x1+---+x4—y1—- - - —y,.
Hasonlbéan b azonosithaté a by,...,b, Gtrendszerrel y1 + -+ +y, — 21 — -+ — T4
hatarral. Ekkor a+b egy 1-ciklus, ¥-n, és igy definial egy elemet H;(X)-ban. Ennek
képe Hy(Y)-ban e(x,y).

A definiciobol 1atszik, hogy ha e(x,y) # 0, akkor 72(x,y) = (). Ez az obstrukcio
additiv:

-ban mar fliggetlen az Osszekotod

e(x,y) +ely,v) =e(x,v).
Igy € megad egy ekvivalenciarelaciét a metszéspontokon:

definicié 5.10. Azt mondjuk, hogy azx €s azy metszéspontok ugyanazt a Spin®-struktirdt
hatdrozzik meg, ha £(x,y) = 0. Igy a Spin°-struktirdk halmaza affinan H,(Y); az
X és 'y pontokhoz tartozdé Spin-struktirdjdk kilonbsége: e(x,y).

A Spin® strukturak altalanosabban tetszoleges valos vektornyaldbra definial-
hatok, mint a struktiracsoport felemelése SL(n) egyetlen nemtrivialis S*-nyalabjara
[ A Heegaard diagrammok metszéspontjainak természetes modon megfelelteth-
etiink Spin®-strukturakat [?].

példa 5.11. A Lencseterek 4.1 példabeli Heegaard diagramjdn lévo metszéspon-
tok kézétt az € obstrukcid nemnulla, igy mind a p metszéspont kiillonbézo Spin°-
struktirdban van.

A 4.15. példdban Y, -en n — 4 kilonbozo Spin®-struktira van.

A Whitney korlapokat legjobban a ¥ feliiletre vald “vetiiletiikdn” keresztiil lehet
megérteni. Egy Heegaard diagrammot megadd a- és S-gérbék a X feliiletet tar-
toményokra osztjak: ¥ —Ua —UB = [[ D;. Valasszunk ki egy-egy z; € D; referen-
ciapontot a tartomanyokbol.

definicié 5.12. A ¢ € ma(x,y) Whitney korlap multiplicitdsa a D; tartomdnyban:
ni(¢) = #{u" (2 x Sym?~1(2))},

ahol [u] = ¢ transzverzdlis z; x Sym9=1(X)-re. A multiplicitds csak a homotopiaosztd-
lytdl fiigg. ¢ € ma(x,y) tartomdnya:

D(¢) =Y _ni(¢)Di.

A D(¢) tartomany egy 2-lanc, melynek hatarara:

allitas 5.13. Rendezzik az x = (1,...,24) ésy = (y1,...,Yq) metszéspontokat
indexeit gy, hogy x; € a; N B; és y; € a; N B-1¢;y (ahol o € S,), ekkor:
1. OD(@)|a; egy x;i-t y;i-vel Gsszekdtd it;

2. 9D(¢)

8 €9Y Yo(i)-t Ti-vel Gsszekdto qit.

O
Forditva:

definici6 5.14. Azt mondjuk, hogy a D = > n;D; formdlis dsszeq dsszekoti x-et
y-nal, ha teljesil rd a dllitas 1 és 2 kovetkezménye.

A 5.14 é&llitas altalaban megfordithato

allitas 5.15. Ha g > 1, akkor minden x-et y-nal dsszekétéo D tartomadny egy ¢ €
ma(X,y) tartomdnya: D = D(p). Sot g > 2 estén ¢ egyértelmiben meghatdrozott. I

Es ebbél:



CSOMOK ES SIMA 3-SOKASAGOK - HEEGAARD FLOER HOMOLOGIAK 15

allitas 5.16. g > 2 esetén a m2(x,y) halmaz vagy ires (ha e(x,y) # 0) vagy
ma(x,y) = Z® Ha(Y).
O

Az elso koordinatat a ¢ — n, (@) leképezés adja egy tetszdleges z € ¥ — a — 3
referenciapontra.

definicié 5.17. A z € X—a—[3 rogzitett pontot bazispontnak nevezzik, a (X, o, 3, 2)
négyes pedig pontozott Heegaard diagramm.

Ugyanazon pontokat 0sszekotd korlapok tartoményainak kiilonbségének pereme
zart 1 dimenzids sokasag.

definici6 5.18. Egy (X, o, 3, 2) pontozott Heegaard diagrammon a P = Y n;D;
tartomdny periodikus tartomdny, han,(P) =0, és P hatdra teljes a-, és B-gorbékbol
all.

A periodikus tartoményok vektortere Ha(Y')-nal azonosithato.

definicié 5.19. Fgy (X, a, 8, z) pontozott Heegaard diagramm megengedheto, ha
minden P = > n;D; nemtrividlis periodikus tartomdnynak van pozitiv és negativ
eqyiitthatdja is.

Ha b1 (Y) = 0, akkor H5(Y) = 0, azaz Y minden Heegaard diagrammja megenged-
hetd. Altalaban pedig:

allitas 5.20. Tetszoleges (X, o, B) Heegaard diagramm izotdpidval megengedhetové
teheto. O

A tovabbiakban pontozott és megengedhetd Heegaard diagrammokkal szeretnénk
foglalkozni, ezért a 4.20 tétel altalanositannk kell ilyen Heegaard diagrammokra.
Pontozott Heegaaard diagrammok izotépidja olyan izotépia, mely végig diszjunk z-
tol. Pontozott foganytucsiusztatés esetén a gdrbék altal hatérolt nadragrol megkoveteljiik,
hogy diszjunk legyen z-t6l. A stabilizaci6 sorén az Gsszefliggd Osszegzést z-to0l dis-
zjunkt helyen hajtjuk végre. Ekkor:

tétel 5.21. ?? Ha a (3,0, 3,2) és a (X', a’, 3") megengedheto Heegaard diagram-
mjat az Y 3-sokasdgnak, akkor pontozott Heegaard miveletekkel megengedheto Hee-
gaard diagrammokon keresztil eqymdsba vihetok. O

5.2. Holomorf korlapok. A Morse elmélet altalanositasaként a holomorf leképezések
sok érdekes toplogiai helyzetben egy jol definialt homologiaelméletet a Floer elméletet
szolgaltatnak. A Heegaard Floer elmélet a Lagrange-Floer homologia mintajara
olyan holomorf korlapokat vizsgal, melyek hatara rogzitett (Lagrange-féle) rész-
sokasagokba megy. Lattuk, hogy a ¥-n adott komplex struktira definial Sym?9(X)-n

is egy komplex struktarat. Elso kozelitésben az erre a struktdrara nézve holomorf
Whitney koérlapokat fogjuk vizsgalni. Ehhez rogzitsiink D-n is egy komplex struk-
tarat. Mostantol egy w : D — Sym9(X) leképezést holomorfnak neveziink, ha
holomorf int D-n, és folytonosan terjed ki OD-re.

definici6 5.22. A ¢ € ma(x,y) homotdpiaosztilyt reprezentdlé holomorf diszkek
tere az M(¢) modulus tér.

A Sym9(X)-beli holomorf kérlapokat ¥-n is latni lehet:

allitas 5.23. Egy u : D — Sym9(X) holomorf leképezéshez létezik D-nek egy g-
szeres eldgazd fedése, p: I — D és u-nak egy u: F — X holomorf felemelése,
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melyre az u(p~1(2)) g-es épp u(z):

F——X

l”

D —% Sym9(X)

Egy u € M(¢) leképezést kompondlva egy D — D konform automorfizmussal,
mely fixen tartja i-t és —i-t megint M(¢)-beli elemet kapunk. A D korlap i-t és
—i-t fixen hagy6 konform automorfizmusok tere R-rel izomorf (hiszen egy ilyet a
hatarkér 3 pontjanak képével egyértelmiien meg lehet adni). Igy M(¢)-n van egy R-

hatés, mely szabad a nemkonstans elemeken, jelolje az e szerinti faktort M(¢). Az
M(¢) tér nem feltétleniil sokasag, de a Sym9(X)-n hasznalt komplex struktira egy
generikus (majdnem) komplex struktirava perturbildsaval mar az lesz. Ebben az
esetben M(¢) dimenzidja u(¢), a Maslov index, egy altalanos elmélet segitségével
kiszamithato. A Maslov index Osszeftizésnél Gsszeadodik, azaz ha ¢1 € ma(x,y) és
¢2 € ma(y,Vv), akkor:

(1 * d2) = p(dr) + p(d2).

gémb raragasztasakor pedig:

allitas 5.24. Az [S] € ma(Sym9 (X)) generdtorra:

(e + k[S]) = u(¢) + 2k.

A komplex részsokasidgok pozitivan metszik egymést, ezért:

allitas 5.25. Ha ¢ € ma(x,y) homotdépiaosztilynak van holomorf reprezentdinsa,
akkor a D(¢) = >_n;D; tartomdny minden egyitthatdja nemnegativ: n; > 0. [0

Modulus terek megértése altalaban Gromov kompaktsigi tételeken mulik 77.
Ebben az esetben generikus komplex struktarara belathato:

allitas 5.26. Amennyiben az M(¢p) modulustér dimenzidja épp 1, akkor az R-
hatdssal faktorizdlt M() tér eqy kompakt O dimenzids sokasdg, azaz véges sok pont.

Ezek szama fogja adni y egylitthatojat x hatardban. A magasabb dimenzids
modulusterek nem kompaktak, de kompakta tehetoek. Az 1 dimenzibs esetben a
kompaktifikdcidhoz bevezetett 01j pontok torott trajektoriakbol allnak:

allitas 5.27. Ha ¢ € ma(x,y)-ra u(p) = 2, akkor generikus komplex struktira
esetén M(p) kompaktd tehetd, és az uj pontok:

OM(p) = H M(p1) x M(2).
Pp=d1%P2
O

A Maslov index additivititasa szerint p(¢) = p(d1) + p(p2). Az R-hatas miatt a
nemkonstans ¢;-re p(¢;) = 0 esetén generikus komplex struktirara ¢;-nek nincsen
holomorf reprezentéasa, azaz a fenti allitasban:

(o) = p(e2) = 1.
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5.3. Index formula. R. Lipshitz adott az M(¢) modulus tér dimenzidjara egy
kombinatorikusan szamithaté formulat. A dimenzié csak a leképezéshez rendelt
D(¢) = > ni(¢)D; tartomanytol fiigg, a formula ehhez a tartoményhoz rendelt
értékekbol az e euler mértékbol, és az ux, ity pont mértékekbol szamithato.

definicié 5.28. Vidlasszunk X-n egy olyan Riemann metrikat, melyre nézve o és 8
gorbék merdlegesen metszik eqgymdst. A D; tartomdny euler mértéke e(D;) legyen
D; e metrika szerint szdmitott mértéke. Ezt a mértéket additivan terjesztjik ki a
tartomdnyokra: D = > n;D; tartomdny euler mértéke legyen e(D) = > n;e(D;).
Egy ¢ € ma(x,y) leképezés euler mértéke:

e(¢) = e(D(¢)) = > _ni(¢)e(Dy).

A Gauss Bonnet tétel segitségével ez a formula még egyszertibb alakra hozhato.
Egy csupa derékszogh sarkot tartalmazo, P, n-szog teriilete e(P) = 1 — 4. Ebbdl
pedig egy tetszoleges tartomany euler mértékét az additivitas felhasznélasaval szdmithatjuk
(16. abra).

) 40

e=1-2=1 e=1-%=—

_ 6 6 _
172 1 e=1l-3+l-3=-1

4

N—=

ABRA 16. Az euler mérték kiszamitasa.

A pontmeérték definicidja még egyszertibb:

definicié 5.29. Fgy © € a N B metszéspontban négy (nem feltétlendl kilonbozo)
tartomdny taldlkozik, jelolje ezek D(d)-beli multiplicitdsdt rendre a, b, c és d. Ekkor
az x pont pontmértéke:

a+b+c+d
o) = “EETEEE
Azx = (z1,...,24) € To NTg metszéspont pontmértéke

fise (@) = iy (@) + -+ A+ iy (0)-

A kombinatorikus formula pedig:

tétel 5.30 (Lipshitz). A ¢ € ma(x,y) homotdpiaosztdlyhoz tartozé modulustér di-
menzidja:
(1(d) = e(d) + px(¢) + py ().
O

Ez a tétel a Heegaard Floer homolégidknak egy teljesen j, kombinatorikus at-
fogalmazasahoz vezetett referenciak.
A formula ellendrzéseképpen vizsgaljuk meg a kovetkezo két példat.

példa 5.31. Mivel a kdrlap holomorf automrfizmusaindl 3 hatdrpont képe meghatdrozza
a leképezést, igy a 16 dbrdn ldthaté D(¢) = D tartomdnyhoz tartozé holomorf
leképezések tere 1 dimenzids. Az indexformula szintén 1-et ad:

11 1

“(¢):§+Z+Z:1
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példa 5.32. A 17 dbrdn ldthaté D(¢) = D1 + Da + D3 tartomdnyi holomorf kér-
lapok M(@) tere 2 dimenzids, az R-rel vett faktorizdcid utdni /\//Y(qﬁ) pedig 1 di-
menzids. Vdgjuk be ugyanis a szivet az 17 dbra szerint az a-gérbe mentén. Ekkor
a Riemann leképezés tétele szerint létezik D-nek olyan holomorf leképezése Dp-be,
mely a hatdron épp a bevdgdsig megy. A bevdgds akdrmilyen hosszu lehet (amig
nem megy ki o hatdrig), és a [(-girbe mentén is vdghatunk, de a hatdrfeltételek

miatt egyszerre mindketton nem. Ezek szerint az M\(qb) modulustér egy nyill (a
bevdgds hosszdval paraméterezett)szakasz, azaz 1 dimenzids. Az indexet a képlet
szerint kiszdmitva:

X

ABRA 17. A ¢ leképezés tartomanya.

6. HEEGAARD FLOER HOMOLOGIAK

Az eddigi fejezetekben mindent felépitettiink ahhoz, hogy konnyen definialhassuk
a Heegaard Floer homoléogidkat. A legegyszeriibb véltozatban a lanckomplexus
alaphalmaza CF (2, a, 3, 2) a T, NTp metszéspontok altal generalt Zg vektortér.
A 4-dimenzids elmélet hianyaban a gradélast csak relativan tudjuk megadni:

definici6 6.1. Azx,y € T, N Ty metszéspontok graddlisink kiulinbsége:

u(x,y) = uw(é) — 2n.(¢)
ahol ¢ € ma(x,y) tetszoleges. u(x,y) az 5.24. dllitds szerint figgetlen ¢ vdlasztdsdtol.
Ez a relativ gradéalds minden Spin®-strukttraban ad egy additiv konstans ere-

jéig jol definialt gradalast, melyet (az additiv konstans rogzitése utédn) Maslov
gradaldsnak hivunk.

definicié 6.2. A hatdrleképezés 0 6’?‘(2, a,3,z) — C/’}\?(E, a,3,2) egyx € T, N

Ts generdtoron:
x= Y3 Moy
YETaNTs dem2(x,y)
n(¢)=1
nz(¢)=0

A hatdarleképezés a teljes lanckomplezusra linedrisan terjed ki.
Egy megengedheto diagrammra a méasodik szumma véges:

allitas 6.3. Egy megengedhetd (X, o, B,2) Heegaard diagrammra az x,y € Ty N
Ts metszéspontokat dsszekoté holomorf reprezentdnssal rendelkezé ¢ € ma(X,y)
Whitney kérlapok szama véges. O
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Tehat O jol definialt. Konnyen lathatd, hogy a gradalast eggyvel csokkenti, és
valoban lanckomplexust definial:

allitas 6.4. 92 =0

Bizonyitds alapdtiete.

R SHED SR B SRR Sl i U1 PHI
y€TaNTg ¢p1€m2(x,y) | VETaNTg ¢p2€m2(y,v)
n(g1)=1 w(gp2)=1
"2(¢1):0 ”2(¢2):O
A fenti képletben a nemnulla egyiitthat6ja v elemek fokszama 2-vel kisebb x fok-
szaménal, azaz egy ¢ € ma(X,Vv)-hez tartozé6 modulustér két dimenzids. Az 5.27
allitas szerint szerint M (¢) kompaktifikalhat6 a

H M(d1) x M(¢2)
P=p1xp2

pontokkal. Es igy M\(¢) 1-dimenzi6s részsokasag, melynek végei a ¢ = ¢y * ¢do
(u(p1) = p(p2) = 1) felbontasokhoz tartoznak. Ezen felbontésok épp v egyiit-
thatoit adjak. A koztiik 1évo utak pedig egy parositast adn/e\Lk az egylitthatok kozott.
Tehat, mivel Zy felett dolgozunk v egyiitthatoja 0, azaz dx = 0. O

A homolégia invariancidjahoz elég belatni, hogy invarans a pontozott Heegaard
dukélja a T, illetve Ty toruszoknak Sym?(X)-ban, és igy a Lagrange-Floer elmélet-
bol kovetkezik, hogy az izotopia homotopikus ekvivalenciat definial a lanckomplexu-
son. T. Perutz eredménye szerint ugyanez az elv alkalmazhat6 a fogantycsusztatasra
is. A csusztatott Heegaard diagrammhoz tartozo térusz Hamilton-izotop az eredeti
térusszal, és igy a lanckomplexusok megint homotépikus ekvivalensek. Stabilizé-
ci6 soran a Heegaard diagramm &sszefiiggd Osszegét képezziik S° 4.12. példabeli
(T?, o, Bo) Heegaard diagrammjaval. Mar tudjuk, hogy a homologia fiiggetlen
az izotopiatol, ezért a bazispontot akarhova helyezhetjiik. Tegyiik fel, hogy az
Osszfiiggo Osszeget a z-t tartalmazoé tartoményban képezziik. Ekkor az T = op N Bo
metszéspont hozzafizése egy egy-egy értelma megfeleltetést létesit a CF(X, o, 3, 2)
ésa ﬁ‘(E#T2, aU{ag}, BU{Bo}, 2) lanckomplexusok elemei kzott, sot a bazispont
lehelyezése miatt a hatarleképezést definialé korlapok is megfeleltethetoek egymas-
nak a két lanckomplexusban. Tehat a két lanckomplexus, és igy a homoloégidjuk is
izomrf. Ezzel belattuk:

tétel 6.5. AzY 3-sokasds Heegaard Floer homoldgidja: ﬁ’(Y) = ﬁ(z,a,ﬂ,g)
fiiggetlen az Y 3-sokasdgot definidld megengedett, pontozott Heegaard diagramm
vdlasztdsdtol, és igy egy 3-sokasdg invaridnst definidl. O

6.1. Tovabbi Heegaard Floer homoléogiak. Az elozo fejezetben a lanckom-
plezus Zs-vektortér volt, megfelelo iranyitas bevezetésével az egész elmélet Z-mosulusokra
is elmondhat6. Csak arra kell vigyazni, hogy a 02 = 0 egyenlség teljesiiljon, az
altaldnositas tobbi része automatikus. Tovibbmenve, a Heegaard Floer homols-

gia definidlhato olyan hatarleképezéssel is, mely metszi a bézisponthoz tartozd

V, = {z} x Sym9~}(¥) divizort. Ekkor valahogy azt is szdmon kell tartanunk

azt, hogy egy korlap hanyszor metszette V-t, erre szolgal az U formalis valtozo.

definici6é 6.6. A CF> (3, a, B) ldnckomplezus alaphalmaza o ToNTg metszéspon-
tok dltal generdlt Zs[U, U~t|-modulus (Z[U, U~ ]-modulus). A hatdrleképezést pedig
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0%°x = Z Z ‘ﬂ(@‘ U= @)y
yET.NTs pET2(x,y)
w(¢)=1
egyenloség definidlja a generdtorokon. A Maslov graddlist M (U°x,x) = —2a-val
kiterjesztve, CF° egy (relativan) graddlt lanckomplezus.

Megfelelo, ugynevezett erdos megeengedett diagrammokra a fenti hatarleképezés
lanckomplexust ad. Azonban a lidnckomplexus homolégidja, H F°°, racionélis ho-
molégia gdmbdkre izomorf Z,[U, U~1] Laurent-polinomgytrtivel, igyhogy nem szol-
géltat érdekes invaridnst. Szerencsére a z bazispont ad egy filtralast a lanckom-
plexuson, és igy tudunk még hasznos invariansokat definialni:

definicio 6.7. Jelolje CF~ (X, a, B) a metszéspontok dltal generdlt Zo|U]-modulust,
ekkor mivel a holomorf reprezentdssal rendelkezo ¢ korlapokra n.(¢) > 0, igy
CF~ (%, a, B) részkomplezusa CF> (%, a, B)-nak. CF* (3, a, B) jeldlje a faktort:

CF> (%, o, 3)
CFT (% =1 7
T
A ldnckomplezusok dltal definidlt homolsgidk HF~ (3, o, 8) és HF T (2, o, 3).
A fenti homolégidk 3-sokasig invaridnsokat definidlnak:

tétel 6.8. AzY 3-sokasds Heegaard Floer homoldgidi: HF—(Y) = CF~ (%, e, 3, 0)
ésHFT(Y)=CF*T (3, a,B,0) figgetlen azY 3-sokasdgot definidld erés megengedett,
pontozott Heegaard diagramm vdlasztdsdtol, és igy eqy 3-sokasdg invaridnst definidl. (1

6.2. A Heegaard Floer homoloégia szamithatosaga. A index formulanak koszon-
hetoen HF (sot ennek altalanositésai is) komnbinatorikusan szémithato. Sarkar
és Wang tétele szerint amennyiben egy Heegaard diagram a z-t tartalmazoé tar-
tomanyon kiviil csak két- ill. négyszoget tartalmaz (az ilyen diagrammokat szépnek
nevezték el), akkor minden d soran figyelembevett holomorf diszk tartomanya két-
sz0g illetve négyszog lesz. A majdnem komplex struktiratol fiiggetleniil mind a
kétszogeknek, és a négyszogeknek (az R-hatéssal vald faktorizalas utan) egyértelma
holomorf reprezentansa van, azaz |/\//\l (¢)| = 1. Tehat a hatarleképezés kiszamitasa
a Heegaard diagramon valé két pontot Osszekoto kétszogek és négyszogek szam-
lalaséra redukalodik. Szintén Sarkar és Wang eredménye, hogy barmily\diagramm
izotépia és foganytucsusztatas segitségével széppé tehetd, és igy HEF K val6ban
szamithaté kombinatorikus eszk6zokkel. Az algoritmus soran kapott szép dia-
grammok azonban &ltaldban egyéltalan nem “szépek™ nagyon sok metszéspontot
tartalmaznak. Erdekes kérdés, hogyha definialhato-e a Heegaard Floer homologia
kombinatorikusan. Ozsla\th, Stipsicz és Szabd belatta, hogy a vizsgalt Heegaard
diagramok szikitéséve HF' esetében ez is lehetséges.

7. ALKALMAZASOK

A Heegaard Floer homologianak szamos alkalmazésa van, pl. kontakt struktirak
invaridnsait is lehet a segitségével definialni. Sot az elméletnek van csoméinvar-
idnst és 4-dimenzids invarianst adé valtozata is. A tovabbiakban az utébbi kettordl
ejtiink néhany szot. Ennek a fejezetnek, foleg a 4-sokasagokrol szolo alfejezetnek a
targyalasa kevésbé bevezetojellegil, és bizonyos -itt nem targyalt- eloismereteket is
feltételez.
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7.1. Csomok. Ha egy Heegaard diagrammon két bazispontot adunk meg, akkor a
(3, o, B, z, w) Heegaard diagrammhoz egy 1j hatarleképezés definidlhatéo CF (X, o, B)-
n az olyan holomorf korlapok segitségével, melyek egyik bazispontton sem mennek
at:

ox= > > M)y
yETaNTp pem2(x,y)
w(g)=1
nz(¢)=nw(¢)=0
A fentiekhez hasonloan (C/‘F(E, a, 3),0) egy lanckomplexust ad, és igy definiél-

hat6 a homolégidja. Azonban az ugyanazt a 3-sokasagot reprezentalé Heegaard dia-
grammokat nem lehet 6sszekotni “kétszer pontozott” Heegaard lépésekkel 6sszekdtni.
Ennek az az oka, hogy a Heegaard diagramm a két bazisponttal mar nem csak a
3-sokasagot, hanem egy benne 1évo csomét is elkédol a kovetkezoképpen. Mivel
¥ — Ua és ¥ — UG korlapok, igy lényegében egyértelmiien létezik egy z-t w-vel
Osszekotd gorbe a C X — Ua-ban, és egy egy w-t z-vel 6sszekdto gérbe b C X — UG-
ban. Az a-gérbéket nem metszo a gorbe belso pontjait egy kicsit Uz-be, és a b gérbe
belsd pontjait egy kicsit Us-be tolva a * b egy K csomo6t definidl, mely épp z-ben
és w-ben metszi a Heegaard feliiletet. Minden 3-sokasdgban barmely csomot lehet
kétszer pontozott Heegaard diagrammal megadni (Tlyet pl. a csomot az 1-vazaban
tartalmazo triangulaciobol képzett Heegaard diagrammal lehet konstruélni), sot:

tétel 7.1. Ha a (3,0, 8,2,w) és a (X', a’, 3,2, w') megengedheté Heegaard dia-
grammjai az (Y, K) 3-sokasdgnak, csomd pdrnak, akkor kétszer pontozott Heegaard
mduveletekkel megengedheto Heegaard diagrammokon keresztil egymdsba vihetok. [

E tétel alapjan, belathato, hogy a kapott homologia fliggetlen a hasznalt két-
szer pontozott Heegaard dia/ggmmtél, ez a homolégia a K csom6 csomé Floer
homologiaja, és jeloljik ezt HFK (Y, K)-nal. Ha a K csomé hatarol egy feliiletet Y-
ban, akkor az M Maslov gradalason kiviil definidlhato egy ujabb (relativ) gradalas,
az Alexander gradalis. Két metszéspont x,y € T, N Tg gradalaskiilénbsége:

A(x) = A(y) = n:(¢) — nuw(9).

A fenti képletben ¢ € ma(x,y) tetszoleges, és persze fel kell tenniink, hogy ma(x,y) #
(), azaz x és y ugyanabban a spin®-struktiradban van. A Seifert-feliilet létezése
a fenti képlet joldefinidltsagahoz sziikséges. A differencial 0 a Maslov gradélast
(M(x) = M(y) = i(¢) — 2n.(¢) = 1 — 2-0)1-gyel, az Alexander gradalast pedig
(A(z) — A(y) = nz(¢p) —nyw(d) = 0—0) nem csdkkenti. Azaz, az (A, M)-koordinaja
sikon O fiiggolegesen 1-et megy lefele (18). Mivel a hatarleképezés az Alexander

.....A

ABRA 18. A hatarleképezés
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gradalast nem véaltoztatja, igy a lanckomplexus felbomlik, és minden Alexander
gradalasra ad egy lanckomplexust. Igy két (relativ) gradalast adva HF K (Y, K)-n:

HFK(Y,K) = ®HFEK (Y, K), A)

Mostant6l csak S3-beli csomékrdl lesz sz6. S3-ban minden csoménak van Seifert
feliilete, azaz minkét gradalads joldefinialt. Mivel minden S3-beli, igy innentdl
a csom6 Floer homologidban nem jeldljiik az alapteret, és HFK(S3, K) helyett

egyszeriien HFK (K)-t irunk. Egy D diagrammhoz természetes modon tudunk
egy Heegaard diagramot rendelni a kovetkezoképpen. A diagramhoz tartozd V
vetiilet (tehat amikor elfelejtjiik az alul-feliil informaciot) kérnyezete S3-ban egy
n+1(= cr(V)+1)-génusza fogantyia: Us. Komplementere pedig szintén egy (n+1)-
génuszu fogantyu: U;. A Heegaard felillet ¥ legyen az (n + 1)-fogantyuk kozos
hatara. Jeloljilkk ki a V' vetiilet egy e élét. Minden metszéspont kdrnyezetében
megadunk egy S-gérbét a 19. abra baloldaldnak megfeleloen. Ez eddig n darab f-

N\ S )
AN

egy metszéspont kozelében a kijelolt élnél

ABRA 19. A [ gorbék a Heegaard diagramon.

gorbe. Legyen (3,11 az e élhez tartoz6 meridian (19. abra baloldala). A megadott
B-gbrbék korlapokat hatarolnak Us-ben. A csomét kovetve pedig latszik, hogy
¥ — 3 Osszefiiggd, azaz a gorbék linearisan fiiggetlenek Hq(X)-ban, és igy a S-gorbék
tényleg az Us tomor fogantyut adjak meg. A 20. abra a [-gorbéket abrazolja a
nyolcascsomohoz:

) a
y V
ab dd

a (-gorbék az a-gorbék

ABRA 20. Heegaard diagram a nyolcascsomohoz.

A vetiilet n + 2 tartoményanak hatarai egy-egy gorbét hatarolnak -n, melyek
persze korlapokat hatérolnak Uj-ben. A kijelolt e éllel hatiros egyik tartomény
hatarat elhagyva n+ 1 Hq(X)-ban linearisan fliggetlen gorbét kapunk, melyek leir-
jak Uj-et. Legyenek ezek az a-gorbék, és ezek kozil legyen au,4+1 az e-val hataros
tartomany hatarat. A nyolcascsomoéhoz tartozd a-grbéket a 20. abra jobboldala
szemlélteti. A két bazispontot pedig rakjuk a (,1-gérbe két oldaldra. FEkkor a
megadott (3, a, 3, z,w) kétszer pontozott Heegaard diagramm valoban a csomot
adja meg: a w-t z-vel Osszekotod szakasz egy rovid fB,41-re transzverzalis szakasz,
a (-gorbék komplementumaban haladé gérbének azonban végig kévetnie kell a
csomot. A nyolcascsoméd esetében a definialt csomdt a 21 abra szemlélteti. A
To N Ty generatorok meghatirozasahoz vegyiik észre, hogy Bn41-et, csak apyg
metszi, igy ezt minden generatornak tartalmaznia kell. A t6bbi S-gorbe, a met-
széspontok kornyezetében megy, és azon a-gorbéket metszi, melyek altal hatarolt
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ABRA 21. A csom6 megtaldlasa a Heegaard digramban.

tartomanynak csicsa a metszéspont (22. dbra). Azaz az egyik metszet kivalasztésa

Q2 )

N\

ABRA 22. A generatorok egy metszéspont kozelében.

megfelel, egy a metszéspont melletti tartomany kivilasztasanak, és igy egy genera-
tor n ilyen valasztasnak, azaz épp egy Kauffmann allapotnak felel meg. S3-ban
mind az Alexander, mind a Maslov gradalds abszolutta teheto:

Ax) = A(zi) és M(x) =3 M(x;)
ahol A(x;) és M(x;) a 4 &bra szerint szerint szamithato. Annak ellenorzése, hogy
a fenti képletek valéban a relativ gradalasok felemeltjei bonyolult, és itt nem is
részletezziik. Szamitsuk ki a csoméd Floer homoloégidkat az Gsszes gradalasban, és
tekintsiik a

D> (=1 rk( (HFK 4(K, M))TM
A M

polinomot. Ez a polinom tehét a rogzitett Alexander-gradélasokhoz tartozd ho-
molégiak Euler karakterisztikdinak T4-szorosanak formalis 6sszge. Mivel egy lanck-
omplexus, és a hozzatartoz6 homolégidk Euler karakterisztikidja megegyezik, igy ez
a polinom:

3D (=1)ek( (CFKA(K, M))TM

A M

amely pedig épp az Alexander polinom:

tétel 7.2. Tetszileges K csomdra:

ZZ A HFE A(K, M))TM = A (T).

A fenti tétel épp azt mondja, ki, hogy a csomé Floer homoldgia az Alexan-
der polinom kategorifikaltja. Azonban a csomé Floer homologia tSbbet érzékel a
csomo6bodl, mint az Alexander polinom. Kiszamithato belole a csom6 génusza:
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tétel 7.3. Tetszoleges K csomdra a csomé génusza:
9(K) = max{A: IM : HFK (K, M) # {0}}.
Sot a csomo fibraltsaga is megéllapithaté a csomé Floer homologia segitségével:
tétel 7.4. Egy K csomd pontosan akkor fibrdlt, ha a Ijﬁ(g(;() = Za.

7.2. A csomd Floer homologia szamithatosaga — Racsdiagramok. A Hee-
gaard Floer homolégia, HF-hez hasonléan, HFK is kombinatoorikusan szamithato,
és ez a szamitas S3-ban a racsdiagrammok segitségével teljesen elemi. Az elmélet
hasznalt Heegaard diagrammok a Heegaard feliilet génuszanél tobb a- és B-gorbét,
és tobb bazispontot tartalmaznak. Pontosabban, legyen X egy g génusza feliilet,
a={o,...,091k-1}, B ={P1,.-., Bg+k—1} gorbék X-n, melyek komplementere
> — a és ¥ — 3 k-k darab korlap. Helyezziink a feliiletre & darab bézispontot,
z = {z1,...,2k}, Ugy, hogy mind a ¥ — o komplementer k korlapjaban, mind a
¥ — B komplementer k korlapjaba épp 1-1 pont keriiljon. Ekkor a (¥, e, 3,2) egy
t6bb bazispontt Heegaard diagram, és az altala meghatéarozott sokasig (amely fo-
gantyuiban tehat az a- ill. S-gérbék korlapokat hatérolnak) egyértelmi. A t6bb
bézisponti Heegaard diagram analég modon definidlhato csomok esetében is. A
diagram ebben az esetben két bazispontkészletet tartalmaz: (X, a,3,w,z), és a
csomoét a z-t, w-vel ¥ — a-beli, és a w-t z-vel ¥ — 3-beli ivek a fogantytukba tolt
Osszeflizésébal all. Az ilyen diagrammokra is definialhat6ak a Heegaard lépések, és
kiilén6sebb nehézsegek nélkiil a Heegaard Floer homolégia is altaldnosithato, sot
lényegében az eredeti Heegaard Floer homologiat adja vissza. A t&bb bazisponttal
rendelkezo Heegaard diagramok jelentosége abban rejlik, hogy bizonyos esetekben,
mint példaul az S3-beli csomdk esetében, ezek egyszeribben kezelhetdek. Most
ideiglenesen attériink a csomodk egy teljesen kombinatorikus targyalésara.

definicié 7.5. Egy n X n-es rdcs négyzeteiben adott n darab X és n darab O egy
récsdiagramot ad meg, ha minden sorban és oszlopban pontosan egy X dll./ O van.

Kossiik 6ssze vizszintes szakaszokkal az X-eket az O-kal, és fliggolegesen az O-kat
az X-ekkel, ugy, hogy mindig a fiiggbleges szakasz van feliil. A kapott a diagramm
(a sarkok simitasa utéan) egy lancdiagramot ad meg. Az egyszertiség kedvéért a
tovabbiakban csak olyan racsdiagramokkal foglalkozunk, melyek egy komponensi
lancot, azaz csomo6t adnak meg. A nyolcascsomot leird racsdiagramot a 77 &bra
szemlélteti. Ha a racsnégyzet also-felso és jobboldali-baloldali éleit azonositjuk egy

Q X O X l
% o) X O )
© X O . X
o X O . X
A X O I X o
‘ c X O
Récsdiagram a nyolcascsomohoz. két generatort 6sszekoto 2db téglalap.

ABRA 23. Racsdiagram a nyolcascsomoéhoz.

toruszt kapunk, és a fliggoleges és vizszintes racsvonalak zart korokké zarulnak
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Ossze. A kapott torusz mint Heegaard feliilet, és a vizszintes korck mint a-, a
fiiggoleges kordk mint B-gorbék S3 egy (T2, a, 3) Heegaard diagramjat adjik. A
Heegaard diagramon, az X-ek jatszak a z-k, az O-k pedig a wy-k szerepét. Igy egy
a racsdiagram &ltal leirt csomoéhoz tartozé Heegaard diagramot kapunk.

A generatorok megfelelnek az olyan racs n-eseknek, melyek pontjai minden vizsz-
intes, illetve fliggoleges racsvonalat elfoglalnak. Mivel a diagram szép, igy az x
generator hatdraban y akkor fordulhat elo, ha x és y pontosan két koordinatdban
kiilonboézik. Ekkor x és y kiilonbdzo koordinatai négy pontot hataroznak meg,
melyek négy racstéglalapot feszitenek ki (23. abra), ezek koziil kettonek van x a
balalsé ill. jobbfelso sarkiban. Azt mondjuk, hogy ez a két téglalap Gsszekdti x-et
y-nal (a masik két téglalap y-t koti Gssze x-szel). Egy téglalap tires, ha a belsejében
nem tartalmaz sem X-et, sem O-t, s0t x (vagy y) egyetlen pontjat sem. Az index
formula szerint épp az iires téglalapok azok, amelyek a hatéarleképezésbe beleszami-
tanak. Jelolje az x-et y-nal Gsszekoto lres téglalapok halmazat Ro(x,y). Ez a
halmaz egy, vagy nulla elemt. Az eddigiek alapjin tehat:

ox= 3 [Rex¥)ly.

y€ET.NTg

A holomorf elméletbol mar tudjuk, hogy ezzel a hatarleképezéssel (61\7, 0) lanck-
omplexust ad, ebben az esetben azonban ennek bizonyitasa lényegesen egyszeriibb,
kombinatorikus. Sot a Reidemeister l1épések altalanositdsaként megadhatéd a racs-
diagramoknak olyan valtoztatasai, melyek barmely két, ugyanazt a csomoét definidlod
racsdiagramot egymasba visznek. Ezen lépések halmaza, ebben az esetben is hasznos,
és segitségiikkel kombinatorikusan be lehet 1atni, hogy egy csomoéinvarianst kapunk,
mely a racsdiagram méretére is emlékszik (az invarians tenzorszorzodik Z?Z—vel ha
eggyel noveljik a racs méretét). A holomorf elméletbdl ekkor pedig kovetkezik,
hogy az invaridns a csomo6 Floer homolégia stabilizaltja:

tétel 7.6. Ha egy n X n-es ricsdiagram a K csomdt irja le, akkor a fent definidlt
lanckomplexus homoldgidja:

H,(CF,0) = HFK (K) ® 3%V,

7.3. 4—sokasdgok. A Heegaard Floer homologidknak van egy 4-dimenzids val-
tozata is, elso kozelitésben kobordans sokasagok Heegaard Floer homolégiai kézott
lehet egy leképezést definialni:

definicidé 7.7. Legyen Y, és Yy két 3-sokasdg, a W J-sokasdg egy Y1-et Yo-vel
0sszekdto kobordizmus, ha OW = Yo U —Y;. A kobordizmust Y l>Y2 -vel
jeloljiik.

tétel 7.8. Legyen W az Yi-et, Yo-vel dsszekito kobordizmus, ekkor a Heegaard
Floer homoldgidk barmely vdltozatdra definidlhato egy:

Fy : HF* (Y1) — HF*(Y2)
leképezés. O

A leképezés konstrukcioja azon milik, hogy minden kobordizmus fogantytukra
bonthato fel (ezek a fogantytk nem egyeznek meg az eddig targyalt t6mor g-
fogantyukkal, és most el is tekintiink a pontos definici6tol). Az egyes fogantyura-
gasztashoz tartozé leképezéseket, kdonnyt definidlni, az egész kobordizmushoz tar-
t0z0 leképezés ezek utén az ilyenek kompzicidjaként all elo. Az hogy az igy definialt
leképezés fiiggetlen a valasztott fogantytfelbontastol megint a szokésos triikkkén mi-
lik: megadhatéak az ugyanazt a kobordizmust leir6 fogantyufelbontasok kozotti
lépések, amelyre belathato az invariancia. Ezek utan a naiv definici6 egy zart X



26 VERTESI VERA
és tekintjiik az igy definiélt:
Fx_pa_ps: HF*(S3) — HF*(S?)

leképezést, mely ha Z egylitthatokkal dolgozunk, akkor pl. ﬁ'(53) = Z miatt, egy
n — a-n leképezés, és igy a a 4-sokasag egy invariansa. Ez az invarians azonban,
ha b3 (X) = 0, akkor még HF> esetében (amikor tehat HF>(S%) = Z[U, U1, és
a homomorfizmust egy Laurent polinom ad meg) is 0. Igy az invarians definiciéja,
épp ennek felhasznaldsaval torténik, de bonyolultabb, és csak olyan 4-sokasagokra
definialt, amelyekre b3 (X) > 1 (ez a feltétel a Seiberg-Witten invariansok defini-
ciojahorz is sziikséges). A konstrukci6 a sokasag két részre vagasan mulik, és végiilis
egy HF~ — HF™ leképezést ad. A Spin® struktarak 4-sokasagokra is definial-
hatoak, és a 4-sokasigokon adott Spin® struktardk Spin® strukturaként szorulnak
meg a peremekre. A fenti leképezések mind felbomlanak Spin®-struktak szerint. Igy
a Seiberg-Witten invaridnsokhoz hasonléan X minden Spin®-struktajara ad egy-egy
invarianst.

7.4. Mutéti egzakt haromszég. Annak ellenére, hogy a Heegaard Floer homolé-
gia kombinatorikusan szamithaté, bonyolultabb 3-sokasagokra maguk a szamitésok
még toviabbra sem kivitelezhetdek, még szamitogép segitségével sem. A mutéti
egzakt haromszog segitségével, a szamitésokat néha indukci6-szera eljarassal lehet
helyettesiteni. A konstrukcié azon milik, hogy minden 3-sokasag S3-beli lancok
menti mutétekkel kaphatd. Legyen K egy csomo és N(K) egy csoszera kornyezete
egy Y 3-sokasdghban. A ON(K) toruszon a meridian az a p gorbe, mely korlapot
hatarol N(K)-ban, ez izotopia erejéig joldefinialt. A csomo, A, tiiskézése egy a
meridiant egy pontban metszo gorbe a toérusz feliiletén. Ez nem egyértelmi, de ha
a csomd6 nullhomolog, azaz hatérol feliiletet, akkor &ltaldban azt a gorbét szokis

o

valasztani, amely Y — N (K )-ban hatérol kérlapot. Ez a csom6 Seifert-tiiskézése. A

csomé iranyitasa iranyitja a tliskézést, és a meridiant is. Az Y — N (OK ) 3-sokasag
peremes hatara egy térusz, igy egy tdmor térusz beragasztasival a sokasag is-
mét zartta teheto. Mint azt a tomor fogantyik leirdsanal lattuk a ragasztéshoz
megadasahoz elegendd fixalni a merididn (a témor toéruszban korlapot hatarold
gorbe) képét. Ez pedig egy gorbe 0Y-on, melyet a tiiskézés fog megadni.

definicié 7.9. Az Y 3-sokasdgbol a (K, \) tiskézett csomd menti mitét az
YA(K) =Y — N(K) Upe D* x S2

3-sokasdgot képzi, ahol a peremek azonositisa a OD? x {1} — X\ diffeomorfizmussal
torténik.

W,
Egy mutét egyértelmtien megad egy 'V — "V oy (K) kobordizmust is, melyet

a (K, \) menti fogantyturagasztassal kapunk Y x I-bol. Legyen A, k két egymast
egy pontban metszo tiiskézése a K csomonak, ugy hogy (i, A) és (k, A) ugyanazt az
irdnyitasat adjak T2-nek. A két tiiskézés definialja kobordizmusoknak egy harom-
szOgét:

ahol Wy = W, (K), és a t6bbi kobordizmus is mitétekhez tartozik (de nem K men-
tiekhez). A fenti haromszoghoz tartozo leképezések a Heegaard Floer homologidkon
egy egzakt haromszoget indukalnak.
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tétel 7.10. A fenti jelolésekkel

Fw, —

HF(Y\(K))

HF(Y)

Fw, Fw

2 1

—

HF(Yi(K))

hdromszig egzakt.

27

Ennek a tételnek segitségével szamithato pl. a 4.15. példaban definialt Y;, harom-
sokasagok homologiai. Y, a haromlevelt csomé6 menti n — 4 (azaz a A+ (n — 4)u

gorbe menti) mutét eredménye.
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