AZONOSSAGOK 0-EGYSZERU FELCSOPORTOKBAN

VERTESI VERA

KIVONAT. A szoprobléma vagy masnéven ekvivalenciaprobléma fél-
csoportok felett azt a kérdést vizsgalja, hogy két kifejezés mikor
vesz fel minden behelyettesitésre azonos értéket. Ebben a cikkben
belatom Volkov (2001) sejtését, amely szerint egy konkrét 19 elemi
0-egyszerii félcsoportra a szoprobléma coNP-teljes.

1. BEVEZETES

A szamitogépek egyre nagyobb térhoditasa tapasztalhatd a matema-
tikai, specialisan az algebrai kérdések bonyolultsaganak elemzésében.
Azt gondolhatnénk, hogy egy adott algebrai struktirara vonatkozo &l-
litas ellenérzése mindossze egy alkalmas program megirasanak kérdése.
Egy ilyen programnak azonban nemcsak a szamitégépek képességei,
hanem a matematikai logika is hatart szab. Az egyik legtobbet vizs-
galt ilyen kérdés a szoprobléma: a feladat annak eldontése, hogy két
adott kifejezés megegyezik-e tetszdleges behelyettesités mellett.

2002-ig nem volt ismert olyan félcsoport, amelyre a széprobléma
coNP-teljes lenne. Végiil Volkov (2002) mutatott egy koriilbeliil 217%°
elemszamu félcsoportot, amelyre a feladat coNP-teljes. Nem sokkal
késsbb Kisielewicz (2002) konstruédlt egy néhény ezer elemi példat.
Szab6 Csabaval (2003) megadtunk egy 13 elemii félcsoportot, amelyre
a probléma coNP-teljes. A legkisebb elemszamu példa Klima (2003)
eredménye: az ugynevezett Brandt-monoid, amely hatelemtd. A 0-
egyszeri félcsoportok olyan épitGkovei a félcsoportoknak, mint a cso-
portok korében az egyszerd csoportok. Mindkét esetben a struktura
f6 faktorairol van szo. Igy remélhetd, hogy azon 0-egyszert félcsopor-
tok karakterizalasa, amelyekre a széprobléma polinomialis, segithet a
félcsoportok altalanos karakterizélasaban is.

Az eddigiekben a 0-egyszert félcsoportok koziil csak olyanokra voltak
eredmények, amelyek struktiracsoportjara a szoprobléma coNP-teljes,
és ebbdl automatikusan adodott az eredeti félcsoportra is a coNP-
teljesség; illetve a kombinatorikus 0-egyszert félcsoportokra, amelyekre

A kutatast az OTKA N67867 és K67870 szamu palyazatai tamogattak.
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a probléma polinomialis (Seif, Szab6 2000). E cikkben beldtom Vol-
kov (2001) sejtését, amely szerint egy konkrét 19 elemt 0-egyszert
félcsoportra a szoprobléma coNP-teljes. Ez a legkisebb olyan példa,
amelynek struktiracsoportjara polinomialis a szoéprobléma, de magara
a félcsoportra mégis coNP-teljes.

2. ELOZMENYEK, ALAPFOGALMAK

Mivel a szoprobléma bonyolultsagelméleti vizsgalata a szamitastu-
domany és az algebra hatarteriiletén van, ezért mindkét témakorben le
kell régziteni a jeloléseket, definialni kell az alapfogalmakat. Ennek a
fejezetnek ez az egyik 6 célja. Ugyanakkor betekintést szeretnénk adni
a szoproblémaval kapcsolatos eddigi eredményekbe is.

2.1. Szamitasi bonyolultsag. Nem célunk a bonyolultsdgelmélet
egzakt felépitése, inkabb csak a sziikséges fogalmak felelevenitése. A
témat kimeritGen targyalja a szakirodalom [15, 17]. A szamitéasi bonyo-
lultsdg a szamitastudomany azon teriilete, amely annak okat kutatja,
hogy egyes problémakat miért olyan nehéz szamitogéppel megoldani.
Ezen nehézség mértéke alapjan az eldontési problémak, vagy mas né-
ven nyelvek, bonyolultsagi osztalyokba sorolhatdak. Most csak azon
bonyolultsagi osztalyokat fogjuk attekinteni, melyekre a késébbiekben
sziikséglink lesz, ilyen a P, NP, coNP nyelvosztalyok és az NP-teljes,
coNP-teljes nyelvek. Azt mondjuk, hogy egy algoritmus polinomia-
lis, ha futasideje a bemenet méretének egy polinomjaval becsiilhets?.
Eldontendé kérdések egy halmaza P-ben van, ha van egy minden be-
menetre polinomidében valaszol6 algoritmus. Ilyen példaul az 0SzZTO
nyelv, mely az a és b bemenetekrdl azt kérdezi, hogy a osztdja-e b-nek.
A kérdésekre pl. az Euklideszi algoritmus polinomidében valaszt ad.
Eldéntends kérdésekbdl allo halmazt NP-belinek neveziink, ha az igen
valasz egy polinomidében ellendrizhetd tanaval bizonyithato (ez az osz-
taly épp abban kiilonboézik a P-t6l, hogy ebben az esetben a tantut nem
az algoritmus szolgaltatja, hanem adottnak vessziik, pl. egy ordkulum
stgja). NP-beli példaul az OSSZETETT nyelv, amely soran egy beme-
netként kapott a szamrol kell eldonteni, hogy Osszetett-e. Hiszen ha
a valasz igen, akkor tantként megadhatjuk egy osztojat, amelyrdl az
elébbiek szerint polinomidében ellenérizhetd, hogy valéban osztd. Ha-
sonléan, egy nyelv coNP-ben van, ha a nem vélasz bizonyithaté polino-
miélis tantval. Ilyen példaul a PRIM 2 nyelv, melynél egy bemenetként
kapott a szamrol azt kell eldonteni, hogy prim-e. Altalaban véve, ha

2Nem tériink ki r, hogy pontosan mit is neveziink algoritmusnak, és milyen
egységekben mérjiik a tarat, illetve az idét.
3A koézelmiltban a PRIM nyelvrsl megmutattak [1], hogy valojaban P-beli is.
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egy A nyelv NP-beli, akkor az A® nyelv, amely azt kérdezi egy bement-
r6l, hogy nem teljesiil-e A, coNP-beli. Azt mondjuk, hogy egy A nyelv
polinomiélisan redukalhat6 B nyelvre (A <p B), ha A minden beme-
netéhez polinomidében adhaté B-nek egy olyan bemenete, amelyre B
pontosan akkor igaz, ha A igaz volt az eredeti problémara. A és B po-
linomidlisan ekvivalens (A =p B), ha B <p A és A <p B. Egy nyelv
NP-teljes, ha minden NP-beli nyelv redukilhato ra polinomialisan. Te-
hat valamilyen értelemben az NP-teljes nyelvek a legnehezebbek az
NP-beli nyelvek koziil. A coNP-teljes nyelvosztaly hasonléan definial-
hato. Jol ismert NP-teljes problémak: a SAT, mely egy bemenetként ka-
pott konjunktiv normalformaban adott Boole-formularol kérdezi, hogy
kielégithets-e; A 3SAT, mely a SAT megszoritasa az olyan konjunktiv
normalforméaban adott Boole-formuldkra, melyekben minden kl6z pon-
tosan harom literalt tartalmaz; Valamint az r-COLOR (r > 3), melynél
egy bemenetként kapott grafrol kell eldonteni, hogy szinezhet6-e r szin-
nel.

A bonyolultsdgelmélet egyik legtobbet vizsgéalt problémaja az tgyne-
vezett reldcichomomorfizmus-probléma (Constraint Satisfaction Prob-
lem, csp). Egy B = (S, o) relacios struktira az S alaphalmazbol, és
egy az S-en adott r-valtozos, o C S”, relaciobol all. csp(B) egy adott
B = (95, p), relaciosstrukturara a kévetkezs: minden bemenetként ka-
pott A = (T,v) ugyanolyan tipusu relacios struktirarol el kell don-
teni, hogy van-e relaciotartd T' — S leképezés? A probléma nyilvanva-
lban NP-beli. A CSP legismertebb esetei a SAT, a grafhomomorfizmus-
probléma és a szinezettgrafhomomorfizmus-probléma. Ugyanakkor, mint
azt Feder és Vardi [5] belatta minden cSP redukalhato egy paros graf
szinezettgrafhomomorfizmus-problémajara is. A kutatasok mai f6 célja
dichotémia tételek bizonyitasa altaldnos esetben. Sokan azt gondoljak,
hogy ha van bonyolultsdgi osztaly P és NP kozott, akkor van ilyen
bonyolultsagti CSP probléma is.

2.2. Grafok. A klasszikus grafelméleti fogalmakon kiviil, mint a grdf,
pdros grdf, csucs (pont), €l, tobbszords €l, hurokél, eqyszerd grdaf, pont
foka, részgrdf, it, séta, ciklus, kor, dsszefiiggd grif, dsszefliggdségi kom-
ponens, szinezés, szikségiink lesz néhany kevésbé ismert grafelméleti
fogalomra is. A G(A, B, E) paros graf szomszédsdgi mdtriza egy olyan
|A| x |B|-es 0-1 matrix, melynek az M(a,b) eleme 1, ha a megfelels
a € Aés b € B csucsok kozott él fut G-ben, és 0 egyébként. Két
azonos csucshalmazia, G(V, E) és H(V,F), esetleg tobbszoros éleket
tartalmazo graf unioja: (Gl H)(V, ElH F'), tehat csucshalmaza meg-
egyezik G illetve H cstucshalmazéval, az élhalmaz az élhalmazok unidja,
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és egy adott e € F | F' él multiplicitasa a két grafbeli multiplicitasanak
osszege. A G(V, E) és H(W, F) grafok kozotti (grdf )homomorfizmus a
csticshalmazok olyan ¢ : V' — W leképezése, mely élt élbe visz, azaz
(u,v) € E-bol kovetkezik (¢o(u),p(v)) € F. Ha H részgrafja G-nek, és
a ¢ : G — H grathomomorfizmus fixen hagyja H cstcsait (¢|g = id),
akkor ¢ G-nek H-ra valo retrakicioja.

Rogzitsiink egy H (W, F) grafot. A H-ra vonatkozo grdafhomomorfizmus
probléma, HOM(H ) soran egy bemenetként kapott G(V, E) grafrol azt
kell eldonteni, hogy van-e G-nek H-ba mend homomorfizmusa. Ter-
mészetesen ez a probléma NP-beli. Ha H tartalmaz hurokélet, akkor
mindig létezik ilyen homomorfizmus. Ugyanakkor altaldban a kérdés
nehezen megvalaszolhato, hiszen példaul ha H = K, az r cstcsu tel-
jes graf, akkor ez épp G r-szinezhetGségének kérdése, ami NP-teljes
(r > 3). Hurokélet nem tartalmazo grafokra Hell és Nesetfil [8] bebizo-
nyitotta, hogy ha a graf paros, akkor HOM P-beli, nem pérosokra pedig
NP-teljes. A H-ra vonatkozo retrakcios probléma, RET(H ) esétben az
a kérdés, hogy egy bemenetként kapott G, H-val izomorf H' részgra-
fot tartalmazo grafnak létezik-e retrakcioja H'-re. Biiki és Szabo [2]
altal bizonyitottak szerint, ha J, az n X n-es csupa 1l-eshdl allo mat-
rix, [, pedig n X n-es egységmaétrix, akkor, ha H szomszédsagi métrixa
Jn—1,,, akkor RET(H ) NP-teljes. Tehat példaul a hatszogre NP-teljes a
probléma. A szinezettgrafhomomorfizmus-probléma, OAL(H) annak el-
dontése, hogy egy bemenetként kapott G(V, E) grathoz és f : V --» W
részleges leképezéshez talalhato-e olyan ¢ : G — H homomorfizmus,
mely f-nek kiterjesztése. Azon G-beli csiicsokat, amelyekre f meg
van adva, nevezziikk szinezettnek. Kz a kérdéskor magaban foglalja
a HOM(H) és RET(H) probléméakat is, igy legalabb olyan bonyolult.
Feder, Hell és Huang belattak [6], hogy minden hurokélet nem tartal-
maz6 nem paros grafra OAL(H) NP-teljes. Paros grafok esetében csak
a legalabb 6 hosszu paros kordkre, azaz példaul a hatszogre sikeriilt
NP-teljességet bizonyitaniuk. Feder és Vardi [5] belatta, hogy a csp
redukéalhato a paros grafok szinezettgrathomomorfizmus-probléméjara.

A tovabbiakban sziikségiink lesz még egy H-ra vonatkozé eldontendd
kérdésre, ehhez definialjuk a pdros homomorfizmus fogalmét: egy G —

H homomorfizmus paros, ha az Osszes f € F él inverzképének elme-
szadma paros, azaz o~ '(f) = 0 (mod 2). Az tigynevezett pdroshomomorfizmus-
probléma, 2HOM(H ), soran egy bementként kapott G grafrol kell el-
donteni, hogy minden ¢ : G — H homomorfizmusra paros-e. Mint azt

majd a 31. tételben belatjuk ez a probléma coNP-teljes a hatszogre.
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2.3. A szobprobléma. Az algebra napjainkban egyre szélesebb kor-
ben vizsgalt teriilete az algebrai bonyolultsagelmélet, amely az algebra
targykorében felmeriilg kérdések megoldasara adhato algoritmusok ne-
hézségének mértékével foglalkozik. Ide tartozik a szoprobléma is, amely
egy effektiv modon (pl. a Cayley-tablajaval) adott A algebra folott azt
a kérdést vizsgélja, hogy teljestil-e két tetszbleges kifejezésre (u és v),
hogy minden behelyettesitésre egyenls értéket vesznek fel, azaz, hogy
u = v azonossag-e A-ban. A szoproblémanak tobb valtozata fogal-
mazhatd meg aszerint, hogy milyen fajta kifejezéseket engediink meg
bemenetként (mi lehet u és v). Egy adott algebra felett egy kifeje-
zést termnek neveziink, ha az adott algebra feletti alapmiiveletkbdl,
és valtozokbol &ll, formalisan a tipushoz tartozo kifejezésalgebra ele-
meirSl van szo. Példaul félcsoportok esetében egy term zixs-- -y,
alaku. Egy kifejezés polinom, ha algebrabeli konstansok is szerepelhet-
nek benne. Igy a két — univerzalis algebrai szempontbol — legfonto-
sabb valtozat a term-ekvivalenciaprobléma (TERM-EQ) és a polinom-
ekvivalenciaprobléma (POL-EQ), amikor tehat a bemenetként kapott
kifejezések termek illetve polinomok. Amennyiben a 0 benne van az al-
gebraban, értelmezhetéek a TERM = 0 és a POL = 0 problémakorok is,
amelyek soran egy bemenetként kapott ¢ termrdl, illetve p polinomroél
kell eldonteni, hogy azonosan 0-e? A POL = 0 a POL-EQ egy megszo-
ritasa, és ha a 0 konstans A-ban, akkor a TERM = 0 a TERM-EQ meg-
szoritasa. Az egyenletmegoldhatdsdgi probléma, POL-SAT, TERM-SAT
pedig az el6z6ekhez hasonléan azt kérdezi, hogy az u = v egyenletnek
van-e megoldasa. Véges struktirakra mindkét problématipus behelyet-
tesitéssel eldonthetd, ezért ilyenkor a feladat bonyolultsaga a kérdés.
Mivel minden term egyben polinom is, ezért a TERM-EQ (TERM-SAT)
mindig legfeljebb olyan nehezen eldénthetd, mint a POL-EQ (POL-SAT).
A szoprobléma valtozatai természetesen coNP-ben vannak, hiszen ha a
két kifejezés nem egyenld, akkor ennek egy gyorsan ellenérizhets bizo-
nyitéka az a behelyettesités, amelyre a kifejezések kiilonb6z6 értékeket
vesznek fel. Hasonldan lathato, hogy az egyenletmegoldhatosagi prob-
léma NP-beli. Az eddigieket 6sszfoglalva:

1. allitas. [[Tetszdleges A algebrdra

) TERM-EQ(A) <p POL-EQ(A) € coNP;

) TERM-SAT(A) <p POL-SAT(A) € NP;

) Ha 0 € A, akkor POL = 0(A) <p POL-EQ(A);

) Ha pedig 0 konstans is A-ban, akkor TERM = 0(A) <p TERM-EQ(A).

(1
(2
(3
(4
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Adott strukturatipusoknal éltaldban a dichotémia bizonyitasa a cél,
azaz, hogy a szoprobléma (egyenletmegoldhatdsagi probléma) a struk-
turdk egy részére P-beli, a tobbire coNP-teljes (NP-teljes). A tovab-
biakban a szoprobléméval kapcsolatos eddigi eredményeket foglaljuk
Ossze. Minden a tovabbiakban szerpld struktiura végesnek tekintendé.

2.8.1.  Gyirik. Régota ismert [12], hogy kommutativ gytirtkre a szo-
probléma P-beli, ha a gytrd nilpotens, és coNP-teljes egyébként. Bur-
ris és Lawrence [3] belatta, hogy ugyanez igaz a gytriikre altalaban
is: a TERM-EQ P-beli, ha a gytirt nilpotens, és coNP-teljes egyébként.
Igy persze nem nilpotens gytiriikre a POL-EQ is coNP-teljes. Kideriilt
tovabbé, hogy nilpotens gytirtik esetében a [3]-beli algoritmus még a
POL-EQ-ra is polinomidlis lefutasa. Azaz gytiriik esetében a két szo-
probléma azonos bonyolultsdgi. Ez az 0sszefiiggés nem minden algeb-
rai struktarara igaz: kombinatorikus teljesen 0-egyszert félcsoportokra
a TERM-EQ probléma mindig P-beli, azonban van olyan kombinatorikus
0-egyszerti félcsoport, amelyre a POL-EQ coNP-teljes, erre konstrualunk
példat a 3.1.1. illetve a 3.2.2. fejezetekben.

A 2-elemt gytrtre, Zs-re a TERM-EQ coNP-teljessége a 3SAT NP-tel-
jességének egyszerti kovetkezménye. Azonban a visszavezetés soran
Osszegek magas hatvanyait hasznaljak, melyeket monomok Gsszegeként
kifejtve mar nem polinomialis visszavezetést kapnéank. Ezért Willard
definialta a szoprobléméanak egy mésik valtozatat, az tgynevezett -
verziot (TERMy-EQ, POLy-EQ) amikor a két megadott szo csak mo-
nomok 6sszege lehet. Ez a mod természetesebb, hiszen példaul — a
klasszikus algebraban — a polinomokat is ilyen formaban szoktuk meg-
adni. A kérdés ebben az esetben is a szokasos, csak bizonyos szavak
kifejtve lényegesen hosszabbak lehetnek, igy a bemené adatok mérete
valtozik. Ha egy gyftriire az eredeti szoprobléma P-beli, akkor nyilvan
polinomialis a y-verzidja is. Willard és Lawrence [14] igazoltak, hogy
ha a Jacobson-radikal szerinti faktor kommutativ, akkor a TERMx-EQ
P-beli; azon M, (F,) matrixgytirtkre pedig coNP-teljes, amelyekre az
invertalhato elemek csoportja nem feloldhato. Ezzel megoldottak az
n > 3 illetve ¢ > 4 eseteket. Az eddig még megoldatlan esetekre,
az My(Zsy) ¢s az Msy(Zs) méatrixgytirtkre a [21] és a [20] cikkekben
Szabd Csabaval belattuk, hogy a probléma ekkor is coNP-teljes, te-
hat TERMyg-EQ coNP-teljes a nemkommutativ teljes méatrixgytriikre,
és persze polinomialis a kommutativokra. Val6jaban ennél erésebb al-
litast sikeriilt igazolni; azt, hogy a fenti matrixgytriik multiplikativ
félcsoportjaban is coNP-teljes a szoprobléma. Ez az addig ismertek-
nél nagysagrendileg kisebb példat adott olyan félcsoportra, amelyben
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a szoprobléma coNP-teljes. Belattuk még [22] hogy a nemkommutativ
matrixgytriknek mér a multiplikativ félcsoportjaban is coNP-teljes a
probléma. Ezen eredmény felhasznalasaval bizonyithato véges gytirikre
a dichotémia: a TERMy-EQ bonyolultsiga is csak a Jacobson-radikal
szerinti faktortol fligg: P-beli, ha a faktor kommutativ, és coNP-teljes
egyébként.

2.3.2.  Csoportok. Csoportokra a kérdés koréant sincs megoldva. Hor-
vath, Lawrence, Mérai és Szabo [9] megmutattak, hogy nem feloldhato
csoportokra a TERM-EQ coNP-teljes, valamint tudjuk hogy nilpotens
csoportokra P-beli [7]. Itt ugyanis, ha van ,ellenpélda”; akkor van korla-
tos elemszamu is. A nem nilpotens, de feloldhaté csoportokra nincsenek
altalanos eredmények, a kérdés még Sy-re is nyitott. Horvath Gabor
[10] egy TDK dolgozatdban megmutatta, hogy bizonyos metaciklikus
csoportokra a TERM-EQ coNP-teljes.

2.8.8.  Félesoportok. 2001-ben Szab6 és Seif [18] megmutatték, hogy
minden CSP-hez van egy olyan S 0-egyszeri félcsoport hogy az adott
CSP polinomialisan ekvivalens POL-SAT(S)-sel. Ett6l kezdve mindkét
szoprobléma gyors karriert futott be. Elgszor Popov és Volkov [16] mu-
tattak egy olyan (217 elemti) félcsoportot, amelyre a TERM-EQ coNP
teljes, majd ugyanebben az évben Kisieliewicz mutatott egy parezer
elemszamu példat ugyanerre. Szabo Csabaval |21, 20| igazoltuk, hogy
TERM-EQ(Ms(Zy)) és TERM-EQ(Ms(Zs)) coNP-teljes, és ennek kap-
csan mutattunk egy 13 elemd példat is. Ezutan elkezdddtek a szisz-
tematikus kutatasok. Klima [13] illetve Szabo és Seif [19] igazoltak,
hogy a legkisebb elemszamu ilyen félecsoport a hatelemii Brandt mo-
noid. Szab¢ és Seif [19] pedig megmutattak, hogy kombinatorikus 0-
egyszeri félecsoportokra a TERM-EQ mindig P-beli. Nagy kérdés volt,
hogy teljesiil-e ez minden olyan 0-egyszerd félcsoportra, amely alap-
csoportja feloldhatd. Erre a kérdésre keresem a valaszt ezen cikk 3.3.
fejezetében.

2.3.4. FEgy ijabb szoprobléma. Pawel Idziak és Szabd Csaba 1j szem-
szOghdl vizsgaltak a szoprobléma valtozatait, arra keresték a valaszt,
hogy mi torténik akkor, ha megengedjiik végessok mtvelet hozzaveé-
telét a tipushoz (pl. csoport estén a kommutatort). Ez az tugyne-
vezett *- (csillag-) problémakér. Az 0j miveletek, miivelettablai az
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el6készités soran kiszamithatoak, majd kés6bb bemenetként elfogad-
hatoak az ezen miiveletekkel alkotott kifejezések is. A probléma bo-
nyolultsagat ez jelentGsen megvaltoztathatja. Idziak és Szabd meg-
vizsgaltak a POL-SAT" probléma bonyolultsagat kongruenciamodularis-
varietdsokra. A primhatvany-rendd algebrak direkt Osszegeként nem
el6allo kettes tipusu nilpotens algebrak kivetélével sikeriilt dichotomiat
bizonyitaniuk.

2.4. 0-egyszert félcsoportok. Ebben a fejezetben egy rovid leirast
adunk a teljesen 0-egyszerid- illetve Rees-mdtrixz félcsoportokral, alap-
vet§ tulajdonsigaikrol, bemutatva kdzben tovabbi vizsgalataink f6 tar-
gyat, Mig-et. Bizonyos alapvets félcsoportelméleti fogalmakat eleve
ismertnek feltételeziink, ezek és a fejezetben targyalt egyéb fogalmak
illetve allitasok megtalalhatoak a szakirodalomban [4, 11|. Adott egy G
csoport, és egy M matrix, melynek elemei a GU{0} halmazbél keriilnek
ki, és minden sora illetve oszlopa legalabb egy nemnulla elemet tartal-
maz. Jeldlje A az M matrix oszlopainak, I a sorainak indexhalmazat.
Az M matrixhoz tartozo G struktiracsoporti Rees-métrix félcsoport,
M(I,\,G; M) alaphalmaza I x G x AU {0}. A 0 elnyels elemként
viselkedik: 0(7,¢9,A) = (4,9,A)0 = 0. A nemnulla elemek szorzasat az
alabbi képlettel definialjuk:

: : _ ) (G, gM (A, j)h, ) ha M(A,j) € G,
(ngu )‘)(.]7 h’v :U’) - { O egyébként

Ellendrizhetd, hogy a fent definialt szorzés asszociativ, igy M (I, A, G; M)
valoban félcsoport. A félcsoport elemeire az (i,g,\) jelolés helyett
gyakran az (i, A) jelolést hasznaljuk, amennyiben a csoportelem nem
lényeges. Jelolje 7y, mo, mp a nemnulla elemek elsG-, masodik illetve
harmadik korrdinatajara valo vetitést. Egy adott Rees-matrix félcso-
portot tobb kiillonbozé matrixszal is lehet reprezentalni, errél szol az
alabbi lemma:

2. lemma. /| Legyen M(I, A\, G; M) egy Rees-mdtrix félcsoport, ekkor:

(1) Az M mdtriz két oszlopdt illetve sordt felcserélve izomorf Rees-
matriz félcsoportot kapunk;

(2) Az M matriz egy oszlopdt illetve sordt egy csoportelemmel meg-
szorozva izomorf Rees-mdtrix félcsoportot kapunk.

A Rees-matrix félcsoportnal a szorzas egyszertien kiszamolhatoé miive-
let:

amennyiben az eredmény nem 0, csak az els§ és az utolsé tényezdk-
t6l fligg az értéke. A kovetkez lemma ezt az Osszefiiggést hivatott
formalizalni:
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3. lemma. /| Legyen M(I,\,G; M) egy Rees-mdtriz félcsoport, b =
(i, A), d = (j, ), 1 = (i1, 91, M), €2 = (i2, 92, A2), - -+, € = (ins Gny An) €
M(I,A\,G; M), ekkor:
(1) b-d =0 pontosan akkor, ha M(X\,j) =0;
(2) cico- -+ ¢, = 0 pontosan akkor, ha taldlhato olyan k € {2,3,...n}
index, melyre ci_1c, = 0;
(3) Haciey---cp #£0, akkorciea - e, = (m(c1), ma(en)) = (i1, An)-
A Rees-matrix félcsoportok definicioja az alabbi, egyszertd példan
szemléltethets, amely egyben ezen cikk targya is:

4. példa. [| Legyen G = Zy = (a), és legyen:

011
P=1]a 0 1
1 1 0

Ekkor A = I = {1,2,3}. Legyen Myg = M(I,\,Zs; P). Mig-ben a
szorzds a kovetkezdképpen mikodik: (1,a,1)(2,1,1) = (1,1,1), hiszen
P(1,2) = a, és mivel P(2,2) =0, (1,2)(2,1) = 0. Altaldban M qy-ben
az (i, \)(j, p) szorzat, akkor és csak akkor 0, ha \ = j.

Van egy jol ismert, klasszikus példa is Rees-matrix félcsoportokra:
L, (F), alegfeljebb 1 rangt n x n-es matrixok multiplikativ félcsoportja
az I véges test felett.

5. tétel. [[L,(F) Rees-mdtriz félcsoport.

Bar a bizonyitéas ismert, és nem is nehéz, a teljesség kedvéért alljon
itt.

Bizonyitds: Legyen V = F" legyenek {l; = (v;) : i € I}, V egydimen-
7zi6s alterei, azaz |I| = “\Fﬁlr—_ll' Legyen tovabba I = A. Definialjuk az M

|A| X |I]-es métrixot F*U{0} felett a kovetkezSképpen: M (X, i) = vl v;.

Minden A 1 rangii matrix diad, igy egyértelmien irhato fel A = avv]
alakban, ahol o € F*i € I,A € A. Az A = avv] — (i,a,\) és

a 0 — 0 leképezés izomorfizmust létesit L, (F) és az M(I, A, F*; M)
Rees-matrix félcsoport kozott. O

A Rees-matrix félcsoportoknak van egy kevésbé formalis targyalas-

modja is, az ugynevezett szendvicsmatrixos reprezentacio. Ekkor M (I, A, G; M)
elemei a legfeljebb 1 nemnulla elemet tartalmazo |I] x |A]-es matri-

xok, szorzasukat pedig a szokasos méatrixszorzasbol oroklik az M, mint
szendvicsméatrix beiktatdsaval. Pontosabban:

AoB=AMB

A dimenziokat Gsszehasonlitva rogton latszik, hogy a szorzas értelmes.
A o miivelet asszociativitdsa a méatrixok szorzésanak asszociativitasé-
bol azonnal kovetkezik. A két definicio valoban ugyanaz: a 0 matrixnak
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feleljen meg a 0, egyébként egy A # 0O-nak pontosan egy eleme nem-
nulla, legyen pl. az i-edik sor A\-adik eleme g, feleltessiik meg ekkor
A-nak az (i,g,\) félcsoportelemet. Ez tényleg izomorfizmust ad. Az
elébbi példa a szendvicsmatrixos terminolégiaban:

6. példa. //
a 0 0 000 a 0 0\ /0 1 1\ /0 0 O 1 00
0 0 0OJoll 0 0l=(000O0)]a 01 1 00]=({000
000 000 000 1 10/ \0 00 000

A kombinatorikus teljesen 0-eqyszeri félcsoportok olyan Rees-méatrix
félcsoportok, melyeknek struktaracsoportja trivialis. Tehat egy adott
M, csupa 0 sort illetve oszlopot nem tartalmazo |[A| x |I|-as 0-1 méat-
rixhoz tartozo Sy = M(I, A, 1; M) kombinatorikus teljesen 0-egyszert
félcsoport alaphalmaza:

IxAUL0}={(i,\) :ie I )\eAyu{o}

A 0 elnyels elem, azaz 0(i,\) = (i, \)0 = 0, a t&bbi elem szorzata

pedig:
e G ha M) £0,
<Z> )‘> <]a ,u> - { 0 egyébként .

Minden S = M(I, A, G; M) Rees-matrix félcsoport redukalhatd kom-
binatorikus 0-egyszert félcsoportta: egyszertien az M struktiramatrix
minden nemnulla elemét kicseréljiik egyesre, jelolje ezt M|;, legyen ek-
kor a kombinatorikus redukalt S|; = Syy,. Igy példdul 4. példédban
targyalt félcsoport kombinatorikus redukéltja az

011
A=11 0 1
1 10

matrixhoz tartozé S4 teljesen kombinatorikus 0-egyszerd félcsoport.
Definialhato altaldban egy tetszéleges ¥ : G — H csoporthomomorfiz-
mus szerinti redukalt is: Legyen M|y, az a matrix, melyet M-bél ugy
kapunk, hogy M-ben minden g € G elemet kicseréliink ¥(g)-re, ekkor S
Y-redukaltja S|y = M(I, A, H; M|y). Természetes modon definialhato
egy U : S — S|y félesoporthomomorfizmus is, a 9(0) = 0,9((i, g, \)) =
(7,9(g), \) képlettel. A redukalt félecsoport elég sok informéciot meg-
6riz az eredeti félcsoportrol, példaul egy kifejezés nemnullasagat. Igy
ha csak erre vagyunk kivancsiak, akkor elég csak a kombinatorikus tel-
jesen 0-egyszeri félcsoportokat vizsgalni.
7. megjegyzés. [|Tetszdleges S = M(I,\,G; M) Rees-madtriz félcso-
portra:

(1) TERM-EQ(S|9) =p TERM-EQ(S);
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(2) POL-EQ(S|y) =p POL-EQ(S);
(3) TERM = 0(S|y) =p TERM = 0(S5);
(4) poL = 0(S|y) =p POL = 0(S).

2.4.1. Miért épp Mig?. A teljesen 0-egyszert félcsoportok olyan épi-
t6kovei a félcsoportoknak, mint a csoportok kérében az egyszert cso-
portok (mindkét esetben a struktira f6 faktorairol van sz6). Igy re-
mélhetd, hogy azon 0-egyszeri félcsoportok karakterizalédsa, amelyekre
a TERM-EQ polinomialis, segithet a félcsoportok altalanos karakteriza-
lasaban is, ez a cikk tekinthets egy kezdd lépésnek ebben az iranyban.
Természetes kérdés, hogy van-e egyaltalan olyan 0O-egyszertd félcsoport,
amelyre TERM-EQ coNP-teljes? Mi lehet a legegyszertibb ilyen félcso-
port? A kombinatorikus teljesen 0-egyszert félcsoportokra TERM-EQ
polinomiélis, igy koztiik nem is érdemes a példat keresni. Ha egy
0-egyszertii fécsoport struktiramatrixaban nem is jelennek meg az 1-
en kiviil méas csoportelemek, akkor felette a szoprobléma ekvivalens
a kombinatorikus redukaltja, és a strukturacsoportjabeli szoprobléma-
val. Mivel a csoportok szoproblémajarol még kevesebbet tudunk, mint
a félecsoportokérol, és amigy is inkabb félesoportokrol sz6l6 eredményt
szeretnénk bizonyitani, igy ezektdl az esetektdl is eltekintiink. Fogad-
juk el, hogy egy 0-egyszerd félcsoport annal egyszertibb, minél tobb
nullat tartalmaz a struktdramatrixa, és minél ,egyszertibb” a struk-
taracsoportja. A 2. lemma tobbszori alkalmazasaval, megmutathato,

hogy a fennmaradd 0-egyszeri félcsoportok koziil a legegyszertibb va-
loban Mlg.

Még egy ok, amiért talan érdemes Mg-et vizsgalni, hogy van egy ter-
mészetes reprezentacidja transzformaciokkal. Vegyiik ehhez a harom
elemen hato transzformacio-félesoportot, Ts-at (|73] = 3* = 27). So-
roljuk az elemeit rangjuk szerint 3 csoportba: T3(3) = S3 a 3 ranguak,
T5(2) a 2 rangiak és T5(1) az 1 rangiak. Mivel kompozicié soran a
rang nem ndhet, igy T5(1) ideal Ts-ban. Vegyiik T3(2) T3(1) szerinti
Rees-faktorat, azaz huzzuk 6ssze T3(1)-et egyetlen 0-elemmé. A kapott
félcsoport 19 elemii, és mint az Clifford és Preston [4] hires félcsoport-
elméleti konyvébenben bizonyitva van, izomorf Mig-cel. A cikkben a
kovetkezd tételt latjuk be:

8. tétel. [/ TERM-EQ(Mg) coNP-teljes.
Végezetiil leirjuk Mi9 néhany fontos tulajdonségat:

9. lemma. [/ Legyenb = (i, \),d = (j, 1) € Mg éscy = (i1, g1, A1), C2 =
(ig, g2, )\2), N (in, On, )\n) € Mg, ekkor:
(1) b-d = 0 pontosan akkor, ha P(\,j) =0, azaz ha A = i;
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(2) Mg idempotens elemei: {(i,g,\) : X # i};

(3) c1ca -+ - ¢, = 0 pontosan akkor, ha taldlhatd olyan k € {2,3,...n}
index, melyre c_1c, =0, azaz \p_1 = i ;

(4) Jelolje l = {1 <k <n—1:14 =1, \er1 = 2}| (a szorzatban
fellépd extra” a-k szdmdt). Ekkor, ha cico---c, # 0, akkor

C1C2 -+ Cp = (il,glg2 o fn CLl,)\n) .

3. M1 KONNYU? MI NEHEZ?

A szamitastudomany szemszogébdl konnyd az, amire van polinomi-
alis algoritmus, azaz P-ben van, nehéz pedig, ami coNP-teljes. A to-
vabbiakban a szoproblémat probaljuk ebbdl a nézépontbdl vizsgalni,
kiilonds figyelmet forditva eredeti témankra, a Rees-matrix félcsopor-
tok szoprobléméjara.

3.1. P-beli problémak. Azt, hogy egy adott strukturara a szoprob-
léma P-beli, mi sem bizonyitja jobban, mint hogy megadunk egy tény-
leges polinomidejii algoritmust az eldontésére. Altaldban ez az algorit-
mus, mint az alabbi 3.1.1. fejezetben is, az azonossagok pontos karak-
terizaciojat hasznalja. Nem mindig sziikséges a teljes karakterizacio,
elég azt belatni, hogy csak polinomsok behelyettesitést kell ellenérizni
az azonossag igazoldsdhoz a ,Brute Force” exponencialissok helyett.
Goldmann és Russel [7] példaul ezt a modszert alkalmazza a nilpotens
csoportok szoprobléméjanak P-beliségének bizonyitédsahoz.

3.1.1. TERM-EQ(S4). A tovabbiakban teljesen kombinatorikus 0-egyszert

félcsoportok feletti azonossagokat vizsgalunk. Mint latszani fog, egy jo
megkozelités adodik ehhez a grafokon keresztiil. Ezért most az eddigi
fogalmakat atiiltetjiik a grafelmélet teriiletére.

Tetsz6leges S); kombinatorikus teljesen 0-egyszertd félcsoporthoz ter-
mészetes modon definialhato egy Hy (A, I, F') paros graf: az a graf,
amelynek szomszédsigi matrixa épp M, igy példaul a 2.4. fejezetben
definialt S4-hoz tartozo paros graf, épp egy hatszog:

A A2 A3

11 19 13

Ismert, hogy a félcsoportok felett egy term egyszertien t = x5 - - - 2,
alaki, ahol az z;-k nem feltétlentil kiilonbozsek. Jelolje X; = {z1, xo, . .

- Tn}
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a t-ben el6forduld valtozok halmazat. TetszGleges t termhez konstru-
alunk egy G,(Ay, By, Ey) paros grafot a kovetkezéképpen: legyen A, =
{a, : x € X3}, By = {b, : * € X;} és fusson él a, és b, kozott, ha az
xy kifejezés részszava t-nek. A konnyebb érthetdség kedvéért alljon itt
egy példa erre.

10. példa. [/ Legyen t = x129112230475% 0001 2000139, A t-hez tartozo
graf:

th

Ezen graf-konstrukciok segitségével vizsgalhatjuk az Sy, feletti ter-
meket:

11. lemma. [/ Legyen t = x1x5 - - - x,, ahol az x;-k nem feltétlendil ki-
lonbozdek. Legyen tovabba € : Xy — Sy t egy kiértékelése. FEkkor a
fenti jeldlésekkel:

(1) e(t) # 0 akkor és csak akkor, ha e(xy) # 0 t semelyik xy alaki
Tészszavdra sems;

(2) Ha e : X; — Sy nem veszi fel a 0-at semilyen x-re sem, akkor
definidlhato eqy p; : Gy — Hyy leképezés a kovetkezd formuldval:
pi(az) = ma(e(2)) és pi(bs) = mi(e(2));

(3) (t) # 0 pontosan akkor, ha € nem veszi fel a 0-dt, és az ekkor
definialhato ¢, : Gy — Hyy leképezés grafhomomorfizmus.

Ezen leiréds segitségével mar pontososan karakterizalhatoak S, azo-
nossagai. A pontos leirast Szabd es Seif [19] cikke tartalmazza, most
az egyszerliség kedvéért ezeket az eredményeket mar csak az elgbbi
példaban adott S, félcsoportra targyaljuk.

12. allitas. /| Legyenek t = x1xo ... Tp, S = Y1Y2 - . . Ym termek. Ekkor
a fent bevezetett jelolésekkel t = s pontosan akkor teljesil Sa-ban, ha
mindkét alabbi feltétel teljesiil:

H (I) Gt = Gs,'
2 (ID) 1 =1 és zp = Ym.
Valojaban ez az allitas egy az egyben igaz az olyan strukttramatrixi
félcsoportokra, amelyek nem csak néhény, csupa 1-esbdl allo blokkot

tartalmaznak, azaz amelyekhez tartozé H,, paros graf nem teljes paros
grafok diszjunkt unioja.
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Bizonyitds: Lattuk, hogy Hy = Hg épp egy hatszog. Ha (I) teljesiil,
akkor a két termben ugyanazok az xy kifejezések szerepelnek részszo-
ként, azaz 3. lemma 2. pontja alapjan t és s ugyanakkor nulla. (II)
teljesiilése pedig a 3. lemma 3. pontja szerint azt biztositja, hogy ha
egy behelyettesitésre a termek nem nullak, akkor egyenlGek.

A csak akkor” iranyhoz elég konkrét behelyettesitéseket adni, melyekre
a két term nem egyenld.

Tegyiik fel, hogy (I) nem teljesiil, azaz G; # Gs. Ez kétféleképpen
fordulhat el6: vagy a két graf csucshalmaza kiilonbozik, vagy az élhal-
mazuk. Az els6 esetben X; # X,. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil
feltehets, hogy x € X; \ X;. Tekintsiik ekkor a kévetkezd behelyettesi-

tést:
£(z) = 0 ha z =z,
] (2,3) egyébként
ekkor e(t) =0 # (2,3) = £(s).
Ha az élhalmaz nem egyezik meg, akkor megint feltehets, hogy (x,y) €
E; \ Es, azaz az xy kifejezés részszava t-nek, de s-nek nem, ekkor az

(2,1) haz=uz,
e(z) =4 (L,3) haz=y,
(2,3) egycbként

behelyettesitésre e(t) = 0 # (s).
Tegyiik fel, hogy (IT) valamelyike nem teljesiil, és tekintsiik a kovetkezd
behelyettesitéseket:

~J (1,2) haz=uay,
e(2) _{ (3,2) egyébként -

Ha z; # yy, akkor e(t) = (1,2) # (3,2) = &(s).

e(z) =

Ekkor x,, # yn, esetén (t) = (3,2) # (3,1) = &(s). O
Mivel ezek a tulajdonsagok polinomidé&ben tesztelhetek, igy:

(3,2) haz=ux,,
(3,1) egyébként

13. kovetkezmény. [[TERM-EQ(S4) P-beli.
Az azonossigok hasonléd karakterizaciojaval belathato, hogy:

14. tétel. [[Minden teljesen kombinatorikus 0-egyszerd félcsoportra, TERM-EQ
P-bels.



AZONOSSAGOK 0-EGYSZERU FELCSOPORTOKBAN 15

3.2. colNP-teljes problémak. A coNP-teljesség bizonyitasara lé-
nyegében egyetlen modszer 1étezik: visszavezetjiik egy mér ismerten
coNP-teljes probléméara, azaz megmutatjuk, hogy amennyiben az ere-
deti probléma gyorsan megoldhato, akkor az ismert probléma is (ez az
tgynevezett Karp-redukcio). A bizonyitasok csak abban térhetnek el,
hogy az eredeti kérdést milyen modszerekkel, és milyen ismert problé-
mara vezetjlik vissza.

3.2.1. Az elsd példa. Popov és Volkov [16] muatott elGszor példat
olyan félcsoportra, melyben a szoprobléma coNP-teljes. Mint min-
den elsé példa ez is akarmilyen bonyolult lehetett. A konstrukcio a
SAT-ra vald visszaveztéssel ment. | Fgyszertien” definidltak egy olyan
félcsoportot, amelyben minden Boole-formula elkédolhato, ez két elem
altal generalt (a, b) szabad félcsoport egy faktora lesz. A P; = ab'®*7a?
(0 < j < 14) elemek segitségével adhatoak meg a kifejezések alkotoele-
mei:

(=hbkPh )=hkbPh
~=PPP V=PDPP A=PDbP

1:P0P10P1 O:POPHPl
A kifejezések (L£):

(0), (1), (=0), (=1)
(Vi AV A---AV,), ahol V; € {0,1,-0, -1}
Wy v Wy V.-V I, ahol W; a fenti alaku
A Reléciok:

U=W, halU,W ¢ L

~0=1 ~1=0
(0A0= (0 (OA1=(0
(1A0=(0 (1Al1=(1
AO A0 = AO AOAT = A0
ALAD = AD ALAT=AL

0)v(0)=() (0)v(@)=(@1)

MV(O)=@1) 1)v1)=(1)
Igy kapunk egy félcsoportot, ami elkodolja a Boole-formulakat, és min-
denesetre teljesiilnek benne a Boole-formulak alapvets azonossagai. A
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kérdés az, hogy ezektdl a relacioktol nem esik-e tulsdgosan Ossze a
félcsoport, azaz a kiilonb6z6 Boole-formulékat tényleg kiilonbozs fél-
csoportelemek reprezentajak-e? Ennek bizonyitédsa nagyon hosszi és
technikai, ezért nem részletezziik. Kozben adhato egy fels6 becslés a
félesoport méretére is: kijon, hogy legfeljebb 217 elemti lehet.

3.2.2. POL-EQ(S4). Ezt a problémakort is érdemes visszavezetni a
grafokra, ugyanugy, mint azt a TERM-EQ esetében tettiik. A polinomok
a félcsoportok korében a kovetkezd altaldnos alakba irhatoak: p =
e1ey -+ - ey, ahol az e;-k (1 < i < n) vagy valtozok, vagy félcsoportbeli
konstansok, és nem feltétleniil kiilonboz&ek. Feltehetd, hogy p-ben nem
szerepel a nulla konstansként, ekkor ugyanis p = 0, azaz minden ra
vonatkozo kérdés trividlisan eldonthets. Jelolje X, a p-ben eléforduld
valtozok, C, C I x A a p-beli konstansok halmazat. Definiédljuk tovabbéa
a p-ben szerepl6 konstasok elsé illetve utolsé tagjainak halmazéat: I, =
m1(Cp) és A, = ma(Cy). Az 3.1.1. fejezetben mutatott konstrukcio
mintajara most is definidlhato6 egy graf az adott p polinomhoz. Legyen
tehat G,(A,, B,, E,) a p-hez tartozo graf, ahol A, = {a, : © € X,}UA,,
B, = {b, : * € X,} UL, tovibba a € A, és b € B, kozott fusson
él, ha az a-nak és b-nek megfelels véaltozok vagy konstansok egymés
mellett szerepelnek p-ben. Persze ha p egy term, akkor ez a konstrukcio
visszaadja az 3.1.1. fejezetben targyalt grafot. Nézziink erre is egy
példat:

15. példa. [/

Legyen p = x129(2, 3)23(3,1)(2, 1) 2371 (3, 2), a p-hez tartozo grdf:

Ay @ az az A Ay Ay
[ [ ]
G, :
B;D: bl bg bg 7;2 7:3

[smét azt 1latjuk, hogy egy polinom nemnullasaga egy grafhomomorfizmus-
problémara vezethets vissza, csak ezittal szinezettre.

16. lemma. [/ Legyen p egy polinom, amelyben a 0 nem szerepel kons-
tansként, ekkor a fenti jelolésekkel:
(1) C, € I x A, dgy az identitds definidl egy f, : I, UAN, — H
leképezést;
(2) Hap #0, akkor f, részleges grafhomomorfizmus;
Tegyiik fel, hogy f, részleges grafhomomorfizmus €és legyen € : X, — Sy
p eqy kiértékelése, ekkor:
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(3) e(p) # 0 akkor és csak akkor, ha e(ef) # 0 p semelyik ef alaki
Tészszavdra sem;

(4) Ha £ nem wveszi fel a 0-at semilyen x-re sem, akkor definidlhato
eqy op : Gp — H leképezés a kévetkezd formulaval: ¢|run, = fp
és pplas) = Ta(e(@)) @5 pp(ba) = mi(=(x));

(5) e(t) # 0 pontosan akkor, € nem veszi fel a 0-dt, és az ekkor
definialhato ¢, : Gy — H leképezés grafhomomorfizmus;

A lemma azonnali kévetkezménye:

17. kovetkezmény. [[p # 0 pontosan akkor, ha f, kiterjeszthetd G-
re.

Lattuk, hogy minden p # 0 probléméhoz természetes modon deifi-
nialhato egy szinezettgrafhomomorfizmus-probléma. Mint azt Seif és
Szabo [19] igazolta, ennek a megforditasa is igaz:

18. allitas. [[Legyen Hyy olyan grdaf, melynek szomszédsagimdtriza nem
tartalmaz csupa nulla sort illetve oszlopot. Ekkor OAL(Hyr) minden
mput-problémajahoz definialhato olyan p polinom, amellyel pontosan
akkor létezik a szinezetthomomorfizmus, ha p % 0.

Bizonyitds: Legyen G(V,E) és f : V — I U A részleges homomor-
fizmus OAL(H);) egy bemenete. Ha a szinezettgrathomomorfizmus-
probléméanak nem trividlisan nincs megoldésa (ilyenkor példaul a p =
(1,1, 1) polinom megfelel az allitasbeli kovetelményeknek), akkor G pa-
ros graf, és van a cstcsainak egy olyan V' = AU B felosztasa, hogy egy-
részt A-n és B-n beliil nem megy él, masrészt f(A) C A és f(B) C I.
Jelolje az A-beli szinezett csuicsokat A’, a B-belieket I’, az A-beli nem
szinezetteket A’ és a B-belieket B’. Esetleg néhany 1j cstucs hozzéavéte-
lével feltehetd, hogy |A'| = |I'] és |A'| = |B’|. Legyen X, = X U* {z. :
e € E} valtozok egy halmaza, melyre |X| = |A'| = |B’|. Ekkor per-
sze A’ és B’ halmazok indexelhet6ek X-szel: A" = {a, : © € X}
B' = {b, : « € X}. Tovabba legyen |C| = |A'| = |I'|, ekkor A" és I’
indexelhet6 C-vel: A" = {\. : c € C} I' = {i. : ¢ € C}. Jelolje az
igy kapott péaros grafot G'(A’ U* A’, B" U* I, E). Definialjunk minden
e = (a,b) € E ¢lhez egy w, szot:

TYTe haa=a, € A ésb=0b,€ B,
T(Ad, 1q) Te haa=a, € A ésb=1i5€ I,
) (Ao i)y, haa=A €N é&sb=0b, B,

Aeyic)(Aagyig)re haa=A €N ésb=igel

Legyen

p:Hwe.
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Ekkor a p-hez tartozé G, graf, G'-bdl és még 2|E| darab G’ egy-
egy pontjahoz kapcsolodé pontokbol all. Es, mivel M minden sora
illetve oszlopa tartalmaz nem 0 elemet, igy a H graf tetszéleges csiicsa-
nak van szomszédja, azaz pontosan akkor létezik G' — H); szinezett-
grafhomomorfizmus, ha van G, — H)s szinezett-grathomomorfizmus
is. Tehat p megfelel a kovetelményeknek. O
Es igy mivel POL =0 <p POL-EQ, és a 2.2. fejezetbeli megjegyzés
szerint OAL(Hg) NP-teljes:

19. tétel. /[POL-EQ(S4) coNP-teljes.

3.3. TERM-EQ(Mjg). A 3.1.1. és a 3.2.2. fejezetekhez hasonloan ez
a probléma is sikeresen vizsgalhatd grafthomomorfizmusokon keresztiil,
azonban mivel mar nem teljesen kombinatorikus 0-egyszeri félcsoport-
rol van sz0, igy egy termhez tartozo grafnak nemcsak az xy részsza-
vakat, hanem azok multiplicitdsat is kodolnia kell. Ezért most egy ¢
termhez a 3.1.1. fejezetbeli Gy(Ay, By, E;) grafon kiviil egy tobbszoros
éleket is tartalmazo Gy (A, By, E;) paros grafot is definidlunk: legyen az
(ag, by) € E; multiplicitasa Ej-ben az xy részszo t-beli el6fordulasainak
szama.

20. példa. [/Igy a 10. példdaban adott t-hez tartozd grdf:

Ay ap a2 az a4 Qs
Gt .
By : by by by by bs

Az eddigiekhez hasonléan G, és G, graf-konstrukciok segitségével
tudjuk vizsgéalni az Mg feletti termeket:

21. lemma. [/ Legyen t = z1x5 - - - x,,, ahol az x;-k nem feltétlendl ki-
lonbozdek. Legyen € : Xy — Mg t egy kiértékelése, ekkor a fenti
jelolésekkel:

(1) e(t) # 0 akkor és csak akkor, ha e(xy) # 0 t semelyik xy alaki
Tészszavdra sem,;

(2) Ha € : X; — Mg nem veszi fel a 0-at semilyen x-re sem,
akkor definidlhato eqy oy : Gy — Hg és eqy oy : Gy — Hg
leképezés a kivetkezd formuldval: ¢i(az) = ¢i(az) = ma(e(x))
€s @i(ba) = Pi(bz) = mi(e(2));
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(3) e(t) # 0 pontosan akkor, ha € nem veszi fel a 0-dt, és az ekkor
a definidlhato @, : Gy — Hg illetve @y : a; — Hg leképezések
grafhomomorfizmusok;

(4) Jelolje I, = {2 < k < n @ plas,) = 1,¢iby,,,) = 2}, és
definialjuk azn : Xy — Zs leképezést a kovetkezdképpen: n(x) =
wa(e(x)). Ekkor ha e(p) # 0, akkor

e(t) = (pelae,), n(@)n(2) - (@) - @, i(bs,)) ;

(5) b =& (M, ia)l;
(6) Ha e(t) #0, akkor

e(t) = (i), n(a)n(wa) - - -nxg) - P 0Dl o ()

A tovabbi vizsgalathoz egy technikai definicidra van sziikségiink. Hg
a 3.1.1. fejezetben definialt hatszog. Legyen G(A, B, E) egy (esetleg
tobbszoros éleket tartalmazo) paros graf, jelolje Gy(A;, By, E;) (1 <
i < k) az Osszfiiggd komponenseit. Azt mondjuk, hogy két ¢, v :
G — Hg homomorfizmus forgatds-ekvivalens (¢ ~ 1), ha vannak a Hg
hatszognek olyan w; : Hg — Hg izomrfiai, melyekre ¢|g, = w; o ¥lg,.
Ekkor ¢ a v egy elforgatdsa. Konnyen latszik, hogy ~ ekvivalencia-
relacié a G-b6l Hg-ba mend homomorfizmusok halmazan.

22. lemma. [/ Legyen t eqy term, jelolje Gy a t-hez definidlt grdfot.
Legyen tovabbd adva eqy ¢ : Gy — Hg homomorfizmus, ekkor:
(1) ¢ : Gy — Hg-nek pontosan egy olyan elforgatisa van, melyre
Y(A) C A ésp(By) CI;
(2) Van egy olyan e : Xy — Mg kiérékelés, amelyhez tartozo ¢y :
Gy — Hg homomorfizmus o eqy elforgatottja.
A kovetkezSkben a 12. allitashoz hasonléan leirjuk Mg azonossagait,
majd fokozatosan feltarjuk a TERM-EQ(Mg) és a 2HOM(Hg) kozotti
szoros Osszefliggést.

23. allitas. /| Legyenek t = x1x9...2,,8 = Y1Y2 - . . Ym termek, a fent
bevezetett jelolésekkel: t = s pontosan akkor teljesiil Mig-ben, ha a
kovetkezd négy feltétel mindegyike teljesiil:
: (I) Gt = GS,'
2 (I1) &1 = y1 €5 Ty = Yp;
: (III) Minden vdltozo eléforduldsanak paritdisa megeggyezik t-ben
lletve s-ben;
2 (IV) Tetszdleges Mg feletti kiértékelésre az egymdsutani (., 2)(1, .
tagok eldforduldasanak paritasa megeggyezik t-ben ill. s-ben, azaz
Iy =l (mod 2) minden behelyettesitésre;

Bizonyitds: 9. lemma alapjéan ezek a feltételek tényleg elégségesek.
Az (I) és (IT) feltételek a 12. allitas szerint mar S, felett is sziikségesek
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voltak, igy Mg felett is. A tobbi feltétel sziikségességét konkrét behe-
lyettesitésekkel bizonyitjuk:

Tegyiik fel, hogy x nem felel meg a (III) feltételnek, azaz pl. paros
sokszor szerepel t-ben, és paratlanszor s-ben. Tekintsiik az alabbi be-

helyettesitést:
| (2,a,3) haz=nz,
=1 (513 emibi
)

Ekkor (t) = (2,1,3) # (2,a,3) = &(s).
A (IV) feltétel szitkséges a (III) feltétel teljesiilése és a 16. lemma sze-
rint.

[]
Az (I), (IT) és (III) feltételek polinomid&ben ellendrizhetsek, igy valo-
jaban elég csak a (IV) feltétel ellendrizésével foglalkozni. Es ha ez a
harom feltétel tényleg teljesiil, akkor nem kell minden behelyettesitést
kiilon kezelni:

24. lemma. [[Tegyiik fel, hogy t = s a TERM-EQ egy bemenete, ekkor
a (IT1) feltétel teljesiilése esetén elég az (i, \) alaki behelyettesitéseket
ellendrizni a t = s azonossag Myg-beli teljesiilésének bizonyitdsihoz.

A tovabbiakban mindent atfogalmazunk a grafok nyelvére.
(IT1"): Minden csics fokszaméanak paritdsa megegyezik Gy-ben il-
letve G 4-ban;
(IV'): Minden Mg feletti kiértékelésre a (A2, 1) él Gsképének pa-
ritdsa megegyezik p;-nél, illetve @ -nél, azaz:
|27 Ny in)| = 1271 (Nay1)| (mod 2)
Mivel a hatszog forgasszimmetrikus, fgy a (IV') feltétel ekvivalens az
aldbbival:
(IV"): Minden Mg feletti kiértékelésre az osszes (N, 1) él Gsképé-
nek paritdsa megegyezik @;-nél; illetve @ -nél, azaz
2 ()l =185 (A 9)| (mod 2)
Vezessiik be a é,;s(AtEs, BES,E,;S) = @;@@; jelolést. Ekkor a 22.
lemma segitségével tjabb ekvivalens feltételek fogalmazhatdak meg:
(II1"): Minden G —.-beli cstics foka PAros.
(IV"): Minden v : Gy=s — Hg homomorfizmusra az 6sszes (N, 1)
¢l 6sképe péros, azaz

1=\, 4)| =0 (mod?2)
25. megjegyzés. [[Az (IV") feltételbdl kovetkezik az (I11") feltétel.
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Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy van egy paratlan foka cstucs: v, az al-
talanossag megszoritasa nélkil feltehets, hogy v € A;—;. Vegyik a
kévetkezé homomorfizmust:
A3 hau=w,
p(u) =< iy haueB, .
Ay egyébként

Azaz ilyenkor a (IV") feltétel sem teljesiil. O
Arra jutottunk tehat, hogy:

26. allitas. /| Legyenek t = x1x9...2,,8 = Y192 - . . Ym termek, a fent
bevezetett jelolésekkel: t = s pontosan akkor teljesiil Mig-ben, ha a
(I),(I1) és (IV"™) feltétel teljesiilnek.

Kijott tehat, hogy a TERM-EQ(M 19) minden bemenetéhez tarsithato
egy, a 2.2. fejezetben definialt paroshomomorfizmus-probléma. Most
belatjuk, hogy ennek a megforditasa is igaz. Mivel eddig a grafoknak
csak paritési tulajdonsagait hasznaltuk, igy tekinthetiink két grafot
azonosnak, ha mod 2 nem kiilonbéznek. Azt mondjuk, hogy G(V, Eg)
¢s H(V, Ey) grafok mod 2 megegyeznek, G = H (mod 2), ha minden
(u,v), csucsparra az (u, v) él multiplicitasanak paritasa megegyezik Fg-
ben és Epx-ban.

27. allitas. /| Legyen G(A, B, E) egy pdros grif, melynek minden csi-
csanak foka pdaros. Ekkor létezik olyan t = s azonossdg, amelyre az (I)
és a (I1) feltételek teljesiinek, és Gi=s = G (mod 2).

Bizonyitds:  Esetleg néhany 1j cstics hozzavételével feltehets, hogy
|A| = | B|. Definialjuk a G=s(A;=s, Bi=s, F') grafot az A=y = AU* {c}
és a Bi=y = B U* {d} egyenlGségekkel. Legyen X U* {z} valtozok
egy halmaza ugy, hogy, | X U* {z}| = |Ai=s| = |Bi=s|. Ekkor tehat a
csucsok indexelhetéek X U* {z}-vel: A=y = {a, : v € X} U {c} &s
Bi=s = {b, : * € X} U"{d}, és c illetve d tartozzanak z-hez. Egy

e = (ay,b,) € E élhez definialjuk a w, = zy sz6t. Legyen

h = H(weyz) .

¢€E
Tekintsiik a
t = y>h
s = y*hh
termeket. Ekkor Gi=; = G (mod 2), azaz t = s a feltételeknek megfelels
aZONoSSag. 0

A kdénnyebb érthetdség kedvéért a fenti bizonyitast egy példan keresztiil
szemléltetjiik.

28. példa. [[Legyen
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a a2 as

by by bs by

A fenti G grdafhoz konstrudlt termek a kévetkezdképpen néznek ki:

2 2 2 2 2. 2.2 2 92 2.2 2 9 9 2 2

h = ZL’ly T1X2Y T2y T2X1Y l’2y 1’2’3/ To2I3Y l’gy l’gy T4T2Y T4T3Y
2.2 2 2.2 2 2 2 2. 2.2 2 2 2

t= y 931y l"lifzy :)32y 9329319 :):zy 5529 5529339 5539 5539 9345529 9345539
s = ?J 931?J 5171932y 952y szly I2y :E2y $2I3y I3y l"gy x4:)32y 11745539 :

2,2 2 2 2 2.2 2.2 2
ZL’l’y 1’1113'2’3/ l’gy LoX1Y Loy XYy ToX3Yy X3y T3y 1’4113'2’3/ 1'41’3’3/

Példdul a t-hez tartozo graf:

a 9 a2 4 a32 a42 [

th

Hasonloan felrajzolhato a; €s C/?;s 18.

A 16. és 22. lemméakbol az alabbi kovetkezik:
29. kévetkezmény. [/Legyen G(A, B, E) olyan pdros grdf, melynek
minden fokszama pdros. Ekkor megadhato eqy az (1) és (I1) feltéte-
leket teljesitd t = s azonossdg, melyre t = s igaz Myg felett pontosan
akkor, ha minden ¢ : Gi=s — H homomorfizmus pdros.

Mostantol a 2HOM(Hg) coNP-teljességét szeretnénk belatni. Ehhez,
mivel RET(Hg) NP-teljes a 2.2. fejezetbeli megjegyzés szerint, igy elég
a kovetkez6t bizonyitani:

30. allitas. [[Minden, eqy Hf hatszoget tartalmazo G egyszert grafhoz
definidlhato egy olyan G pdros graf, melynek minden fokszama pdros,
és pontosan akkor létezik ¢ : G — Hg retrakcio, ha létezik 1) : G — Hg
nem pdros homomorfizmus.

Bizonyitas: Legyen G az allitasbeli paros graf. Ekkor G-ot ugy kap-
juk, hogy G minden nem a H{ hatszoghoz tartozo élet megduplazunk.
Ekkor persze G minden csticsa valoban paros foku lesz. Azt allitjuk,
hogy G megfelel az allitas kovetelményeinek.
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Tegyiik fel, hogy ¢ : G — Hj retrakci6, ekkor ugyanez a leképezés

megad egy ¢ : G — Hg homomorfizmust is. Legyen ekkor ¢ = w o ¢,
ahol w az izomorfizmus Hg és H kozott.

A masik irdnyhoz tegyiik fel, hogy v : G — Hg nem paros homo-
morfizmus. Mivel a hatszog éleit kivéve minden élet megduplaztunk,
igy V|p, : Hy — Hg szintén egy nem péaros homomoprfizmust ad, ami
izomorfizmus is, hiszen a hatszog barmely nem sziirjektiv homomor-
fizmusa paros. Ekkor ¢ = (¢¥|g,) "' 0¥ G egy Hg-ra valo retrakciojat
definialja. O
Az eddigiekkel tehat azt sikeriilt igazolni, hogy:

31. tétel. [/ 2HOM (Hg) coNP-teljes.

Ezekbdl pedig rogton kovetkezik a 8. tétel, miszerint TERM-EQ(Mg)
NP-teljes.

4. ZARO MEGJEGYZESEK

Mint az eddigiekbdl kideriilt, a TERM-EQ nehézségének megéllapita-
séhoz nincs egy jol bevallt, mindig miikods modszer. Erdekes kérdés,
hogy a félcsoportok kérében van-e egyaltalan remény a dichotémia bizo-
nyitasara, vagy van-e esély legalabb a 0-egyszert félcsoportok esetében?
A késébbiekben egy ezzel kapcsolatos negativ eredményt szeretnénk bi-
zonyitani, mely szerint a probléma nehezebb az eddig még megoldat-
lan CSP problémakornél: sejtésiink, hogy minden CSP problémahoz van
olyan 0-egyszert félcsoport, amelyre a széprobléma ekvivalens az adott
CSP probléméval.
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