Korrekturvorlage der zweiten SA 7D am 17.12.2014

FErster Teil
Aufgabe 1. (2P)

Waéhlen Sie eine richtige Moglichkeit aus, um einen korrekten mathematischen Satz zu bilden.
Wenn eine Funktion f: R — R @ , dann gilt @ .

richtig wéren:

den konstanten Wert 3 hat = ' =0
monoton steigend ist = ' >0
monoton fallend ist = f/ <0

Aufgabe 2. (2P) Gegeben sind die Funktionen f;(z) = e* und fo(z) = In(x). Entscheiden Sie, ob
untenstehenden Aussagen auf f; oder fy zutreffen.

Aussage Funktion
Die Funktion ist fiir alle x € R definiert. fi
Die Tangente an der Stelle x = 1 hat Steigung e. fi
Die Funktion hat eine Nullstelle. f2
Der Graph der Funktion hat eine Rechtskriimmung. f2
Im Limes x — oo geht die Steigung gegen Null. fa

Aufgabe 3. (2P) Bestimen Sie einen Wert von a sodass die Funktion H(z) = 23 + 22* + ax keine
Extremstellen hat.

Differenzieren ergibt H'(z) = 3z* + 4x + a. Dies hat keine Nullstellen falls 16 — 12a < 0. Also, jede
a > 4/3 reicht.

Aufgabe 4. (2P) Bestimmen Sie die Gleichung y = kx + d fiir die Tangente im Punkt (2|3) am
Graphen der Funktion f(z) = 2® — 2% — 1.

y=kr+dmit k = und d = .
k=f(2)=3-22-2.2=28. Also y = 8z +d, und wenn z = 2, dann y = 3, und somit 3 = 16 +d,
daher d = —13.

Aufgabe 5. (2P) Kreuzen Sie die 3 richtigen Aussagen an!

1. X | Eine lineare Funktion f erfiillt die Bedingung % = flx+1)— f(x).

2. I | Die erste Ableitung eines Polynoms von Grad n ist ein Polynom von Grad n — 1.

3.0 | Wenn f’(z) = 0 fiir alle z, dann ist der Graph von f parallel zur y-Achse.

4.0 | Wenn f'(z) = 0 und f”(z) > 0, dann hat f an der Stelle x ein Maximum.

5. X | Wenn f'(x) < 0 auf dem Intervall [a,b], dann ist f monoton fallend auf [a, b].
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Aufgabe 6. (2P) Von einer Funktion f(x) ist bekannt, dass sie (1) auf dem Intervall (—oo,1)
monoton steigend ist und (2) genau bei z = 1 ein Maximum hat. Bestimmen Sie, welche Graphik
den Graphen von der ersten Ableitung f’(x) darstellen konnte.

U X U U

Aufgabe 7. (2P) Betrachten Sie folgende trigonometrische Funktionen
fi(x) =sin(z)?,  folx) = 2cos(x), fi3(z) =sin(2x), fi(z) =sin(x)cos(z), f5(x) = cos(—2x).

Ordnen Sie jede trigonometrische Funktion ihrer ersten Ableitung zu und schreiben Sie fi, fa, f3,
f1 und f5 an die richtige Stelle!

a) Die Funktion f3 hat erste Ableitung 2 cos(x)? — 2sin(x)? = 2 cos(2x).
)

b) Die Funktion f; hat erste Ableitung 2 sin(z) cos(x).

d) Die Funktion f; hat erste Ableitung —2sin(z).

(

(

(c) Die Funktion f; hat erste Ableitung —2sin(2x). [(!!!)]

(

(e) Die Funktion f; hat erste Ableitung cos?(z) — sin?(z) = cos(2x).

INFO: cos(2a) = cos?(a) —sin?(a), sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

Aufgabe 8. (2P) Bestimmen Sie den Winkel, unter welchem die Tangente im Punkt (—%| — 1)
am Graphen der Funktion g(z) = 1 - tan(x) die z-Achse schneidet.

g (z) = m also ¢'(—m/4) = o7y = L. Daher tan(a) = 1, und somit o =

=0

™
1

S

Aufgabe 9. (2P) Die Funktion h(x) = In(2? — 3z + 4) ist positiv, hat Ableitung '(z) = =2~

und hat ein Minimum im Interval [—1,5]. Bestimmen Sie die genaue Stelle des Minimums.

Es muss gelten 2/(x) = 0. Dies hat nur eine Losung, ndmlich wenn 2x — 3 = 0, also z = 3/2.
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Aufgabe 10. (2P) In der untenstehenden Figur sehen Sie den Graphen der ersten Ableitung f
einer Funktion f. Entscheiden Sie, welche der unten stehenden Aussagen beziiglich f zutreffen.

0.54

-0.5+

1. 0| f ist monoton fallend.

2. | f hat ein Maximum an der Stelle x = 2.

An der Stelle x = 0 betrégt die Steigung der Tangente am Graphen von f 1.

f ist eine lineare Funktion.

5.0 | f >0 wenn z < 0.

Aufgabe 11. (2P) Beachten Sie die zweite Ableitung von der Funktion m(z) = 3sin(z) und

bestimmen Sie die Wendepunkte im Intervall [-7, 7].

m”(z) = —3sin(x) = 0 genau dann, wenn x = 0.

Aufgabe 12. (2P) Die Sekante der Funktion p(z) = xdT’x durch die Punkte (0]0) und (3|8) hat
die Gleichung y = 2. Bestimmen Sie, an welcher Stelle im Intervall [0,3] die Tangente an dem
Graphen von p parallel zur gegeben Sekante ist.

p(r) = 2% — %, dies ist g, wenn 22 = 3, also £ = +v/3 wovon nur z = v/3 im Intervall liegt.




TEIL IT

Aufgabe 1.

Ein Teilchen folgt in einem Teilchenbeschleuniger einer Bahn, deren x-Koordinate durch z(t) =
20 cos(87t) und deren y-Koordinate durch y(t) = 20sin(87t) gegeben wird. In diesen Formeln
werden die Koordinaten in Metern angegeben und die Zeit in Sekunden.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(1P, Kompensationspunkt) Zeigen Sie, dass z(t)* 4+ y(¢)* konstant ist, und bestimmen Sie
den Wert dieser Konstante. x?(t) + y*(t) = 202. also konstant und zwar 400.

(2P, Kompensationspunkte) Bestimmen Sie, wie oft das Teilchen pro Sekunde um das Zen-

trum des Teilchenbeschleunigers dreht. Periode ist 5—1 = i, also viermal pro sekunde.

(2P) Die Geschwindigkeit des Teilchens wird durch den Vektor m = (2'(t)|y'(t)) gegeben.
Bestimmen Sie die Grofle |1ﬁ§| dieses Geschwindigkeitsvektors. Achtung: Der Strich in 2/(t)

bedeutet hier Differenzieren nach der Zeit t. 7@ = 1607 (— sin(8xt)| cos(87t)). Die Grofle
ist somit 1607.

(2P) Zeigen Sie, dass der Ortsvektor 7@ = (z(t)|y(t)) und den Geschwindigkeitsvek-
tor normal auf einander stehen. Das innere Produkt ergibt 3200 - (— sin(8nt) cos(87t) +
sin(8t) cos(87t)) = 0 also stehen sie normal auf einander.

(2P) Zeigen Sie, dass der Ortsvektor 7“(4755 = (x(t)|ly(t)) parallel zum Beschleunigungs-
vektor oﬁg = (2"(t)|y"(t)) ist, indem Sie eine Zahl K finden, sodass c@ = K- T(-tg
a(-tg = 12807%(— cos(8nt| — sin(87t)), also K = —6472.




Aufgabe 2. Siehe auch die Figur hier unten.

Ein
sich

(a)

(b)

Riesenrad von 24 m Durchmesser, dessen Mittelpunkt M 13 m iiber den Boden liegt, dreht
im Uhrzeigersinn mit einer Umdrehung jede 15 Minuten.

(2P) Stelle eine Formel auf, die zu jedem Zeitpunkt ¢ die Hohe h(t) einer Kabine K zuordnet,
wobei fiir t = 0 die Kabine K sich auf der Hohe des Mittelpunktes des Riesenrads h = 13 m
befindet. Hinweis: bestimmen Sie A, B C' sodass h(t) = Asin(Bt) + C.

Periode ist 15 Minuten. Auslenkung ist 12 m. Mittelwert ist 13. Also h(t) = 12sin(3Z¢) 413,
t in Minuten.

(2P) Bestimmen Sie, wie schnell die Kabine K steigt, wenn sie gerade die Héhe h = 18 m
erreicht hat.

h(t) = 18 bedeutet 12sin(3Z¢) = 5, also 22t = arcsin(35) daher t &~ 1,03. Fiir diesen Wert
W(1,03) = 22 .12 cos(5/12) ~ 4,6 Meter pro Minute.

a(t)

t=0

h=13m
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Aufgabe 3. Betrachten Sie die folgenden Funktionen:

(a)

(b)

(d)
(e)

(f)

N\

et +e " et —e "
C(z) = — _

(1P, Kompensationspunkt) Finden Sie C’(z) und S'(x).

C'(z) = S(x) und S’'(z) = C(x)

(2P) Bestimmen Sie a > 0 sodass 2C"(a) = S'(a).

25(a) = C(a), also 2e* — 27 = e* + ™%, daher €* = 3¢~ daher ¢** = 3, daher a = @

(2P) Zeigen Sie, dass C(z)? — S(X)? = 1. Folgt aus C*(z) = €+ ™42 ynd S%*(x) =

2z —2x . . . .
% indem man sie von einander subtrahiert.

(2P) Zeigen Sie, dass C(x) > 1. Aus dem vorigen Teil C?(z) = S%*(z)+1 > 1, denn S?(x) > 0.
Daher C'(z) < —1 oder C(x) > 1, da aber C(x) > 0, scheidet die erste Moglichkeit aus.
(2P) Definieren Sie die Funktion F(z) = In(C(z)). Zeigen Sie, dass F(x) fiir alle x definiert
ist und driicken Sie die Ableitung F'(z) in C(z) und S(z) aus.

F(e) = gl C'la) = 55
(2P Kompensationspunkte) Eine Kette ist zwischen zwei Winden, die sich bei z = —2 und
x = +2 befinden, aufgehéngt. Die Kette folgt dem Graphen der Funktion y = C(0,6-z)+1, 40
— siehe die Figur hier unten. Bestimmen Sie den Winkel o zwischen Kette und der Wand
bei den Aufhidngepunkten (bei x = +2 oder = —2, denn aus Symmetriegriinden sind diese
Winkel gleich).

y = 0,6-5(0,6-x) und das ist 0,6 - 5(1,2) ~ 0,9 Daher tan(m — o) = 0,9 und somit
90 — a = 42 Grad. Daher a = 48 Grad.

y=C(0,6x)+1,40

X=-2
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